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Ucebnica svojim obsahom pokryva rozsah predmetu Mechatronika a Simuldcie mechatronickych
systémov, vyucovanych v bakaldrskom stupni studia odboru Aplikovand mechanika a mechatronika na
Strofnickej fakulte STU. Kniha Modelovanie a simuldcie mechatronickych systémov [. poskytuje velké
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ukazkam tvorby matematickych modelov, ktorych vysledkom su spravidla diferencidine rovnice resp.
sustavy diferencidlnych rovnic.
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wypocet odozvy systému a jej dalsieho zobrazenia na zodpovedajicich grafoch v zdvislosti od casu.
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R2019a od spolocnosti MathWorks a takisto Control toolbox Matlabu (nadstavba Matlabu sliZiaca na
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a vysetrovanie viastnosti dynamickych systémouv.
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Predhovor

Mechatronika je pomerne mlady odbor, ktory vznikol v Japonsku v 70. rokoch minulého
storoCia implementaciou stale dokonalejSich prvkov vypoctovej techniky do podvodne Cisto
mechanickych alebo elektromechanickych strojov. Postupnym zavedenim inteligentnych prvkov sa
postupne zacali vyvijat vyrobky novej vysSej kvality s pridanou hodnotou. Takéto zavadzanie
novych inovativnych prvkov priniesla potreba stcasnych konkurencieschopnych trhov. Vyvojovi
inzinieri museli neustale Celit’ vyzve produkovat stale zlozitejSie a sofistikovanejsie inZinierske systémy
s vysokym stupfiom vykonnosti, spolahlivosti a to pri nizkej udrzatel'nej cene (trend, ktory na trhu
mozno pozorovat aj v sucCasnosti). Poziadavku priniesol prave pokrok v mikroprocesorovych
technologiach suvisiaci s poziadavkou neustaleho zmensovania mechanickych a elektronickych stucasti
a implementaciou inteligentnych (smart) prvkov do novovznikajucich zariadeni. V snahe celit
sucasnej vysoko sutazivej atmosfére vo vyvoji produktov tak musia byt dneSni vyvojari neustale
schopni prinasat’ nové a pttavé prvky a integrovat’ tak vel’ké mnozstvo spolu suvisiacich technologii,
ktoré pochadzajii z viacerych fyzikalnych oblasti (mechanickej, elektrickej, tepelnej a inych).
Platformou pre najlepsie splnenie danej integracie s najrychlej$im moznym procesom navrhu a vyroby
poskytol prave vedny odbor Mechatronika.

Snahou mechatroniky, ktori radime medzi interdisciplinarne inZinierske spésoby navrhu
a vyvoja inteligentnych (smart) elektromechanickych systémov je Co najlepsSie integrovat’ mnohé
technoldgie z roznych fyzikalnych oblasti ako su elektronika, mechanika, automatické riadenie
v redlnom case (z angl. real-time control) a informatika. Mechatronika zavadza do vyrobkov
mikroprocesory, smart materialy a Casti nevyhnutnej interakcie ¢loveka s pocitacom. V sucasnosti aj
prvky umelej inteligencie.

Proces uvedenia nového vyrobku na trh by sa od fzy jeho navrhu a jeho samotnej vyroby mal
udiat’ v ¢o najkratSom moznom cCase. Na trh sa v konecnej faze prinesie konkurencieschopny
a inteligentny produkt s vysokou kvalitou a pridanou hodnotou. Mechatronika ako také je kl'acom
k névrhu Sirokého spektra produktov medzi, ktoré patria napr. pevné disky, digitalne kamery, digitalne
fotoaparaty, mobilné telefony a pocitace a flexibilné autonomne systémy, inteligentné zbranové
systémy, lietadld a vesmirne rakety, ale aj systémy riadiacich procesov v elektrariiach a tovariiach
avela inych. Pri vyvoji vSetkych spomenutych produktov sa v sicasnosti vyuziva mechatronicky
spdsob pristup navrhu. Aby bolo mozné navrhovat’ produkty mechatronickym pristupom je nutné
poznat’ princip spravania sa systémov ato s ohladom na roéznu fyzikalnu podstatu, nakol’ko vsetky
produkty, ktoré vyvijame mechatronickym spésobom st prienikom systémov z viacerych fyzikalnych
odvetvi. Je teda zrejmé, ze kazdy mechatronicky inZinier, ktory vstupuje do fazy vyvoja nového
mechatronického systému, by mal byt inzinierom, ktory mé informacie o zékladnych fyzikalnych

systémoch, mal by byt’ schopny opisat’ a vytvorit’ jednoduché matematické modely takychto fyzikalnych



systémov a takisto by mu nemali byt cudzie zrucnosti tykajuce sa modelovania systémov s vyuzitim
pocitacovej podpory.

Tato ucebnica prinaSa pre budicich mechatronickych inZinierov moZnost naucit’ sa
a pochopit’ tvorbu matematickych modelov pre zakladné fyzikalne systémy a tiez moznost’ ziskat
zruénosti vo vySetrovani odozvy navrhovanych dynamickych systémov pre rozne uvazované budiace
signaly s vyuzitim modernych pristupov modelovania systémov pomocou pocitaca, napr. prostredi
Matlab.

Kapitola 1 sa venuje teoretickym zakladom a tedrii modelovani systému. V tejto kapitole je

opisana zakladna klasifikacia systémov a ¢lenenie vSetkych systémov podl'a zakladnych hladisk.

Kapitoly 2 — 7 st venované metodike tvorby matematickych modelov zakladnych fyzikalnych
systtmov ako st mechanicky systém, elektricky systém, elektro-mechanicky systém, dalej

tekutinové systémy zahfiiajuce pneumaticky a hydraulicky systém a napokon tepelnému systému.

Kapitola 9 je zamerana na vySetrovanie dynamickej odozvy fyzikalnych systémov. Kapitola sa

venuje vysetrovaniu vlastnej a nitenej odozvy systémov.

Kapitola 10 rozobera o systém 1. radu. V tejto kapitole sa venujeme vypoctu odozvy systému
prvého a zadefinovaniu jeho zakladnych parametrov, ktoré dany systém charakterizuju (Casova

konStanta a zosilnenie systému).

Kapitola 11 je venovana systému druhého radu. V tejto kapitole je odvodenad odozva pre
systém druhého radu a to pre rozne pripady na zaklade korefiov charakteristickej rovnice. Navyse su

v tejto kapitole opisané zakladné charakteristické parametre systému druhého radu.

Kapitola 12 sa venuje tedrii Fourierovych radov. V tejto kapitole je vysvetlena metodika
vypoctu realneho a komplexného typu Fourierovho radu pre periodicky opakujiuce sa funkcie f(t)

a takisto spdsob vypoctu frekvencného spektra funkcie f(t).

Kapitola 13 je zamerana na teoriu Fourierovej transformacie, ktord je zadefinovana na
zéklade teorie Fourierovych radov. V tejto kapitole je vysvetleny sposob vypoctu frekvencného

spektra pre neperiodické spojité funkcie f(t) definované v Casovej oblasti t.

Kapitola 14 je venovana teorii Laplaceovej transformacie, ktord umoziuje najst’ obraz casovo
zavislej funkcie f(t) v komplexnej rovine s. V tejto kapitole mozno tiez najst’ informéacie o vlastnostiach

Laplaceovej transformacie a priklady vypoctu Laplaceovej transformacie zakladnych funkcii f(t).
Kapitola 15 opisuje teoriu vypoctu rieSenia diferencidlnych rovnic s vyuzitim definicie
Laplaceovej transformacie a jej vlastnosti.

Kapitola 16 je zamerana na vySetrovanie a analyzu odozvy systémov s uvazovanou skokovou

zmenou, budeného 'ubovolnym vstupnym signdlom a vySetrovanim impulznej odozvy systémov.



Citaty na avod:

Umenie je loz, ktorda nam pomdaha vidiet' pravdu.

Picasso

Fyzikdlne modely su také odlisné od sveta, ako je geograficka mapa odlisna od povrchu zeme.

L. Brillouin
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1 MODELOVANIE A TVORBA MODELOV

1.1 UVOD DO MODELOVANIA

Clovek modeloval a simuloval od ¢asu, ked’ sa jeho mozog zacal vyvijat’ a ziskal schopnosti
predstavovat’ si. Deti od svojho narodenia modeluji bez toho, ze by si to vobec uvedomili. Prakticky
my vSetci modelujeme a simulujeme ako diet’a v ranom veku hrajice sa sloptou, ¢i architekt
vytvarajuci model budovy alebo biznismen, ktory pripravuje svoj biznis plan na ekonomickom trhu.

Preco je modelovanie potrebné? Je jednoducha otazka, ktora by mohla zazniet’ predtym nez
sa zaCneme zaoberat’ samotnym procesom modelovania a simulacie matematickych modelov. Odpoved
by mohla byt ... ,,PretoZe, modelovanie moZe byt’ veP’mi uZito¢né, ak chceme napriklad ...*

1. zistit’ vySku alebo naklon veZze — bez toho, aby sme na veZu vyliezli,
odmerat’ Sirku rieky — bez nutnosti jej preplavania,
odhadnut’ priblizni hmotnost’ Zeme — bez toho aby sme ju odvazili
zistit’ teplotu na povrchu, ¢i v samotnom strede Slnka,
vy¢islit’ priblizné mnozstvo krvi, ktora pradi v l'udskom tele,

predpovedat’ ako sa bude menit’ vyvoj populacie na zemi za urcity ¢as,

N R

alebo urcit’ ¢as potrebny na obeh satelitu na orbite okolo zeme.

V pripade kazdej takejto lohy mozno zostavit’ matematicky model, na zédklade ktorého mozno
dant ulohu riesit’ a potom simulovat’ pre rdzne premenlivé parametre. Podobny spdsob funguje pre
vSetky odvetvia vedy a to aj pre pripady, ked’ rieSime fyzikalne, biologické alebo socialne problémy.
Zo skusenosti nadobudnutych vedeckym skiimanim a sledovanim spravania sa vSetkych fyzikalnych
systémov za pomerne dlhy Cas sa zistilo, ze prakticky vSetky systémy maji urcitd podobnost’ a teda
mozné medzi nimi najst’ nejaka analdgiu, z ktorej potom vyplyva podobnost matematickych modelov
v realnom svete. Vedeckym badanim sa takisto zistilo, ze matematické modely su v prevaznej miere
definované jednoduchymi diferencidlnymi rovnicami 1. a 2. radu. Proces tvorby alebo nadobudnutia
matematického modelu pre opisovany systém nazyvame — modelovanie.

Z nadobudnutych skusenosti tiez vyplynulo, Ze prevazna cCast’ systémov sa vyznacuje
dynamickym spradvanim sa, ktoré mozno v kone¢nom dosledku opisat’ jednou diferencidlnou rovnicou
pripadne ststavou viacerych diferencialnych rovnic. Ziskanim matematického modelu sa vSak proces
analyzy systému nekonci, nakol’ko nasleduje proces, ktory nazyvame proces simuldcie matematického
modelu (vySetrenie spravania sa systému).

Matematicky model mozno simulovat’ pre r6zne pociatoéné podmienky a ziskat’ tak prehl'ad
o jeho spravani sa napr. pre rézne uvazované parametre resp. vysetrit’ citlivost’ dané¢ho systému na
akukol'vek zmenu vstupnych budiacich podnetov. Poslednym $tadiom analyzy systému by mal byt

proces zhodnotenia vypocitanej odozvy matematického modelu alebo postdenie spravnosti a realnosti

12|Strana



MODELOVANIE A TVORBA MODELOV

nadobudnutého rieSenia. Poznamenajme, Ze toto Stadium nemusi byt vzdy konecnym Stadiom analyzy
systému, nakol’ko v procese simulacie mozno d’alej pokracovat’ a vySetrovat’ napr. vplyv odozvy na
réznu zmenu parametrov systému alebo venovat’ sa navrhu riadenia mechatronického systému na

dosiahnutie poZzadovanej odozvy.

1.2 MODELOVANIE SYSTEMOV

Co teda proces modelovania znamena z technického hPadiska ? Modelovanie mozno
definovat’ ako proces abstrakcie realneho systému. Model by mal zachytavat’ konceptualny ramec
celého uvazovaného a vySetrovaného systému. Model mozno chapat’ ako abstrakciu skuto¢ného
systému, takisto ako istu fyzikalnu repliku napr. existujiceho systému, procesu alebo modelovej
situacie. Je to teda vecna reprezentacia skutoc¢nej reality.

Model: Je slovo odvodené z latinského slova, ktorého zmysel je tvar, forma alebo vzor.
V pripade modelu, ktory je abstrakciou reality rozoznadvame dva typy abstrakcie. A tak abstraktny

model moze byt

e logicky (opisany logickymi uvahami),

e alebo matematicky.

Matematicky model je matematicky opis vlastnosti a interakcii systému, ktorého odvodenie
zavisi od systémovych hranic, systétmovych komponentov aich interakeii medzi sebou. Model
takisto zavisi od typu analyzy, ktoru pre dany model realizujeme. Z tedrie systémov pozname dve

zékladné typy analyz a to:

e analyzu v ustdlenom stave (z angl. steady-state)

e aprechodovi analyzu (z angl. transient analysis)

Matematicky model z&visi v neposlednej rade takisto od zjednoduSeni, ktoré¢ uvazujeme pocas
celej tvorby modelu. V tomto stadiu je nutné poznamenat, ze v pripade, ak pouZzijeme prili§ vela
zjednoduseni ziskame sice zjednodusSeny model, avSak na kor niz$ej presnosti vySetrovanej odozvy
daného systému. Na druhej strane, ak pri modelovani pouzijeme zjednoduseni prili§ malo, dospejeme
Casto k zloZitym (komplexnym) modelom, ktorych rieSenie méze byt sice presnejsie, ale ziskame ich
obt’aznej$im spdsobom a vypocet modze trvat’ podstatne dlhsi Cas.

Navyse, zlozity model nie vzdy musi znamenat’ ti najvyhodnejsiu cestu, ktorou by sa mal jeho
tvorca vydat. Nakolko zo skusenosti ziskanych z dlhoro¢nej praxe vyplynulo, Ze prili§ zlozité
matematické modely nie vzdy vedu k redlnym odozvam systémov, ale naopak takéto vysledky v
skutocnosti vobec nezodpovedaju realite pri overeni experimentalnym Setrenim. Plati pravidlo, Ze
v mnohych pripadoch prave jednoduchsi model poskytuje redlnejSiu odozvu skiimaného systému ako

model zlozitejsi.
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V procese modelovania sa spravidla pri tvorbe modelu stretdvame s rieSenim a optimalizovanim
troch problémov a to:
e jednoduchost alebo zlozitost’ modelu,
e presnost’ ziskaného modelu z pohl'adu jeho fyzikalnej podstaty,

e ako aj doveryhodnost’ daného modelu.

Pripomenime, Ze z dovodu jednoduchosti realizacie je zrejmé, Ze pri analyze alebo navrhu
riadenia systému je vhodné siahnut’ najskor po matematickom modely, ktorého spravnost’ neskor
overime experimentalnym modelom.

V tomto $tadiu uz vieme, Ze matematicky model je najvyhodnej$im a najlacnej$im spdsobom
analyzy systémov, ktory inzinieri pouzivaju na vySetrovanie spravania sa systému. V nasledujucich

kapitolach sa zameriame na matematicky model z pohl'adu matematického hladiska.

1.3 MODEL

Pojem model sa vyskytuje v odbornej literatire velmi Casto. Teoéria modelov a modelovania
systémov nadobudla vyznam v stvislosti s rozvojom kybernetiky. V stiCasnosti v§ak modely nachadzaju
uplatnenie v réznych vednych odboroch, a to nielen v technickych vedach.

Termin model mozno chapat’ réznym spdsobom, nakol’ko vytvorené modely ako také mozu
sluzit’ odlisSnym cielom. Problematika modelovania zahina vel'ké mnozstvo réznorodych otazok. To
znamena, ze sme nuteni obmedzit' sa len na tie, ktoré priamo alebo nepriamo stvisia s vyuzitim
Statistickych metod. Rozne nazory na vSeobecni podstatu modelov, na ich obsah, klasifikaciu
a predovSetkym funkciu, netvoria zdaleka ucelenti tedriu s presne vymedzenou ajednotnou
terminoldgiou. KonsStrukcia modelu a analyza takejto konstrukcie su spravidla viazané na rieSenie
konkrétnych uloh teoretického a praktického razu a je preto zrejmé, Ze pri posudzovani metodologickych
otazok je treba k tejto skutocnosti prihliadat. Pri pozorovani javov a procesov realneho sveta si
uvedomujeme, Ze z pohl'adu svojej jednoduchosti su prirodné procesy v prevaznej miere také zlozité, ze
na pochopenie jednoduchym ludskym chépanim momentalne nie sme a mozno ani v dohl'adnom case
nebudeme schopni tieto procesy dokonale pochopit’ a vysvetlit. Pochopenie fyziky je tak narocné, ze
len vel'mi obtiazne opisujeme zakonitosti z pozorovania prirody a eSte obt'aznejsie prenikame do ich
vézieb a suvislosti.

Modelovanie je tvoriva ludskd cinnost’ spocivajica v idealizacii a zjednoduSeni dejov
redlneho sveta. V&cSina autorov sa zhoduje na tom, ze model musime chapat’ ako urciti formu
vyobrazenia skutoCnosti. Rozdiely su iba v tom, aka je modelovana skutocnost’, aké su modelovacie
prostriedky, ¢i k akému ciel'u dany model sluzi. Slovo moedel ma svoj pévod takisto v stavebnictve,
kde oznacuje mieru, podl'a ktorej st vyjadrované proporcie stavby. Neskor dostal pojem model zésadne
novy vyznam. Pripli§t’a sa, Ze tedria nemusi byt len zobrazenim skuto¢nosti a jej objektivnej podoby,

ale moze ist aj ojej uritn idealizaciu. Casto sa vyskytuju pripady ked je vyhodnejsie operovat’
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s modelom ako so skutoénostou. Co vyplyva z toho, Ze ¢astejsie ovladame lepsie pravidla modelovacej
techniky, nez pravidla priamo nepozorovatel'nej skuto¢nosti.

Podstata modelovania vychadza zo zakonov prirody a z historicky vzniknutej schopnosti
abstrahovat’ podobné vlastnosti rdznych objektov. Vd’aka stvislostiam, ktoré medzi objektami existuji
modzeme nepriamo sledovat’ niektoré objekty prostrednictvom objektov inych. Cez mnohoznac¢nost’
pojmu model méZeme charakterizovat’ realitu skimaného prvku ako zjednodusenti formu zobrazeni
jeho podstatnych ¢it. Model je zostaveny podla uréitych pravidiel, ktoré dovoluju napodobovat
spravanie sa a vlastnosti zobrazovanej reality.

Model je nielen prostriedkom ziskavania poznatkov, ale pomocou modelu mozno takisto
rozvintt’ teériu urditej oblasti. Stidium modelu umoZiuje stanovit’ niektoré poznatky o zobrazovanej
skutoCnosti, a to iba v pripade, Ze medzi skutocnostou a modelom existuje podoba, ktora je pre
poznavanie reality nevyhnutna.

Cinnost’ zamerani na vytvorenie a najdenie modelu nazyvame modelovanim. Modelovanim
mozeme dospiet’ k matematickej tedrii, ktord umoziuje vysvetlovat’ a objavovat’ suvislosti a Ciastocne

ju zovseobeciiovat'.

1.4 KLASIFIKACIA MODELOV

Modely su vo vSeobecnosti velmi wuZzitoéné pre Studium komplexnych fenoménov
experimentalneho vySetrovania a analyzy systémov s vyuzitim pocitacovej simulacie. V pripade
modelovania na pocitaci sa Setria naklady. Nemusime vytvarat’ fyzické modely, nakol’ko na vytvorenom
matematickom modeli mozno uskuto¢nit’ analyzy za pomerne kratky ¢as a pri nulovych nakladoch.

Systémové modely klasifikujeme podl'a nasledujuceho vyvojového diagramu znazorneného na

Obr. 1.1.

Model
Fyzikalny Abstraktny
model model
Realny Matematicky Opisny Neurénovy
LR model model model model
Statické Dynamické Spojité Diskrétne Fuzzy logické Logické
modely modely modely modely modely modely
Modely Modely
v t-oblasti v s-oblasti
Modely definované Modely definované
klasickym diferencialnymi parcialnymi diferencialnymi
rovnicami (ODE) rovnicami (PDE)
Linearne Nelinearne
modely modely

Obr. 1.1. Klasifikacia systémov
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1.4.1 Fyzikilny a abstraktny model

Mnohym lIudom slovo ,,model” evokuje obrazy hlinenych aut, modelov budov
v aerodynamickych tuneloch, trenazéry kokpitov lietadiel alebo miniatiirne modely super tankerov
plavajucich v bazénoch.

Toto vsetko su priklady fyzikalnych modelov (tieZ nazyvanych — ikonické modely). Nie st to
typické druhy modelov, ktoré sii zaujmom poznania v pripade systémovej analyzy. Fyzikalne modely
su vo vSeobecnosti 'ahko pochopitel'né a st obyc¢ajne replikami v zmensSenej mierke.

V systémovej analyze st vSak viac pouzivané tzv. abstraktné modely, reprezentujuce systém
v zmysle logickych alebo kvantitativnych vztahov, ktoré su neskor upravované a pozmenované na
vySetrenie reakcii modelu na pripadné zmeny. Abstraktny model je viac vSeobecnejsi, a preto menej

rozpoznatel'ny.
1.4.2 Matematicky a opisny model

Matematicky model je abstraktny model pouzivajuci matematicky zépis na opisanie
spravania sa sustavy alebo systému. Matematické modely sa pouzivaju prevazne v prirodnych vedach
a inzinierskych disciplinach ako je fyzika, biolégia a elektrotechnika, ale aj v socialnych vedach
ako je ekonomia, sociologia a politické vedy. NajcastejSie sa s matematickymi modelmi stretavaju
fyzici, inzinieri, informatici a ekonomovia. Matematicky model je zapisany jazykom matematickych

symbolov. Matematické modely mdzeme klasifikovat’ podl'a nasledujicich hl'adisk ako:

e Linearne a nelinearne modely: V tomto pripade su funkcie, podmienky a okrajové podmienky
reprezentované linearnymi rovnicami. Takyto model oznacujeme ako linearny model. Ak je
aspon jedna z podmienok alebo obmedzeni reprezentovana nelinearnou rovnicou, potom
model oznacujeme ako nelinearny.

o Deterministické a stochastické (nahodné) modely: Deterministicky model vykazuje pri
opakovani pokusu pri rovnakych pociatocnych podmienkach rovnaké spravanie. Naopak
pri stochastickom modeli je pritomnd nahoda, aj ked’ st pociatotné podmienky rovnako
zachované.

e Statické a dynamické modely: Staticky model neuvazuje prvok Casu. Na strane druhej
dynamicky model prvok ¢asu vyzaduje a z tohto dovodu su dynamické modely zvycajne
reprezentované a opisované rekurentnymi alebo diferencialnymi rovnicami

e Systémy so sustredenymi alebo distribuovanymi parametrami: Ak povazujeme model za
homogénny (t. j. konzistentny stav modelu v kazdej Casti systému), potom hovorime, Ze
parametre tohto modelu su sustredené. Ak vsak povazujeme systém za heterogénny (t. j.

rozli¢ny stav v roznych castiach systému), potom hovorime, ze parametre modelu su
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distribuované. Systémy s distribuovanymi alebo rozsSirenymi parametrami su zvycajne

reprezentované a opisované parcialnymi diferencialnymi rovnicami
1.4.3 Staticky a dynamicky model

Systém linearneho alebo nelinearneho charakteru mozno d’alej uvazovat’ ako systém staticky
alebo dynamicky. Statické systémy su také systémy, ktoré v praxi tvoria relativne mens$iu skupinu
oproti systémom dynamickym. Dynamické systémy predstavuji vel’ku skupinu systémov, s ktorymi sa
mozno bezne stretnut’ v praktickom Zivote.

Statické modely st viac pouzivané napr. pri praci architektov ked’ na vizualizaciu staticke;j
situdcie, napr. planu podlazia, ¢i celej budovy sa vyuziva prave staticky model. Staticky simulaény
model je reprezentacia systému v konkrétnom case alebo taka realizacia systému, v ktorom cas nehra
ziadnu rolu. Na druhej strane model dynamického systému reprezentuje systém a vyvoj odozvy
systému v ¢ase. Dynamické modely sa zaoberaju €asovo-premenlivymi interakciami.

Staticky systém je taky typ systému, ktorého stav zavisi od okamzitych podnetov a nezavisi od
predchadzajuceho stavu. Takyto systém mozZno matematicky opisat’ algebrickymi rovnicami prip.,
sustavou algebrickych rovnic. Napr. linearny systém zobrazeny na Obr. 1.2 (a) resp. model motora

na Obr. 1.2 (b). Statické systémy nie su nikdy opisované alebo definované diferencidlnymi rovnicami.

gy

y(t) A M(t) 4

y=kx+q

y=kx

»

u(t)'

(b)

(@)

Obr. 1.2. Staticky systém: (a) linearny systém, (b) staticky model motora

Dynamicky systém je typ systému, ktorého okamzity stav zavisi od predchadzajucich stavov
a takisto vonkajsich podnetov. Dynamicky systém sa vyznacuje istou zotrvacnostou, ktora sa prejavi
v oneskorenych reakciach systému v Case. Dynamicky systém nazyvame aj systémom s pamétou.
Odozva takéhoto systému na vonkajsi podnet sa spravidla vyvija v ¢ase. Kazdy dynamicky systém je
teda opisany hlavne diferencialnou rovnicou alebo ststavou diferencidlnych rovnic. Na nasledujucich

obrazkoch mozno vidiet typické odozvy dynamickych systémov, pozri Obr. 1.3.
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Obr. 1.3. Typické odozvy dynamickych systémov

1.4.4 DalSia Klasifikacia modelov

Matematické modely mozno d’alej triedit’ aj podl'a inych hladisk. Za hlavné hl'adisko mozno
povazovat’ odliSenic deterministickych modelov od stochastickych modelov. Charakteristické pre
deterministické modely je, Ze zakonitosti pri dodrzani urcitych predpokladov a podmienok vzdy platia
alebo vyhovuju kazdej konkrétnej empirickej situacii.

Na rozdiel od deterministického modelu vyhovuje stochasticky model konkrétnym situaciam
len priblizne ato s urcitou pravdepodobnostou (systémy nahodného charakteru). Z tohto dévodu
stochastické modely oznacujeme aj ako modely pravdepodobnostné. Pre takéto typy modelov je
charakteristicke, ze dovol'ujil pomerne presnit matematick manipulaciu medzi veli¢inami, aj ked’ medzi
veli¢inami platia tieto vztahy iba priblizne. Pre tieto typy systémov je charakteristicka neistota, ktort
pocitujeme uz pri samotnej tvorbe matematickej formy modelu.

Jednoducho mozno prijat’ definiciu stochastického modelu ako rovnicu alebo sustavu rovnic
nahodnej veli¢iny resp. nendahodnej veli¢iny a dalSich parametrov (konstant). Najjednoduchsie
stochastické modely su linearneho charakteru. Na realne zlozitejSie nelinedrne modely sa pouziva vo
vSeobecnosti vzdy ich linearne zjednodusenie.

Pri tvorbe matematickych modelov sa stretavame s r6znymi pristupmi. Pristup vychadzajuci
z vecnych znalosti problematiky je vel'mi blizky deduktivnej povahe, pri ktorej predpokladame, ze
modely st odvodené na zaklade v§eobecnych principov danej ulohy ¢i prislusného vedného odboru. Pri
induktivnej povahe sa postupuje s porovnanim s deduktivnou ulohou v obratenom smere, a teda od
konkrétneho poznatku k v§eobecnému, od reality k modelu alebo od vyberovych dat k skuto¢nym, resp.
hypotetickym rozdeleniam. Pre staticka indukciu je charakteristické, Ze vSeobecny zaver sa vyvodzuje

na zaklade konkrétnych pozorovani.
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1.5 MATEMATICKY MODEL DYNAMICKEHO SYSTEMU

Ako uz vieme, tak matematicky model je matematicka interpretacia vlastnosti a interakcii
systému. V procese tvorby matematického modelovania sa vyuziva matematicky jazyk na opis
spravania sa systému, ktory modze byt rdznej fyzikalnej podstaty (elektricky, mechanicky,
termodynamicky, hydraulicky, pneumaticky, tepelny), okrem iného aj biologickej, ekonomickej
alebo socialnej povahy.

Matematicky model je spravidla opisany systémom v zmysle premennych. Tymito
premennymi moze byt vo vSeobecnosti €islo, logicka hodnota, ret'azec a iné.

Premenné vo vSeobecnosti predstavuji niektoré vlastnosti systému napr.

e namerané vystupné velic¢iny vo forme signalov,
e Casové data,
e signaly reprezentujice vystupné veli€iny,

e vyskyt udalosti (4&no/nie).

Premenné vo vSeobecnosti delime na tri zakladné typy:
e vstupné u(t),
e vnutorné x(t),

e vystupné y(t).

Podla toku energie delime premenné na:
e prietokové premenné,

e aspadové premenné.

Potom aktudlny model je skupina funkecii, ktoré opisuju vztahy medzi rozlicnymi premennym
systému. Problémy matematického modelovania st ¢asto klasifikované ako tzv. biele skrinky (z angl.
white-box) alebo ¢ierne skrinky (z angl. black-box), podla toho kolko informaécii je dostupnych o
danom systéme a to v danom pozadovanom case t.

Black-box model je takym druhom modelu, ktory neobsahuje vSetky informécie o danom
systéme. Tento systém nema informaciu napr. o tzv. vntitornych stavoch, ale orientuje sa hlavne na
opis matematickych vztahov medzi vstupmi a vystupmi uvazovaného systému. Takyto spdsob

interpretacie systému nazyvame vonkaj$im opisom systému.

u(t) y(t)
—>»| Systém | ——»
Vstup Vystup

Obr. 1.4. Vonkajsi opis systému
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Medzi vonkajsie opisy systémov radime napr. opis diferencidlnou rovnicou, opis prenosovou
funkciou, grafom, tabul’kou a d’alSie iné sposoby.

Schematicky mozno vonkajsi opis systému znazornit’ podl'a Obr. 1.4, kde systém je zobrazeny
s vyzna¢enim jeho vstupnych a vystupnych premennych. Pozrime sa teraz na ten najbeznejSi typ
matematického modelu daného vonkaj§im opisom, ktorého matematicky model je definovany
diferencialnou rovnicou.

Systém n-tého radu s jednym vstupom u(t) a jednym vystupom y(t) kde prava strana rovnice

je jednoducha funkcia bez derivacii vstupu u(t), mézeme opisat’ nasledovnou diferencialnou rovnicou

anm'i' an_lm + -+ ala'i' dgy = u(t) B

(1.1)
kde ay, ..., a, st konstantné koeficienty.

V pripade, ze uvazujeme dynamicky systém n-tého radu s jednym vstupom u(t) a jednym
vystupom y(t) s derivaciami vstupnej funkcie u(t), potom je takyto systém definovany najvSeobecnejSou

diferencialnou rovnicou

,y ™M (O +ap-1y "V + - ay P (O +agy(®)
— by u™ (1) + by u®D(E) + - byu@ () + by (D), (1:2)
kde ag, ..., a, a by, ..., b, su konstantné koeficienty.

Na druhej strane white-box je taky model systému, ktorého opis zahfiia prakticky mnohé d’alSie
informacie o danom systéme. V tomto pripade opisu systému ziskame informaciu aj o vnutornych
stavoch. Takyto typ systému, ktory vo vSeobecnosti nazyvame vnitornym alebo stavovym opisom
systému je znazorneny na Obr.

1.5. Na tomto obrazku je znazorneny systém v stavovom opise

s m vstupnymi premennymi u;(t), n stavovymi premennymi X;(t) a k vystupnymi premennymi y;(t).

u,(t) yi(t)

. Uit) System |yit) oo
Vstupné —> EANEEY Vystupne,
premenné (1), %,(), ... x.(t) premenné

Um(t)I Stavové premenné [Yi(t) I

Obr. 1.5. Vnutorny (stavovy) opis systému
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Systém zadefinovany stavovom opise (z angl. state-space) je opisovany inym spdsobom ako to
bolo v pripade systému vonkajSieho opisu. Stavovy opis systému je charakterizovany sustavou
diferencialnych rovnic 1. radu, ktory mozno ziskat’ odvodenim z jednej diferencialnej rovnice 1.
alebo vysSieho radu, ako aj z kazdej sustavy diferencialnych rovnic prvého, druhého a vyssieho radu.
Pred kazdou transformaciou pdvodnej sustavy diferencidlnych rovnic je nutné zadefinovat vektor
stavov x(t) (z angl. state vector — stavovy vektor). Stavovy opis potom tvoria dve ststavy rovnic. Prvou
sustavou je sustava diferencialnych rovnic 1. radu nazyvana tiez rovnicou dynamiky. Druhou
rovnicou stavového opisu je sustava linearnych algebrickych rovnic nazyvana tieZ rovnicou vystupu.

Tieto dve sustavy rovnic mozno potom zapisat’ do nasledovného maticového tvaru stavového opisu

x(t) =A-x(t) +B-u(t),

1.3
y(®) =C-x(t) +D-u(®), (=)
kde A, B, C, D nazyvame matice stavového opisu, x(t) je stavovy vektor, u(t) je vektor vstupu a y(t) je

vektor vystupu.

1.6 OPIS SYSTEMU PRENOSOVOU FUNKCIOU

Ako sme uz uviedli, kazdy fyzikalny systém interpretovany diferencidlnou rovnicou mozno
interpretovat’ aj d’al$im ekvivalentnymi spésobmi vonkajSieho opisu. Jeden z ekvivalentnych spdsobov
opisu systému diferencidlnou rovnicou je opis systému prenosovou funkciou. Prenosovi funkciu pre
fyzikalny systém definovany diferencidlnou rovnicou mozno ziskat aplikovanim metddy tzv.
Laplaceovej transformacie, ktora bude blizsie vysvetlena v kap. 14.

Laplaceova transformacia je transformacia systému z Casovej oblasti t do oblasti komplexnej
roviny s. Poznamenajme, Ze na ziskanie prenosovej funkcie systému definovaného diferencialnou
rovnicou uvazujeme pri aplikovani tejto Laplaceovej transformacie vzdy nulové pociato¢né podmienky.

Predpokladajme vSeobecny systém n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom, ktory

je reprezentovany touto diferencialnou funkciou n-tého radu

d(n)y d(n_l)y

dy
B e T A1 gy T g T aey = u(®. (1.4)

Potom prostrednictvom Laplaceovej transformacie oboch stran rovnice pri uvazovani

nulovych pociatocnych podmienok dostadvame

(aps™ +ap_1s" 1+ -+ a;s+ay)Y(s) = U(s). (1.5)
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To znamend, Ze prenosova funkcia systému n-tého radu je definovand nasledovnou

algebrickou formou a to ako pomer Laplaceoveho obrazu vystupu Y(s) k obrazu vstupu U(s)

Y(s) 1

G(s) = = ,
) U(s) aps"+ap_qs™1+--+a;s+ag

(1.6)

kde ay, ..., a, st konstantné koeficienty, Y(s) je obraz rieSenia v Laplaceovej rovine a U(s) je obraz
vstupu v Laplaceovej rovine.
V pripade, ze uvazujeme systém n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom

s derivaciami vstupu na pravej strane v nasledovnom tvare

d(n)y + d(n—l)y + . + +
an dt(n) dpn-1 dt(n_l) a; d doy
d™y dm-Dy du (17)
= bmm+bm_1m+ ~-+bla+b0u,
potom jeho prenosova funkcia bude mat’ tvar
Y(s) bps™+by_;s™ 1+ +bys+b,
G(s) = = (1.8)

U(s) aps+ap_(s"1+--+a;s+ap

kde ay, ..., a, a by, ..., by, st konstantné koeficienty, Y(s) je obraz rieSenia v Laplaceovej rovine a U(s)
je obraz vstupu.

Predchadzajuca rovnica je najvSeobecnejSim tvarom prenosovej funkcie linearneho systému
n-tého radu s jednym vstupom a jednym vstupom. Pozostiva z dvoch polynomickych funkcii
s premennou S a nazyvame ju prenosovou funkciou vo vSeobecnom tvare (tf) (tf, z angl. transfer
function — prenosova funkcia).

Podmienka, aby dany systém bol fyzikalne realizovatel'ny je, Ze stupei polynomu v ¢itateli musi
byt mensi nanajvys rovny stupfiu polynému v menovateli m < n.

Ak uvazujeme systém n-tého radu sjednym vstupom ajednym vystupom s ¢asovym

oneskorenim s hodnotou T, potom takyto systém je opisany touto diferencialnou rovnicou

d™y(t—1) d®Dy(t — 1) dy(t—1)
anw+an_1w ---+a1T+a0y(t—t)
d™y(t—1 dm-Dy(t—t du(t—r
— m#_}_ m—1#+'"+b1¥ (1'9)
dt(m) dt(m-1) dt

+ bou(t—1).
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Potom prenosova funkcia casovo oneskoreného systému s cCasovym oneskorenim T

nadobudne tento tvar

Y(s) bps™+b,_;s™ 1+ +bys+b,
U(s) aps"+ap_;s"1+--+a;s+ag

—Tt

G(s) =

(1.10)

1.7 PRENOSOVA FUNKCIA V TVARE POLOV, NUL A ZOSILNENIA

Pripomenime, Ze predchadzajuce prenosové funkcie tvoria jednoduché algebrické formy.
Vo v§eobecnosti su definované dvoma polynémami a to polynémom ¢itatel’a a menovatela. V pripade,
ze vypocitame korene polynémov CitatePa a menovatel’a a zapiSeme ich vo faktorovom tvare, potom
mozno ziskat’ ekvivalentny tvar prenosovej funkcie v zmysle pélov, nil a zosilnenia.

Diferencialnu rovnicu n-tého radu vo vS§eobecnom tvare mozno zapisat’ vo faktorovom tvare

prostrednictvom vypocitanych korefiov polynomu €itatel’a a menovatel’a ako

_ K(s=z1)(s=23) (s = Zm)

6 = PGP P

(1.11)

kde z4, ..., Z, nazyvame nuly systému, pq, ..., Py Nazyvame poly systému a K zosilnenim systému.
Vypoctom koretiov Ccitatela dostdvame m korenov, pretoze polyndém Ccitatela je stupna
m a vypoctom korenov menovatela ziskame n korenov. Konstanty pq,..,Pn predstavuju korene

charakteristickej rovnice systému
aps"+ap_s" 1+ +a;s+a;=0. (1.12)

Da sa konStatovat, Ze od charakteristickej rovnice vo vSeobecnosti zavisi tvar odozvy daného
systému. A to hlavne to, ¢i dany systém sa bude spravat’ ako systém stabilny alebo nestabilny.
Vypocitané korene tejto rovnice mézu byt realne alebo komplexné Cisla. Zapisané vo vSeobecnom
tvare ako a; = Re +1i-Im, kde R, je redlna zlozka a I, je imaginarna zlozka komplexného Cisla.

Podobne z4, ..., Z,, budu korene tejto rovnice
bmSm+bm_1Sm_1+"'+b1$+b0=0, (1.13)
ktoré mézu podobne nadobudnut’ tvar realneho alebo komplexné ¢isla.
Ak niektoru z vypocitanych premennych hodnét py, ..., P, dosadime za parameter s v povodnej

prenosovej funkcie G(s), potom sa da dokazat, Ze hodnota prenosovej funkcie G(s) bude konvergovat’

k nekone¢nu. Z tohto dovodu hodnoty pq, ..., pp Nazyvame pélami systému.
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Podobne, ak s nadobuda hodnotu niektorej z mnoziny korenov zq, ..., Z,, potom sa da dokazat’,
ze prenosova funkcia G(s) bude konvergovat k nule. Z tohto dévodu hodnoty zq, ..., z, nazyvame
nulami systému.

Podobne ako v pripade Standardného tvaru prenosovej funkcie (tf), tak aj v pripade tohto typu
prenosovej funkcie mozno definovat prenosovi funkciu, pre systém n-tého radu s casovym
oneskorenim. Ak teda systém bol definovany prenosovou funkciou v Standardnom tvare s ¢asovym
oneskorenim, potom vypocitanim koretiov polynému ¢itatel’a a menovatel’a mozno odvodit’ prenosovu

funkciu v tvare pélov, nul a zosilnenia K

_ K(s—2z)(s—2) - (s—zm) _
(s —p)(s—pz) - (s—pn)

G(s)

(1.14)

Poznamenajme, Ze poly a nuly systému, ktoré s vo vSeobecnosti komplexné ¢isla mozno pre

kazdy systém znazomit’ graficky v tzv. komplexnej Gaussovej rovine.

Priklad ¢é. 1.1:

Urcte poly a nuly systému pre prenosovu funkciu G(s) a graficky zobrazte v Gaussovej rovine.

6(s) = s2—1
Y sy 4s+ 13 (1.15)
Korene citatel'a a menovatela su 2,z = +1apq,py = —2 £ 3i.
A teda
(s+1D(s—1) (s+1D(s—1)
G(s) = . S = 7 271" (1.16)
(s+2+4+3i)(s+2-3i) [(s+2)?+3?]

Zobrazenie polov anal v Gaussovej rovine je ukazané na nasledujuicom Obr. 1.6.
Poznamenajme, Ze tato prenosova funkcia ma dve realne nuly a dva komplexne zdruZené pély v lavej
Casti s-roviny. Ked’Ze poly sa nachadzaju na l'avej strane imaginarnej osi mozno usudit’, Ze dany systém
bude stabilnym systémom. Toto mozno potvrdit’ vySetrenim odozvy daného systému.

Zobrazit’ nuly a poly mozno zadefinovanim systému prenosovou funkciou a potom zobrazit’
dané rozloZenie polov a ntll na grafe. V systéme Matlab mozZno takéto zobrazenie tychto veli¢in vykonat’
prikazom pzmap. Pripomeiime, Ze v tedrii systémov je diagram polov a nul velmi uZitoénym na

posudenie dynamickych vlastnosti vySetrovaného systému.
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-0
-0

Qv

@1 -3

Obr. 1.6. Pdly a nuly systému

1.8 ANALOGIA SYSTEMOV A MODELOV

Zakladom podobnosti systémov v inzinierskych disciplinach je moznost zdielat pojem
spadovych a prietokovych (Gsilie a tok) veli¢in. Premenné vyuzivané v inzinierskych disciplinach na
definovanie diferencialnych rovnic mozno charakterizovat’ ako spadové alebo prietokové veliCiny.

Spadova veli¢ina je systémova premenna, ktora vyjadruje usilie, napétost’ alebo schopnost’

konat’ pracu. Podl'a typu systému mozno Specifikovat spadové veli¢iny tymto sposobom,

1. mechanicky systém: translacna v a uhlova rychlost’ @
elektricky systém: napétic U
hydraulicky systém: tlak p

v

tepelny systém: teplota T

Prietokova velifina je systtmova premennd, ktora vyjadruje tok alebo rychlost’ zmeny
systémovej premennej. Prietokova veli¢ina je obycajne derivaciou premennej a tak fyzikalna jednotka

prietokovej veliCiny je spravidla definovana ako zmena za jednotku Casu.

1. mechanicky systém: sila F alebo moment M
elektricky systém: elektricky prad i
hydraulicky systém: objemovy prietok q

el

tepelny systém: tepelny tok q
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Nasledujtica tabulka obsahuje zaclenenie jednotlivych spadovych a prietokovych velic¢in

podrla fyzikalnej podstaty.

Tabul’ka 1.1. Druhy spadovych a prietokovych veli¢in podl'a fyzikalnej podstaty

Mechanicky Elektricky Hydraulicky Tepelny
systém systém systém systém
Spadové veli¢iny Rychlost v, ® Napitie u Tlak p Teplota T
Prietokové veli¢iny Sila F, Moment M Elektricky pradi ~ Objemovy prietok q Tepelny tok q

Spadové a prietokové premenné poskytuju zaklad pre koncept impedancie, a to pre vSetky
inzinierske discipliny. Impedancia elementu je pomer spadovej premennej k jej prietokovej

premenne;j

spadova velicina

impedancia = ]
P prietokova veli¢ina (1.17)

Impedancia mo6ze byt dvoch typov a to:
e staticka (odporova) alebo

e dynamicka (kapacitna a indukcna).

Elektricka impedancia je dobre znama a pochopitelna; avSak mechanickd impedancia
nemusi byt’ déverne znamy pojem. Pojem fluidna impedancia a tepelna impedancia, by nemal byt
problém pochopit’, pretoZze modelovacie pristupy su ¢asto podobné tym, ktoré sa vyuZzivaju prave pre
z elektrickej podstaty. Pre zakladny model a kazdy element v réznych inzinierskych disciplinach mozno

impedanciu zapisat’ v tomto tvare

spadova veli¢ina = impedancia X prietokova veli¢ina

x(t) = impedancia x y(t). (1.18)

1.8.1 Genericky opis dvoj-terminalovych prvkov
V kazdom systéme mozno identifikovat zakladné dvoj-termindlové komponenty, ktoré

klasifikujeme ako:

A-type elementy: odporové (disipativné) alebo algebrické komponenty
B-type elementy: kapacitné typy komponentov
C-type elementy: induk¢né typy komponentov

D-type elementy: ovladace a zdroje.
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Nasledujuca tabul’ka obsahuje ¢lenenie prvkov systémov dvoj-terminalovych elementov podla

generického opisu.

Tabul’ka 1.2. Druhy prvkov podla generického opisu

Odporovy Kapacitny Indukény Zdroje
x(t)y=a.y(t) dy(t) dx(t)
X®=b——  y®O=c—p
Elektricky Rezistor Kondenzator Cievka Napitie U alebo el. prad i
Mechanicky translaény Tlmic Pruzina Hmota Rychlost’ v alebo sila F
A . o i A Moment Uh. rychlost @ alebo
Mechanicky rotaény Rotaény tlmic¢ Torzna pruzina zotrvacnosti moment M
o Hydraulicky Hydraulicky Hydraulicky
Hydraulicky odpor zasobnik indukény prvok UIESTDELS o o]
Tepelny Tepelny odpor ~ Tepelny zasobnik Neexistuje Tepelny tok q¢

1.8.2 Disipativné elementy

Elementy, ktoré pohlcuju energiu alebo transformuju na inti formu ako napr. teplo, svetlo,
vibracie apod, mozno najst vo vSetkych inzinierskych disciplinach. Disipativné elementy
neuchovavaji energiu atak st opisované v prevaznej miere algebrickymi rovnicami skor, nez
diferencidlnymi rovnicami. Disipativné elementy podla druhu fyzikalneho systému, ktoré pozname sii:

1. mechanicky systém: tlmi¢€ (translacny a rotacny)
2. elektricky systém: elektricky odpor (rezistor)
3. hydraulicky systém: hydraulicky odpor

4. tepelny systém: tepelny odpor

Terminalova rovnica pre A-typ komponentu mo6ze byt zapisana vo forme impedancie, ktora je
p y p yt zap ]

definovana ako pomer spadove;j a prietokovej veli¢iny v tvare:

spadova velicina = Impedancia x prietokova veli¢ina

1.19
x(t) = ay(®). (149)
1.8.3 Spadové alebo kapacitné typy elementov
Terminalova rovnica pre B-typ kapacitného prvku moéze byt zapisana v tejto forme
1t dy(t)
y(t) = 5 t x(t) alebo x(t) = bT' (1.20)

0
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Spadové elementy uchovavaju energiu na zaklade spadovej premennej. Spadové elementy st

teda povahou kapacitné a preto st definované vzdy diferencialnou formou ako

d
prietokova velicina = kapacita X Tt spadova velicina . (1.21)

V mechanickych systémoch je spadovou veli¢inou rychlost’ (transla¢na alebo uhlova), ktora

je definovana na zéklade tejto rovnice

"—F. (1.22)

Prepisana vo viac vSeobecnom tvare ako F = K. x, kde k je tuhost’ pruziny. Nakol’ko vychylka
x je integral rychlosti x = [ v dt. Kapacitnym elementom v mechanickych systémoch je pruZina, ktora
uchovava potencialnu energiu v zmysle pociato¢ného silového predpitia. V elektrickych systémoch sa
podobnym sposobom sprava kondenzator, ktory je definovany diferencidlnou formou s elektrickou

kapacitou C a napétim u

) du
i=C-— (1.23)

dt
V pripade fluidnych systémoch je objem stlacite'nej kvapaliny v nadrZzi alebo zasobniku

charakterizovany diferencialnou rovnicou s fluidnou kapacitou zasobnika C a tlaku p

_c.dp
q=C-5 (1.24)
V tepelnych systémoch tato diferencialna rovnica nadobuda charakter diferencialnej rovnice

definovanej pre vlastnost’ tepelnej kapacity materialu C a teploty T

dT

qg=_C g (1.25)
1.8.4 Prietokové alebo induk¢né typy elementov

Terminalova rovnica pre C-typ indukéného komponentu moze byt’ zapisana v tejto forme

1t d
@ =2 [y© alebo y© =T, (126)
to

t
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Prietokové elementy uchovavaju energiu na zdklade prietokovej premennej. Tieto typy

elementov st induk¢nej povahy a preto st podobne ako kapacitné definované diferencialnou formou

d
spadova veli¢cna = induk¢nost X aprietokové velicna. (1.27)

V mechanickych systémoch, hmotnost’ alebo moment zotrva¢nosti predstavuji indukény

(prietokovy) element. Pre tieto elementy platia tieto diferencialne rovnice

d
F=m-&v (1.28)
alebo
d
MZI'E(‘)' (1.29)

kde m — je hmotnost’, I — je moment zotrvacnosti, v — je translacna rychlost, @ — je uhlova rychlost’,
F a M je sila a moment.
V elektrickych systémoch je prietokovym elementom cievka, pre ktor plati diferencidlna

rovnica

u="L-— (1.30)

kde L — je indukcnost’ cievky, i — je elektricky prad.
Vo fluidnych systémoch prietok tekutiny v dlhom potrubi malej prierezovej plochy predstavuje

indukénost’. Diferencialna rovnica pre prietokovl velic¢inu hydraulického systému je definovana ako

_.4a
p=I= (1.31)
kde I je hydraulicka inertancia (z angl. inertance), q — objemovy prietok.

Poznamenajme, Ze v pripade tepelnych systémoch neexistuje rovnica, ktora ma formu prietokovej
diferencialnej rovnice, nakol’ko tepelna indukénost’ v pripade tepelného systému neexistuje. Tepelny

systém je teda Specialnym typom systému z celej rady fyzikalnych systémov.
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2 MODELOVANIE FYZIKALNYCH SYSTEMOV

Predtym, neZ sa dostaneme k samotnej tvorbe matematickych model a modelovaniu fyzikalnych

systémov, polozme si nasledujice otazky.

Predpokladajme nasledujicu situdciu. Mikroprocesor riadi zapinanie a vypinanie
elektrického motora.

Otazka je, ako sa bude pohybovat’ hriadel’ motora v ¢ase ?

Rychlost’ okamzite nedosiahne plna rychlost’, ale bude urcity ¢as trvat, pokial’ sa ustali na

svojej pozadovanej hodnote.

Predpokladajme druhu situaciu. Hydraulicky systém sa pouziva k otvaraniu a zatvaraniu

ventilu, ktory dovol'uje vtekat’ kvapaline do nadrze s Glohou udrzat’ pozadovanu vysku hladiny.
Otazka je, ako sa bude menit’ vy§ka hladiny v nadobe s ¢asom t ?

Aj v tomto pripade vyska hladiny v nddobe nedosiahne pozadovanu hodnotu okamzite, ale bude
trvat’ urcity Cas, kym sa systém ustali.

Aby sme vedeli odpovedat’ na predchddzajuce dve otazky je nutné naucit' sa vySetrovat
spravanie sa systémov. Na vySetrovanie spravania sa systémov musime poznat’ matematické modely,
ktorymi mozno tieto systémy opisat’ a simulovat. Aby sme ziskali zru¢nosti v tvorbe matematickych
modelov, nasledujuce kapitoly tejto ucebnice budeme venovat’ prave problematike tvorby fyzikalnych
modelov a to pre systémy z roznej fyzikalnej podstaty.

Pre kazdy systém zroznej fyzikalnej oblasti mozno zadefinovat anajst zaklady pre
matematicky model, ktory je definovany fundamentalnymi fyzikalnymi zakonmi v danej fyzikalnej
discipline. V nasledujucich kapitolach sa budeme blizSie venovat’ Styrom zakladnym typom systémov
z roznej fyzikalnej podstaty a to systému mechanickému, elektrickému, tepelnému a fluidnému. Ide
o systémy s ktorymi sa mdézeme stretnut’ v aplikdciach mnohych redlnych systémov a to nielen Cisto
mechanického, elektrického, fluidného, resp. tepelného charakteru, ale takisto v rdznych
kombinéciach danych tychto systémov (multifyzikalne systémy).

Poznamenajme, Ze kazdy systém mozno poskladat’ zo zakladnych stavebnych blokov, ktoré
mozno matematicky opisat’ matematickou rovnicou alebo nejakou vlastnostou, ktora dany element
charakterizuje. Jednoduchym prikladom moéze byt napr. elektricky systém, ktory je tvoreny zo
stavebnych blokov ako su elektrické odpory, kondenzatory a cievky. Kombinaciou takychto blokov
mozno poskladat’ a vytvarat’ jednoduché elektrické obvody a potom sktimat’ spravanie sa celého systému

na zéklade zndmych matematickych a fyzikalnych zakonitosti tykajacich a pouzitych blokov.
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3 MECHANICKY SYSTEM

Mechanicky systém je systém, ktory sa vyznacuje dynamickym a deterministickym spravanim.
Ide vo vSeobecnosti o systém, ktory je poskladany z telies, ktoré maji moznost’ pohybu. Mechanicky
systém najcCastejSie pozostava z pohyblivych (hmoty) a nepohyblivych ¢asti (ramy). VSetky zariadenia
alebo stroje konajtice nejaky pohyb, ktoré pozname z beznej praxe prakticky predstavuji nejaky typ
mechanického systému.

Typickym prikladom mdze byt napr. motorové vozidlo so Styrmi kolesami, s pruZenim
a tlmenim, ktoré sa pohybuje po nerovnej vozovke (komplikovany typ dynamického systému). Tieto
kolesa a tym aj celé auto Zenie dopredu mechanicka energia, ktory sa ziska premenou tepelnej energie
na mechanickll energiu vo vnutri spal’ovacieho motora. Spalovaci motor je takisto mechanicky
systém, ktory pozostava zo sustavy piestov pohybujicich sa smerom nahor a nadol v bloku motora, a to
v presne stanovenom momente, ktory je dany ota¢anim vackového hriadela, z ktorého sa mechanicka
energia prenasa prostrednictvom komplikovanych prevodovych mechanizmov od motora priamo aZ na
kolesa automobilu, ¢im sa automobil pohana dopredu. Cely systém automobilu ma velké mnoZstvo
pohybujucich sa Casti, ktoré slizia na zabezpecenie pozadovanych pohybov. Auto je teda vybornym
prikladom komplexného mechanického systému. Mechanicky systém ako taky sa riadi fyzikalnymi
zéakonitostami z oblasti mechaniky a vyznacuje sa zotrvacnymi t¢inkami.

Medzi zédkladné stavebné bloky mechanického systému, zktorych mozno kompletne
poskladat’ cely mechanicky systém patria pruZiny (z angl. springs), tlmice (z angl. dashpots) a hmoty
(z angl. masses). Pruziny vo vSeobecnosti v mechanickom systéme predstavujii tuhost’ systému.
TImice na druhej strane maju za tlohu generovat’ sily, ktoré posobia proti pohybu a maju teda tlmiaci
charakter. Medzi tieto timiace vplyvy mozno uvazovat’ aj sily, ktoré predstavuji odpor voci pohybu a to
napr. vplyv trenia alebo vplyv visk6zneho tlmenia. Napokon hmety predstavuji v mechanickom
systéme zotrvacnost’ systému. Hmoty vo vSeobecnosti kladi odpor proti pohybu telies pri ich
akceleracii. Poznamenajme, ze mechanicky systém v skuto¢nosti nemusi byt vytvoreny len z pruZin,
tlmicov a hmot, ale vo vSeobecnosti staci v pripade daného systému len uvazovat, Ze cast’ tohto systému
pripadne cely systém vykazuje vlastnost’ danej tuhosti, tlmenia resp. zotrvaénosti.

Pre vSetky stavebné bloky mechanického systému mozno uvazovat, ze na nich z fyzikalneho
hl'adiska posobia bud’ zat’azujuce sily F (transla¢ny systém) alebo momenty M (rotacny systém)
resp. ich kombindcia (transla¢no-rotacny systém). Dosledok posobenia sil F a momentov M sa prejavi
zmenou polohy telies mechanického systému, ktori mozno charakterizovat’ ako posunutie x alebo
natocenie ¢ danych telies systému.

Mechanické systémy mozno rozdelit’ na tri zakladné typy a to:

e mechanické systémy transla¢ného charakteru
e mechanické systémy rota¢ného charakteru

e amechanické systtmy kombinované (translacného aj rota¢ného charakteru)
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Podrla prislusného typu mechanického systému mozno rozlisit’ tieto tri zakladné komponenty

mechanického systému a pouzivat’ ich schematické znacky zobrazené v nasledujicej tabul’ke.

Tabul’ka 3.1. Schematické zna¢ky mechanického systému

o o Zat’aZenie Odozva
Pruzina Hmota > >
systému systému
. .
Translaény X . % X, . % E F Posunutie X,
. m-— . ,
systém DMMNV\—I. Q'I:;_l_’ ] (sila) Rychlost v
Rotaény M uhlové natodenie o,

systém G‘—f(jm-@‘ C‘ G@ (moment)  uhlové rychlost @

3.1 TUHOST MECHANICKEHO SYSTEMU

Tuhost” mechanického systému mozno opisat’ (modelovat’) pomocou tuhosti pruzného prvku.
Tuhost’ pruziny k (ky) je definovana na zaklade linearneho (nelinedrneho) vztahu medzi zatazenim
F (M) pri stlacani, resp. natahovani pruziny. Experimentalnym meranim spravania sa pruziny pri jej
zatazovani silou F (momentom M) a sledovanim jej deformacie (Obr. 3.1), mozno odvodit’ vzt'ah, ktory

opisuje zavislost’ medzi zatazujucou silou F (momentom M) a deformaciou x ().

X

’—P

SiaF Translaéna Translaéné posunutie
la pruzina k X

Vstup
systému

Vystup

’ ¢ ’ systému

’—b

Torzna Uhlové natogenie rychlost
pruzina k, 0

Moment M

Obr. 3.1. Pruzina zatazovana silou F (M)

V pripade, Ze pruzina vykazuje linearnu zavislost’ medzi pdsobiacou silou F a jej stlaGenim,
resp. natiahnutim x, potom pre uvazovanu fixovana pruZinu k zakladu podl'a Obr. 3.2 (a) s konstantou

tuhosti k [N/m, N/mm], mozno definovat’ tento vztah

F(t) = k- x(t). (3.1)

X
Kk k, oM
g—www—i—ﬂ Fooooe'
(a) (b)

Obr. 3.2. Fixovana pruzina (a) translacna, (b) torzna
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MECHANICKY SYSTEM

Podobne, v pripade, Ze uvazujeme mechanicky systém rotaéného charakteru mozno najst
podobnu funkénu zavislost’ medzi zatazujicim momentom M a uhlom natocenia . A teda pre linearnu
torznu pruZinu fixovanu k zakladu s torznou tuhostou K, [N.m/rad, N.mm/rad] podla Obr. 3.2 (b),

bude platit’ linearna zavislost’
M(t) = kg - (1) . (3.2)

V pripade, ze pruzina transla¢ného alebo rota¢ného charakteru nie je fixovana k zakladu a ma
obidva konce vol'né ako je znazornené na nasledujiicom Obr. 3.3 (a) a (b), potom pre tieto typy pruzin

translacného a rota¢ného charakteru budu platit’ tieto vzt'ahy

F=k.(X_XO);

3.3
M =kg " (¢ — o). (3:3)

X, X
K M %k, ¢ M
: > (00004 ()
4+— —
(a) (b)

Obr. 3.3. Pruzina s volnymi koncami (a) transla¢na, (b) torzna

Je zrejmé, Ze nie kazda pruzina sa musi spravat ako Cisto linearna pruzina. Ako sme uz uviedli,
tak charakteristiku spravania sa pruziny mozno zistit’ experimentalnym meranim (zavislosti sily F od
deformacie x alebo momentu M od deformacie ¢). Na zaklade toho ako sa pruzina sprava pri jej
zat'azovani, mozno rozlisit’ tri zakladné typy pruzin t. j. pruZzinu méiknicu, tvrdnicu, resp. linearnu,
pozri Obr. 3.4. Poznamenajme, Ze fyzikalna jednotka konStanty tuhosti k je pre transla¢nii pruzinu

definovana ako [N.m~1, N.mm™1] resp. pre torzna pruzinu ko ako [N. m. rad~!, N.mm.rad™1].

| F=k-x’
tvrdnica
pruzina F=k-x
linearna
pruzina
makntca
pruzina
F =kvx

[
L

Obr. 3.4. Zakladné typy pruzin z hladiska spravania sa pri zatazovani
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V pripade, ze pruzina je stla¢ana alebo nat’ahovanad, dochadza k uchovavaniu potencidlne;

energie. Velkost' tejto energie E, pre translacng, resp. torznl pruzinu mozno vypocitat’ vztahom

1 2 1 2
Ep=zk-x , Ep=zk-(x—xo) ,
1 1 (3.4)
Epe =Ek(p'q)2; Ep =Ek'((P_(PO)2-

3.2 TLMENIE MECHANICKEHO SYSTEMU

V mechanickych systémoch mozno okrem pruznych prvkov ngjst’ takisto d’alsie stavebné prvky,
ktoré sluzia v tychto systémoch ako pohlcovace mechanickej energie. Ich primarnou tlohou je utlmit’
dany systém. Takéto prvky mechanickych systémov nazyvame jednoducho tlmice alebo timiace prvky.

X

Piest s otvormi
sila Translainy Transla&éna rychlost

Valec A l fimie b v
(AN Vstup _ ,  Vystup
Odpor 4%':_ systému e, systému

proti pohybu \ \j
Torzny Uhlova rychlost’
9 Moment M timic b, ®, ¢
Olej
() (b)

Obr. 3.5. (a) Translaény hydraulicky tlmi¢, (b) timi¢ mechanického systému vSeobecne

Na Obr. 3.5 (a) je znazorneny transla¢ny hydraulicky tlmi¢. Pohyb piesta s otvormi vo valci,
cez ktoré ma moznost’ pradit’ hydraulicka kvapalina (najcastejsie hydraulicky olej), sposobuje vznik
odporovej (tlmiacej) sily F, ktora posobi proti pohybu piesta vo valci naplnenom hydraulickou
kvapalinou (hydraulickym olejom).

V idedlnom pripade pre fixovany translacny tlmi¢ podla Obr. 3.6 (a) moZno na zéaklade
uvazovanej linearnej konstanty tlmenia b (experimentalne nameranej pri zaznamenavani zavislosti sily
F od rychlosti pohybu piesta v), definovat’ priamoumerny vztah medzi odporovou (tlmiacou) silou F

a rychlost’ou pohybu piesta vo valci v (X), pre ktory plati tato rovnica

F(t) =b-x(t). (3.5)
X :
b r} = bm oM
_L _L
3— | r > a | T 6 C‘
() (b)

Obr. 3.6. Fixovany tlmic¢: (a) translaény, (b) torzny
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MECHANICKY SYSTEM

Podobny sposobom, pre fixovany tlmi¢ torzného charakteru podla Obr. 3.6 (b), ak existuje
priamoumerny vztah medzi odporovym (tlmiacim) momentom M a uhlovou rychlost’ou piesta w,

plati pre linearny torzny tlmi¢ s torznou konstantou timenia b, linedrna zavislost’

M(t) = by - @(t) . (3.6)

V pripade, Ze tlmi¢ transla¢ného alebo torzného charakteru nie je fixovany k zakladu, a teda

ma obidva konce vol'né ako je znazornené na nasledujucich Obr. 3.7 (a) a (b).

).(() X . -
- (C b - M ¢, b, oM
< "
N = > C‘G T
(a) (b)

Obr. 3.7. Tlmi¢ s voInymi koncami: (a) transla¢ny, (b) torzny
Potom, platia tieto vzt'ahy pre tlmi¢ s vol'nymi koncami translaéného a rotaéného charakteru

F=b-(x—%),
. . 3.7
M =bg (@ = ¢o) . (5:7)

Konstantu tlmiaceho ¢lena podobne ako je v pripade pruzinového prvku, mozno urcit
experimentalnym Setrenim. Fyzikalna jednotka konstanty tlmica je definovana pre translaény tlmic

b ako [N.s/m, N.s/mm] alebo pre torzny tlmic be ako [N.m.s/rad, N.mm.s/rad].

3.3 ZOTRVACNOST MECHANICKEHO SYSTEMU

Kazdy mechanicky systém, transla¢ny alebo rota¢ny sa vyznacuje istou mierou zotrvacnosti,

ktora sa prejavuje pri zmene pohybu hmotnej Casti daného systému, pozri Obr. 3.8.

X, X
Translacné zrychlenie
a, X
SilaF Hmota Transla¢na rychlost’ ( posunutie )
UL v, % (%)
Vstup _ y Vystup
systému » "9 systému
Uhlové zrychlenie
Moment o, P
Moment M zotrvacnosti
| Uhlova rychlost ( natocenie )

o, ¢ ()

Obr. 3.8. Zotrvac¢nost hmoty (momentu zotrva¢nosti) mechanického systému
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Zotrvacénost’ systému, ktora predstavuje pri translacnom (rota¢nom) pohybe hmoty odpor voci
pohybu je pre translaény systém dana hmotnost'ou (m) a pre rotaény systém je definovana
momentom zotrvac¢nosti hmoty (I), pozri Obr. 3.8. Pri pohybe hmoty v priestore plati I1. pohybovy
Newtonov zakon. Diferencialna rovnica, ktora opisuje linearny vztah medzi silou F a zrychlenim a pre

systém transla¢ného charakteru, kde konsStantou proporcionality je hmota m, ma tvar

F=m-a=ma=maa mﬁ

dv d (dX) d?x
V pripade, Ze hmota m so zndmym momentom zotrvacnosti I kona rotacny pohyb s uhlovym
zrychlenim o, potom plati linearna zavislost medzi momentom M a tymto uhlovym zrychlenim «, kde

konstantou proporcionality je v tomto pripade moment zotrvacnosti telesa I a plati, Ze

do _d /de d?¢
M=l-a=l—=I—(—)=1—-.
a dt dt(dt) dt?2 (3.9)

Hmota v priestore uchovava energiu v tvare potenciilnej energie E, a kinetickej energie Ej.

Tieto dva typy energii mozno vypocitat’ na zaklade tychto vztahov

E, = mgh,

, 1 (3.10)

Ek=zmv = 5 mX p?

E —11 2—11
’ k_zw_z(p'

V pripade, Ze teleso kona vS§eobecny pohyb, je kineticka energia dana si¢tom kinetickej energie
pre translacny a rota¢ny pohyb

E, =E, +E —lmv2+llm2—lm5{2+ll'2

Zhrnutie vSetkych odvodenych a zadefinovanych vzt'ahov, ktoré mozno pouzit’ na rozlozenie
kazdého mechanického systému na jednotlivé Casti pri tvorbe matematického modelu, sa nachadza
v nasledujucej tabulke. V tejto tabulke sa nachadzaji vztahy prostrednictvom, ktorych mozno
zadefinovat’ zlozkové rovnice pre pruZziny alebo tlmice vySetrovaného mechanického systému, ktoré sa
potom vyuzivaju pri tvorbe matematického modelu. V tabul’ke su uvedené vztahy zvlast’ pre rotacné
a translacné systémy. Na zdéklade tychto vzt'ahov mozno tvorit modely aj pre zmieSané systémy
translacno-rota¢ného charakteru.

Vztahy uvedené v tabul'ke predstavuju zlozkové rovnice pre jednotlivé stavebné prvky, ktoré
vstupuju pri tvorbe diferencialnych rovnic ako silové u€inky napisané pre kazdii hmotu systému zv1ast

na zaklade II. Newtonovho zakona.
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MECHANICKY SYSTEM

Tabul’ka 3.2. Zakladné stavebné prvky mechanického systému

Stavebny prvok Rovnica Uchovana / Pohltena energia

Transla¢ny systém

Pruzina
X, X 1
F k F F= k(X—XO) E =§k(X_XO)2
e )
Tlmié
- ‘le: - F = b(x — %) P =b(% — %,)?
e |—l—>
Hmota
d?x .
. mw =mX = Z F
o— m-4— E = -mx?

dv_ "_ZF
ma—mx—

Rotacny systém

Torzna pruZina

0, k, ® M

e M elom o0 B = 3hoo 00

Torzny tlmié

5 b : _y _
R DLy M = by (¢ — @) P = by (¢ — @)

M
Moment zotrvaénosti

d?e
[—=1§ :ZM
M acz P

1
E = =12
(" S1p
Idw—l"—ZM
at ¢ 7
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3.4 EKVIVALENCIA PRE MECHANICKY SYSTEM

V mnohych mechanickych systémoch su mnohokrat pouZité kombinacie viacnasobnych pruZin
a tlmicov. Vo vSeobecnosti plati, Zze ststavy tychto elementov mozno nahradit’ jednym ekvivalentnym
prvkom tuhosti, resp. tlmenia. Ako nahradit’ kombinované elementy ekvivalentnym prvkom si ukazeme

na nasledujucich prikladoch.

Priklad ¢é. 3.1:

Mechanicky systém pozostava z dvoch pruzin so znamymi tuhostami k; a Ko, ktoré s
zapojené paralelne ako je znazornené na nasledujucom Obr. 3.9 (a). Dokazme, ze dany systém pruzin

mozno nahradit’ jednou ekvivalentnou pruzinou s konstantou tuhosti Kk, danej vztahom

ke =k; + k3. (3.12)

(a) (b) ()
Obr. 3.9. (a) Paralelne zapojené pruziny, (b) ekvivalentna pruzina, (c) uvolnenie systému
Ak systém podl'a Obr. 3.9 (a) nahradime ekvivalentnou pruzinou Obr. 3.9 (b) a uvolnime
v uzlovom bode spojenia dvoch pruzin podla Obr. 3.9 (c), potom mozno napisat’ tito rovnicu
rovnovahy pre dany bezhmotny systém

F=Fk1+Fk2=k1X+k2X: (k1+k2)X:keX. (313)

Tento pripad mozno zovS§eobecnit’ pre n-paralelne zapojenych pruzin a teda pre ekvivalentni

tuhost’ n zapojenych pruzin bude platit’ tento vzt'ah
ke =Ky g+ bk = ) K (3.14)
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Priklad ¢é. 3.2:

Ak teraz budeme predpokladat’ systém dvoch pruzin s tuhostami k; a Kz, ktoré su zapojené
v sériovom spojeni podl'a Obr. 3.10 (a), dokazme, Ze dany systém pruzin mozno nahradit’ jednou

ekvivalentnou pruzinou s konstantou tuhosti k, podl'a Obr. 3.10 (b), pre ktoru plati

kik,
e = m (3.15)
F
Xz
k,
F %,
X1
F
F X
k,
X, F X,
- ke
K, ki
(a) (b) (c)

Obr. 3.10. (a) sériovo zapojené pruziny, (b) ekvivalentna pruzina, (c) uvolnenie systému

Kedze obe pruziny su v statickej rovnovahe, potom podl'a Obr. 3.10 (c¢) musi platit, ze si
zatazované rovnakou silou F. Deformacia jednotlivych pruzin je X1 a X,. To znamena, ze pre celkovi

deformaciu x, plati

F F 1 1
X=X1+X2=—+—=(—+—)F- (3.16)
ki kp \kg  kp

Pre ekvivalentny systém s pruzinou K, podl’a Obr. 3.10 (b) musi platit’ tento vztah
= (3.17)
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Porovnanim predchadzajtcich dvoch vztahov dostdvame vztah pre ekvivalentna tuhost’

ol 1 ki
Tk, k, ky+ky (3.18)

Tento pripad mozno zovSeobecnit’ na n-sériovo zapojenych pruzin. To znamena, Ze pre

ekvivalentnu tuhost’ K, v pripade n zapojenych pruzin bude platit’ tento vztah

1 1+1+ +1
ke_k]_ k2 kn' (319)

Identickym sp6sobom mozno odvodit’ ekvivalentni konStantu tlmenia b, pre paralelne

zapojené tlmice, pre ktoré musi platit’

be = by +by + by = Dby, (3:20)

resp. pre sériovo zapojené tlmice mozno odvodit’ vztah

1 1 1 1

b_ezb_1+5+"'+ﬁ' (3.21)

Priklad €. 3.3. Ekvivalentna konStanta tuhosti pre konzolovy nosnik

Konzolovy nosnik dizky L, hrabky b a §irky h je znidzorneny na Obr. 3.11. Predpokladajme, Ze
tento nosnik je na jeho vol'nom konci zatazeny silou F, ktora je dosledkom zodpovedajicej deformacie
x. Odvod’te ekvivalentnu tuhost’ daného nosnika, ak pozname modul pruznosti materialu E a prierezové

charakteristiky b a h.

F

) ]
v

—x —
=t =
b y
h

ANNNNNNNNN

Obr. 3.11. Ekvivalentna tuhost — pre konzolovy nosnik
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Pre ohybovy moment M, ktory vznika od pdsobiacej sily F, a pre uvazovany mysleny rez vo

vzdialenosti X mozno napisat’ tento vzt'ah

bh3

M(x) = F.x, =—,
®=Fx, Ji=—

(3.22)

kde Jz je ploSny moment zotrvacnosti prierezovej plochy k osi z. Vyuzitim pribliznej diferencialnej
rovnice prichybovej ¢iary mozno vypocitat’ prichyb nosnika v mieste posobiska tangencialnej sily F,

pre ktory plati, ze

_ 13 Fo L3 Fo 4L3F
T 3.E.1 bh3" = Ebh3 (3.23)

3-Eﬁ

X

Pre ekvivalentny systém pruziny podla Obr. 3.11 plati vztah medzi silou F a deforméaciou x.

Porovnanim tychto dvoch vztahov mozno zistit’ ekvivalentna tuhost’ pruziny K, a to na zéklade vztahu

F 413 Ebh3
= e = 3 -
41;

K, Ebh3

(3.24)

Ak by sme uvazovali nosnik na dvoch podperach podl'a Obr. 3.12, ktory je v strede zatazeny

silou F.

F X
Obr. 3.12. Ekvivalentna tuhost pre nosnik na dvoch podperach

Potom pre ekvivalentny systém pruziny na Obr. 3.12 moZno podobnym spdsobom odvodit’
vzt'ah medzi silou F a deformaciou X. Porovnanim tohto vzt'ahu so vztahom pre ekvivalentni pruzinu

potom mozno vypocitat’ ekvivalentnu tuhost’ K, na zéklade vztahu

X=—= F = ke = . (3.25)
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Priklad ¢. 3.4:

Pre axidlne a rotacne zat'azenu tyCku podl'a nasledujiceho obrazka Obr. 3.13 (a) a (b), najdite

ekvivalentnu tuhost’ K, pre oba uvazované pripady zatazovania systémov.

wle{F Cadi
: :

L
(a)
M M
] )
L
(b)

Obr. 3.13. Ekvivalentna tuhost torznej pruziny
Pre axialne zatazovanu tycku podla Obr. 3.13 (a) mozno vypocitat ekvivalentnti tuhost’ na

zaklade vypocitaného celkového predlzenia x, a teda

_fL F d _FL _ 4FL F _ L _ md?E
L ESTTES TEn @k e = 3L (326)

Podobnym spdsobom pre torznu ty¢ mozno vypocitat’ ekvivalentni torzna tuhost’ na zaklade

celkového skrutenia (natocenia) ¢.

JL M q M.L 32FL M " nd*G
= = = = — =1 = .
=) e ?Te, Gmdt ke = 3L (3.27)

3.5 TRANSLACNY MECHANICKY SYSTEM

V tejto kapitole sa zameriame na opis sposobu tvorby matematického modelu pre systémy
translacného charakteru. Princip ako vytvorit matematicky model pre l'ubovolny mechanicky
systém translacného charakteru, ktory je poskladany zo zakladnych komponentov mechanického
systému (pruzina, tlmi¢ a hmota) si ukazeme a vysvetlime modelovanim na jednoduchych prikladoch
mechanickych systémov. Pri odvodzovani matematickych modelov pre nasledujuce pripady
mechanickych systémov vyuzijeme teoretické zaklady, ktoré sme nadobudli v predchadzajucich

kap. 3.1-3.3, kde sme zadefinovali zakladné rovnice platiace pre stavebné bloky transla¢nych systémov.
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Priklad ¢é. 3.5:

Mechanicky systém pozostavajuci z jednoduchych zakladnych prvkov, t. j. hmota m, pruzina
s tuhost'ou k a tlmi¢ s kons$tantou timenia b je zatazeny silou F(t) podl'a Obr. 3.14. Tento mechanicky
systém vo vSeobecnosti nazyvame kmitajicim systémom hmota-pruZina-tlmic (z angl. mass—spring-
damper system). Tento model mozno v praxi vyuzit ako modelovi situdciu pre rozne redlne systémy
z praxe (kmitajlci stroj, kmitajica sedacka, ¢i kmitajuca Cast’ budovy a in¢). Najdime matematicky

model takéhoto kmitavého systému.

X
>

4k

IT—WWV—

7 F

7 m (—

1

; T B ]

b

Obr. 3.14. Systém pruzina-tlmi¢-hmota

Kazdé teleso mechanického systému pri hladani matematického modelu v prvom rade
uvolnime, tzn. Ze nahradime komponenty pruzinovych prvkov a tlmicov ich silovymi reakciami. Pri
uvolnovani telies dbame na dodrziavanie siradnic tzv. pravotoc¢ivého stradného systému, pozri Obr.

3.15.

< F(t)

Obr. 3.15. Uvolnené teleso hmoty m
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Vo vSeobecnosti je nutné drzat’ sa zasady spravneho smeru sil pri uvolfiovani jednotlivych
telies. Pre vSetky telesa je nutné dodrzat identicky smer uvolnenych sil tak, aby sme sa vyhli
v matematickych rovniciach nespravnej orientacii sil, ktora sa prejavi opaénym znamienkom vo
vyslednom modeli. To znamend, Ze ak v prvom pripade zvolime smer sil Sipkami od telesa, potom
dodrzime smer aj v pripade d’alSich telies a tento spésobom uvolnenia uZ potom nemenime.

Po uvolneni vSetkych telies adodrzanim identickej orientdcie smeru komponentnych
a vonkajSich posobiacich sil pristipime k urceniu zloZkovych rovnic. Pre jednotlivé stavebné bloky
daného systému napiSeme rovnice podl'a kap. 3.1-3.3. Komponentnymi rovnicami myslime rovnice pre
vsetky sily, ktorymi sme nahradili fyzické tlmice a pruziny. Pri ich pisani je dolezité si uvedomit), ¢i sa
v tomto pripade jedna o prvok, ktory je fixovany resp. nefixovany k zakladnému ramu (t. j. ¢i sa dany
komponent nachadza medzi dvoma navzéjom sa vol'ne pohybujucimi uzlovymi bodmi, resp. hmotami).

Vo vSeobecnosti na ndjdenie matematicky sprdvneho matematického modelu v kazdej
komponentnej rovnici dbdme na spravne priradenie znamienok. Ak dochadza k stlaéaniu pruZiny
(tlmica) pristidime tejto deformacii (rychlosti) ziporné znamienko (-). Naopak, ak je pruZina (tlmic)
nat’ahovana, priradime takymto deformacidm (rychlostiam) kladné znamienkom (+). Na zaklade

tohto pravidla bude teda pre nas pripad platit’ nasledovné

Fr = k(x—0) = kx,

F, = b(% — 0) = b. (3:28)
Dalej postupujeme tak, Ze pre kazdé uvolnené teleso napiseme pohybové rovnice na zéklade II.

Newtonovho zakona. Pri pisani tychto pohybovych rovnic dbame na pravidlo spravneho priradenia

znamienka. Ak vonkajSie sily (momenty) posobia v smere vychylky tymto silam (momentom)

priradime kladné znamienko (+), v opa¢nom pripade tymto silam (momentom) priradime zaporné

znamienko (-). Pre nas pripad hmoty m bude teda platit’ tato diferencialna rovnica

d?x .
mﬁ=mx=F—Fk—Fb,
mX = F — kx — bx, (3.29)

mX + bx+kx =F.
Pre kazdy systém mozno najst’ prenosovu funkciu systému prostrednictvom Laplaceovej
transformacie s uvazovanim nulovych pociatoé¢nych podmienok x(0) = x(0) = 0. Pre na$ pripad

diferencialnej rovnice jednoduchého systému v Laplaceovom tvare bude platit’

msZ2X(s) + bsX(s) + kX(s) = F(s) (3.30)
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a teda prenosova funkcia tohto systému G(s) bude mat’ tvar

X(s) 1

G(s) = F(s) ms2+bs+k’

(3.31)

Priklad ¢é. 3.6:

Budenie systému mechanického charakteru mozno vyvolat aj inym sposobom ako len
pOsobenim sily (momentu) a to vo vSeobecnosti, bud’ pohybom danej hmoty m (I) alebo budenim
daného systému od jeho zakladu. Nasledujici Obr. 3.16 zobrazuje mechanicky systém, pri ktorom
dochadza k budeniu systému od zakladu definovan¢ho funkciou u(t). Najdime matematicky model

a prenosovu funkciu tohto kmitavého systému.

- I y(t)

u(t)
P

Obr. 3.16. Mechanicky systém s kinematickym budenim

Takyto typ systému je podobne ako v predchadzajicom priklade mozné pouzit ako
ekvivalentny model pre rozne typy aplikacii kmitajucich systémov v praxi. Napr. tento model moze
predstavovat’ $tvrtinovy model automobilu, ktory sa pohybuje po nerovnej vozovke. Moze ist
o kmitajuci stroj v prevadzke, ktory kmitd z dévodu vibracii zdkladu alebo méze predstavovat’ napr.
cast’ kmitajucej budovy, ktora sa rozkmita z dovodu posobenia zemského zemetrasenia.

Ide teda ovelmi dolezity typ mechanického modelu, ktory nahrddza mnohé pripady
mechanickych systémov, ktoré nie su budené silovym ti€¢inkom, ale st budené kmitanim zakladu, ktory
mozno opisat’ jednoduchou matematickou funkciou u(t) (toto budenie méze byt aj stochastického resp.
nahodného charakteru). V naSom pripade budeme uvazovat’, Ze model predstavuje §tvrtinovy model
automobilu, ktory sa pohybuje po vozovke s nerovnym reliéfom, ktory sa meni v Case a je definovany
matematickou funkciou, pozri Obr. 3.16. Pred napisanim matematického modelu teleso s hmotou (m)
uvolnime nakreslenim obrazca uvolnenia (dodrzanim pravidiel pre uvolfiovanie telies, ktoré¢ sme

popisali v predchadzajucom priklade), pozri Obr. 3.17.
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y(t)

F. F,

Obr. 3.17. Teleso s kinematickym budenim u(t)

V tomto pripade sa komponenty systému ako pruzina a tlmi¢ nachadzaji medzi dvoma
pohyblivymi bodmi, tzn. ze ani jeden z koncovych bodov nie je fixovany k zakladu. To znamena, Ze pre

pruzinu a tlmi¢ takéto systému budu platit’ ticto zloZkové rovnice

Fx = kly —u(®],

L (3.32)
Fp = bly —u(®].

Dalej pristapime k odvodeniu matematického modelu pre dany kmitajiici mechanicky systém

napisanim pohybovej rovnice na zéklade I1. Newtonovho zékona. Pre hmotu m bude platit

d?y _
mF=my=—Fk—Fb,
my = —k(y —w) —b(y — ),

my + by + ky = bu + ku.

(3.33)

Aj pre tento systém postupujeme za G¢elom najdenia prenosovej funkcie systému aplikovanim
Laplaceovej transformacie s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok x(0) = x(0) = 0. Pre

danu diferencidlnu rovnicu tohto systému v Laplaceovom tvare bude platit’
ms?Y(s) + bsY(s) + kY(s) = bsU(s) + kU(s) (3.34)
a teda prenosova funkcia G(s) systému $tvrtinového modelu automobilu bude mat’ tvar

X(s)  bs+k

Gs) = U(s) msZ+bs+k’ (3:35)
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Priklad ¢é. 3.7:

V tomto priklade budeme uvazovat’ model mechanického systému, ktory predstavuje kmitanie
zavesenia kolesa Stvrtinového modelu automobilu. Pripad takéhoto zavesenia kolesa automobilu,
ktoré je budené reliéfom od vozovky u(t) je zndzorneny na nasledujucom Obr. 3.18. Tento mechanicky
model pozostava z dvoch hmét m4, m,, spojenych pruzinou s tuhostou k4 a tlmicom s konstantou b.
Tuhost’ pneumatiky, ktora prichadza do styku s vozovkou je dana pruzinou s tuhost'ou k,. Odvod'me

matematicky model takéhoto kmitajiiceho systému.

1/4 hmotnost’

automobilu m, T y1(t)
Hmot t’ kol
zavesenia oo L7 $ ()

u(t)=u,sin(wt)
P

Obr. 3.18. Stvrtinovy model zavesenia kolesa

Systém dvoch hmoét uvolnime nakreslenim obrazca uvolnenia pre obidve telesd podla

Obr. 3.19.

M ] "

Obr. 3.19. Uvolnené telesa zavesenia kolesa budené kinematickym
budenim u(t)
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Potom pristupime k napisaniu komponentnych rovnic pre vSetky prvky pruzin a tlmicov, a teda
dostavame
Fria =ki(y1 —y2),
Fp1 =by(y1 —¥2), (3.36)
Frz = ka(y2 —u(®)) .

V tomto §tadiu mozno pristupit’ k tvorbe matematického modelu napisanim diferencidlnych
rovnic pre kazdu uvolnent hmotu mechanického systému. Pre tento typ mechanického systému

translaéného charakteru mozno odvodit tento matematicky model.

Pre hmotu m, plati,

d?y, e
m1F—m1Y1——Fk1—Fb1: (3.37)
my ¥, = =k (y1 —y2) = b1 (y1 —¥2)
a pre hmotu m, plati,
d?y, ..
Mz =~ M2¥2 = Fiq + Fpp — Fia,
(3.38)

m,§, = ki (y; —y2) +bi(y1 —¥2) —ka(y2 — ).

Vysledny matematicky model je tvoreny sustavou dvoch diferencialnych rovnic. V pripade, Ze
mame systém, ktory je definovany viac ako jednou diferencialnou rovnicou je vyhodnejsie tuto sustavu
diferencialnych rovnic zapisat’ do maticového tvaru. Usporiadajme teda systém diferencialnych rovnic
do nasledovného tvaru. VSetky nezname presunieme na lavll stranu rovnice azname veli¢iny

ponechame na pravej strane rovnice, potom

m;¥; +ky(y; —y2) +bi(y1 —y2) =0,

) . (3.39)
m,§, —K;(y1 —y2) —bi(y1 —¥2) + Koy, = kpu.

Vysledna sustava diferencidlnych rovnic prepisana do maticového tvaru, ktora predstavuje

matematicky model uvazovaného mechanického systému podl'a Obr. 3.18, nadobuda tvar
m; 0 ][y by _bl] 5’1] [kl —ky ] Y11 _ [0]
[0 mz] 92]+ —b, by 7o) T loky K4k, vl = k, | [0 (3.40)
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Néjdime pre tento systém prenosovu funkciu aplikovanim Laplaceovej transformacie
s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok y;(0) = y;(0) =y,(0) =y,(0) =0. KedZe
v tomto pripade mame sustavu diferencialnych rovnic, vykoname Laplaceovu transformaciu celého

maticového systému v tomto tvare

m152 + bls + kl _bls - k]_ ] [Yl(s) _ [ 0 ] [U(S)]
_bls—kl l’I'IZS2 +b15+k1 +k2 Yz(S) - k2 ' (3.41)

Poznamenajme, Ze prenosova funkcia G(s) vtomto pripade systému Stvrtinového modelu
automobilu, bude definovana v tvare prenosovej matice systému G(s), nakol’ko mame systém
s viacerymi vystupmi. Nepdjde teda o jednoduchu prenosovia funkciu G(s), ale vysledkom su dve
prenosové funkcie G1(s) a G, (s), ktoré prisluchaji jednotlivym vystupom Yq (s) a Y (s).

Danu prenosovii maticu systému G(s) mozno vyrieSit’ analytickym rieSenim linearneho systému

s pravou stranou zapisan¢ho vo v§eobecnom tvare ako

Y1 (s) Y1 (s)
U@s) | _ UG | .-

A- Y, (s) =b=G(s) = Y, (s) = A~ b, (3.42)
U(s) U(s)

kde matica A predstavuje maticu systému

Ao m;s? +b;s +k; —b;s —k;
—b;s—k;  mys?+bys+ky +ky (343)
a vektor pravej strany b prislichajici budiacej funkcii U(s) bude mat’ tvar
= [kz] : (3.44)

Napokon vyslednu prenosovil maticu systému G(s) mozno zapisat’ vo v§eobecnom tvare tymto

spdsobom

Gz IO (3.45)
U(s)

Y1 (s)
_[G1 (S)] lU(S)
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RieSenim systému rovnic v symbolickom tvare (napr. v Matlabe) mozno vypocitat’ vysledny

tvar prenosovej funkcie G(s) pre nami uvazovany mechanicky systém dvoch hmét v tvare

b,k,s + kK,
m;m,s? + by (m; + my)s3 + (kym; + kym, + k,m,)s? + b;k,s + k;k,
k,m;s? + by ks + ki k, ' (3.46)
m;m,s? + by (m; + my)s3 + (k;m,; + kym, + k,m,)s? + b;k,s + k;k,

G(s) =

Ako si mozno v§imnit’ z vypocitaného tvaru prenosovych funkcii, tak tieto prenosové funkcie

maju identicky menovatel a liSia sa len v tvare Citatel'a prenosovej funkcie.

Priklad ¢. 3.8:

Na vozik hmotnosti my, ktory je pripevneny k zakladu prostrednictvom pruZziny k je umiestnena
kmitajuca hmota my, pozri Obr. 3.20. Medzi hmotou m; a m, sa nachadza olejovy film. Najdite

matematicky model takéhoto typu systému, ak na hmotu m,, pdsobi vonkajsia sila F(t),.

F(t)

— olejovy film
Jovy l\ m,
k

—AVWW— m,

Q O

zaklad

Obr. 3.20. Kmitajuca hmota na voziku

Pre skimany mechanicky model mozno prekreslenim povodného modelu najst’ ekvivalentny
mechanicky model systému. Olejovy film mozno chapat’ ako isty druh tlmiaceho ¢lena, ktory mozno

nahradit’ tlmi¢om b. Model je teda mozné prekreslit’ na nasledujuci tvar zobrazeny na Obr. 3.21.

— (1)

Ekvivalentny model s Xz(t)
k b F(t)
—WwWwWwW— m B ™

@) @) !M

Obr. 3.21. Ekvivalentny mechanicky model
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Uvolnené telesa tohto mechanického systému ekvivalentného s danym systémom s

znazornené na nasledujiicom Obr. 3.22.

|(t
e X, %, ()

@) Q)
I {

Obr. 3.22. Uvolnené telesa kmitajuceho systému

Pre jednotlivé Casti systému pruzin a timi¢ov mozno napisat’ tieto zlozkové rovnice

Fk=k(X1—0)=k' X1,
. . (3.47)
Fp =b(ky —%q) .
Potom moézeme pristapit’ k tvorbe matematického modelu pre uvazovany ekvivalentny
mechanicky systém podl’a Obr. 3.21. Napisanim diferencialnych rovnic pre jednotlivé uvolnené hmoty

mechanického systému podl'a II. Newtonovho zakona, potom

pre hmotu m, plati, Ze

d?x, .
m, 2 =m1X1=_Fk+Fb,
dt (3.48)
mlﬁil = _k' X]_ +b
a pre hmotu m, plati, Ze
(3.49)
d?x,

sz = m2§z2 = _Fb + F(t) )

Vysledny matematicky model pre mechanicky systém podla Obr. 3.20 bude teda rovnako
tvoreny sustavou dvoch diferencialnych rovnic ako v predchadzajucom priklade kmitajuceho systému

automobilu.
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Ststava dvoch diferencidlnych rovnic, ktord vznikne po matematickej uprave usporiadanim

premennych v povodnych rovniciach, nadobudne tvar

m1X1+bX1+kX1—b5{2 = O,

m,X, — bx; + bk, = F(t). (3.50)

Uvedena ststavu prepiSeme do nasledovného maticového tvaru systému dvoch diferencialnych

rovnic
[n(;l H?z”zﬂ-l_[—bb IS L’Z]+[}5 ol ] = [l FOo1. (3.51)

Aplikovanim Laplaceovej transformacie s uvaZzovanim nulovych pociatoénych podmienok
x1(0) = x1(0) = %,(0) = x,(0) = 0 na sustavu diferencidlnych rovnic zapisanych v maticovom

tvare, dostavame Laplaceovu transformaciu celého systému rovnic v tvare

2+b k —b
mys _+st + o .T_bs] Bé;g%] - [(1)] [F(s)]. (3.52)

V tomto pripade bude prenosova matica systtmu G(s) definovand dvoma prenosovymi
funkciami systému Gq(s) a Gy (s), ktoré prisluchaji jednotlivym vystupom X;(s) a X,(s). Dana
prenosovi maticu systému mozno obdobnym spdsobom najst’ (vyrieSenim linearneho systému s pravou

stranou zapisané¢ho vo vSeobecnom tvare) ako

X1(s) X1(s)
IRION _| F(®) | _ A1
A XZ(S) —b=>G(S)— XZ(S) =A""D, (3.53)
F(s) F(s)
kde matica A predstavuje
Ao m;s® + bs + k —bs ]
h —bs m,s? + bs (3.54)
a vektor pravej strany b predstavuje
0
b= [1] : (3.55)
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Prenosova matica systému G(s), ktora je maticou dvoch prenosovych funkcii G4 (s) a Gy (s)

X;(s)

_ [Gi(9)] _| F(®)
Okl P il )

F(s)

nadobuda rieSenim linearneho systému v symbolickom tvare pouzitim Matlabu tento tvar

b
m;m,s3 + b(m; + m,)s? + km,s + bk
m;s? + bs + k
m;m,s* + b(m; + m;)s3 + km;s? + bks

G(s) =

3.6 BEZHMOTNE MECHANICKE SYSTEMY

(3.56)

(3.57)

Bezhmotny mechanicky systém je spravidla mechanicky systém pozostavajuci iba z pruzin

a tlmiCov bez existencie akejkol'vek hmoty. Pre takéto typy systémov podobne ako pre systémy

s hmotami moZno najst pohybové rovnice na zaklade II. Newtonovho zakona. V tomto pripade

pohybové rovnice zmenia tvar na rovnovazne rovnice, nakol’ko uzlové body systému, uvazujeme ako

hmoty s nulovou hmotnost'ou.

Priklad ¢é. 3.9:

Mechanicky systém, ktory pozostava ztlmicov b4, by ajednej pruziny s tuhostou Kk je

znazorneny na nasledujicom Obr. 3.23. Najdite matematicky model pre takyto typ bezhmotného

mechanického systému.

Obr. 3.23. Bezhmotny mechanicky systém s uzlovymi bodmi
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Mechanicky systém v tomto pripade neobsahuje ziadne hmoty, pozostava len z komponentov

pruzin a tlmiacich prvkov. Uvolnime uzlové body daného systému podl'a nasledujiiceho Obr. 3.24.

‘\
Fk1T1 Fb1 X1(t) L’

) X,(t
F FK1 l l Fb‘l

Obr. 3.24. Uvolnené uzlové body kmitajiceho systému

)

Zlozkové rovnice pre pruziny a tlmice tohto bezhmotného mechanického systému budit mat
tento tvar:
Fra = ki (X2 —x1),
Fp1 = by (X — X1), (3.58)
Fpz = by (X — 0) = byX;.

Pre tento mechanicky systém podobne ako pre systém s hmotami uvazujeme II. Newtonov

zakon, ktory aplikujeme zv1ast’ pre kazdy uhlovy bod daného systému, potom

pre uzlovy bod 1

. (3.59)
m;X; = 0 = Fyq + Fp; — Fpz,

0 =Kky(xp —x1) + by (X, —%;) —byxy

a pre uzlovy bod 2

(3.60)
myX; =0 = —Fyy — Fpq,

0= —ki(x2 —x1) = b1 (X2 —%X1).

Potom usporiadanim premennych a d’al§imi matematickymi upravami predchadzajtcich

diferencialnych rovnic mozno dospiet’ k sustave dvoch diferencidlnych rovnic v tvare

ki(x; —x1) +by(X; — %) —by%x; =0,

. . 3.61
ki(xp —x1) + by (X —%4) = 0. ( )

Ststava diferencialnych rovnic zapisana v maticovom tvare nadobuda tvar
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[_b__le ” ] [kl kl] [O] (3.62)

3.7 D’ALEMBERTOV PRINCIP

D’Alembertov princip je dolezité tvrdenie tykajice sa zakona pohybu v klasickej mechanike.
Predstavuje ekvivalentné vyjadrenie II. Newtonovho ziakona. Nesie meno po svojom objavitel'ovi,
ktorym bol franctuzsky fyzik a matematik Jean le Rond D’Alembert. D’Alembertov princip je
zakladom Lagrangeovejskej mechaniky. Tento zakon hovori, Ze ak sa k silam, resp. momentom
(vonkajSim aj reaktivnym od vézieb) pripocitaji sily (momenty) zotrva¢éné, potom budi vsetky sily
(momenty) v rovnovahe. D’Alembertov princip vychadza z definicie II. Newtonov zikona pre

translacny a rotaény systém

mX=ZF,

(3.63)
1§ = z M,
ktory tento zakladny zakon mechaniky upravuje do tejto podoby
Z F—-mx=0,
(3.64)

Na tvorbu matematickych modelov mozno predchadzajicu definiciu matematickych rovnic
vyhodné pouzivat na modelovanie rota¢nych, resp. translaénych systémov. Zmysel pouzitia
D’Alembertovho principu je dolezity hlavne v pripade rotacnych systémov, ked’ sa zjednodusuje
a urychl'uje najdenie matematického modelu. Pouzitie D’ Alembertovho principu si ukdzme v d’alSom

priklade.

Priklad ¢é. 3.10:

Predpokladajme jednoduchy kmitajuci mechanicky systém, ktory pozostava z hmoty m, pruziny
s tuhost'ou k a translacného tlmica s konStantou tlmenia b. Tento mechanicky systém je zndzorneny na
Obr. 3.25. Ak vieme, Ze na hmotu m pdsobi casovo premenliva budiaca sila F(t), ndjdite metodou

D’Alembertovho principu matematicky model takéhoto kmitajiceho mechanického systému.
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1 1

b

Obr. 3.25. Systém hmota-pruzina-tlmic

V pripade, Ze tvorime matematicky model na zaklade D’Alembertovho principu, pri
uvolnovani kazdej hmoty alebo uzlového bodu musime uvazovat’ aj zotrvacny ucinok sily, resp.
momentu, ktory vkladdme priamo do obrazcu uvolneného telesa a to v opacnom smere pohybu danej

hmoty alebo telesa, pozri Obr. 3.26.

] F(t)
m >
<+ m

Obr. 3.26. Uvolnena hmota m

Potom pre matematicky model aplikujeme rovnice rovnovahy pre vsetky uvol’nené telesa
s uvazovanim prislusnych smerov a znamienok pdsobiacich sil, resp. momentov podobnym spésobom
ako sme aplikovali v predchadzajucich pripadoch. Potom matematicky model pre tento systém mozno

najst’ tymto spdsobom
—Fk—Fb+F(t)—m5&=0,

—kx —bx+F(t) —mk=0, (3.65)
mX + bx + kx = F(t) .
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3.8 VSEOBECNY POHYB TELESA

Momentova rovnica je aplikovateI'na ako pre systémy sustavy bodov, tak aj pre dokonale tuhé
telesa v rovine alebo priestore. V pripade, Ze dokonalé tuhé teleso podl'a Obr. 3.27, resp. ststava

hmotnych bodov vykonava v§eobecny pohyb v priestore,

le

Obr. 3.27. Dokonale tuhé teleso

potom pre teleso alebo sustavu Castic mozno napisat’ rovnicu dant druhym II. Newtonovym zakonom

dynamiky k bodu P

ZMP=Lp+m-rTXap, (3.66)
P

kde P predstavuje bod pdsobenia zrychlenia, T oznauje taZisko systému &astic alebo tuhého telesa,
2. Mp je sucet vSetkych posobiacich vonkaj$ich momentov, Lp je moment hybnosti, Iy /p je polohovy
vektor taziska vzhl'adom na bod P.

Pre kazdé dokonale tuhé teleso je moment hybnosti Lp definovany ako sic¢in momentu

zotrvacnosti Ip a uhlovej rychlosti

Lp=Ip w, (3.67)

Lx IXX IXy Ixz Wy
Lyr=1x Ly Iy {“)Y} ) (3.68)
Lz sz Izy Izz Wz

kde Lp je vektor momentu hybnosti k bodu P a w je vektor uhlovej rychlost’. Maticu 3 x 3 Ip nazyvame

tenzor momentu zotrvacnosti k bodu P.
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V tenzore momentu zotrvacnosti Ip predstavujii jednotlivé prvky matice Iy, Iyy, Iz, Ly, Ixz,

I,,, momenty zotrva¢nosti jednotlivym osiam a rovinam stiradného systému (momenty k zmieSanym

yz»
osiam Iy = Iy, L, = Iy, Iy, = Iy, nazyvame deviatnymi momentami). Ak uvazujeme dokonal¢ tuhé

teleso podla Obr. 3.27, potom pre momenty zotrvacnosti a deviacné momenty plati, ze

Ly = J(y2 +2z%)dm, Iy = f(xz +z%)dm, I, = J(x2 +y?)dm,
(3.69)
le=Iyx=—nydm, Iyz=IZy=—fyzdm, IXZ=IZX=—szdm.

Pre moment zotrvacnosti dokonale tuhého telesa I, ktoré rotuje okolo osi rotacie telesa

prechadzajucej taziskom plati vztah definovany na zaklade polohového vektora r elementu dm

szrzdm, (3.70)

kde r je polohovy vektor elementu dm od osi rotacie. Je nutné pripomentt, Ze ak pocitame moment
zotrvacnosti telesa I, ktoré rotuje okolo osi rotacie vzdialenej od osi prechadzajicej taziskom telesa (os
rotacie v tomto pripade nie je totoznd s osou prechadzajiicou taziskom), potom je nevyhnutné na
vypocet momentu zotrvacnosti I (momentu k rotacie osi neprechadzajucej taziskom) pouzit’ definiciu

tzv. Steinerovej vety
[ = I+ mr?, (3.71)

kde Iy je moment zotrvacnosti k osi prechadzajiicej taziskom a m je hmotnost’ telesa ar je kolma
vzdialenost’ osi rotacie k osi predchadzajicej taziskom.

V nasledujucej tabulke mozno najst’ zadefinované momenty zotrvacnosti k tazisku pre
jednoduché geometrické tvary ako su napr. $tihly prut, tenky disk, tenka platia, ty¢ kruhového
prierezu, obdiZnikovy kvader alebo gula. Vietky tieto momenty zotrvagnosti boli odvodené na
zéklade uvedeného integralu, ktorého platnost’ je vSeobecnda a tymto sposobom mozno vypocitat
momenty zotrvacnosti prakticky pre 'ubovolné tvary telies. Pre naSu potrebu tvorby jednoduchych
matematickych modelov bude postacovat’ poznat’ momenty zotrvac¢nosti tychto jednoduchych tvarov
telies. Poznamenajme, ze v sti¢asnosti moZzno na vypocet momentov zotrvacnosti telies zlozitej$ich
tvarov vyuzit napr. CAD systémy, ktoré maju implementované moduly na vypocet tychto momentov
zotrvacnosti ato aj pre telesa komplikovanych tvarov. Vyhodou je moznost’ identifikovat prvky
kompletného tenzora momentu zotrva¢nosti pre dané telesa a to bez nutnosti ich analytického

pocitania.
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Tabul’ka 3.3. Momenty zotrvacnosti zakladnych geometrickych tvarov

Stihly prit
y
1 2
I, =0
z
Tenky disk
y
z I, = =mR?
r 1
[, =1, =-—mR
X y =z = gm
Tenka platiia
1 2 2
y Iy = Em(L + b*)
1
L I, = —=ml?
z y=12™
1 2
b IZ = Emb
X
Ty¢ kruhového prierezu
Iy = ! R?
x Y x= 3 m
I, =1 —i 3R? + 12)
y — ‘'z ™ 12 m(
z
Hranol
y
IX = Em(bz + hz)
1
Iy = —m(L? + b?
. y 112 m(L* + b?)
h
I, =—m(L? + h?)
L 12
X b
Gula y
2 2
IX=Iy=IZ=§mR
X
Zz
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3.8.1 Pohyb tuhého telesa v rovine

Teleso vo vSeobecnosti kona pohyb v rovine v pripade, Ze sa pohybuje v dvoch smeroch osi
suradného systému X, y a rotuje okolo osi z kolmej na rovinu pohybu.
Pre dokonale tuhé teleso konajuce rovinny pohyb je moment zotrvacnosti Ip spravidla skalarna

veli¢ina a ¢asovo premenlivy moment hybnosti Lp sa teda redukuje na rovnicu

Lp=1p-a, (3.72)

kde Ip je moment zotrvacnosti telesa vzh'adom na os otaCania prechadzajiicej bodom P a a je uhlové
zrychlenie.

Potom rovnica vSeobecného pohybu prejde na tvar

ZMP=Ip-a+m-rT/PXap. (3.73)

V pripade, Ze dokonale tuhé teleso rotuje okolo fixovanej osi prechadzajicej bodom O, mozno

predchadzajicu rovnicu zjednodusit’ na tvar

ZMO = Ipa, (3.74)

kde I je moment zotrvacnosti telesa k osi rotacie O.
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3.9 ROTACNE MECHANICKE SYSTEMY

V tejto Casti sa obmedzime na tvorbu matematickych modelov pre ¢isto rota¢né mechanické
systémy. Ak dokonale tuhé teleso kona 'ubovol'ny pohyb v priestore, potom os rotacie sa neustale meni.
Toto vytvara modelovanie omnoho taz§im. V naSom pripade sa obmedzime len na tvorbu modelov pre

rovinny pohyb a vysvetlime si sposob tvorby matematickych modelov na jednoduchych prikladoch.

Priklad ¢é. 3.11:

Jednoduchy rotacny disk, ktory je pripojeny k torzny hriadel’u ako je zobrazené na Obr. 3.28,
rotuje okolo osi prechadzajucej taziskom. Torzny hriadel’ je priamo fixovany k zékladu. Rotacny disk
s momentom zotrvacnosti I, rotuje okolo fixovanej osi O a je zataZzeny vonkajSim moment M, pricom

pri jeho pohybe naii posobi viskozny tlmi¢ s koeficientom tlmenia by. Odvod'te matematicky model

pre takyto typ torzného systému.

( o)?
——T g, -

be—i=

VP rrrera

Obr. 3.28. Rota¢ny mechanicky systém

Obrazok rota¢né¢ho mechanického systému zobrazen¢ho na Obr. 3.28 mozno prekreslit’ na
mechanicky model systému vyuzitim schematickych znaciek tak, Ze nahradime torznu ty¢ pruzinovym

prvkom s tuhostou K, a viskozne timenie na kotuci torznym timiCom by, pozri Obr. 3.29.

Obr. 3.29. Schematicky diagram rota¢ného systému

Teleso podobne ako v pripade translaénych systémov uvol'nime zamenou pruzin a tlmicov za
ich vnatorné Gc¢inky (komponentné momenty). V tomto pripade vSak nie za sily, ale za krutiace

momenty podla Obr. 3.30.
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Obr. 3.30. Uvolneny rota¢ny systém hmoty

Zlozkové rovnice pre torzndi pruZinu a torzny tlmi¢, ktoré su fixované k zakladu st

definované v tvare

Mgy = kcp((P -0)= k(p(P:
. . 3.75
Mpp = beo(@ —0) =b,¢. ( )

Na zéaklade II. Newtonovho zakona pohybu moZno napisat’ diferencidlnu rovnicu

s uvazovanim pravoto¢ivého suradného systému v tvare

L Ao
loa=1lo =7 =Io® =M= Mgy — My,

lo® =M —ky@ — by, (3.76)
lo + by + ke =M,

kde Ig je moment zotrvacnosti telesa vzh’'adom na os rotacie O.

Néjdime prenosovi funkciu systému aplikovanim Laplaceovej transformacie s uvazovanim
nulovych pociato¢nych podmienok ¢(0) = @(0) = 0. Pre danu diferencialnu rovnicu tohto rotaéného

systému v Laplaceovom tvare bude platit’
Ios?®(s) + byps®@(s) + ko, P(s) = M(s) (3.77)
a teda prenosova funkcia G(s) systému rotatného mechanického modelu bude mat’ tvar

D(s) 1

G(s) = M(s) Igs? + beys + kg ' (3.78)
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Priklad ¢é. 3.12:

Torzny systém s dvoma stupfiami vol’nosti, ktory je na jednej strane votknuty k zakladu je
zatazeny vonkaj$im kratiacim momentom M, ktory posobi na stredny disk rotaéného mechanického
systému podla Obr. 3.31.

Predpokladajme, Zze vSetky vstupné parametre systému su zname veliiny, pozname teda
momenty zotrvac¢nosti hmot Iy a I, k osi rotacii 04 a O, kmitajacich diskov a takisto torzné tuhosti
torznych ty¢i Kyq a Kgz. Odvod'te matematicky model pre takyto rotaény mechanicky systém.
Poznamenajme, Ze systém torznych hriadelov mozno modelovat’ ako jednoduchy systém s torznymi

pruzinami a rotaénymi hmotami.

M O
C )
K\ \2 I

Obr. 3.31. Rotaé¢ny mechanicky systém s dvomi stupnami volnosti

Mechanicky systém podl'a zadania mozno prekreslit’ podobne ako v predchadzajicom pripade
na schematicky tvar rotacn¢ho mechanického systému ato vyuzitim schematickych znaciek pre

mechanické systémy podl'a nasledujuceho Obr. 3.32.

Obr. 3.32. Schematicky model rotacného systému

Rota¢ny mechanicky torzny systém podl'a Obr. 3.32 uvolnime tak, ze pre kazdy rotac¢ny disk
nakreslime obrazec uvol'nenia nie v priestore, ale Na zjednodusenie v rovine kolmej na smer rotacie

s uvazovanim vsetkych momentov, ktoré na dany disk posobia, pozri Obr. 3.33.
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Obr. 3.33. Uvolnené telesa torzného systému

Na zjednodusSenie zapisu komponentnych rovnic modelu budeme uvazovat,, Ze pre natoCenia
rotujucich diskov v poc¢iatocnom S$tadiu plati, Ze @1 > @, > 0. Na zaklade uvazovaného je potom

mozné pre nakreslené diagramy uvolnenych telies napisat’ nasledovné zlozkové rovnice

Mge1 = k<p1((P1 -0)= kcp1(p1 )
(3.79)
Mgz = k(pZ (1 —@2) .

Pre napisanie matematického modelu aplikujeme podobny sposob ako v predchadzajucich
pripadoch a to tak, ze pre kazdy rotujuci disk zvlast’ zadefinujeme matematicka rovnicu vyuzitim II.

Newtonovho zakona.

Pre hmotu I, plati
[1 =M — Mkl(p - MkZ(p ’
L1 =M —kp101 — ke2(p1 — 92), (3.80)
[1P1 + Kp101 + Ko (01 — @) =M

a pre hmotu I, plati
L, = MkZ(p!

. (3.81)
L, = k(pZ((-pl —@3).

Vysledny matematicky model je tvoreny sustavou dvoch diferencialnych rovnic v tomto tvare,

ktory zapiSeme do maticového tvaru

L1901 + Kp101 + K2 (01 — @) =M,

. 3.82
L2 —Kep2(@1 —92) =0. ( )
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Potom matematicky model pre rotacny systém s dvoma stupiiami podl'a Obr. 3.31 zapisany

v maticovom tvare nadobudne tvar
I, 0][®1 ko1 + Koz —Kgz| 101 _[M
01 T+ K K = . (3.83)
21192 “Re2 ©2 P2 0

Aj pre tento systém aplikujeme Laplaceovu transformaciu suvazovanim nulovych
pociato¢nych podmienok @1(0) = @1(0) = @,(0) = @,(0) = 0 na ststavu diferencialnych rovnic

zapisanych v maticovom tvare a dostavame Laplaceovu transformaciu systému v tvare

1152 + kq)l + kq)Z _kq)Z (I)l(s) _ 1
kg2 Is? + Koy CDZ(S)] = [o eI (3.84)

V tomto pripade prenosova matica systému G(s) bude podobne definovana dvoma prenosovymi
funkciami systému G4(s) a Gy (s), ktoré prisluchaju jednotlivym vystupom @4(s) a ®,(s). Dant
prenosovi maticu systému mozno obdobnym spdsobom ndjst’ rieSenim linearneho systému s pravou

stranou zapisaného vo v§eobecnom tvare

@4 (s) @, (s)
M(s) M(s) =
A- =b=G(s) = =A""b,
D, (s) (s) ®,(s) (3.85)
M(s) M(s)
kde matica A predstavuje
B I1s? + ko1 + kg2 —Kgp2
N ~Kg2 [,5% + Ky (3.86)
a vektor pravej strany b predstavuje,
1
b= [0] : (3.87)

Prenosova matica systému G(s) zapisana vo vSeobecnom tvare ako

®,(s)

_[6®)] _ MG
50 =|6y0) = o0 (28]

M(s)
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nadobuida rieSenim tvar dvoch prenosovych funkcii zapisanych v tvare vektora G(s)

I5% + kg

LIps* + [(Iy + 1)ke2 + IKg1]s? + KpiKea
G(s) = ke, : (3.89)
(0]

LIps* 4+ [(I; + 12)kez + 12Kp1]s? + KpiKeo2

Priklad ¢. 3.13. Inverzné kyvadlo

Inverzné kyvadlo, ktorého hmotny bod m je pripojeny k stihlej tyéke hmotnosti M a dizky L,
je zobrazené na Obr. 3.34. Hmota tycky kyvadla je sustredena v tazisku T. Inverzné kyvadlo rotuje

okolo bodu O. Pri pohybe uvazujeme trenie v podobe viskoézneho tlmica s koeficientom B.

Obr. 3.34. Inverzné kyvadlo

Systém pozostava z gulicky hmotnosti m a §tihlej tycky hmotnosti M. Celkovy moment

zotrvacnosti k bodu rotacie O je

Io=Ilom+Iom, (3.90)

kde Iy 1, je moment zotrvacnosti gul'6¢ky s hmotnostou m rotujicej na ramene s dizkou L

Io m = mL?. (3.91)
Ip m je moment zotrvacnosti tyCky k bodu rotacie O vypocitany na zaklade Steinerovej vety

2

oy =1 +M<L) —1ML2+1ML2—1ML2
oM — MT 2 _12 4 _3 . (392)
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Napokon celkovy moment zotrvacnosti Ig mozno vypocitat’ ako

— R My .,
Io=Iom+Iom=mL +§ML = m+§ L“. (3.93)

NapiSme teraz matematicky model rotaéného systému inverzného kyvadla, ktory mozno

opisat’ jednou pohybovou rovnicou

L
Ioép=mgLsin(p+MgEsin(p—B(’p. (3.94)

Dosadenim  do predchadzajucej  diferencidlnej rovnice za  vypocitany moment

zotrvacnosti I celej ststavy k osi rotacie O dostavame

My . , M :
<m+§>L2(p+B(p—<m+3)Lgsm(p=0. (3.95)

Tuato vyslednu diferencidlnu rovnicu v nelinearnom tvare mozno linearizovat’. Pre vel'mi malé

uhly @ < 5° plati, ze sin ¢ = . Linearizaciou predchadzajucej rovnice dostavame

M\ .. . M
<m+§)L2(p+B(p—(m+E)Lg(p=O. (3.96)

Priklad ¢é. 3.14:

Kmitajuci systém dvoch spojenych (spriahnutych) kyvadiel s dvoma stupiiami volnosti je
znazorneny na Obr. 3.35. Kyvadla st spojené transla¢nou pruzinou s tuhost'ou k. Kazdé kyvadielko
pozostava z hmoty m sustredenej v taZisku a bezhmotnej ty¢ky dizky L (hmotnost’ ty&iek nie je v tomto
pripade vyznamna). Nakreslite obrazec uvol'nenia a odvod’te matematicky model takéhoto kmitajticeho

systému.

0, 0,

Obr. 3.35. Systém dvoch kyvadiel spojenych pruzinou
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Pre vybrané natocenia systému ¢ a @, budeme uvazovat, Ze 1 > @ > 0. Obrazec

uvol'nenia je znadzorneny na nasledujiicom Obr. 3.36.

Obr. 3.36. Uvolneny systém dvoch kyvadiel

Pre kmitajuci systém dvoch kyvadiel na zaklade obrazca uvolnenia mozno napisat’ tiito sustavu

diferencialnych rovnic. Kazda rovnica prislucha jednému kyvadielku

1, = mL2p, = —mgLsin @, — FyLcos @y,

3.97
1§, = mL?{, = —mgLsin @, + FiLcos @, . ( )

V predchadzajtcich rovniciach sa momentalne nachadza jedna neznama velicina, ktorou je sila

Fi.. Tato predstavuje silu v pruzine umiestneni medzi dvoma pohybujicimi sa bodmi. Pre tuto silu

spriahnutych kyvadiel musi platit’ tento vzt'ah

Fx = k(sin @, — sin@,)L. (3.98)

Dosadenim do sustavy diferencialnych rovnic za Fy, dostavame

mlL?{; = —mgLsin @; — kL2 cos ¢, (sin@; — sing,),

3.
mL?{, = —mgLsin @, + KL? cos @, (sin@; — sin@,) . (3.99)

Podobne ako pre predchadzajicom priklade mozno tato ststavu diferencidlnych rovnic

linearizovat’ s uvaZzovanim, ze pre malé uhly ¢p < 5° plati sin¢@ = @,cos¢@ = 1

mL?§; + mgLe; + kL2 (@, — ¢2) =0,
! (3.100)
mL?d, + mgLe, — kL?(@; — @) = 0.
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Priklad ¢é. 3.15:

Torzny systém dvoch diskov s momentami zotrvacnosti Iy a I, znazorneny na Obr. 3.37 je
zatazeny kratiacim momentom M. Ak predpokladame, Ze vSetky tuhostné a tlmiace charakteristiky

tohto systému st zname najdite matematicky model takéhoto systému.

SONNNNNNNNNNNS
ANNNANNNARNN NN NN

Obr. 3.37. Rotaé¢ny mechanicky systém s dvoma stupniami volnosti

Torzny systém diskov uvol'nime opét’ v rovine tak, Ze pre kazdy disk zv1ast’ nakreslime obrazec
uvol'nenia so zakreslenim vonkajSich a vnutornych momentov od pruzin a timi¢ov. Obrazce uvolnenia

pre disky I a I st zndzornené na Obr. 3.38.

N

M, .,
M kol ko2

Obr. 3.38. Uvolnené telesa rotujucich diskov

Ak uvazujeme, Ze pre rotacné posunutia plati ¢ > ¢, > 0, potom musia platit’ tieto zlozkové

rovnice pre momenty od torznych pruzin a timi¢ov

Mip1 = Kp1(@1 —0) = Kp101,
Mb(pl = b(pl((bl -0)= b<p1(i31 ’
Mgg3 = k(p3((p1 —®2), (3.101)
Mgg2 = kcpz((Pz -0)= k(pZ(pZ )
Mb(pz = b(pZ (¢, —0) = b(pz(pz .
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V d’alSom pristipime k napisaniu diferencialnych rovnic zvlast' pre kazdi hmotu na zaklade

I1. Newtonovho zakona pohybu,

pre hmotu I; plati
[1 =M — Mk1<p - Mbltp - Mk3<p ’
[1p1 =M — k1901 —bp191 — Kga(@1 — ¢2), (3.102)
[191 + k191 + bp1P1 + Kp3(01 — @) =M

a pre hmotu I, plati
[, = Mk3<p - MkZ(p - MbZ(p ’
Lo, = kcps((Pl — @) — kcpz(Pz - b(pZ(pZ , (3.103)
@2 + K02 + bpo@r —kps3(@1 — @) =0.

Po predchadzajucich matematickych tUpravach mozno dospiet k vyslednej sustave

diferencidlnych rovnic, ktoré tvoria matematicky model pre dany torzny systém podl'a Obr. 3.37

[11 + bp1®1 + Kp101 + K3 (@1 — @) =M

. . (3.104)
[, + boa@z + K202 — k3 (1 — @2) = 0.

Vysledny systém dvoch diferencialnych rovnic mozno upravit’ a zapisat' do tohoto systému

v maticovom tvare
I 01[®1] , [Per O |[¢s kcpl + Ke3 —kez  |[e17_M
0 LllgalT| 0 by =|nl (3.105)
21192 ¢ —Kop3 Koz + kg3 [ L1P2 0

Ak pre tento systém v maticovom tvare aplikujeme Laplaceovu transformaciu s uvazovanim
nulovych pociatoénych podmienok ¢4(0) = @1(0) = @(0) = ¢@,(0) = 0 a dostavame Laplaceovu

transforméaciu systému

I;5* + bp1s + k1 + K3 ] [d>1 (s)
_kq)3 Izs + b ZS + kq)z + kq)3 (DZ(S)

[0 [M(s)] - (3.106)
V tomto pripade prenosova matica systému G(s) bude opit’ definovana dvoma prenosovymi

funkciami systému G4 (s) a Gy (s), ktoré prislichaji jednotlivym vystupom @ (s) a @, (s). Vypoditani

prenosovli maticu systému G(s) mozno obdobnym spdsobom njst’ rieSenim linearneho systému s

pravou stranou zapisaného vo vSeobecnom tvare
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@, (s)
- _ [ MG) [ _ -1
A- —b=>G(S)— CDZ(S) =A""D, (3.107)
M(s)
kde matica A predstavuje
Ao I15* + by1s + k1 + K3 —Kgp3 (3108)
152 + bgas + Kz + K3 :
a vektor pravej strany b predstavuje
1
b=[0]- (3.109)
Prenosova matica systému G(s), ktort mozno vo vS§eobecnom tvare zapisat’ ako
P4 (s)
_ Gl(s>] _|M®
G2(s)] | P29 (3.110)
M(s)
potom nadobuda rieSenim lineadrneho systému tento tvar
1,57 + by,s + Ko + Kgz
G(s) = IiIps* + (Ilbwz + 12b¢1)53 + [Il(sz + kwa) + Iz(kwl + kqm) + Ewibwzlsz + (qul + bqﬂ)(kqﬂ + k<4>3)5 + kwl(kqﬂ + k«ﬁ) + szk«ﬁ . ( 3 . 1 1 1 )
I1s* + (I1bq>2 + 12b<p1)53 + [11(k¢2 + kwa) + Iz(kqn + kws) + bmbwz]Sz + (bqn + b(pz)(sz + kq}S)S + kqn(quz + kwa) + kg2kgs

Priklad ¢. 3.16:

Mechanicky kmitajuci pakovy systém je zobrazeny na nasledujucom Obr. 3.39. Tento pakovy

systém tvori paka dizky L a $irky b, ktora je pripojend k pruzine s tuhostou k fixovanej k zakladovému

ramu.

Paku tohto ¢isto rota¢ného systému prakticky mozno povazovat za dokonale tuhé teleso so

zanedbatel'nou hrubkou. Ako mozno vidiet na Obr. 3.39, tak paka rotuje okolo bodu rotacie O, ktory

sa nachadza vo vzdialenosti L/2 jej celkovej dizky. Pakovy systém je zataZeny na pravej strane silou F.

Ak pri pohybe paky uvazujeme dynamicky odpor v podobe tlmica pdsobiaceho v bode rotacie O,

odvod’te matematicky model takéhoto systému.
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Obr. 3.39. Pakovy systém

Pékovy systém uvolnime nahradenim pruziny za komponentny silovy ucinok Fy anavyse
v mieste rotacie O budeme uvazovat moment od timic¢a b, ktory vytvara odpor proti pohybu paky ako

je znazornené na obrazci uvolnenia Obr. 3.40.

Obr. 3.40. UvolInenie systému paky

Posunutia jednotlivych bodov paky su zavislé od natocenia danej paky okolo bodu rotacie O.
To znamena, ze posunutia na oboch koncoch stranach paky budi rovnaké. V pripade, Ze uvazujeme
relativne malé uhlové natocenia pre ¢ < 5°, potom plati, Ze sin ¢ = ¢@. Linearizaciou nelinearneho

posunutia I'avého bodu paky x v smere osi X musi platit’, ze

L

L
X=§Sin<P%ECP- (3.112)
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Pre komponentni rovnicu opisujicu velkost sily Fy v pruzine plati tato zavislost' od uhlu

natocenia

L L
Fk=k-x=kzsin(pzk§(p. (3.113)

Aby bolo mozné napisat’ vyslednu diferencialnu rovnicu pohybu, je nutné vypocitat’ moment
zotrvacnosti paky Ig k bodu rotacie O. Ked'Zze paku uvazujeme ako tuhé teleso so zanedbatel'nou

hrabkou potom musi platit, Ze

Io=im(L2+b2). (3.114)
12 '
V tomto $tadiu mézeme pristapit’ k tvorbe matematického modelu pre dany rotaény systém

pakového mechanizmu, ktory rotuje okolo bodu O. Pohyb paky mozno opisat’ jednou diferencialnou

rovnicou, nakol’ko ide o Cisto rotacny pohyb telesa. Plati teda, Ze

L L
lop = FcoscpE—choscpE—b(p,

! (L2+bH)|p=F L kLz' bq
[12m )](p— cos @ 7 Sin@cos¢ —ba, (3.115)

1 . . L2 L
[Em(L2 +b2)](p + b +kzsm(pcoscp = Fcoscpz.

Podobne ako v predchadzajucich pripadoch sme dospeli k jednej nelinearnej diferencialnej
rovnici. Na zjednodusSenie rieSenia pristipime k linearizacii tejto diferencialnej rovnice s uvaZzovanim
kmitania pre malé uhlové natocenia ¢ < 5°. Linearizaciou dostavame vyslednii rovnicu pohybu v tomto

tvare

2

! (L2+b2)]"+b'+kL —FL
Sm o +bp 79 =F3. (3.116)

Aplikovanim Laplaceovej transformacie s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok

@(0) = @(0) = 0 pre danu diferencialnu rovnicu tohto rota¢ného systému bude platit’

2

1 L L
—m(? + bZ)] S2(5) + b sP(s) + k= B(S) = F(5) 5 (3.117)
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a teda prenosova funkcia G(s) tohto systému mechanického modelu bude mat’ tvar

L
() _ 2

G(s) = = .
F(s) [%m(L2 + bz)] s?2+bs+ kLTZ

(3.118)

Priklad ¢é. 3.17:

Péakovy systém zobrazeny na nasledujicom Obr. 3.41 pozostava z paky znamej hmotnosti M
Stihleho prierezu s ramenami a, b. Péka rotuje okolo bodu O, v ktorom je pripevnena k zakladu. Ako
mozno vidiet na Obr. 3.41, tak paka je d’alej pripevnena k zakladu z druhej strany prostrednictvom
dvoch pruzin so zndmymi tuhostami k; a k,. Odvod'te matematicky model takéhoto kmitajiceho

systému paky so zanedbanim trenia.

Obr. 3.41. Pakovy systém

Pred napisanim matematického modelu pristipime k uvolneniu pakového systému ato
zamenou pruzinovych prvkov za vnutorné ucinky Fyq a Fy, ako je znazornené na nasledujicom

Obr. 3.42.
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Obr. 3.42. Uvolnenie systému paky

Posunutia jednotlivych bodov péky su zavislé od natocenia danej paky vzhl'adom na bod rotacie
0. V tomto pripade posunutie na oboch koncoch nebude rovnake, nakol’ko mame asymetricky pakovy
mechanizmus. V pripade, Ze pre natocCenie paky uvazujeme uhlové natocenie ¢, potom pre deformacie

pruzin musia platit’ tieto zavislosti

X4 = asing = ag,

3.119
X, =bsing = be. ( )

Na zaklade deformacii pruzin mozno v tomto $tadiu napisat’ zlozkové rovnice pre sily Fq a Fyo,
ktoré vzniknu v jednotlivych pruzinach. Podl'a Obr. 3.41 uvazujeme dve fixované pruziny k zakladu,

pre ktoré musi platit’

Fr1 = k1x4 = kjasing = kjap,

sz = kZXZ = kZb Sin(p ~ kzb(P . (3120)

Predtym, nez napiSeme pohybovl rovnicu je nutné eSte vypocitat’ moment zotrvacnosti paky
k bodu rotacie O. V tomto pripade budeme uvazovat, ze paka je $tihly prit s hmotnostou M. Ked'ze
sa paka otaca okolo posunutej osi k osi rotécie, ktord nie je totozna s tazisko je nutné vyuzit’ Steinerova

vetu, a teda pre vysledny moment zotrvacnosti k osi rotacie prechadzajiicej bodom O plati, ze
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a+b)2

I =Iv+M( -~
0 T a 2

=—M(a+b)2+M(a—b)2=M(az—ab+b2) (3.121)
12 4 3 ' '

Paka kona cisto rota¢ny pohyb, tzn. Ze jej pohyb bude definovany jednou pohybovou rovnicou
opisujucou rotaény pohyb. Aplikaciou II. Newtonovho zakona pre rota¢ny pohyb musi pre paku

rotujucu okolo osi rotacie prechadzajucej bodom O platit’ diferencialna rovnica

Iop = —Fygycospa—Fy,coseb,

[M(a2 —ab+b2)](’p = —k,a?sin @ cos @ — k,b? sin @ cos @
3 1 z ’ (3.122)

M
[3 (a® —ab+ bz)] ¢ + (kja? + k,b?)sinpcosqp =0.

V pripade vel'mi malych uhlov natocenia mozno dany model opét’ linearizovat’ a dospiet’ tak

k vyslednej linearnej diferencialnej rovnici, ak sin¢@ = ¢@, cos @ = 1, potom

M
3@ —ab+b?)| ¢+ (ia? + ;b2 = 0. (3.123)

Priklad ¢é. 3.18:

Pakovy systém zobrazeny na Obr. 3.43 pozostdva z paky hmotnosti M $tihleho profilu celkovej
dizky L so zanedbatenou hribkou. Paka je pripevnena vo vzdialenosti L/4 svojej celkovej dizky
k zékladu v bode O, ktory je bodom jej rotacie a d’alej pripevnena na lavej strane k zakladu
prostrednictvom pruziny s tuhostou Kk a tlmic¢a s tlmenim b. Odvod’te matematicky model takéhoto

pakového systému so zanedbanim trenia.

b
P 0 M, L
(pT —fo— . o)
< ———
L4 = K

Obr. 3.43. Pakovy systém — paka, pruzina a tlmic¢
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Dany pakovy systém uvolnime zamenou pruziny a tlmica za vnitorné silové ucinky Fy a F, ako

je znazornené na obrazci uvolnenia, pozri Obr. 3.44.

™ A

F,
B S o) M, L
(P? m—— N — : 2)
= \\\\J\‘*(p
L/4 e F,

Obr. 3.44. Uvolnenie systému paky

Ako v predchadzajucich prikladoch, tak aj vtomto pripade su posunutia jednotlivych
koncovych bodov paky zavislé od natoCenia danej paky vzhl'adom na os rotacie O. V tomto pripade
pakového systému vSak posunutia na oboch koncoch nebudt rovnaké, nakol’ko v tomto pripade mame
opit’ asymetricky pakovy mechanizmus (paka je excentricky upevnena v bode O).

Pre deforméciu pruZziny a tlmi¢a mozno napisat’ dve nelinearne rovnice. Rovnica, ktora plati
pre tlmi¢ je ¢asovou derivaciou deformacie pruziny. Pre vel'mi malé uhlové natocenia ¢ < 5°, kde

sin @ = @, cos @ = 1 mozno dany systém linearizovat’

—3L' 3L
x=_Lsing~7Lo,
(3.124)

._3L. 3L’
X=gLlpcosp~7Lo.

Na zéklade predchadzajucich rovnic mozno v tomto Stadiu zadefinovat’ zlozkové rovnice pre

silu v pruzine Fy a silu v tlmiéi Fy,, ktoré st fixované k zakladu

3 3
Fk=kx=ZkLsin(pszL-(p,
(3.125)

3 3
Fp, =bx = ZbL(’p cos P = ZbL(’p.

Predtym, nez pristipime k tvorbe matematického modelu vypocitajme este celkovy moment
zotrvacnosti paky Ig k bodu rotacie O. V tomto pripade uvazujeme, ze paka predstavuje Stihly prut
s celkovou hmotnostou M. Ked’Zze aj v tomto pripade sa paka otdCa okolo posunutej osi rotacie

(neprechadzajucej taziskom), preto je nutné pouzit’ Steinerovu vetu.
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Potom pre moment zotrvacnosti k posunutej osi O plati, ze

I —I+M(wz—1huﬂ+1ME-7Mﬁ
o = ly —12 16 _48 . (3.126)

Pohyb paky je dany jednou diferencidlnou rovnicou rotacného pohybu okolo osi rotacie

prechadzajucej bodom O

3 3
[ofp = —choscpZL— FbcoscpZL,

lMLZ('p = —ikL2 sin ¢ cos ¢ —ibLZ('p cos? ¢ 3.127
48 16 16 ’ (3.127)

lMLZ('p + ikL2 sin@cos @ + ibLZc'p cos?2@ =0
48 16 16 ’
V pripade linearizacie predchadzajucej rovnice pre vel'mi malé uhly ¢ < 5°, kde sin¢ = ¢,

cos @ =~ 1 mozno diferencidlnu rovnicu zjednodusit’ na tvar

7ML2{ + 27bL2¢p + 27kL2@ = 0. (3.128)

3.10 VALIVY POHYB

Kolesd su bezné vyskytujice sa mechanické systémy, ktoré konaju vSeobecny pohyb.
Nasledujtici Obr. 3.45 znazornuje disk valiaci sa v horizontalnej rovine. Ak neexistuje preklzavanie
medzi diskom a podlozkou, potom disk kona ¢isto valivy pohyb. Bod, v ktorom sa valec dotyka

podlozky je bodom rotacie, v ktorom sa obvodova rychlost’ v rovna nule.

Priklad ¢é. 3.19:

Rotujuci valec zobrazeny na Obr. 3.45 s polomerom R a hmotnostou m, vykonava valivy
pohyb v horizontalnej rovine bez preklzu. V hornej ¢asti pdsobi na tento valec pri jeho pohybe budiaca

sila F. Odvod’te matematicky model takého systému konajiceho vSeobecny pohyb.

O

F,

Obr. 3.45. Valivy pohyb valca
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Moment zotrvaénosti valca k bodu rotacie Ig vypoéitame pouzitim Steinerovej vety.
Ak uvaZujeme, Ze valec je disk s polomerom R a pozndme moment zotrvacnosti k jeho tazisku Iy,

potom
1 3
lop = I + mR? =EmR2+mR2 =§mR2. (3.129)

Rotaciu valca mozno opisat’ jednou diferenciadlnou rovnicou aj ked’ dany valec vo vSeobecnosti
kona v rovine v§eobecny pohyb. V tomto pripade uvazujeme ako jednu nezavisli suradnicu natocenie

0, ktorou mozno kompletne opisat’ cely pohyb

lp - § = 2RF,
3 2 .08 —
7 MR%- & = 2RF, (3.130)
. 4F
?Z3mR

Pohyb tohto valca v smere osi x je potom dany kinematickou vézbou rovnicou

x=Reg. (3.131)

Priklad ¢é. 3.20:

Valec s polomerom R a hmotnostou m, ktory fixovany k zédkladovému ramu prostrednictvom
pruZziny je zobrazeny na Obr. 3.46. Valec kond v rovine valivy pohyb, v horizontalnym smere osi x bez
preklzu. Ak je takyto kmitajlici valec fixovany k zakladu pruzinou znamej s tuhostou Kk, odvod'te

matematicky model takéhoto mechanického systému.

X

- -

>0

Obr. 3.46. Valivy pohyb valca s pruzinou
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Moment zotrvacnosti valca k bodu rotacie Ig mozno podobnym spdsobom vypocitat
aplikovanim Steinerovej vety ako v predchadzajucom priklade. Ak pozndme moment zotrvacnosti

valca k tazisku Iy a hmotnost’ valca m, potom plati
2_1 2 2_3 o2
[op =1y + mR =EmR + mR =EmR. (3.132)

Posunutie valca v smere osi x je definované kinematickou vézbou rovnicou, ktord opisuje

linearny vztah medzi pooto¢enim ¢ a posunutim valca v smere os X

x=Reg. (3.133)

Pre silu v pruzine, ktorou je valec fixovany z pravej strany k zakladu musi platit’ tato
komponentna rovnica

Fx = kx = kRo. (3.134)

Rotaény pohyb valca je teda mozné opisat’ jednou diferencialnou rovnicou aj v tom pripade,

ked je zrejmé, Ze valec kona vo vSeobecnosti v rovine v§eobecny pohyb a teda

licp = —FR,

Emqu') = —kR?¢@
2 ’ (3.135)

3 .
EmRZ(p +kR%2p =0.
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3.11 ZMIESANE TRANSLACNE A ROTACNE MECHANICKE
SYSTEMY

V nasledujucich kapitolach sa budeme zaoberat’ zmieSanymi mechanickymi systémami, ktoré
pozostavaju z ¢lenov konajucich sic¢asne pohyby rotaéné aj transla¢né. Tieto typy systémov st v praxi
vel'mi roz§irené a ma preto vyznam sa im venovat’.

Existencia kombinacie pohybu translaéného arota¢ného pripadne vSeobecného pohybu,
v tomto pripade povedie na zlozitej§ie matematické modely, ktoré budeme zapisovat’ z dévodu vac¢sieho
poctu diferencialnych rovnic do maticového tvaru.

Systém, ktory vznika kombinaciou telies konajucich translaény a zaroven rota¢ny pohyb mozno
rozlozit’ na systémy konajlce Cisto translacny alebo rotacny pohyb a aplikovat’ tak zvlast’ II. Newtonov
zakon pre translacny a rotacny pohyb, ktory nakoniec superpoziciou vytvori vysledny matematicky
model pre pohyb telesa.

Vo vSeobecnosti v zmie§anych systémoch mozno ocakavat’ aj telesd konajice vSeobecny
pohyb, ktory mozno rozlozit’ na translacny pohyb v smere jednotlivych osi x, y a rotaciu telesa kolmu
na rovinu pohybu okolo osi z. Princip tvorby matematického modelu pre zmie$ané systémy si ukdzeme

na nasledujucich prikladoch.

3.12 SILOVE A MOMENTOVE ROVNICE VSEOBECNEHO POHYBU

Predpokladajme mechanicky systém pozostavajuci z dokonale tuhého telesa, ktoré kona
vrovine v§eobecny pohyb. VSeobecny pohyb tohto telesa mozno rozlozit' na translatny pohyb
v jednotlivych smeroch osi x ay arotaény pohyb okolo osi z kolmej na rovinu pohybu x-y.
Pri odvodzovani platného matematického modelu pre dokonale tuhého teleso so znamou hmotnostou
m a momentom zotrvacnosti Iy, ktoré vykondva v rovine vSeobecny pohyb vychiddzame z definicie

I1. Newtonov ziakona, ktory aplikujeme zvlast’ pre Cisto translaény pohyb (v jednotlivych smeroch osi

ZFX=m-aTX, ZFy=m'aTy (3.136)

a samostatne pre rotacny pohyb v podobe momentovej rovnice v tejto forme

xay)

ZMTle'O" (3.137)

ktort mozno takisto zapisat’ v tomto tvare

XMp =i a+m-ripXag. (3.138)
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Hoci predchadzajica rovnica vyzera byt odliSna od rovnice, ktort sme definovali pre v§eobecny
pohyb v pripade rovinného pohybu Y, Mp = Ipa + mry p X a;, da sa dokézat’, Ze tieto dve rovnice st
uplne identické.

Obr. 3.47 (a) zobrazuje pohyb dokonale tuhého telesa v rovine. Aplikovanim rovnice pre

vSeobecny pohyb dostavame celkovy moment k bodu P definovany vztahom

sz:IP'a‘l'm'rT/anp' (3.139)
A
Y 4 y
- ma;
(a) X (b) X

Obr. 3.47. (a) Tuhé teleso pri pohybe v rovine, (b) kinematika pohybu

Podla Steinerovej vety vieme, Ze moment zotrvacnosti k posunutej osi rotacie prechadzajuce;j

bodom P mozno vypocitat’ ako

2
p=If+m-rgp. (3.140)

Ak prenasobime tuto rovnicu uhlovym zrychlenim a, potom plati

_ 2
Ipa—ITa+m-rT/Pa. (3.141)

Predchadzajuci moment nadobuda smer uhlového zrychlenia o proti smeru hodinovych
ruciCiek. Z kinematického obrazca tuhych telies podl'a Obr. 3.47 (b) takisto vyplyva, Ze celkové
zrychlenie ap bodu P je dané suctom Ciastkovych zrychleni pohybu telesa. Pre toto zrychlenie ap bude

platit’ vzt'ah

ap = ay + (ap/T)t + (aP/T)n' (3.142)
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kde a; je zrychlenie taziska, (ap /T)t je tangencialna zlozka zrychlenia bodu P, ktora je kolma na
polohovy vektor r/p s velkostou (ap /T)t =a rypa (ap /T)n je normalova zlozka zrychlenia bodu P
rovnobezna so smerom polohového vektora a teda m - ry p X (ag /P)n =0.

To znamena, Ze rovnicu vSeobecného pohybu mozno zapisat’ aj v nasledovnom tvare, ktory

dostaneme dosadenim rovnice zrychlenia za ap

ZMP =Ip-a+m-rypXa, =lpa+m'rT/anT+m'rT/Px(aP/T)t
(3.143)
+m'r’T‘/PX (aP/T)n;

, Ly 2 N , N
kde hodnota vektorového sucinu m - ry p X (ap /T)t = —m Iy p & posobi teda v opacnom smere.
AvSak hodnota vektoroveho sucinu m-rj/p X (ap /T) =0 (zdovodu, ze normalové
n

zrychlenie (ap /T)n Je rovnobezné so smerom polohového vektora Iy p), tzn. Ze rovnica nadobudne tvar
_— . . ~ N — . 2
YMp=Ip-a+m If/p X ap — M Tfp Q. (3.144)

Ak teraz dosadime za moment zotrvacnosti Ip = I+ + m - rTZ /p> dokazali sme, Ze dostavame

identicku rovnicu pre rovinny pohyb
EMP:IT'OH'm'rT/anT- (3.145)

Predpokladajme zlozity systém, ktory pozostava z viacerych hmoét, konajlcich v rovine

vSeobecny pohyb. V takomto pripade mozno silové rovnice pre cely systém napisat’ v tvare

ZFX =zn:mi(aﬂ)x. sz =imi(aTi)yJ (3.146)
i=1 i=1

kde n je pocet hmot a ay; zrychlenie pohybu individuélnej i-tej hmoty.
Podobne ako sa zmenili silové rovnice sa zmeni aj momentova rovnica vzhl'adom na bod P

rotacie, ktora nadobudne tvar
n n
ZMP=ZITi'a+zmi'rTi/anTi' (3.147)
i=1 i=1
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Priklad €. 3.21. Pakovy mechanizmus

Pakovy systém zobrazeny na nasledujucom Obr. 3.48, pozostava z paky celkovej hmotnosti M
a dizky L (paku mozno pokladat’ za §tihly prit so zanedbatelnou hribkou), ktora je na lavej strane
zatazena silou F. Sila pdsobi na ramene vo vzdialenosti 3/4L od bodu rotacie O pakového mechanizmu,
v ktorom je péka pripojena rotaénym kibom k ramu.

Na pravej strane je paka fixovanad k rdmu prostrednictvom tlmica s konStantou tlmenia b
a navySe v spodnej Casti je k tejto pake prostrednictvom pruziny s tuhost'ou k pripojend kmitajaca hmota

m. Ngjdite matematicky model takéhoto systému.

Obr. 3.48. Pakovy systém — paka pruzina, tlmi¢ a hmota

Poznamenajme, Zze na najdenie matematického modelu pre zmieSané systémy mame viac
moznosti a metod, ktoré mozno aplikovat’ (metoda uvolfiovania a metoda redukcie). V tomto pripade si
ukazeme odvodenie matematického modelu postupnym uvoP’nenim vsetkych telies systému a d’alSim
napisanim matematickych rovnic pre vSetky uvolnené telesa.

Pakovy mechanizmus podl'a Obr. 3.48 predstavuje sustavu dvoch kmitajucich telies. Paka
kona ¢isto rotacny pohyb, zatial' ¢o hmota kmita translacnym pohybom. Tieto telesd sii navzajom
previazané.

Na najdenie matematického modelu nakreslime obrazce uvolnenia zvlast pre pakovy systém
a samostatne pre hmotu m s vyzna¢enim vnuatornych silovych ucinkov F, a F ako je zndzornené na

nasledujicom Obr. 3.49.
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RSN AN
F,

A

v
<<

Obr. 3.49. Uvolnenie telies — systému paky

Podobne ako v predchadzajucich prikladoch pakovych mechanizmov, tak aj v tomto pripade
bude posunutie jednotlivych koncovych bodov paky zavislé od natocenia paky okolo bodu rotécie O.

KedZe ide opét’ o asymetricky ulozeny pakovy mechanizmus, tak posunutia na oboch koncoch
paky nebudl opat’ rovnaké a budi zavisiet’ od uhlového natoc¢enia ¢p. Pre deformacie pruziny a tlmica
budi platit nasledujuce nelinearne vztahy, ktoré je vSak mozné zjednodusit’ linearizaciou. Ak

uvazujeme pomerne malé uhlové natocenia ¢ < 5° kde sin @ = ¢, cos @ = 1. Potom plati, ze

L . _ L. L.
Ak yb=Zsmcp:>yb=Zcpcoscpchp,
L L (3.148)
Yk =z SmM@—y=72¢0-y.

Vyuzitim vypocitanych deformécii pre pruzinu arychlosti pre tlmi¢ mozno zadefinovat

zlozkové rovnice silovych t€inkov Fy a F, v pruzine a tlmici

L L
szk'Ykzk(ZSin(P_Y> %k(ch—y),
L

: : L .
Fp, = by =Zb(pcoscp zzbcp.

(3.149)
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Predtym, nez pristipime k tvorbe samotného matematického modelu vypocitajme este celkovy
moment zotrvacnosti paky Ig k bodu rotacie paky O. V tomto pripade mozno uvazovat paku ako $tihly
prut s celkovou hmotnost’” M. Paka sa otaca okolo posunutej osi, ktora neprechadza taziskom, tzn. Ze

podla Steinerovej vety plati, ze

Iop =1 +M() = 1ML2+1ML2— 7ML2
o=l =13 e = 2gML (3.150)

Hmota m kona cisto translacny pohyb a teda aplikovanim II. Newtonovho zidkona musi pre

tato hmotu platit’ tato diferencialna rovnica

mj'l=Fk,

. L
my:k(ZSIH(p_y)’ (3.151)

L
mj’l+ky—stin(p= 0.

V pripade, Ze tuto nelinearnu diferencidlnu rovnicu linearizujeme mozno dospiet’ k vysledne;j

rovnici opisujucej kmitanie hmoty m v tvare

L
my+ky—k1(p=0. (3.152)

Dalej pristipime k napisaniu matematického modelu pre rotaény systém paky. Péka kona isto

rotacny pohyb okolo osi rotacie prechadzajucej bodom O, a teda

. 3 L L
Iocp=ZLFcoscp—choscpZ—FbcoscpZ,
7 3 L /L L?
EMLZ(]')=ZLFcoscp—kZ(Zsin(p—y)coscp—Eb(pcosZ(p, (3.153)
7 . L/L 2, 3
EML (p+kZ(Zsm(p—y)coscp+Eb(pcos (p—ZLFcoscp.

V pripade vel'mi malych uhlov natoCenia mozno dany model linearizovat’ a dospiet’ k tejto

diferencialnej rovnici, ak sin¢@ = ¢, cos ¢ = 1, potom

7 MIZé+ ko0 — kg + Eobe = 3L
4g P TRIGP TR T PP T

7ML2§ + 3kL2¢ — 12KLy + 3bL2¢ = 36FL.

(3.154)
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MECHANICKY SYSTEM

To znamena, ze vysledny matematicky model pre dany dvej hmotny systém paky je dany

sustavou dvoch diferencialnych rovnic

L
my +ky—k-¢ =0,
4 (3.155)

7ML?§ + 3bL?¢ + 3kL2¢@ — 12kLy = 36FL.

Matematicky model opisujuci kmitavy pohyb pakového mechanizmu podla Obr. 3.48,
prepiseme do vysledného maticového tvaru
[m 0 ]V P 0] y k kL[Y] [0]
|+ AR 4 = : 3.156
0 7ML [ ] 0 3bl? [ ] @] ™ [36FL ( )
® 1ok 3k

Pre tento systém v maticovom tvare teraz aplikujeme Laplaceovu transformaciu s uvazovanim

nulovych pociato¢nych podmienok y(0) = ¢@(0) =y(0) = @(0) =0

24k kL
ms -
4

[Y(S)] = [ p ][F(S)]- (3.157)
—12kL  7ML?s? + 3bL?s + 3KkL?

o(s)] ~ L36L

V tomto pripade prenosova matica systému G(s) bude opit’ definovana dvoma prenosovymi
funkciami systému G1(s) a Gy (s), ktoré prisluchaju jednotlivym vystupom y(s) a ®(s). Prenosovi

maticu systému mozno obdobnym spdsobom néjst’ vyrieSenim linearneho systému s pravou stranou

zapisaného vo vSeobecnom tvare

() y(s)
A- cl;)((ss)) =b=G(s) = (l;)((?) =A""b, (3.158)
F(s) F(s)

kde matica A predstavuje

Z+k kL
ms —
A= 4 (3.159)

—12KL  7ML?s? + 3bL?s + 3KkL?

a vektor pravej strany b predstavuje
(3.160)

b= [32L] '
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Prenosova matica systému G(s), ktort mozno vo v§eobecnom tvare zapisat’ ako

Gz(S) ®(s) |’ (3.161)
F(s)

y(s)
Gl(s)] [F(S)

nadobuda rieSenim linearneho systému nasledovny tvar

7M-s? +3b- s+ 3k

_|7MLm - s* + 3Lbm - s3 + [7LMk + 3Lkm] - s + 3Lbk - s + 6Lk?
G(s) = 12k . (3.162)

7MLm - s* + 3Lbm - s3 + [7LMk + 3Lkm] - s? 4+ 3Lbk - s + 6Lk?

Priklad ¢. 3.22. Vozik s inverznym kyvadlom

Mechanicky systém zobrazeny na nasledujicom Obr. 3.50, pozostava z kyvadla hmotnosti M
a dizky L, ktoré je pripojené k voziku hmotnosti m, na ktory posobi vonkajsia zat'azujtica sila F. Najdite

matematicky model takéhoto systému.

Obr. 3.50. Vozik s inverznym kyvadlom

Systém kmitajucich telies vozika uvolnime a nakreslime obrazce uvolnenia pre jednotlivé

telesa zvlast, tak ako mozno vidiet’ na nasledujicom Obr. 3.51 (a).
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MECHANICKY SYSTEM

™ ™
[ Mg
Py
Px
X

P)?_I ° )
! :’g F, | mx,

ORN© O
(a) (b)

Obr. 3.51. (a) systém uvolnenych telies, (b) kinematicky obrazec

Systém vozika znazorneny na Obr. 3.50 je mechanicky systém pozostavajuci z dvoch hmot.
Pohyb vozika je Cisto translaénym pohybom, na druhej strane kyvadlo kona vSeobecny pohyb
(rotacny a transla¢ny pohyb sti¢asne).

Poznamenajme, Ze v tazisku kyvadla pdsobia tri komponenty zrychleni a to na jednej strane
celkové zrychlenie t'aZiska, z dovodu toho, Ze kyvadlo sa sic¢asne pohybuje s vozikom so zrychlenim
X ana druhej strane rotuje okolo bodu P s uhlovym zrychlenim . To znamena, Zze nan posobi

tangencialne a normalového zrychlenie, pozri kinematicky obrazec Obr. 3.51 (b).

Relativne uhlové zrychlenie teda pozostava z komponenty tangencialneho zrychlenia %('p =

%a = Ra a normalového zrychlenia % ¢* = %mz = Rw?, kde R je polomer zakrivenia drahy.

Aplikovanim silovej rovnice na cely systém v smere osi x musi platit’

n
ZFX =zmi(aTi)XJ (3.163)
=1

dosadenim do danej rovnice mozno dospiet’ k rovnici v tomto tvare

L L
F=m5&+MX—ME(pzsin(p+M§('pcoscp. (3.164)
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Sily v bode P sa navzajom zruSia vzajomnym pdsobenim vnutornych ucinkov. NapiSme teraz
momentovu rovnicu pre kyvadlo rotujuce okolo bodu P. Ked’Ze mame len jedno rotujice teleso okolo

bodu P, potom mozno pouzit’ zjednoduseny tvar momentovej rovnice pre jedno teleso

ZMP:IT'OH'm'rT/anT (3.165)

a po dosadeni do tejto rovnice na zaklade obrazka Obr. 3.51 musi platit, ze

M Lsing = — MLZ"+M"L +ML"L
g 5sing = @ X-cos@ 5®5- (3.166)

Usporiadanim predchadzajicej sustavy dvoch rovnic a aplikovanim matematickych tprav

dostavame tito sustavu diferencialnych rovnic

1 1
(m+M)5&+EMLc'pcoscp—§M(p2 sing =F,
(3.167)

1 N S 1
§ML2(p+Echoscp —EMgLsin(p =0.

V pripade velmi malych uhlov nato¢enia mozno dany model rovnako linearizovat’ a dospiet’

k zjednodusenej sustave dvoch diferencialnych rovnic, kde sin@ ~ @, cos@ ~ 1, @*¢@ ~ 0

1
(m+M)i+-MLY =F,
(3.168)

1ML2"+1M" 1ML =0
R R R

Predchadzajucu ststavu dvoch diferencidlnych rovnic reprezentujucich matematicky model

systému vozika s inverznym kyvadlom podl'a Obr. 3.50 mozno zapisat’ do maticového tvaru

1
m+M SML| e, [0 0 N
1 1 [c'b]+ 0 —lMgL [cp]=[o : (3.169)
oM oM 2

Pre tento systém v maticovom tvare teraz aplikujeme Laplaceovu transformaciu s uvazovanim
nulovych pociatoénych podmienok x(0) = @(0) = x(0) = @(0) = 0 a dostavame Laplaceovu

transformaciu tohoto systému

90 |Strana



MECHANICKY SYSTEM

(m + M)s? —MLs X()] 1
1 1 o(s)| = 0 [F(s)] . (3.170)
—Ms? —ML2s? —

2 3
Prenosova matica systému G(s) bude definovanad dvoma prenosovymi funkciami systému

G41(s) a Gy (s), ktoré prisluchaju jednotlivym vystupom y(s) a ®(s). Danti prenosovii maticu systému

G(s) mozno obdobnym sposobom najst’ vyrieSenim linearneho systému s pravou stranou zapisaného vo

v§eobecnom tvare

X(s) X(s)

JF& | _ _|FG) | A1

A (D(S) _b=>G(S)_ q)(S) _A b, (3.171)
F(s) F(s)
kde matica A predstavuje
1
(m + M)s? EMLSZ
A=1 4 1 1 (3.172)
—Ms? —ML2s? —EMgL

2 3

a vektor pravej strany b predstavuje

1
b=[o]- (3.173)
Prenosova matica systému G(s), ktort mozno vo vSeobecnom tvare zapisat’ ako
x(s)
_[G1 (S)] F(s)
G (s) o(s) |’ (3.174)
F(s)
nadobuda rieSenim linearneho systému nasledovny tvar
4L-s? — 6g
4Lm — 3M + 4LM) - s* — 6g[M + m] - s?
G(s) = ( iZk el ] : (3.175)
(412M + 41?2m — 3LM) - s? — 6gL[M + m]
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3.13 ENERGETICKE METODY

Uz vieme, ze diferencialnu rovnicu pohybu mozno pre mechanicky systém ziskat’ silovo-
momentovym pristupom na zaklade II. Newtonovho zakona pohybu. Alternativnou cestou je ziskanie
diferencidlnych rovnic analytickymi metodami, ktoré st zaloZzené na energetickych principoch.
Pre systém hmota-pruzina v pripade zanedbaného trenia a timenia princip zachovania mechanickej

energie hovori, ze
Ek + Ep = konst. ( 3.176 )

alebo

d
a(Ek‘}‘Ep):O, (3~177)

kde Ej je kinetickd energia a E, potencialna energia, ktora zahtfia potencialnu energiu od gravitaénych
sil a potencialnu energiu z dévodu pruZnosti celej ststavy. Pripomenime, ze vo v§eobecnosti, ak tuhé
teleso kona vseobecny pohyb, tak potom jeho kinetické energia Ey je dana sti¢tom kinetickej energie

pre translacny a rota¢ny pohyb podl'a vztahu

1, 1
Ek=§mvT +EIT(D . (3.178)
Priklad ¢. 3.23. Systém kladky 0
—
Na Obr. 3.52 je znazorneny kladkovy - g

systém, ktorého hmota m je pripevnena T—» R

k zékladovému ramu prostrednictvom lana a o

translacnej pruziny s tuhost'ou k. Lano je navinuté na

kladke s hmotnostou mp a polomeru R. Kladka ma m,

moznost’ rotovat’ okolo bodu rotacie O.

Vyuzite energeticki metodu na najdenie
diferencialnej rovnice, ktora opisuje pohyb takéhoto e
y

systému jednoduchého kladkového systému.

Pri tvorbe modelu uvazujte, ze systém je v
stave pociatoCnej relaxacie (stav maximalneho

natiahnutia pruziny, tzn. ze potencidlnu energiu Epg

. .. ; .. Obr. 3.52. Kladkovy systém
od tiazovej sily v tomto pripade neuvazujeme).
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MECHANICKY SYSTEM

Statické predlzenie pruziny od tiazove;j sily je uz zahrnut¢ v potencidlnej energii pruziny Eyq

Epg = —mgy = —mgRo. (3.179)

Potencidlnu energiu Epe (z dovodu existencie pruzného clena s tuhostou k) vkladovom

systéme mozno vypocitat’ ako

1 1
Epe =Eky2 =EkR2(p2. (3.180)

Napokon, pre celkovi potencidlnu energiu ststavy Ep, ktord je tvorend iba potencidlnou

energiou od pruzného €lena Ee, musi platit, ze

1 2,2
E =Epe=§kR(p. (3.181)

p

Vyjadrime teraz kineticku energiu sustavy Ey, ktora pozostava z kinetickej energie translacného

pohybu hmoty m a rota¢né¢ho pohybu kladky s hmotnostou my,

1 1 1 11 1 m
Ey = Em}"z +§Io¢>2 = EmRZQJZ +§'§mpR2¢’2 = E(m +Tp) R?p?. (3.182)

Celkova energia celej stistavy je dana stictom kinetickej a potencidlnej energie, pre ktoru plati,

1 m 1
Ek+Ep =§(m+7p)R2(p2+§kR2(p2. (3.183)

Zderivovanim predchadzajucej rovnice podl'a casu t mozno dospiet’ k matematickému modelu
pohybu kladového systému podl'a Obr. 3.52

d

—(Ex+E,) =0,

m

(m + %) R26p + kR = 0, (3.184)
m
(m+7p)R2('p+kR2(p =0.

Poznamenajme, Ze tento systém bol systémom s jednym stupniom volnosti, ktory vyzadoval na

kompletny opis iba jednu nezavisli siradnicu (x alebo ). To znamena, Ze na najdenie matematického
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modelu na zaklade energetického pristupu bolo v tomto pripade mozné uskuto¢nit’ vypocet jednou

¢asovou derivaciou suctu kinetickej a potencialnej energie

d
E(Ek-}_Ep):O- (3.185)

Tymto sposobom sme odvodili diferencialnu rovnicu pohybu tohto systému. Je nutné
poznamenat’, ze nie vzdy bude mozné odvodit matematicky model takto pomerne jednoduchym
spdsobom. Zvlast, ak p6jde o systémy komplexnejsie resp. systémy s viac stupiiami vol'nosti. V pripade

tychto systémov bude vhodnejsie pouzit’ Lagrangeove rovnice II. druhu.

3.14 LAGRANGEOVE ROVNICE I1. DRUHU

Pre systém s n-stupfiami volnosti uvazujeme n-nezavislych zov§eobecnenych (nezavislych)
suradnic q;, ktoré zadefinujeme pre dany systém za i¢elom ziskania sustavy diferencialnych rovnic a to
aplikovanim metody Lagrangeovych rovnic. Lagrangeove rovnice zaloZené na energetickom pristupe.
Aby bolo mozné odvodit matematicky model systétmom Lagrangeovych rovnic II. druhu je
nevyhnutné poznat’ kineticku Ey a potencidlnu energiu E,, celej sustavy pre dany systém s kone¢nym
stupnom vol'nosti n.

Kineticka energia Ei v Lagrangeovych rovniciach je vo vSeobecnosti funkciou posunuti

a rychlosti v tvare
Ex = Ex(qy, -, s 1, - An) (3.186)

na druhe;j strane potencialna energia Ej, je len funkciou zovSeobecnenych posunuti

Ep = Ep(Q1, -, n).- (3.187)

Najjednoduchsia forma Lagrangeovych rovnic I1. druhu pre systémy bez timenia a pdsobenia

vonkajsich sil resp. momentov ma tvar

dt

d(@Ek) JEy aEp_

. - + - Y, i= 1,2,...,n, 3.188
0q; dq; 0q; ( )

kde q; je i-ta zovSeobecnena suradnica.

V pripade, ze uvaZzujeme systém bez tlmenia s vonkaj§imi zovSeobecnenymi silami
(momentami) Q; pdsobiacimi v smere zovSeobecnej suradnice ;, potom platia tieto Lagrangeove

rovnice
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d /0E 0E O0E
(_k) —Xy—P_Q, i=12..n (3.189)

dt\aq;/  dq; ' aq;

kde q; je i-ta zovseobecnend suradnica a Q; je i-ta zovSeobecnend sila (moment) v smere i-tej
zovSeobecnej suradnice.
V pripade existencie disipativnej sily bez existencie akychkol'vek vonkajSich sil

resp. momentov prechadzaju Lagrangeove rovnice II. druhu do tvaru

d (aEk) 0Ex N 0E, N oD 0 S
N - — - = , 1= 1,4,...,1, .
dt\odq;/ dq; 0dq; 0q; (3:190)

kde D = D(qq, ..., qn) nazyvame disipativnou silou, ktord je funkciou rychlosti zov§eobecnych
suradnic q;.
Napr., ak v systéme existuje nejaky disipativny ¢len v tvare linearneho tlmiéa, tato disipativna

. y . . 1. .y - :
sila D nadobudne tvar Standardnej funkcie D = 2 bx, pre dant zov§eobecnenu suradnicu x.

Najvseobecnejsi pripad Lagrangeovych rovnic II. druhu pre systém s n stupfiami volnosti,
ktory predpoklada existenciu timenia a kone¢ny pocet zovSeobecnenych posobiacich sil a momentov Q;

v danom smere zovSeobecnej stiradnice q; mozno zapisat’ v tvare

d <6Ek) JEx OE, N aD 0 (=12
— (= —=0Q;, i=12,..,n.

dq;
Princip odvodenia matematického modelu pouzitim Lagrangeovych rovnic II. druhu si

ukazeme na nasledujucich prikladoch.

Priklad ¢é. 3.24:

Transla¢no-rota¢ny mechanicky systém je zobrazeny na nasledujuicom Obr. 3.53. Systém
pozostava z rotujuceho disku polomeru R fixovaného k zakladovému ramu, ktorého moment
zotrvacnosti k osi rotacie I, je znama veli¢ina.

Rotujuci disk je pevne spojeny s torznym hriadelom tuhosti K¢ a pripojeny prostrednictvom
transla¢nej pruziny tuhosti K ku kmitajiicej hmote s hmotnostou m. Disk je poc¢as svojho rota¢ného
pohybu utlmovany viskéznym torznym timi¢om by,.

V pripade translacného pohybu hmoty m uvazujeme vplyv trenia, ktoré mozno modelovat’
viskéznym tlmic¢om b. Ak vieme, Ze systém je vstave pociatocnej relaxacie (maximalneho natiahnutia
pruziny), odvod’te matematicky model vyuzitim energetickej metody Lagrangeovych rovnic II.

druhu.
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Obr. 3.53. Mechanicky systém disk-torzny hriadel a kmitajuca hmota

Systém podla Obr. 3.53 pozostava z dvoch hmét, z ktorych jedna kona Cisto translaény pohyb
— hmota m a rotacného disku s momentom zotrvacnosti I, ktory vykonava ¢isto rotacny pohyb. Pohyb

medzi hmotou m a rotujucim diskom I, je previazany kinematickou rovnicou
Xx=Rp = x=R@p. (3.192)

V prvom rade najdeme pre dany systém kineticku energiu Ey celej sustavy. Kineticka energia
Ex pozostava z kinetickej energie Ey , hmoty m a kinetickej energie Ey gisk rotujuceho disku I,. To

znamena, zZe musi platit’ tdto rovnica

Br = B + By = omi? + 2 lo@? = mR2? 4~ [o¢?
k = Ex, t kaiske = 5 MX +§ 0" =5 mR*¢ +§ o®”,
(3.193)

1 .
Ey = E(mR2 + 1) @2 .

Potencialnu energiu od tiazovej sily opakovane vtomto pripade neuvazujeme, pretoze
predpokladime systém v stave pociato¢nej relaxacie. To znamend, Ze statické predizenie pruziny je uz

zahrnuté v poCiato¢nom predlzeni pruziny k. Aviak mozno vypocitat’ potencidlnu energiu Epe z dovodu

pruznosti sustavy, a to

1 2 1 2 1 2.2 1 2
EszpeZEkX +§k¢,(p :EkR ® +Ekq,(p ) (3.194)
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1
Ep = E(kR2 + Ky )% .

V ststave sa navyse vyskytuju aj disipativné u€inky straty energie. VSetky disipativné vplyvy
zahrnieme v tejto rovnici

1 1 1 1
— 2 = -2=_ -2 - 2.2
D—Zb(p(p +2bx 2b(p(p +2bR ,

1 (3.195)
D= E(b(p + bR?){? .

V tomto §tadiu pristipime k aplikacii Lagrangeovych rovnic II. druhu v tomto tvare. Pre

zadefinovanie nam postacuje jedna zovSeobecnena stiradnica ¢, nakol’ko systém je systémom s jednym
stupiiom volnosti

d <6Ek) aEk+6Ep N oD
dt\ap/)  ag 0 0 (3.196)

Vypocitajme ¢iastkové parcialne derivacie Kinetickej a potencialnej energie, ¢im dostavame

d(aEk)—( R? + 1)§
at\agp/) ~ "™ o)
Oy _

0
fG10) ’

JdE
(3_(;3 = (kR? + ko),

dD
3 = (R* +by),

(3.197)

Q=F-R.

Dosadenim ciastkovych derivacii do vSeobecnej Lagrangeovej rovnice I1. druhu dostavame
priamo matematicky model opisujuci pohyb ststavy znazornenej na Obr. 3.53

d (0Ey\ O0Ex OE, dD
8 (OB OB OBy D
dt\d¢ do Jde 0@

(3.198)
(mR? + 1) + (bR* + by)d + (KR? + k)¢ = F-R.
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Pre tento systém podobnym spésobom ndjdeme prenosovu funkciu systému aplikovanim
Laplaceovej transformacie s uvazovanim nulovych pociatoénych podmienok @(0) = @(0) = 0.

Pre dant diferencialnu rovnicu systému v Laplaceovom tvare bude platit’
(mR? + 19)s?®(s) + (bR? + by, )s®(s) + (kR? + ky, )®(s) = F(s) - R (3.199)
a teda prenosova funkcia G(s) systému rotatného mechanického modelu bude mat’ tvar

O(s) R

G(s) = = _
(©) F(s)  (mR?+1p)s? + (bR? + by)s + (kR? + k) (3.200)

Priklad ¢é. 3.25:

V tomto priklade budeme uvazovat’ mechanicky systém pakového mechanizmu s viac stupiiami
vol'nosti pozostavajuceho z troch Clenov ato paky, ktora kona ¢isto rotaény pohyb a dvoch hmét
m;, m, konajucich ¢isto translacny pohyb ako je znazornené na nasledujicom Obr. 3.54.

X,

Obr. 3.54. Pakovy systém s dvoma hmotami

Systém pozostava z paky hmotnosti M a dizky L, ktora sa otata okolo pevného bodu O
vo vzdialenosti 3/4L. Paka je spojend s dvoma pohyblivymi hmotami m; a m, prostrednictvom dvoch
linearnych pruzin s tuhost'ami K4 a K, v hornej a dolnej ¢asti. Pri transla¢nom pohybe hmoty m4 na fiu

pOsobi vonkajsia zatazujuca sila F, pozri Obr. 3.54.
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Navyse pri pohybe tejto hmoty m4 uvazujeme vplyv pdsobenia trenia, ktoré mozno modelovat’
pouzitim linearneho viskozneho tlmi¢a s konstantou tlmenia b. Na hmotu m, nepOsobi Ziadna
vonkajs$ia sila a v tomto pripade, neuvazujeme ani ziadny vplyv trenia. Ak predpokladame, Ze opisany
systém je v Case t =0 v stave pociato¢nej relaxacie odvod’te pouzitim metody Lagrangeovych rovnic
I1. druhu matematicky model takejto sustavy.

Pre napisanie Lagrangeovych rovnic budeme v tomto pripade potrebovat’ zaviest tri
zovSeobecnené suradnice a to Xq,Xp, @. Pre moment zotrvacnosti paky I, ktora excentricky rotuje

okolo osi rotacie O plati nasledovny vztah s uvazovanim Steinerovej vety,

Ip =1 +M(L)2— 1 ML? + 1 ML? = 7ML2
o = ly —12 16 _48 . (3.201)

Najdime kineticku energiu Ey celej sustavy, ktora je suctom kinetickej energie rotaéného

pohybu paky a translaéného pohybu obidvoch hmét. Pre kineticka energiu plati tato rovnica

Ex =E E E—1 '21'211'2
k = Bxx1 T Exx2 t k_q)_2m1X1+2m2X2+2 0P~ . (3.202)

Pre celi sGstavu mozno najst’ potencialnu energiu E,, ktorG v sustave tvoria pruzné ¢len
P

v podobe pruZin. Potom potencidlna energia Ej, z dovodu pruZnosti stistavy je dana ako

1 /3 21 L \?
Ep = Ep_kl + Ep_kz = Ekl (Z(p].‘ _Xl) +Ek2 (XZ _Z(p> . (3203)

V sustave sa okrem iného vyskytuju aj disipativné prvky, ktorymi ststava straca Cast’ energie.

Tieto vplyvy v podobe tlmenia zhrnieme v tejto rovnici

D = Sbkf. (3.204)

Pre napisanie matematického modelu vychadzame z najv§eobecnejSicho tvaru Lagrangeovych

rovnic II.

dt

d(@Ek) 0Exy O0E, dD

k) _ b =Q;, i=123. 3.205
0q;/ 0q; 0dq; 0q; 1 ( )
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Vypocitanim ciastkovych parcidlnych derivacii kinetickej a potenciidlnej energie pre

jednotlivé zovseobecnené suradnice, dostavame

d(aEk)_ . d (E)Ek)_ . d(aEk)_I .7 ML23
at\ax, ) - M Ge\ax,) T MR ql\ag ) T 0P T g - @
0E
Tk
0%X1,X2, @
JE, K 3 L aEp_k< L ) JE,
%, 1(Z<P —Xl), Ix, 2 X2739) o (3.206)
3 3 L L
—ZLk1<Z(PL_X1)_Zk2<X2_Z(p>J
oD oD
0%, T 0k ¢
Q=F

Potom dosadenim do Lagrangeovych rovnic II. druhu dospejeme k tejto sustave troch

diferencialnych rovnic
3
mliil + le - k]_ (ZL(p - Xl) = F,
. L
m2X2+k2 (Xz_z(p) = 0, (3207)

7ML2"+3Lk (3L ) Lk( L )—o
48 (P414CPX1 42X2 p)=Y.

Na zjednoduSenie zapisu prepiSeme predchadzajucu sustavu diferencidlnych rovnic do

maticového tvaru, ktory tvori matematicky model sustavy podl'a Obr. 3.54

m; O 0 .. .
0 m2 0 Xl b 0 0 Xl
7 X04+10 0 0f[%x
0 0 EML2 [0} 0 o ollg
3 —
k, 0 _ZLkl (3.208)
L Xl F
+| o k, —-k, X2 =10]|.
4 el lo
3 L 12
_ZLkl _Zkz E(Qk1 + kz)_
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Aplikovanim Laplaceovej transformacie s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok

x1(0) = %,(0) = x1(0) = x2(0) = @(0) = @(0) = 0, dostavame tato transformaciu systému

- 3
m;s? + bs + k; 0 _ZLkl
L Xl(s) 1
0 m,s? +k, — 2k X2(8)| = |0[[F(s)]. (3.209)
3Lk Lk 7ML2 2+LZ (9k; +k3) o "
i 452 ggn S Tyg TR

V tomto pripade prenosova matica systému G(s) bude definovana tromi prenosovymi
funkciami systému G4 (s), G2 (s) a G3(s), ktoré prisluchaju jednotlivym vystupom X4 (s), X (s) a ®(s).
Danu prenosovi maticu systému mozno obdobnym spésobom najst’ vyrieSenim linearneho systému

s pravou stranou symbolickym pocitanim v Matlabe a to vo vSeobecnom tvare ako

X1()7 X1(9)]
F(s) F(s)
X5 (s) X2 (s)
A-|—=|=b=G(s) = =A"1p,
0] (s) ) (3.210)
D(s) @(s)
[ F(s) | LF(s) .
kde matica A predstavuje
i 3
m,s? + bs + k; 0 _ZLkl
) L
A= 0 m,s® +k, —Zkz (3.211)
3Lk Lk 7ML22+L2(9k +ky)
4 T e TR
a vektor pravej strany b predstavuje
1
=10{. (3.212)
0
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Priklad ¢é. 3.26:

Roboticka ruka pozostavajiica z dvoch ¢lenov s hmotnostou m a dizky L spojenych rotaénym
kibom je znazornena na Obr. 3.55. Uvazujeme, Ze v kibe O, ktorym je roboticka ruka pripevnena
k rAmovej konstrukcii posobi kratiaci moment M4 a v rotaénom kibovom spojeni oboch ramien posobi
kratiaci moment M,. Ak uvazujeme idealny pripad bez existencie trenia a timenia odvod’te matematicky

model pouzitim metédy Lagrangeovych rovnic I1. druhu.

Obr. 3.55. Roboticka ruka zataZena momentami generovanymi motoréekmi v kibovych
spojeniach

Pre napisanie Lagrangeovych rovnic zavedieme v tomto pripade dve zovSeobecnené suradnice
@1 a @,, ktoré predstavuji nato¢enia jednotlivych ramien robotického systému. Momenty zotrva¢nosti
jednotlivych ¢lenov robotickej ruky, ktoré rotuji okolo pevnych bodov rotacie st rovnaké pre obidve
ramena

LV o1 01 1
I=11=IZ=IT+m<—) =EmL +ZmL =§mL . (3.213)

Néjdime kineticku energiu Ei celej ststavy robotickej ruky, ktora pozostava z kinetickej energie

rotaéného pohybu jedného ramena Ek‘p , a takisto kinetickej energie druhého ramena Ekq,z- Pre kineticka

energiu Ey musi platit’

1o, 1 N ST P S © \2
Ex = Ex,, + Ek,, =§I1(P1 +§Iz((P1 + ¢2) =gmL @1 +gmL (1 + §2)°,
(3.214)

1 ) , )
Ex = gmLZ[cp% + (1 + §2)7].
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Obr. 3.56. Model robotickej ruky s uvazovanim vlastnej tiaze

Potencialnu energiu E,, celkovej sustavy z dovodu existencie gravitatnych sil, ktoré pdsobia pri

pohybe na jednotlivé ramena robotickej ruky odvodime na zaklade Obr. 3.56. Celkova potencialna

energia Ej, pozostava z potencidlnej energie prvého a druhého ramena a teda

Ep = qun + Epwz = mgy; + mgy,,

L L
E, = mgzsin @1+ mg|Lsing; + Esin((pl + (pz)]
L L (3.215)

= mgisin ¢, + mgLsing; + mg- sin(@, + @3) ,

3 L
Ep, = EmgL sin@, + mg> sin(@, + @3) .

Pre napisanie matematického modelu vyuzime Lagrangeove rovnice II. druhu v tomto tvare

s uvazovanim vonkajsich zov§eobecnenych momentov

d(aEk) 6Ek+6Ep_ 12
at\aq,) ~ 3q; aqi—Qi. i=1.2. (3.216)

Pre zovSeobecnené vonkajSie zatazujuice momenty vtomto pripade konkrétnych

zovSeobecnenych suradnic bude platit, ze

Qo1 =M;, Qp2 =M,. (3.217)
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Vypocitanim prislusnych ¢iastkovych parcidlnych derivacii kinetickej a potencialnej energie,

dostavame
d(aEk)_l 12026, + i) d<aEk>_1 (6 + )
at\agp,) ~ 3 et T @) Gy \Ge,) T3 1T @)
OB,
01, @2 (3.218)
E, 3 L L
— = >mgLcos @; + mg= cos(@; + @) = mg=[3cos @y + cos(@pq + @)1,
9o, 2 2 2
9B, L

70, mg cos(@y + @3) .

a potom dosadenim do Lagrangeovych rovnic dostdvame sustavu dvoch diferencialnych rovnic

v nelinearnom tvare

1 L
§mL2(2¢’1 +§y) + mg> [3cos @y + cos(py + @2)] =My,
(3.219)

1 . L
§mL2((p1 + o) + ngCOS((Pl + @) =M;.

Z dovodu zlozitosti systému za ucelom odvodenia prenosovej funkcie systému Laplaceovou
transformaciou je nutné vykonat’ linearizaciu matematického modelu s uvazovanim pre malé uhly @4,

@,, kde cos(¢@) ~ 1, ina¢ by nebolo mozné odvodit’ pre takyto systém jeho prenosovt funkciu

1
—mLZ(Z(pl + (pz) + ngL = Ml )

3
1 L (3.220)
§mL2(CP1 + ) + mgo = M,.
Tuto sustavu zapiseme do nasledovného maticového tvaru
2 1
“mi2 Zmi2| ... M, — 2mgL
3m 3m [(pl]_ ' 1 g] (3.221)
1 1 . - _ - . .
§mL2 §mL2 ®2 Mz 2 mgL

Ak oznaCime vyraz m-g ako tiazovu silu Fg, potom Laplaceovou transformaciou pri

nulovych pociatoénych podmienok @4(0) = @5(0) = @1(0) = ¢,(0) = 0 dostavame
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2 1

—ml?s? —mL?s? —2L1[M1(s)

3 3 <I> 1(5)] _ 1| [My(s)

1 1 q>2 ()l ~ ——L|| .27 (3.222)
§mLzs2 EmLzs2 2 1| Fg(s)

V tomto pripade prenosova matica systému G(s) bude definovana Siestimi prenosovymi
funkciami systému Gq4(s), G12(s), G13(S), G21(S), G22(s) a Ga3(s), ktoré prisluchaji jednotlivym
vystupom @4(s) a P,(s). Danti prenosovit maticu systému mozno obdobnym sposobom ako
v predchadzajucich pripadoch najst vyrieSenim linearneho systému s pravou stranou zapisaného

vo vSeobecnom tvare

q)1(5) ¢1(5) q)1(5) q)1(5) ¢1(5) q)1(5)
M) My(s) Fu(s) MG M) Fe|
Aoy o) D] =P T O =0y dy(5) due|=A (3223)

Mi(s) My(s) Fg(s) Mi(s) My(s) Fg(s)
kde matica A predstavuje

2 1
—mL?s? —ml?s?
R E 3
1 (3.224)

1
§mLzs2 §mLzs2

a matica pravej strany b predstavuje

1 0 -—-2L
b=[0 1 _lL]- (3.225)

Prenosova matica systému G(s), ktort mozno vo v§eobecnom tvare zapisat’ ako

Di(s) Dy(s) Dy(5)

Gy11(8)  Gi2(s) Gy3(s)] _ M;(s) My(s) Fg(s)

G21(s)  Gpz(s) Gpz(9)] | @2(s) @p(s) DR (9)| (3.226)
Mi(s) Mi(s) Fg(s)

nadobuda vyrieSenim nasledovny tvar prenosovej matice

G(s) =

3 -3 -9
_|ml2-s2 ml2-s2 ml2-s2|_ 1 3 —3 —9
e =173 6 37 | =mmels 6 3l
ml2-s2 ml2-s?2 mlL2-s2

(3.227)
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Priklad ¢é. 3.27:

Kmitajaci mechanicky systém pozostavajuci z vozika hmotnosti m fixovaného k zékladu
pruzinou s tuhostou k je znazorneny na Obr. 3.57 (a). Na voziku je umiestnené inverzné kyvadlo

hmotnosti M a dizky L. Odvod'te matematicky model pouzZitim Lagrangeovych rovnic II. druhu.

M M
Mg

k F,
m +— m

Obr. 3.57. (a) Vozik s inverznym kyvadlom (b) uvolneny systém vozika

Na napisanie Lagrangeovych rovnic II. druhu zavedieme v tomto pripade dve zovSeobecnené
suradnice X, . Polohu bodu M v rovine mozno opisat’ nasledovnymi suradnicami polohy podla

Obr. 3.57 (a).Na zaklade tychto stradnic mozno urcit kineticku a potencialnu energiu hmoty M

X, =X+ Lsing, y, = Lcos g,

3.228
X, =x+ Lcoso @, y, = —Lsingp@. ( )

Néjdime kinetickt energiu Ei celej sustavy pre vozik a inverzné kyvadlo. Kinetickd energia
pozostava z kinetickej energie hmoty m, ktora kona Cisto translaény pohyb a z kinetickej energie

kyvadielka s hmotnostou M, ktoré vykonava vSeobecny pohyb (rotaény a translaény)

P S S
Ek=EkX+EkM=§mx +§Mx2 +§My2,
(3.229)

1 2, 10 TV S
Ek=§mx +EM(X+Lcoscp(p) +EML sin“ @ ¢~ .
Potencidlnu energiu celej sustavy E, tvori potencidlna energia Ep, zddvodu existencie

gravitacnych sil a potencialna energia E, = z dovodu pruznosti ststavy, pre ktorua plati, Ze

Pk1

1
E =Epk1+EpM=§kx2+Mchoscp. (3.230)
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Na napisanie vysledného matematického modelu vyuzime Lagrangeove rovnice II. druhu

v tomto tvare

d(%) 0Bk OBy _ .,

dt\ag;/  dq; ' dq;

(3.231)

Vypocitanim ¢iastkovych parcialnych derivacii kinetickej a potencialnej energie dostavame

d ((')Ek

_ — .o Y . .2 ..
e 6)‘() mX + M(X — Lsin@ @“ + Lcos @ §),

d (0E d
—(—k> o [M(% + L cos @ @)L cos ¢ + ML? sin ¢ ¢]

at\ 3¢
d 2 o2 2 a2
=a[Mchoscp+ML cos® @ ¢ + ML?sin” ¢ ¢],
d (0Ex . o o .
a<%> = MXL cos ¢ — MxLsin ¢ ¢ — 2ML? cos ¢ sin @ ¢? + ML2 cos? @

+ 2ML? sin ¢ cos @ ¢? + ML? sin? ¢

a d’al$imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k rovniciam

d(aEk)_ ¢+ M@= Lsing? + L 5)
7\ 5% = mX X sing @ cos @ @),

d aEk _ .o . . . 2 2 I 2 . 2 .
@ % = MXL cos @ — MxLsin @ ¢ + ML* cos“ ¢ ¢ + ML*sin“ ¢ @,
d<aEk>_ML2..+M..L ML sin @ d
at\ap) = [0) XL cos @ xLsin@ ¢

a takisto k ¢iastkovym parcialnym derivaciam Kinetickej a potencialnej energic

i —M(% + L cos @ ¢p)L¢ sin @ + ML? sin ¢ cos @ ¢

= —MxLsin ¢ ¢ — ML2 cos @ sin ¢ ¢? + ML sin ¢ cos ¢ ¢?,

0Ey o

% = —MxLsinp ¢,
E)&ka a&=—MgLsin(p
0x 0 ’
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Potom dosadenim vypocitanych vyrazov do v§eobecnych Lagrangeovych rovnic II. druhu

mozno dospiet’ k ststave dvoch diferencialnych rovnic

(m + M)% — ML@? sin@ + ML cos@ + kx =0,

3.235
ML2{p + MXL cos ¢ — MxLsin ¢ ¢ + MxLsin¢ ¢ — MgLsing = 0. ( )

Dal§imi matematickymi Gpravami mozno odvodit’ vysledny matematicky model nelinearneho

charakteru v tvare

m+ M)x + @cos@ — @“sing + =0,
( M)% + ML ML? si kx =0

3.236
MLZ{p + MLX cos ¢ — MgLsing = 0. ( )

Pre malé uhly do ¢ < 5° mozno danu sustavu linearizovat® a dospiet’ k linearizovanému

matematickému modelu

(m+ M)+ ML +kx =0,

ML?{p + ML% — MgLp = 0. (3.237)

Predchadzajicu linearizovant sustavu diferencialnych rovnic mozno napokon zapisat do

vysledného maticového tvaru

[mMJrLZM l\l>l/[[g] [fE] + [15 —l\s)lgL] [f;] = [8] : (3.238)
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3.15 PREVODOVE MECHANIZMY

Rotaéné prevodové systémy st vel'mi dolezité a ¢asto sa vyskytuju sa v mnohych inZinierskych
aplikaciach. V tejto kapitole si na prikladoch ukazeme ako odvodit’ matematicky model pre vybrané
prevodové systémy. Nasledujuci Obr. 3.58 zobrazuje par ozubenych kolies, ktoré uvazujeme ako

dokonalé tuhé telesa. Ozubeny prevod budeme tieZ pokladat’ za dokonaly a to bez akéhokol'vek preklzu.

P,

r,n,

(a) (b)

Obr. 3.58. Ozubeny prevod: (a) fyzikalny model, (b) uvolneny model

Moment M vyvolany motorom pdsobi na koleso €. 1, ktoré rotuje uhlovym natocenim ¢4 a niiti
druhé koleso rotovat’ opaénym smerom s uhlovym nato¢enim ¢@-. Pre ststavu kolies plati geometricka

vizbova rovnica

11 =r;@z, (3.239)
ktortt mozno takisto prepisat’ do tohto tvaru

L_%_

N,
r, @ (3.240)

kde N nazyvame prevodovym pomerom.
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Pre prevodovy pomer N definovany predchadzajicim vztahom mozno pre ozubené kolesa

definovat’ aj nasledujuci ekvivalentny vzt'ah

n; g

=—L1=N,
n, o (3.241)

kde nq, ny st otacky kolies a w4, w, su uhlové rychlosti kolies. Ak prevodové ¢islo N>0 dostavame

prevod do pomala a naopak, ak N<0 potom dostavame prevod do rychla.

Priklad ¢. 3.28. Ozubeny prevod s jednym stupiiom vol’nosti

Pre ozubeny prevod zobrazeny na predchadzajicom obrazku Obr. 3.58 odvod'te matematicky
model, ak predpokladame, Ze pozname momenty zotrvac¢nosti ozubenych kolies k ich bodom rotacie
atolI¢q, Ico-

Pripomenime, ze pre dany prevodovy mechanizmus plati geometricka vdzbova rovnica

L_%_

N.
o1 (3.242)

Pre dany ozubeny prevod nakreslime obrazec uvolnenia s vyznacenim vonkajSich a vntitornych

posobiacich sil a momentov, pozri Obr. 3.59.

Obr. 3.59. Ozubeny prevod — uvolneny model
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Na zaklade obrazca uvolnenia napiSme pohybové rovnice pre jednotlivé hmoty konajice Cisto

rotaény pohyb.

Pre hmotu ¢. 1 plati

ZMC1=IC1'Q»

Ies @ =M-F-1ry

(3.243)

a pre hmotu &. 2 plati

ZMCZ =lg-a,

lez-@2=F-ry.

(3.244)

Ako si mozno v§imnut, tak v predchadzajicich rovniciach sa vyskytuje neznama velicina sily
F (sila v ozubeni), ktora mozZno zoboch rovnic eliminovat. V pripade, Ze tieto dve rovnice

skombinujeme do jednej rovnice, potom plati

22 . ry .,
F= =>IC1<Pl+Iczr—<Pz =M. (3.245)
2

1Y)
Zavedenim geometrickej vizbovej rovnice mozno rovnicu d’alej upravit’ na tento tvar

ri

¢ = [Ic1 + Iz r—z] o1 =M, (3.246)
2

ry

@2 T

a potom d’al$imi matematickymi Gpravami mozno dospiet’ k vyslednému matematickému modelu

2

ril.

[Im +Ic2 r—z] ¢ =M. (3.247)
2

Pre tento prevodovy mechanizmus mozno obdobnym spOésobom najst’ prenosovi funkciu

systému aplikovanim Laplaceovej transforméacie

2
1

r
[lm + ¢z r—z] s2®@4(s) = M(s). (3.248)
2
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Potom prenosova funkcia G(s) ozubeného prevodu nadobudne tvar

P4 (s) _ 1
M(s) r?
[IC1 + ICZ I'_% 52

2

G(s) =

(3.249)

Priklad ¢é. 3.29. Jednoclenna roboticka ruka s motorom

Mechanicky model robotickej ruky budenej krutiacim momentom M;, vyvolanym elektro-
motorom, pozostava z ozubeného prevodu so zndmym prevodovym pomerom N ako je zndzornené na
nasledujucom Obr. 3.60. V tomto pripade mame spojené dva rota¢né systémy s ozubenym prevodom
so zanedbate'nym momentom zotrvacnosti.

Moment zotrvacnosti motora a zataze uvazujeme ako I, resp. I. Na strane motora, d’alej
uvazujeme viskdzne tlmenie, ktoré oznacime ako By,. Zatial’ ¢o na strane zat'aze budeme uvazovat
tlmenie B.

Predpokladajme, Ze systém je budeny kratiacim momentom My, na strane motora. Ak vieme,
ze prevodovy pomer N medzi ozubenymi kolesami je definovany ako N = ry/ry, odvod’te pre dany

mechanicky systém matematicky model, ak zanedbavame hmotnost’ ozubeného prevodu.

Ozubeny prevod N

M”l
vy LLllL
Q
Veaaaad egaaad
¢
Llisss LLils)
o [ D)
essad Vesaand
I
—

Obr. 3.60. Roboticka ruka budena elektrickym motorom

Predtym, nez odvodime matematicky model nakreslime si obrazec uvolnenia jednotlivych hmot
podl'a nasledujuceho Obr. 3.61 ato s vyznacenim vnitornych a vonkaj$ich uc¢inkov posobiacich na
jednotlivé hmoty systému. Medzi ozubenym kolesami budeme uvazovat’ kontaktné momenty od sily F,

konkrétne momenty r; F a r,F.
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Obr. 3.61. Uvolnené hmoty robotickej ruky: (a) motor, (b) zataz, (c) ozubeny prevod

Aplikovanim II. Newtonovho zidkona dynamiky napisme pohybové rovnice pre jednotlivé

hmoty. Pre budiacu ¢ast’ od motora plati

In®m = My — Mpy, — 14 F, (3.250)

a pre Cast’ na strane zat’aZe plati, ze

ZMozloa,

1§ = —My + r,F, (3.251)
1§ = —B + r,F .

Z druhej rovnice mozno vyjadrit’ silu posobiacu v ozubeni F, ktora je dana vztahom

. . 1§ + B
I(p=—B(p+r2F=>F=r—, (3.252)
2
dosadenim tejto sily F do prvej rovnice mozno dospiet’ k diferencialnej rovnici
.. . ry .
Im®m = My — B — r_(I(P + B@). (3.253)
2
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V tomto $tadiu vyuzijeme zname geometrické vazbové rovnice ozubenych kolies, pre ktoré

musi platit’, ze
2 @m (3.254)

kde N je prevodovy pomer. Dosadenim do rovnice za @ a @ dostadvame

.. . 'y . . . .. .
Im®m =Mp — By — r_(I(p +B®) = My, — Bpy@m — N(IN@y, + BNGpy),
2 (3.255)
Im®m = Mm = Bn@m — NZ(I(ﬁ)m +Bom) -

Dal$imi matematickymi upravami mozno dospiet k vyslednej diferencialnej rovnici

definovanej v zmysle natocenia motora

(I + N2Dpy + (B + N2B)p, = My, - (3.256)

Pre tento pripad mechanizmus robotickej ruky aplikovanim Laplaceovej transformacie

na diferencialnu rovnicu d’alej plati,

(I + NZI)SZ @ (s) + (B + NZB)S @ (s) = M (s) (3.257)

a napokon prenosova funkcia G(s) pre rieSeny systém robotickej ruky ma tvar

Pp(s) 1
M, (s) (I, + N2D)s2 + (B, + N2B)s "

G(s) = (3.258)
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Ulohy na rieSenie

Problém 3.1:

Predpokladajme mechanicky systém kmitajucej hmoty zobrazeny na Obr. 3.62. Odvod'te

metddou postupného uvolnovania matematicky model tohto systému a najdite prenosovu funkciu

K, % | b,
T Ya(t)

systému G(s).

Obr. 3.62. Mechanicky systém ¢. 1
Problém 3.2:

Predpokladajme mechanicky systém sustavy dvoch hmét, ktoré kmitaji na naklonenej rovine
podla Obr. 3.63. Odvodte matematicky model metédou uvolfiovania a zapiSte tento model do

maticového tvaru. N4jdite prenosovi maticu systému matematického modelu G(s).

Obr. 3.64. Mechanicky systém ¢. 3
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Problém 3.3:

Predpokladajme mechanicky systém sustavy dvoch hmot, ktoré kmitaju bez uvazovania trenia
v horizontalnom smere ako je znazornené na Obr. 3.64. Pouzitim metédy postupného uvolfiovania

najdite matematicky model, zapiSte ho do maticového tvaru a najdite prenosovi maticu systému G(s).

Problém 3.4:

Na Obr. 3.65 je znazorneny kladkovy systém pozostavajuci z telesa hmotnosti m4 a remenice
hmotnosti my, cez ktort je natiahnuté lano s tuhostou k fixované k zakladu. PouZitim energetickej
metddy odvod’te matematicky model a zapiste do maticového tvaru. Uréte prenosovi maticu daného

kladkového systému G(s) z odvodeného matematického modelu.

o(t)

Obr. 3.65. Kladkovy systém

Problém 3.5:

Na Obr. 3.66 je znazorneny kmitajici systém pozostavajuci z valca polomeru R, ktory sa
pohybuje po naklonenej rovine. Ak vieme, ze tento valec je v spodnej Casti fixovany k zakladu pruzinou

s tuhost'ou k pouzitim metddy uvolfiovania odvod’te matematicky model a najdite prenosovi funkciu

\cp(t)

systému G(s).

Obr. 3.66. Valec na naklonenej rovine
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Problém 3.6:

Na Obr. 3.67 je zndzomeny kmitajici systém pozostavajtici z hmoty m, ktora kmita na podlozke
bez uvazovania trenia. PouZitim metddy uvolfiovania odvod’te matematicky model, zapiste do

maticového tvaru a najdite prenosovu maticu systému G(s).

xi(t)
— e

Obr. 3.67. Mechanicky systém ¢. 4

Problém 3.7:

Predpokladajme kmitajuci mechanicky systém zobrazeny na Obr. 3.68, ktory pozostava z troch
hmoét a v spodnej Casti je budeny kinematickym budenim. Pouzitim metddy uvoliiovania odvod'te

matematicky model a ndjdite prenosovu maticu systému G(s) zapisaného v maticovom tvare.

m,, IbT _ Jy"(t)
| 71t |
T y(t) T

y(t)

Obr. 3.68. Mechanicky systém ¢. 5
Problém 3.8:

Predpokladajme mechanicky systém zobrazeny na Obr. 3.69, ktory pozostava z troch hmot a je
zat'azeny harmonicky meniacou sa silou F(t). Pouzitim met6dy uvolniovania odvod'te matematicky

model a uréte prenosovu maticu systému G(s).
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Obr. 3.69. Mechanicky systém ¢. 6

Problém 3.9:

Predpokladajme pakovy mechanizmus zobrazeny na Obr. 3.70 pozostavajiuci z paky
zanedbatelnej hrabky a d’al$ich dvoch hmot, z ktorych jedna je budena harmonicky meniacou sa silou
F(t). Pouzitim metody uvolnovania odvod’'te matematicky model tohto systému, zapiste do maticového

tvaru a najdite prenosovu maticu systému G(s).

x(t)

’—.

Y e

Obr. 3.70. Pakovy mechanizmus ¢. 1

Problém 3.10:

Predpokladajme kmitajtici systém dvoch kyvadiel spojenych pruzinou s tuhostou k ako je
znazornené na Obr. 3.71. PouZzitim energetickej metody Lagrangeovych rovnic najdite matematicky

model takéhoto systému a najdite prenosovl maticu systému G(s).
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Obr. 3.71. Systém kyvadiel

Problém 3.11:

Predpokladajme pakovy mechanizmus, ktory je znazorneny na Obr. 3.72. Pouzitim energeticke;j

metddy odvod’te matematicky model takéhoto systému a najdite prenosovi maticu systému G(s).

DO

S
-

F(t)

x(t)
. —
AW m
Y e

Obr. 3.72. Pakovy mechanizmus ¢. 2

Problém 3.12:

Predpokladajme kmitajiici mechanizmus vozika a kyvadielka, ktory je zndzorneny na Obr. 3.73.
Pouzitim energetickej metody odvod’te matematicky model takéhoto systému, zapiSte do maticového

tvaru a ndjdite prenosovu maticu systému G(s).

x(t)

Obr. 3.73. Vozik s kyvadielkom
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Problém 3.13:

Predpokladajme pakovy mechanizmus, ktory je zndzorneny na Obr. 3.74. Paka tohto
mechanizmu je v dolnej ¢asti fixovana k zakladu pruzinou s tuhostou k. Pouzitim metédy uvolnovania
odvod’te matematicky model takéhoto systému, zapiSte do maticového tvaru a najdite prenosovi maticu

systému G(s).

Obr. 3.74. Pakovy mechanizmus ¢. 3
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4 ELEKTRICKY SYSTEM

Mnohé inzinierske systémy maju elektrické, elektronické alebo elektro-mechanické
subsystémy ako ich dolezité komponenty. St to napr. zdroje elektrickej energie, elektro-motory,
senzory a regulatory. Elektrické obvody, ktoré sa v stiCasnosti pouZzivaju v aplikacidch mnohych
inzinierskych systémov, su neoddelite'nou stcastou prakticky kazdého moderného mechatronického
systému. Ma teda vel’ky vyznam venovat’ tymto systémom patri¢nii pozornost’. Z toho dévodu sa v tejto
kapitole budeme zaoberat’ prave modelovaniu systémov elektrickej fyzikalnej podstaty. UkaZzeme si,
ako tvorit’ matematické modely pre jednoduché priklady elektrickych obvodov.

V tvode kapitoly si podobne ako v pripade mechanického systému zadefinujeme teoretické
zéaklady, ktoré platia pre dané elektrické systémy a takisto zadefinujeme vzt'ahy pre zakladné stavebné
prvky elektrického systému.

Medzi zakladné stavebné prvky elektrického systému radime rezistory, cievky
a kondenzatory. Pri tvorbe matematického modelu budeme vyuzivat’ dva zakladné fyzikalne zakony
a to Kirchhoffove zakony pre napiitie a elektricky prud.

Okrem jednoduchych elektrickych obvodov sa zameriame takisto na elektrické obvody, ktoré
vo svojich schémach obsahuji jednoduché typy opera¢mych zosiliiovadov. Na jednoduchych
prikladoch si ukdzeme vyznam zapojenia takychto aktivhych prvkev do elektrického obvodu
a vysvetlime spdsob tvorby matematického modelu, ktory takyto operacny zosiliiova¢ obsahuje.

V samostatnej podkapitole na zaver si vysvetlime princip modelovania elektro-mechanickych
systémov, ktory je prepojenim elektrického a mechanického systému. Spdsob modelovania elektro-

mechanického systému si vysvetlime a ukdzeme na modelovani jednoduchych typov elektromotorov.

4.1 ZAKLADNE PRVKY ELEKTRICKEHO SYSTEMU

Elektrické systémy a elektrické obvody mozno charakterizovat’' ako prepojenie sustredenych
zékladnych elektrickych elementov, ktorymi st cievky predstavujice indukéné prvky, dalej
kondenzatory, ktoré predstavuju kapacitné prvky a napokon rezistory, ktoré charakterizujeme ako
odporové prvky. Okrem tychto zakladnych prvkov sa v elektrickych obvodoch nachadzaji r6zne zdroje
elektrickej energie a to bud’ napat’ové alebo priadové.

Rezistory, kondenzatory a cievky dokazu elektricku energiu uchovavat’ alebo ju pohlcovat,
nedokazu vsak elektricka energiu do elektrického obvodu priviest prip. ju zosilnit’. Z tohto dévodu tieto
prvky elektrického systému nazyvame pasivne prvky. Na druhej strane v elektrickom obvode mo6zu byt
zapojené aj také prvky, ktoré dokazu elektrickil energiu do systému dodat’, ovplyvnit’ alebo zosilnit’.
Takéto prvky elektrickych obvodov potom nazyvame aktivne prvky, napr. elektricky zdroj,
tranzistor, diéda, transformator ainé. Schematické znacky zakladnych elektrickych stavebnych

prvkov, ktoré sa pouzivaju pri tvorbe elektrickych obvodov sl znadzornené na nasledujucom Obr. 4.1.
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Obr. 4.1. Stavebné prvky elektrického systému, (a) odpor, (b) cievka, (c) kondenzator

Medzi dve zakladné fyzikalne veliciny, ktoré sa pouzivaju na opis dynamického spravania sa
elektrického systému radime elektricky prud i a elektrické napiitie u. Elektricky prud je definovany

ako zmena elektrického naboja za jednotku cCasu:

dq

i=—,
dt

(4.1)
kde q je naboj fyzikalnej jednotky Coulomb (C) a i je elektricky prad fyzikalnej jednotky Ampér (A).
Pre jeden dvojterminalovy elektricky element (element, ktory ma dva terminaly na zapojenie do
elektrického obvodu, na ktorych nameriame potencialy napdti u; a uz) zobrazeny na Obr. 4.2 musi
platit, Ze elektricky prud vstupujici na jednom konci vstupného termindlu sa musi rovnat
elektrickému prudu vystupujiceho z elementu na vystupnom terminaly. Smer toku elektrického prudu
elementom je oznaceny Sipkou. Poznamenajme, Ze elektricky prud vzdy smeruje od kladného polu

k zapornému poélu (kladny pdl sa vzdy povazuje za pol s vyS$im potencialom).

u, « 4 - u,
Elektricky
i element
—_
+ u -

Obr. 4.2. Elektricky element

Elektrické napitie v l'ubovolnom bode elektrick¢ého obvodu meriame ako potencidlovy
rozdiel medzi meranym a referenénym bodom, ktory nazyvame uzemnenie (z angl. ground — miesto
s nulovym potencialom). Jednotka napitia je jeden volt (V). Ak ma niektory bod v elektrickom obvode
rovnaky potencial ako uzemnenie, potom je jeho napitie vzdy nulové. Ak ma dvoj-terminalovym
elektrickym elementom podla Obr. 4.2 pretekat’ elektricky prad musi platit’, Ze napédtia na oboch jeho

koncoch maju rozdielne potencialy.
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Potom napitie na tomto elemente je dané prave tymto potencidlovym rozdielom

u=1u; — Uz, (4.2)

kde u je celkové napétie na elemente. Zmysel indikovaného napitia je dany smerom od kladného
k zapornému znamienku. Terminal s kladnym znamienkom ma vzdy vyssi potencial ako potencial na
terminaly so znamienkom minus. To znamen4, Ze kladny smer elektrického prudu je uvazovany vzdy
od termindlu s vyS$§im napétim k terminélu s niz§im potencidlom napétia.

Privedena elektricka energia je elektrickym elementom bud’ pohltena alebo uchovana. V tomto
pripade tieto elementy nazyvame pasivne elementy. V pripade aktivneho elementu elektricky prud
pradi v opa¢nom smere poklesu napétia a dodava energiu zvysku elektrickému obvodu. Energia dodana
aktivhym prvkom alebo spotrebovana a uchovana pasivnym prvkom je dana vykonom, ktory je

definovany vztahom:

P=u-i. (4‘3)

Aktivny prvok elektrického obvodu mozno modelovat’ ako idealny prudovy alebo napéatovy

zdroj ako je znazornené na nasledujicom Obr. 4.3.

Obr. 4.3: Schematické znac¢ky zdrojov: (a) napéatovy, (b) pradovy, (c) zdroj striedavého napétia

4.2 ELEKTRICKY ODPOR — REZISTOR

Elektricky odpor je fyzikalna veli¢ina, ktora vyjadruje schopnost’ materialu branit’ prechodu

elektricky nabitych Castic. Schematicka znacka elektrického odporu je zndzornena na Obr. 4.4.

R R
u, AMAMAA A U2 u, u,
i, R

Obr. 4.4. Schematicka znacka elektrického odporu (rezistora)

Ak je na zariadenie privedené elektrické napitie schopnost’ viest’ elektricky prad zavisi od

konstrukcie zariadenia. Idealny izolant nevedie Ziaden elektricky prad; nakol’ko nedochadza v jeho
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pripade k vymene a pohybu elektronov. Izolanty (ako st sklo, drevo, guma, plasty ainé) izoluju
elektrické napitie od elektricky nabitych komponentov a chrania ich pred elektrickych Sokom.

Na druhej strane, dokonaly vodi¢ (zlato, striebro, med’ a pod.) dokaze viest elektricky prud bez
akychkol'vek obmedzi pohybu jeho elektronov. Niekde medzi dokonalymi izolantmi a vodi¢mi sa
nachadzaju elektrické odpory, pri ktorych mozZzno ocakavat uréity stupein obmedzenia pohybu
elektronov. Tieto elementy v elektrickych obvodoch nazyvame elektrické rezistory.

Elektricky prud v elektrickom rezistore je limitovany ajeho velkost' je priamo tmerna
privedenému elektrickému napatiu. Medzi elektrickym pradom i, ktory prechadza odporom a napatim

u plati linearny vzt'ah dany Ohmovym zakonom

u=R-i,

4.4
ul—u2=R'i. ( )

Rezistor v elektrickom obvode pohlcuje Cast’ elektrickej energie a transformuje ju na iny druh
energie, napr. tepelnu alebo svetelni. Rezistor nema v elektrickom obvode schopnost’ tuto energiu

uchovavat’. Vykon pohltenej energie mozno vyjadrit’ nasledovny vztahom:

P=R-i?=—, (4.5)

V mnohych elektrickych systémoch sa pouzivaji multi-rezistory, ktoré mozu byt’ usporiadané
v mnohych konfiguraciach napr. sériovo, paralelne alebo ich kombinaciou. Najdenim ekvivalentného
rezistora sa daju elektrické schémy zjednodusit’. Nasledujuci Obr. 4.5 znazoriuje zapojenie rezistorov

v sérii.
4.2.1 Ekvivalentny odpor n-sériovo zapojenych elektrickych odporov

Pri sériovom zapojeni plati, Ze elektricky prud i, ktory prechadza rezistorom R; a R; je

rovnaky. Najdime vztah pre ekvivalentny rezistor Req, ktorym mozno nahradit’ rezistory R; a Ra.

Obr. 4.5. Sériové zapojenie rezistorov
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Ak rezistormi prechadza rovnaky elektricky prad, potom napétia na jednotlivych rezistoroch

mozno vypocitat’ na zaklade Ohmovho zakona, podl'a ktorého plati
u; =Ry-i, up; =Ry-4 (4.6)

kde uq, u, predstavuju napitia merané na jednotlivych odporoch. Pre celkové napitie v elektrickom

obvode musi platit, Ze napatie na zdroji sa rozlozi rovnomerne na jednotlivé odpory
u=u; +u; =(Ry +Ry) 1. (4.7)

Porovnanim tohto vysledku s ekvivalentnym elektrickym obvodom, kde u = Req " i podla

Obr. 4.5 musi platit’, Ze
Req=R1+R2. (48)

Zovseobecnenim predchadzajiicej rovnice pre n-sériovo zapojenych rezistorov bude potom

ReqzzRi- (4.9)

n
i=1

platit’, ze

4.2.2 Ekvivalentny odpor n-paralelne zapojenych elektrickych odporov

Elektricky obvod dvoch paralelne zapojenych rezistorov je zndzorneny na nasledujucom

Obr. 4.6. N4jdime ekvivalentny elektricky odpor, ktorym mozno tieto dva odpory nahradit’.

Obr. 4.6. Paralelne zapojené rezistory

Poznamenajme, Ze paralelne zapojené rezistory zdiel'aju terminaly. To znamena, Ze napétie

na kazdom rezistore musi byt rovnaké u = u; = u,.
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Na zaklade Ohmovho zakona plati, ze
u; =u=R;i;, u=u=Ry-iy, (4.10)

kde iq,ip predstavuju elektrické prady pretekajuce jednotlivymi odpormi. Aplikovanim zakona
zachovania elektrického naboja resp. I. Kirchhoffovho zakona pre uzlovy bod v elektrickom obvode

musi platit’, ze

o ) u u 1 1
1:11+12:R—1+R—2:<R—1+R—2)u. (4.11)

Porovnanim tohto vysledku s ekvivalentnym elektrickym obvodom podl'a Obr. 4.6, kdei = RL
eq

dostavame, ze

L _1.1_ . RiR;
= — _— = —
Req Ri R, ~ 17 Ry +R, (4.12)

Zovseobecnenim predchadzajucej rovnice pre n-paralelne zapojenych rezistorov bude platit’

1 —
Req

n

1

R (4.13)
i=1 1

1

4.3 INDUKCNY PRVOK - CIEVKA

Cievka (z angl. induktor), ktorej schematické znacka je znazornena na nasledujucom Obr. 4.7.

predstavuje v elektrickom obvode indukény stavebny prvok.

—

Obr. 4.7. Schematicka znacka elektrickej cievky (induktora)

Ak uvazujeme, ze cievka je idealny induktor, potom vztah medzi napitim na cievke u mozno
opisat’ ako proporcionalnu zavislost’ napétia u k zmene elektrického prudu i, ktory danou cievkou
prechadza v Case t.

To znamena, Ze ak pozname indukcnost’ danej cievky L, potom pre cievku plati tento vztah

dany Joule-Lenzovym zidkonom
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di )
u=La=LD1,
di _ (4.14)
u1—u2=La—LD1
alebo
1 u
1=Efudt=ﬁ,
. 1 U — U, (4.15)
1=Ij(u1—u2)dt= D

kde D je operator derivacie, ktory prevadza diferencialnu rovnicu na algebrickt formu a L je indukénost’
cievky, ktorej fyzikalna jednotka je 1 Henry (H). Cievka v elektrickom obvode na rozdiel od rezistora
dokaze uchovavat’ elektricka energiu vo forme magnetického pola. Mnozstvo takto uchovanej

energie E(t) mozno vypocitat’ integrovanim vykonu

P __(Ldi)_
=u-i={Lo)-1. (4.16)

Ak uvazujeme, Ze v ¢ase t = 0 prechadzal cievkou nulovy prad i(0) = 0, potom plati, ze

t t : t
E(0) =Lp(t)dt=Jo (L%)-idt=JoL-i(t) di=%L[iz(t)]g =%Liz(t)—%Li2(0)
(4.17)
— 2L
= 2 1 .

4.3.1 Ekvivalentna induk¢énost’ n-sériovo zapojenych cievok

Nasledujuci Obr. 4.8 (a) znazorfiuje zapojenie cievok v sérii. Pri sériovom zapojeni elektricky

prud i, ktory prechadza cievkou s induk¢nostou L a L; je rovnaky.

eq

(b)

Obr. 4.8. (a) Sériové zapojenie cievok, (b) ekvivalentna cievka
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Podobnym sposobom ako pre rezistory mozno odvodit’ ekvivalentni indukénost’ Leq podla

Obr. 4.8 (b), tak aj pre cievky zapojené v sérii a teda musi platit, Ze
Leq = L1 + Ly, (4.18)

potom pre n-sériovo zapojené cievky bude platit’

LeqzzLi- (4.19)

n
i=1

4.3.2 Ekvivalentna indukénost’ n-paralelne zapojenych cievok

Elektricky obvod dvoch paralelne zapojenych cievok je znazorneny na nasledujucom

Obr. 4.9 (a), ngjdime vztah pre ekvivalentni indukénost’, ktorou mozno tieto dve cievky nahradit’.

li

L

(b)
Obr. 4.9. (a) Paralelne zapojené cievky, (b) ekvivalentna cievka
V tomto pripade bude platit’, Ze ekvivalentni indukénost’ Leq podla Obr. 4.9 (b) moZno

vypocitat’ na zaklade vzt'ahu

L _t1,1_ Ly L,
—_—— _—— = —
Leg Ly Ly 97 Li+L, (4.20)

a v pripade n-paralelne zapojenych cievok pre ekvivalentntl indukénost’ bude platit’ tento vztah

1 1
Loq L (4.21)

n
i=1
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4.4 KAPACITNY PRVOK — KONDENZATOR

Elektricka kapacita je schopnost elektrického komponentu (elektrického kondenzatora)
uchovavat’ elektricky néboj. Elektricky kondenzator dokaze uchovat elektricky naboj na dvoch
paralelnych platniach, ktoré st navzajom oddelené dielektrickym materidlom. Schematickd znacka
kondenzatora (z angl. kapacitora) je znazornend na nasledujucom Obr. 4.10.

u, u,

| |
o | O

Obr. 4.10. Schematicka znacka kondenzatora

Elektricka kapacita kondenzatora je dana velkostou naboja, ktory je kondenzator schopny
uchovat’ medzi platiami. Celkovy elektricky naboj, ktory dokaze kondenzator uchovat’ medzi platnami
je dany poctom elektronov naakumulovanymi medzi tymito platiami. Medzi elektrickym napatim U
privedenym na svorky kondenzatora a elektrickym pridom i existuje priamotmerny vztah dany

nasledujticou integralnou rovnicou

1 t
5U=Ef [dt. (4.22)

Pre kondenzator je v kazdom Case potencialny rozdiel napitia zavisly od zmeny elektrického

naboja medzi platnami kondenzatora. Potom musi platit, Ze

q du 1dg 1.
= = —— = —
YTC T a T car ¢ (423)
kde C nazyvame elektrickou kapacitou kondenzatora. Fyzikalna jednotka kapacity je 1 Farad (F).
Ak teda kondenzatorom preteka elektricky prad i, medzi napatim u a elektrickym pridom i plati

tento vzt'ah

) du
1=CE=CDu, e
= Cd(uld—tUZ)= CD(u; —uy)
alebo
1 i
u:Efidt:ﬁ’
(4.25)

170, i
ul—u2=Ef1dt=—.
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Kondenzator podobne ako cievka dokaze uchovavat elektrickd energiu. V tomto pripade vo
forme elektrického naboja. Velkost elektrickej energie, ktoria je kondenzatorom schopny

naakumulovat’ mozno vypocitat’ integrovanim vykonu

po o (Cdu>
=u-i=u i) (4.26)

ak uvazujeme, Ze v Case t =0 bolo pociato¢né napitie na kondenzatore nulové, tzn. Zze u(0) = 0, potom

musi platit’, ze

E(t) = fOtP(t)dt = fotu . (C%) dt = Jotc ‘u(t) du = %C[uz(t)]g

(4.27)
L 2(1) —lLuZ(O) - 1Luz(t)
— 2 =2 '

4.4.1 Ekvivalentny kondenzator n-sériovo zapojenych kondenzatorov

Nasledujuci Obr. 4.11 (a) znazornuje zapojenie kondenzatorov v sérii. Pri sériovom zapojeni

elektricky prud i, ktory prechadza kondenzatormi s kapacitou C; a C, je rovnaky.

+o—
L[4
+
o
u.]—: C1 li
u Y )
+ _— u —_ C.,
u,== C,
-o—
o

@ (b)

Obr. 4.11. (a) Sériové zapojenie kondenzatorov, (b) ekvivalentny kondenzator

Podobnym spdésobom ako pre rezistory mozno odvodit’ ekvivalentni kapacitu C.q podla

Obr. 4.11 (b). Pre kondenzatory zapojené v sérii bude platit’

1 1 1 C,C,

= — = (=,
Ceq C1 Gy 47 C, +C, (4.28)
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a pre n-sériovo zapojenych kondenzatorov bude platit, Ze

n
1

- C_l (4.29)

i=1

1 —
Ceq

4.4.2 Ekvivalentny kondenzator n-paralelne zapojenych kondenzatorov

Elektricky obvod paralelne zapojenych kondenzatorov je zndzorneny na nasledujicom

Obr. 4.12 (a). Najdime ekvivalentn(i kapacitu, ktorou mozno tieto dva kondenzatory nahradit’.

+o—lli | +o li

u u,-= u,=—— C

7 —

(@ (b)

Il
c
O

Obr. 4.12. (a) Paralelne zapojené kondenzatory, (b) ekvivalentny kondenzator

V tomto pripade bude platit, Ze ekvivalentni kapacitu C.q podla Obr. 4.12 (b) moZno

vypocitat’ na zaklade vzt'ahu
Ceq =C1 +C; (4.30)

a v pripade n-paralelne zapojenych kondenzatorov bude zase platit’ tento vztah

Ceqzzci- (4.31)

n
i=1

V nasledujucej tabul’ke st zhrnuté vSetky komponentné vzt'ahy pre jednotlivé stavebné bloky
elektrického systému ako su rezistor, kondenzator a cievka, ktoré mozno vyuzit' pre modelovanie

elektrickych systémov.
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Tabul’ka 4.1. Zakladné stavebné prvky elektrického systému

Stavebny prvok
Cievka

L

i
—>

alebo

Kondenzator

alebo

Rezistor

Opis rovnice

energia
—Ldi—LD'
u= T i
di )
u1—u2=La=LD1
1
E=§Li2
LYY T D
1 u u
Ef(lh—uz)dt: 1LD2
=)' T o
i =) 1 =0p
1
E = = Cu?
'—Cdu—CD
i= i u
d(u; —up)
CT =CD(u; —uy)
.U U —Uup
'""RT R
P i
u=i R
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ELEKTRICKY SYSTEM

Priklad ¢. 4.1:

Elektricky prud prechadzajici cievkou s indukénostou L = 10 mH sa meni podla grafu
zobrazeného na Obr. 4.13. Vypocitajte, ako sa meni napitiec na cievke a takisto velkost’ elektrickej

energie cievkou uchovanej v Caset=2sat=4s.

- 0 2 4
Obr. 4.13. Cievka s indukénostou L a priebeh elektrického pradu i(t)

N4jdime najskor matematicka funkciu, ktora opisuje priebeh elektrického pradu i(t) v Case t.

Pre elektricky prad i(t) mozno najst’ tito zlozent matematickt funkciu:

5
Et te(0,2)

iM=9 % (4.32)
-—§t+10 te(2,4).

Pre napitie u na cievke musi platit’ rovnica

u=Lo, (4.33)

to znamena, ze pre nas pripad u napétie na cievke je definované ako

(25 te(02)
“(t)_{—zs te(2,4). (4.34)

Priebeh zmeny napitia u(t) je znazorneny na nasledujicom Obr. 4.14. Teraz vypocCitame

vel'kost’ uchovanej energie v ase t =2 s a t =4 s tymto spésobom

1 1 25
E(t=2) = ELiz(t= 2) = 510 mH '722 = 125 mHs?,
1 1 5 2 (4.35)
E(t=4) = ELiz(t= 4) = 510 mH - [—§4+ 10] = 0 mHs?.
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-25

Obr. 4.14. Priebeh napéatia na kondenzatore u(t)

4.5 ELEKTRICKE OBVODY

Ked’ st elektrické komponenty zapojené do formy elektrického obvodu — matematicky model
dynamického systému mozno odvodit pouzitim napéatovo-prudovych vztahov medzi elementami
opisovanymi na zaklade fyzikalnych zakonov. Vo fyzike, pozname dva zakladne fyzikalne zakony I.

Kirchhoffov zakon pre elektricky prud a II. Kirchhoffov zakon pre elektrické napétie.
4.5.1 Il Kirchhoffov zakon

II. Kirchhoffov zakon (o napiti, o sluckach) formuluje pre elektrické obvody ziakon
zachovania elektrickej energie; hovori, ze sucet Ubytkov napéti na spotrebicoch sa v uzavretej Casti
elektrického obvodu (slucke) rovna sictu elektromotorickych napéti zdrojov v tejto Casti obvodu, tzn.

ze sucet vSetkych napiti na zdrojoch a jednotlivych elementov v danej slucke musi byt’ rovny nule

Zuj:o’ (4.36)

j

kde u; je napdtie na j-tom prvku slucky obvodu. Ako priklad pre aplikovania II. Kirchhoffovho zikona

pre napiitie predpokladame sériovo zapojeny RLC obvod zobrazeny na nasledujuicom Obr. 4.15.

Obr. 4.15. Sériovy RLC obvod
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Podl’a II. Kirchhoffovho zdkona pre tento obvod plati, Ze sucet napéti v slucke musi byt rovny

nule a teda

u, =ug +u;,+uc alebo ug+u,+uc—u,=0. (4.37)

Priklad ¢. 4.2. Sériovy RLC obvod

Sériovy RLC obvod je znazorneny na nasledujuicom Obr. 4.16. Vykonajte tieto tilohy:

a) odvodte diferencialnu rovnicu, ktora opisuje zmenu elektrického pridu i v danom obvode,

b) najdite prenosovt funkciu I(s)/U,(s), ktora opisuje vzt'ah medzi vstupnym napétim u, (t)
a elektrickym pradom i(t),

¢) najdite prenosova funkciu U¢(s)/U,(s), ktora opisuje vztah medzi vstupnym napétim

u, (t) a napitim na kondenzatore u.(t)

Obr. 4.16. Sériovy RLC obvod

Uz vieme, ze aplikovanim II. Kirchhoffovho zikona pre uzavreti slucku tohto RLC

elektrického obvodu v smere hodinovych ruciciek plati, Ze
Ug tup +uc—u, =0. (4.38)

V pripade sériového zapojenia jednotlivych komponentov preteka obvodom rovnaky elektricky

prud i. Teda mozno napisat’ tieto zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky ako

uR=Ri,
_ d

T (4.39)
1.

uc=Ef1dt.
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Dosadenim komponentnych rovnic do sluckovej do rovnice dostavame

ug +u,+uc—u, =0,
(4.40)

R'+Ldi+1f'dt—
i g idt=a.

Poznamenajme, ze v tomto pripade sme odvodili integra¢no-diferencialnu rovnicu, ktora nie

je Cisto diferencialnou rovnicou. Aby sme eliminovali integral derivujme celti rovnicu podl'a ¢asu t.

Ldzi+Rdi+i du,
dt? dt C

dt
. A (O (441
Li(t) + Ri(t) + < - u,(t),
ak u, je konstantné, potom sa da rovnica zjednodusit’ na tvar
LdZi+Rdi+ ! =0
ae wc (4.42)

Najdime teraz prenosova funkciu systému vyuzitim Laplaceovej transformacie

s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok pre elektricky prad % (0) =1i(0) = 0 a dostavame

1
Ls?I(s) + RsI(s) + El(s) =sU,(s). (4.43)

To znamena, Ze prenosova funkcia opisujiica vztah medzi elektrickym pridom a vstupnym

napatim I(s) /U, (s) je dana ako

1
[Ls2 + Rs + E] I(s) = sU,(s),

I(s) s (4.44)
U,(s) “Ls2+Rs+ 1/C’

G(s) =

Poznamenajme, Ze napitie na kondenzatore uc sa nevyskytuje priamo v odvodenej
diferencialnej rovnici. Pre urenie prenosovej funkcie Uc(s)/U,(s), preto vyuzijeme vysledok

predchadzajucej prenosovej funkcie I(s) /U, (s) a aplikujeme vztah pre kondenzator

1
uC=Efidt. (4.45)
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Pouzitim Laplaceovej transformacie na prechadzajuci vztah definujuci kondenzator plati, ze

I(s)
Uc(s) = o = I(s) = CsUc¢(s) (4.46)

a teda napokon dosadenim tohto vyrazu do predchadzajuceho vysledku dostdvame hl'adanti prenosovia

funkciu opisujicu vztah medzi napétim na kondenzatore uc a napatim na zdroji u, v tvare

G(s) = I(s) Cs-Uc(s) s
® =0~ 0.9  sZTRsF1/C’
Ue(s) 1 1(s) 1 (4.47)

U.(s) CsU,(s) LCs2+RCs+1°
4.5.2 1. Kirchhoffov zakon

1. Kirchhoffov zakon opisuje zakon zachovania elektrického naboja; hovori, Ze v kazdom bode
(uzle) elektrického obvodu plati, ze sucet pradov vstupujucich do uzla sa rovna suctu pradov z uzla
vystupujucich. Ak terminaly dvoch alebo viacerych elementov elektrického obvodu su navzajom
spojené spolocne, potom tento bod spojenia nazyvame uzlom. Pre l'ubovolny uzol v elektrickom

obvode mozno 1. Kirchhoffov zakon, matematicky zapisat’ ako

i (4.48)
]

kde ij je elektricky prid j-tého elementu v uzle.

Priklad ¢. 4.3. Paralelny RL.C obvod

Paralelny RLC obvod je znazorneny na nasledujacom Obr. 4.17. Elektricky obvod je budeny
idealnym pridovym zdrojom i, (t). Vykonajte tieto ulohy:
a) odvod'te diferencialnu rovnicu, ktora opisuje zmenu napitia u,(t) na vystupe pre vstupny
prid i, (1),
b) najdite prenosovi funkciu Uqy(s)/I,(s), ktora opisuje vzt'ah medzi vystupnym napétim
u, (t) a elektrickym pradom i, (t),
¢) najdite prenosovu funkciu I (s)/I,(s), ktora opisuje vztah medzi elektrickym pradom na

cievke iy, (t) a vstupnym elektrickym pradom i, (t).
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Obr. 4.17. Paralelny RLC obvod

Pre tri elektrické pridy mozno vybrat’ jeden spolocny referenény uzol (nezavisly uzol —
oznaceny C. 1), pre ktory podla Obr. 4.17 mozno napisat’ tato rovnicu na zaklade I. Kirchhoffovho
zakona

I —ig—ip —ic = 0. (4.49)

V pripade paralelného zapojenia plati, Ze napétie bude rovnaké na svorkach kazdého elementu
U, = ug = u, = uc. Pre jednotlivé prvky elektrického obvodu mozno teda napisat’ tieto zlozkové

rovnice

. uO
IR = —,
R
) 1
lL:EJuodt, (450)
du
le=C50

ktoré dosadime za prislusné elektrické prady v rovnici napisanej pre referencny uzol €. 1, ¢im dostadvame

ia_iR_iL_iC = 0,
uO

1
K+Efuodt+c

du,
at e

(4.51)

Poznamenajme, ze v tomto pripade opat dostavame integra¢no-diferencialnu rovnicu. Aby

sme eliminovali integral derivujme celti rovnicu podl'a ¢asu t
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d?u, 1du, u, di,

G TRat LT at

(4.52)

. 1.1 .
Cii, (1) +Eu0 +Iu0 =i,(t).

Néjdime teraz prenosovu funkciu systému vyuzitim Laplaceovej transformacie s uvazovanim

nulovych pociato¢nych podmienok, ak 19(0) = uy(0) = 0, potom plati, ze

1 1
CSZUO(S) + ﬁSUo(S) + EUO(S) = sl,(s). (4.53)

Z ¢oho prenosova funkcia opisujtica systému Uy (s)/I,(s) je dana ako

[Csz+ls+l]U (s) = sl,(s)
R Ll ° ars

Uos) s (4.54)

() =1 ~ 2T a/Rs+ /D)

Pre urcCenie prenosovej funkcie systému, ktora opisuje vztah medzi elektrickym pradom
prechadzajucim cievkou a elektrickym pridom na zdroji I,(s)/I,(s) vyuZzijeme vysledok prenosove;j

funkcie U, (s)/1,(s) a aplikujeme vztah pre cievku

1
iL:EJuodt- (4.55)

Aplikovanim Laplaceovej transformacie na tento vzt'ah bude platit, Ze

Uy (s)
Ls

I.(s) = = Uy(s) = LsI;(s) (4.56)

a dosadenim tohto vyrazu do predchadzajuceho vysledku prenosovej funkcie dostavame prenosovil

funkciu I (s)/I,(s) v tvare

G(s) = Uo(s) Ls-Ip(s) s
®)= L(s)  l.(s) ~ Cs?+(1/R)s+ (1/L)’
IL(s)  1U,(s) 1 (4.57)

I(s) Lsl(s) LCs®+ (L/R)s+1°
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Priklad ¢. 4.4. RC obvod

Najdite matematicky model elektrického systému, ktory predstavuje RC elektricky obvod
znazorneny na nasledujucom Obr. 4.18. Odvodte diferencialnu rovnicu tohto elektrického obvodu,

ktora opisuje vztah medzi vystupnym napitim u, (t) a vstupnym napitim u, (t).

Ir4 R1
O O O +

@ 4
A
Rzucl:: C U,

Obr. 4.18. Paralelny RC obvod

g

—

+
uR1
uRZl

AN
()
N+

Pre tri elektrické prudy podl'a predchadzajuceho obrazku mozno pre jeden vybrany referenény

uzol ¢. 1 napisat’ tito rovnicu

iR1 = irztHic - (4.58)

Napisme zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky s uvazovanim napétia na terminaloch, ktoré sa

bude menit’ v bodoch spojeni jednotlivych elementov

UR1  Ua —Ug

lRl = R1 - R1 )
; _uRz_uo—O_E
d(u, — 0) du,
=C———=C .
e dt dt

Dosadenim tychto komponentnych rovnic do uzlovej rovnice dostavame

iRy = gz tic,

(4.60)
ua_u°=E+cdu°
R, R, de -’
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Usporiadanim vyrazov v predchadzajicej rovnici mozno dospiet’ k diferencidlnej rovnici

opisujucej vzt'ah medzi napdtim na vystupe u,(t) a vstupnym napatim u, (t)

Cdu°+(1 4 1) U
a TR TRy TR, (4.61)

Priklad ¢. 4.5. RC obvod

Pre RC elektricky obvod elektrického systému, ktory je znazorneny na nasledujucom
Obr. 4.19, odvod'te diferencialnu rovnicu, ktora
a) opisyje vzt'ah medzi vystupnym napétim u, (t) a vstupnym napétim u, (t),
b) a diferencialnu rovnicu opisujucu vztah medzi vstupnym napétim u,(t) a elektrickym

pradom i(t).

Obr. 4.19. Sériovy RC obvod

V tomto pripade mame sériovo zapojeny RC elektricky obvod. Vetvou elektrického obvodu
cez prvky rezistora a kondenzatora teCie rovnaky elektricky prad i(t). Pre dany obvod mozno teda

napisat’ tuto rovnicu pre elektricky prad podla I. Kirchhoffovho zikona
i=1ig =1ic. (4.62)

Napisme zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky s uvazovanim napéti na terminaloch, ktoré

mozno zadefinovat’ pre rozne napétia v bodoch spojeni jednotlivych elementov

i URr Uy — Ug
R—FH — 5
R R
o dwe -0y du, (4.09)
¢ dt dt
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Dosadenim do rovnice pre elektrické prudy musi platit’ tento vzt'ah

. Ug—u, dug
i=—a—=C_" (4.64)

Usporiadanim vyrazov v rovnici potom dostavame diferencialnu rovnicu opisujtiicu vztah medzi

napétim na vystupe u, (t) a vstupnym napétim u, (t) v tvare

du, N 1 u
dt Ruo— R" (4.65)
Pre pripad konS$tantného vstupného napétia u, (t) sa da rovnica zjednodusit’ na tvar
ReMo 4y, = 0
Tt =0 (4.66)

Teraz najdime diferencidlnu rovnicu opisujucu vztah medzi zmenou elektrického pridu
i(t) v elektrickom obvode a vstupnym napétim u,(t). Budeme vychadzat’ zo slu¢kovej rovnice podla

II. Kirchhoffovho zakona

UR t+Uc = U, (4.67)

Potom pre zlozkové rovnice jednotlivych prvkov s uvazovanim rovnakého elektrického prudu

teCuceho vetvou obvodu musi platit, Ze
UuRr = Ri ,
1 4.68
Uc = —f i-dt. ( )

C

Dosadenim do tejto rovnice za jednotlivé napétia s uvazovanim menovitého elektrického prudu

i = ig = i¢, ktory preteka danou vetvou dostdvame

: 10,
1'R+Efl'dt=ua. (4.69)

Ako mozno vidiet’ tak tato rovnica je v tvare integralnej rovnice, aby sme sa zbavili integralu

zderivujeme tuto rovnicu podl'a ¢asu t, dostavame
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di i du,

atcT @

(4.70)

Z tejto rovnice mozno vypocitat’ hodnotu menovitého elektrického pradu v pripade, Ze pozname
budiacu funkciu napdtového zdroja u(t). Ak je vstupné napitie u, konStantné, potom v pripade

jednosmerného elektrického obvodu mozno dant rovnicu zjednodusit’ na tento tvar

RCdi+'—0
T Ti=0. (4.71)

4.6 UZLOVA METODA NA VYPOCET NAPATI

Uzlovu metédu (zaloZenu na principe 1. Kirchhoffovho zékona) vo vSeobecnosti pouZivame
vtedy, ak chceme opisat’ vzt'ah medzi napétiami prostrednictvom diferencialnych rovnic. Inak povedané,
ak chceme vypocitat’ napétia v l'ubovolnych bodoch elektrického obvodu.

Pri uzlovej metéde zaciname pomenovanim a vyznacenim smerov vsetkych elektrickych
pradov pre vybrané nezavislé (referencné) uzly. Pricom vynechame tie uzlové body, ktoré su uzemnené.

Pre zadefinované nezavislé uzlové spojenia napiSeme uzlové rovnice podla I. Kirchhoffovho
zakona. Dalej napiseme zlozkové rovnice individudlne pre kazdy pasivny prvok elektrického obvodu,
ktoré nasledne dosadime do uzlovych rovnic za jednotlivé elektrické prady a zjednodusenim rovnic
ziskame sustavu diferencialnych rovnic, ktora kvoli prehladnosti systému zvycajne zapisujeme do

maticového tvaru.

Priklad €. 4.6. Napiit'ovy deli¢

Elektricky obvod, ktory nazyvame napdtovym deli¢om pozostdva zo sériového zapojenia

dvoch rezistorov podl'a Obr. 4.20. Najdite matematicky model takéhoto elektrického systému.

e

R,

Obr. 4.20. Napatovy deli¢
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Pre elektrické prady podla predchadzajiceho obrazku Obr. 4.20 mozno pre jeden vybrany

referen¢ny uzol ¢. 1 napisat’ tito rovnicu

Ir1 = 1gz - (4.72)

Napisme dalej zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky s uvaZzovanim napétia na terminaloch,

ktoré sa bude menit’ v bodoch spojeni jednotlivych elementov

URy Ug —Ug

iRy = — = ,

: Uz U3 —0  uy (473)
1 = — = = —,
“ 7R, Ry R
Dosadenim tychto rovnic do uzlovej rovnice dostavame
U, —Uu; Uy R; + R, U,
= — _ U = —
R, R, R.R, "R, (4.74)

a d’alSou matematickou upravou predchadzajliicej rovnice mozno odvodit’ vztah medzi vystupnym

napatim u4 a vstupnym napétim na zdroji u,

Rz

Ug =mua- (4.75)

Priklad ¢. 4.7. Prudovy deli¢

Paralelny obvod, ktory nazyvame prudoevym deli¢om pozostava z dvoch paralelne zapojenych

rezistorov znazorneny ako je znadzornené na Obr. 4.21. Najdite matematicky model tohto elektrického

+ llm + IRz
. u u
i, f R1l R, R2 R, u,
O -

Obr. 4.21. Prudovy deli¢

systému.
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Pre elektrické prudy podla predchadzajuceho Obr. 4.21 mozno pre jeden vybrany referenény

uzol ¢. 1 napisat’ tto rovnicu
i —ipy —1r2 = 0. (4.76)

Zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky elektrického obvodu suvazovanim napiti na
terminaloch, ktoré v tomto pripade nebude rovnaké na danych terminalovych spojenia jednotlivych
elementov, nakolko v referenénom uzle 1 nameriame napitie u; = u,. Naopak v spodnej Casti st
terminaly pripevnené k uzemneniu, z toho dovodu na tychto terminaloch nameriame nulovy potencial

napétia. A teda pre elektrické prady bude platit’, ze

Upy Uo—0 ug

iR =5 = '
Ry Ry Ry
Uz  Uo—0 ug

TR, "R, R,

(4.77)

Dosadenim do uzlovej rovnice pre elektrické prady dostavame rovnicu priadového delica

ia—R—l—R—2=0, (4.78)

ktorej d’alSou matematickou Gipravou mozno odvodit’ vztah medzi napdtim na vystupe u, a napétim na

vstupe u,

. _Ri+Ry
la - R1R2 uO . ( 4.79 )

Priklad ¢. 4.8:

Pre RLC elektricky obvod znazorneny na nasledujucom Obr. 4.22, odvod’te diferencialnu

rovnicu opisujucu vztah medzi vystupnym napitim u, (t) a vstupnym napétim u, (t).

i L @

—p Wﬂﬂﬂr — o o+
* u, . + liR lic
UBCUD Ug R Uu._—_C U,
@ Lo

Obr. 4.22. RCL obvod
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Pre tri elektrické prudy, ktoré prechadzaju jednotlivymi vetvami elektrického obvodu podla
Obr. 4.22 mozno pre jeden vybrany referen¢ny uzol €. 1 napisat’ na zaklade I. Kirchhoffovho zakona

tato rovnicu
ip, —ip=ic =0. (4.80)

Zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky s uvaZzovanim napéti na terminaloch, ktoré sa bude menit’

v bodoch spojeniach jednotlivych elementov st definované ako

1
iy, =Ef(ua_uo) dt,

. UrR  Uo—0 u
R=p =R =R}’ (4.81)
d(u, — 0) du,
=Cc—2 —~=c—2.
c dt dt

Dosadenim tychto komponentnych rovnic do rovnice pre elektrické prady dostavame tato

rovnicu

iL _iR_iC = 0,

du, (4.82)
It =0.

1 U,
Ef(ua—uo)dt—i—c

Zderivovanim predchadzajiacej integralno-derivadnej rovnice podla casu t dostavame

diferencialnu rovnicu opisujucu vztah medzi vstupnym u, (t) a vystupnym napétim ug(t)

d?u, 1du, 1 1
- =-u,. (4.83)

C o4
a2 "Rdt LT L

Zjednodusenim predchadzajticej diferencialnej rovnice mozno dospiet’ k diferencialnej rovnici

opisujucej vzt'ah medzi napdtim na vystupe uy (t) a vstupnym napatim u, (t)

d?u, _ du,

+L + Ru, = Ru,,
de? g e T (4.84)

RLCii, + Lu, + Ru, = Ru, .

RLC
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Priklad ¢. 4.9:

Komplikovanejsi elektricky obveod, ktory pozostava z viacerych vetiev je znazorneny na
nasledujiicom Obr. 4.23. Odvod'te pre tento elektricky obvod matematicky model, ktory bude opisovat’

vztah medzi vystupnym napitim u,(t) a vstupnym napéatim u, (t).

L1£}®£’ Lz @

0O 0+
+ b )i
ua<u> R, —C U
® O -

Obr. 4.23. Elektricky obvod

Pre dva vybrané referencné uzly ¢. 1 a ¢. 2 mozZno napisat’ tieto dve pradové rovnice podla 1.

Kirchhoffovho zakona

i —ip—ig1 =0,
. . (4.85)
i, —igp—ic =0.

Zlozkové rovnice pre jednotlivé prvky s uvazovanim napéti na terminaloch, ktoré sa bude menit’

v bodoch spojeniach jednotlivych elementov si definované ako

1
i, = L_lf(ua —uy)dt,

1
i, = L—Zf(lh —up)dt,

. =0 u
gy = R, R, (4.86)
u, —0 u,
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Dosadenim komponentnych rovnic do prvej rovnice zo sustavy rovnic pre uzlové body

elektrického obvodu dostavame

i —ip—ig1 =0,

1]( )dt lf( Yt — =L = 0
» u, —uy L u; — U, R, -0

(4.87)

Zderivovanim tejto integralno-deriva¢nej rovnice dostavame prva diferencidlnu rovnicu

matematického modelu

L L, R (4.88)
Vykonajme teraz podobné operacie s druhou rovnicou sustavy, pre ktorti bude platit’, ze
iy —ige—ic =0,
f(ul uZ)dt_R_z_Cdollltz 0. (4.89)

A jej d’alsim zderivovanim podla casu dostavame druhu diferencidlnu rovnicu sustavy rovnic

.. 1, u; —u;
Cu2+R—2u2— L =0. (4.90)

Sustava diferencialnych rovnic predstavujuca matematicky model elektrického systému podl'a

Obr. 4.23 ma teda tvar

—— 0,
Ry Lq L,
1 = u, (4.91)
Ci, + R—Zuz - L 0.
Tuto sustavu diferencidlnych rovnic zapiseme do vysledného maticového tvaru
1 0 1 4 1 1
0 O] [ul] + Rl [ul] + Ll LZ Lz [ ] —ua
0 clli, 0 1 |[u, 1 (4.92)
R, L, Lz
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Néjdime prenosovi maticu systému pre tento elektricky obvod aplikovanim Laplaceovej

transformacie predchadzajuceho systému v maticovom tvare

1 + 1 4 1
_S — —
Ry L L Ui()] _ o luac
1 s), (4.93)
11U,
-— Cs? O
Ly
potom prenosova matica systému ma tvar
Uy (s)
U,(s)
G(s)=|2,{|=
®= v,
Ua(s)
(4.94)

CR;R,L,s% + LyR;s + RyR,
_ |CLiL;Rys® + (L4 L, + CRyRyLy + CRyRyLy)s? + (LyRy + LyR; + LoRy)s + Ry R,
RiR; '
CL,L,R,s3 + (L,L, + CR,R,L; + CR;R,L,)s? + (L;R; + LR, + L,R;)s + RyR,

47 SLUCKOVA METODA NA VYPOCET ELEKTRICKYCH
PRUDOV

Sluc¢kovii metodu zalozent na principe I1. Kirchhoffovho zakona pouzivame vtedy, ak chceme
opisat’ vztah medzi vstupnymi napétiami (elektrickymi pradmi) a elektrickymi pradmi, ktoré pretekaji
jednotlivymi vetvami elektrického obvodu. Inak povedané slu¢kovi metddu vyuzivame, ak chceme
vypocitat’ hodnoty elektrickych pradoch vo vsetkych vetvach elektrického obvodu.

V pripade sluckovej metédy zacneme v prvom rade volbou a oznaCenim nezavislych
slu¢kovych priudov vo vybranych nezavislych vetvach elektrického obvodu, ktoré vyznacime ako
prudy obtekajlce touto vetvou. Vo vSeobecnosti uvazujeme, ze vietky nezname elektrické pridy pradia
v smere hodinovych ruciciek a vSetky zname prudy pradia v smere prudovych zdrojov.

Pre vSetky nezavislé vetvy elektrického obvodu, v ktorych sme vyznacili obtekajiice nezname
elektrické prudy aplikujeme II. Kirchhoffov zikon pre napitia. Potom napiSeme zlozkové rovnice
pre kazdy individudlny pasivny prvok elektrického obvodu v zmysle napétia zadefinované¢ho
prostrednictvom nezndmych elektrickych (menovitych) pradov, ktoré tect jednotlivymi vetvami.

Napokon tieto ziskané zlozkové rovnice dosadime do sluckovych rovnic pre kazda nezavisla
slucku. Takto ziskané rovnice skombinujeme a matematicky upravujeme, az do napisania vysledného
matematického modelu. Princip slu¢kovej metédy si ukazeme na d’alSich prikladoch elektrickych

obvodov.
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Priklad ¢é. 4.10:

RLC elektricky obvod pozostava z odporu R, cievky s indukénostou L a kondenzatora
s kapacitou C, pozri Obr. 4.24. Njjdite matematicky model, ktory opisuje vzt'ah medzi elektrickymi
pradmi, ktoré tect jednotlivymi vetvami a vstupnym napétim u,(t). Urcite prenosova funkciou

systému, ktord opisuje vzt'ah medzi vystupnym napétim u, (t) a vstupnym napatim u, (t).

. ~ + - PrL L
+ /. K e % Uc
] I T u AT
Ugu )+ I iTRR ok JTTCY U
- L &

Obr. 4.24. RCL obvod

V elektrickom obvode mozno identifikovat’ dve nezavislé vetvy, ktorymi te¢u dva nezavislé
menovité elektrické prady iq a iz podl'a Obr. 4.24. Aplikovanim II. Kirchhoffovho zdkona pre slu¢ku

¢. 1 musi platit, Ze
uL+ugp —uy =0. (4.95)

Zapisanim jednotlivych napéti v predchadzajlicej rovnici v zmysle slu¢kovych pradov a ich

dosadenim do tejto rovnice dostavame
di

1 .
LE+R(11—12)—ua=O. (4.96)

Podobnym sposobom podla II. Kirchhoffovho zakona pre napédtia napiSeme rovnicu pre

sluc¢ku €. 2, pre ktoru plati, ze

uc+ug =0. (4.97)
Podobne ako pre 1. slu¢ku, tak aj v pripade 2. sluckovej rovnice dosadime za jednotlivé

napédtia hodnoty napdti v zmysle slu¢kovych priudov, ¢im mozno dospiet’ k druhej diferencialnej

rovnici sustavy
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11, o
Eflzdt+R(lz—11)=0- (4.98)

Rovnica pre 2. sluc¢ku je integra¢no-derivaénou rovnicou, tzn. Ze jej derivovanim podl'a ¢asu

t mozno dospiet’ k diferencialnej rovnici v tvare

i, +R——R—=0. (4.99)

Matematicky model daného elektrického obvodu tvoria dve diferencialne rovnice v tvare

Li; + R(i; —ip) = uy,

. L1 (4.100)
Rlz - Rl]_ +Elz = 0,

ktoré mozno prepisat’ do maticového tvaru opisujiceho vztah medzi menovitymi elektrickymi pradmi

i1 a iy a vstupnym napétim u,

i

Pripomenime, Ze vystupné napitie u, ma vztah definovany rovnicou pre kondenzator. A teda

0 = [l:)a]- (4.101)

plati, ze u, =% [iz dt alebo Uy(s) =%. Vykonanim Laplaceovej transformacie sustavy

maticového systému dostavame

Ls +R —R1 [11(5)] _ [Ua(s)]

I,(s) 0 (4.102)

—~Rs  Rs+—
S S C

a potom vyuzitim Cramerovho pravidla mozno vypocitat’ obraz elektrické¢ho pridu v Laplaceovom

tvare I, (s) ako

Rs
[,(s) =———F—xUa(s).
Rst B4 5 (4102
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Pre napitie U, (s) plati,

1 R
U =1 =
o) =) = preT s iR

Ua(s). (4.104)

Vykonanim inverznej Laplaceovej transforméacie mozno dospiet’ k nasledovne;j diferencidlne;

rovnici definovanej v Casovej oblasti t

RLCi, + Lu, + Ruy, = Ru, . (4.105)

Priklad ¢é. 4.11:

Aplikovanim sluckovej metody pre RL elektricky obved znazorneny na nasledujucom
Obr. 4.25 odvodte diferencidlnu rovnicu, ktora opisuje vztah medzi vstupnym napétim u,(t)
a menovitym elektrickym prudom i, ktory preteka elektrickym obvodom. Urcte prenosova funkciu

systému, ktora definuje vzt'ah I(s)/U,(s).

Obr. 4.25. RL obvod

Aplikovanim II. Kirchhoffovho zakona pre jednu nezavislu uzavretu slucku vetvy elektrického

obvodu dostavame

Ug +u, —u, =0. (4.106)

Vyjadrenim jednotlivych napéti v zmysle slu¢kovych pridov aich dalSim dosadenim

do predchadzajucej rovnice dostavame

Ldi+R i

_— 1= U,,

dt : (4.107)
Li+R-i=u,.
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Laplaceovou transformaciou predchadzajucej diferencialnej rovnice dostadvame
Ls-I(s) + R-1(s) = U,(s) (4.108)
a potom mozno vypoéitat’ prenosova funkciu systému I(s) /U, (s) v tvare

I(s) 1

U.(s) Ls+R’ (4.109)

Priklad ¢. 4.12:

Pre RLC elektricky obvod znazorneny na nasledujucom Obr. 4.26 najdite matematicky model,
ktory opisuje vztah medzi menovitymi elektrickymi pradmi, ktoré tecu jednotlivymi vetvami
elektrického obvodu a vstupnym napdtim u, vyuzitim slu¢kovej metédy. Odvodte diferencialnu

rovnicu, ktord opisuje vzt'ah medzi vystupnym ug a vstupnym napétim u, elektrického obvodu.

Obr. 4.26. RLC elektricky obvod

Aplikovanim II. Kirchhoffovho zdkona pre napitia v pripade prvej nezavislej slucky €. 1
dostavame

ugp +up —u, =0. (4.110)

Vyjadrenim jednotlivych napédti v zmysle slu¢kovych pradov a ich dosadenim

do predchadzajucej rovnice dostavame prvu diferencialnu rovnicu sustavy v tvare

Ri +Ldil Ldiz =0
i i G Ua=0. (4.111)
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Podobnym sposobom aplikovanim II. Kirchhoffovho zikona pre nezavislu slucku €. 2

a dostavame

uC+uL:0. (4.112)

A dosadenim vyjadrenych napéti v zmysle sluc¢kovych prudov do predchadzajiicej rovnice

dostavame druhu integracno-deriva¢nou rovnicu sistavy

1(. . .
Eflzdt+L——L—=0. (4.113)

Ked’ze tato rovnica nie je priamo diferencialnou rovnicou, ale opat’ integra¢no-deriva¢nou

rovnicou musime je derivovat’ podl'a ¢asu t

d?i, d?i,

+RW_RW_O- (4.114)

=i
cl2
Matematicky model teda tvori sustava dvoch diferencidlnych rovnic

Li; — Li, + Ri; = u,,

a1 (4.115)
Rlz - Rl]_ +Elz = 0,

ktort prepiSeme do maticového tvaru. Tento opisuje vzt'ah medzi menovitymi elektrickymi pradmi iy

a i, a vstupnym napétim u,

RO i1 Uy
0 1][12]:[0]' (4.116)

A I e [

i

Pripomenime, ze vystupné napatie u, je definované vo vztahu pre kondenzator. A teda plati, Ze

u, = % [ i, dt alebo Uy(s) = % Vykonanim Laplaceovej transformacie celej sustavy maticového

systému dostavame

Ls+R —Ls
1 (4.117)

I,(s) .
11(2)] - [U o(s)] '

—Rs? Rs?+—
S S C
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Z tejto sustavy v Laplaceovom tvare mozno aplikovanim Cramerovho pravidla vypocitat’

obraz elektrického pradu I, (s) v Laplaceovom tvare. To znamena, Ze

RCs?

I(s) = U
2(8) = CRzsz y Ls PR VA

(s). (4.118)

A potom dosadenim do vztahu pre kondenzator mozno odvodit vztah medzi vstupnym

a vystupnym napéatim

Ug(5) = —1p(8) = = U
0l3 _Cszs " CR2s2+Ls+R @

(s). (4.119)

Potom vykonanim inverznej Laplaceovej transformacie mozno previest’ prenosovy tvar funkcie
U, (s) z roviny s a zistit’ diferencialnu rovnicu v ¢asovej oblasti t, ktora opisuje vzt'ah medzi vystupnym

napdtim ug a vstupnym napatim u, elektrického obvodu.

CRzﬁo + Lu, + Ruy, = Ru, . (4.120)

4.8 OPERACNE ZOSILNOVACE

Operaény zosiliiova¢ (Op-amp) je elektronicky element, ktory sa pouziva na zosilnenie
elektrického signalu a budenie fyzikalneho systému. Nasledujtiici Obr. 4.27 zobrazuje schematicki

znacku operacného zosilniovaca, ktory je charakterizovany ako napat’ovy zosiliiovac so zosilnenim K.

u

o— -

o—+

u,

Obr. 4.27. Operaény zosilnovac so zosilnenim K

Schematickd znacka na Obr. 3.27 neznazoriiuje vSetky termindly tohto fyzikalneho systému.
Zosilnova¢ ma len dva vstupné terminaly a jeden vystupny terminal. Vystupné napitie u, je dané
vztahom

u, = K(uy —u_), (4.121)

kde K je vel'mi velké kladné &islo (typicka hodnota od 105 az 10°).
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Z dovodu, ze napdtie na vystupe u, musi byt konec¢né ¢islo a K je vel'mi velké ¢islo, potom

rozdiel napéti na termindloch konverguje k nule. A teda plati, ze

u; = u_. (4.122)

Poznamenajme, Ze na Obr. 4.27 je znazornena len schematicka znacka operaéného
zosiliovaca, ktory bezne pozostava z mnohych d’al$ich elektrickych komponentov ako su rezistory,

cievky a kondenzatory a to vhodne pozapajanych na integrovanom ¢ipe.

Priklad ¢é. 4.13:

Elektricky obvod s jednym operaénym zosiliiovacom so zosilnenim K je paralelne zapojeny
k rezistoru R; ako je zobrazené na nasledujlicom Obr. 4.28. Vystupny paralelny obvod je v sériovom

zapojeni s d’al§im rezistorom Ry, pozri Obr. 4.28. Uréte vzt'ah medzi vstupnym napétim u; a vystupnym

R,
. 1 l"W\’\W
- @
At -

napiatim ug.

L I o

U, +

_C i O

Obr. 4.28. Operacény zosilnovac¢ typu nasobic

Tento elektricky obvod je zndmy ako nasobi€ a je Casto pouZzivany v riadiacich systémoch.
Obvod ma iba jeden vyznamny referencny uzol €. 1. Aplikovanim I. Kirchhoffovho zikona pre

elektrické priudy vybraného uzla ¢. 1 dostdvame
ip —i, —iz =0. (4.123)

Ked'Ze odber pradu je pomerne vel'mi maly, inak povedané ak elektricky prad iz je priblizne

nulovy iz = 0, potom pre zostavajice uzlové elektrické prudy musi platit, ze

ip =iy (4.124)
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Pouzitim vztahov komponentnych rovnic pre jednotlivé elektrické prvky rezistorov mozno

dospiet’ k tejto rovnici

Ui —U; U — U
R, R, : (4.125)

Poznamenajme, Ze vstupny terminal oznaceny s kladnym znamienkom je pripojeny k zemi

(uzemneny). AK z rovnice pre operacny zosililovac plati, ze u, = u_, potom musi platit, ze

uy=u_~uy =0. (4.126)

Rovnica, ktora opisuje vztah medzi vstupnym napétim u; a vystupnym napatim u, ma tento

tvar
U  Ug
R, - R, (4.127)
alebo
R,
uo=_R_1ui- (4.128)

Priklad €. 4.14. Operacny zosiliiova¢ typu derivator

Elektricky obvod s opera¢nym zosiliiovac¢om so zosilnenim K je zndzorneny na nasledujucom
Obr. 4.29. Odvod’te diferencialnu rovnicu, ktora opisuje vztah medzi vstupnym napatim u; a vystupnym

napatim u,.

Obr. 4.29. Operacény zosilnovac typu derivator
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Kedze, odber pradu je pomerne vel'mi maly, tzn. Ze elektricky prud iz = 0, potom podla

I. Kirchhoffovho zdkona plati, Ze
ip =1ip. (4.129)
Pouzitim vztahov pre zlozkové rovnice prvkov elektrického obvodu dostavame

U; — Up

d
C—(u—uy) = R

T (4.130)

Pretoze, vstupny terminal oznaceny s kladnym znamienkom je pripojeny k zemi. Z rovnice pre

opera¢ny zosilhovaé plati, ze u, = u_, a teda
up =u_~uy =0. (4.131)

Potom vztah medzi vstupnym napétim u; a vystupnym napétim u, je dany rovnicou

o uO
Cui=_E (4.132)
alebo
u, = —RCy;. (4.133)

Toto implikuje, Ze vystupné napitie u, je proporcionalnou derivaciou vstupného napitia u;.

Preto sa tento elektricky obvod nazyva obvod typu derivator.

Priklad ¢. 4.15. Operaény zosiliiovac typu integrator

Pre elektricky obvod s operatnym zosiliiovacom podla nasledujuceho Obr. 4.30 odvodte

diferencialnu rovnicu, ktora opisuje vztah medzi vstupnym napétim u; a vystupnym napétim u,.

Obr. 4.30. Operac¢ny zosiliiovac¢ typu integrator
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Podobnou tivahou ako v predchadzajucich prikladoch mozno dospiet’ k diferencidlnej rovnici
opisujucej spravanie sa uvazovaného elektrického obvodu. To znamena, ze ked’ze odber pradu je vel'mi

maly, tzn. ze elektricky prad i3 = 0, potom aplikovanim I. Kirchhoffovho zakona musi platit, ze

a dosadenim komponentnych vzt’ahov pre stavebné bloky elektrického obvodu do predchadzajuce;j

rovnice dostdvame

ui—ul_cd( )
R = Cqpun—uo). (4.135)

Pretoze, vstupny terminal oznaceny s kladnym znamienkom je pripojeny k zemi. Z rovnice pre

opera¢ny zosilfiova¢ musi platit’, Ze u, = u_, potom plati, ze

up =u_~uy =0. (4.136)

Napokon vztah medzi vstupnym napétim u; a vystupnym napétim u, je dany rovnicou

Uj .
E= —Cu, (4.137)
alebo
. 1 1

Toto implikuje, Ze vystupné napétie u, je proporcionalne integralu vstupného napétia u;. Preto

sa tento elektricky obvod nazyva integratorom.

Priklad ¢. 4.16. Elektricky obvod s opera¢nym zosiliiovac¢om

Elektricky obvod so zapojenym opera¢nym zosiliiovacom so zosilnenim K, ktory je znazorneny
na nasledujuicom Obr. 4.31. Odvod'te pre dany elektricky obvod s takto zapojenym zosiliiovacom
diferencialnu rovnicu, ktord opisuje vztah medzi privedenym vstupnym napétim u; a vystupnym

napiatim u,.
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Obr. 4.31. Operacny zosilnovaé¢

Obvod m4 iba jeden vyznamny uzol €. 1, tzn. Ze aplikovanim I. Kirchhoffovho zikona

pre elektrické prady mozno dospiet’ k tejto rovnici

i1 +ic1 —irz —icz =0 (4.139)

a d’alej dosadenim vztahov komponentnych rovnic pre jednotlivé stavebné prvky daného systému

dostavame diferencidlnu rovnicu v tvare

u; — uy d u; — U, d
R, +Cla(ui—u1)—R—2—Cza(u1—uo)=0- (4.140)

Poznamenajme, Ze vstupny termindl oznaceny s kladnym znamienkom je pripojeny k zemi.

Z rovnice pre operacny zosiliiovac preto plati, Ze u, = u_, a teda plati

u =u-~u; =0. (4.141)

Napokon mozno odvodit’ vzt'ah opisujici vztah medzi vstupnym napitim u; a vystupnym

napatim u,, ktory je dany diferencialnou rovnicou v tomto tvare

Uj . Up .
R_1+C1ui+R_2+C2uo:0 (4.142)
alebo

TR (4.143)
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Priklad ¢. 4.17. Dolno priepustny filter

Elektricky obvod s operacnym zosiliiova¢om podl’a nasledujiceho Obr. 4.32 predstavuje dolno
priepustny filter. Odvodte diferencialnu rovnicu pre takyto typu elektrického systému, ktora opisuje

vztah medzi vstupnym napitim u; a vystupnym napétim u,.

i c
—> | |
I
T — VVVVVV
R
- 2
+ R1 IR1 @ B
o
u; +
uO
o O

Obr. 4.32. Operacny zosiliiova¢ — dolno priepustny filter

Obvod ma iba jeden vyznamny referenény wuzol €. 1 a napisanim rovnice podla

I. Kirchhoffovho zakona pre elektrické prudy dostavame

iR —ic—irz =0 (4.144)

a potom dosadenim zadefinovanych komponentnych rovmnic do predchadzajiicej rovnice mozno

dospiet’ k diferencialnej rovnici

u; — uy d u; — Ug

R, —Cqr (U —up) — =0. (4.145)

Poznamenajme, Ze vstupny terminal oznaceny s kladnym znamienkom je pripojeny k zemi,

z toho vyplyva, ze na zaklade rovnice pre opera¢ny zosiliiova¢ musi platit u, =~ u_, a teda

Uy =u_=u; =0. (4.146)

Z ¢oho vyplyva diferencialna rovnica, ktora opisuje vztah medzi vstupnym napétim u;

a vystupnym napitim u,
o Cu =0
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alebo

Ci Uo Uj
Yot =R, (4.148)

Tento typ operacného zosiliovaca sa nazyva dolno-priepustnym filtrom. Na d’alSom
Obr. 4.33 je znazorneny d’alsi typ filtra znamy tiez ako horno-priepustny filter, pre ktory mozno

podobnym spoésobom odvodit’ matematick(l rovnicu.

c1 R1
+ | |
o | —WWW!
—o
U; +
uO
O O

Obr. 4.33. Operacny zosilhova¢ — horno-priepustny filter
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Ulohy na rieSenie
Problém 4.1:

Odvod'te matematicky model pre RLC obvod zobrazeny na Obr. 4.34 anajdite prenosovi

funkciu G(s) v Laplaceovom tvare.

Obr. 4.34. RLC obvod ¢. 1

Problém 4.2:

Odvod'te matematicky model pre RLC obvod zobrazeny na Obr. 4.35, zapiSte do maticového

tvaru a ndjdite prenosovu maticu systému G(s).

c

|| o o
A o
+ +
+
ua(“) R L uO
£

& O -

Obr. 4.35. RLC obvod ¢. 2
Problém 4.3:

Odvod’te matematicky model pre elektricky obvod zobrazeny na Obr. 4.36, zapiste
matematicky model do maticového tvaru a najdite prenosovi maticu systému G(s) v Laplaceovom

tvare.

X O
L +
+
X0 r

Obr. 4.36. RLC obvod ¢. 3
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Problém 4.4:

Odvod’te matematicky model pre elektricky obvod zobrazeny na Obr. 4.37, zapiste tento model

do maticového tvaru a najdite prenosovl maticu systému G(s).

TC Us
I

Obr. 4.37. RLC obvod ¢. 4

Problém 4.5:

Odvodte matematicky model pre RLC obvod zobrazeny na Obr. 4.38, prepiste do maticového

tvaru a ndjdite prenosovu maticu systému G(s).

TC
L
Obr. 4.38. RLC obvod ¢. 5

Problém 4.6:

Odvod’te matematicky model pre elektricky obvod zobrazeny na Obr. 4.39, prepiste tento model

do maticového tvaru a najdite prenosovl maticu systému G(s).

Obr. 4.39. RLC obvod ¢. 6
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Problém 4.7:

Odvod’te matematicky model pre RLC obvod zobrazeny na Obr. 4.40, prepiste do maticového

tvaru a najdite prenosovu maticu systému G(s).

Obr. 4.40. RLC obvod ¢. 7

Problém 4.8:

Odvodte matematicky model pre elektricky obvod s operacnym zosiliiovacom zobrazeny na
Obr. 4.41.

— W —
R|
oA Q1.
u, +
un
_c J=_ 0

Obr. 4.41. Obvod s operacnym zosilfiovacom €. 1

Problém 4.9:

Odvod'te matematicky model pre elektricky obvod s operacnym zosiliiovacom zobrazeny na
Obr. 4.42.

Obr. 4.42. Obvod s opera¢nym zosiliiovac¢om ¢. 2
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Problém 4.10:

Odvodte matematicky model pre elektricky obvod s operacnym zosiliovacom zobrazeny na

Obr. 4.43.

o
A

of
=

Obr. 4.43. Obvod s operac¢nym zosilnovacom ¢. 3
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5 ELEKTROMECHANICKY SYSTEM

Mnohé uzitocné zariadenia ako st elektrické motory, elektrické generatory, reproduktory,
mikrofény alebo akcelerometre, st zariadenia konStruované kombinaciou elektrickych
a mechanickych komponentov. Takéto systémy nazyvame elektromechanickymi systémami. Ide
o systémy, ktoré su vo vSeobecnosti kombindciou dvoch systémov roznej fyzikalnej podstaty a to
mechanického a elektrického systému.

V pripade tvorby matematického modelu systému pre takéto elektromechanické systémy je
nutné aplikovat’ dva rozne fyzikalne pristupy. Oddelene pre elektrickia ¢ast’ systému, ked’ definujeme
rovnice na zaklade I. alebo II. Kirchhoffovho zakona. A samostatne pre mechanicku ¢ast’ systému,
kedy aplikujeme princip s vyuzitim II. Newtonovho zakona. Systém tvorby modelu spociva v napisani
matematickych rovnic, ktoré st istym spdsobom prepojené rovnicami, ktoré nazyvame vizbovymi
rovnicami. Poznamenajme, Ze vizbové rovnice mozno odvodit’ pre kazdy kombinovany dynamicky
systém a to nie len pre elektro-mechanicky systém.

V tejto sekcii sa budeme venovat’ modelovaniu jednosmernych elektrickych motorov, ktoré
dokazu generovat’ sily alebo kriitiace momenty principom superpozicie dvoch subsystémov odlisnej
fyzikalnej podstaty (elektro a mechanického subsystémov). Elektromotory, ktorymi sa budeme
zaoberat’ mozno najst’ v roznych redlnych aplikaciach napr. v pripade riadiacich systémoch, kde sa

%

tieto elektromotory vyuzivaju ako budiace akéné €leny pre mechanické Casti systémov.

5.1 ZAKLADNE VZTAHY PRE ELEKTRO-MECHANICKE SYSTEMY

Elektromotor je elektrické zariadenie, ktoré meni elektrickll energiu na mechanicku pracu, resp.
na mechanicky pohyb — rotaény (rotatny motor) alebo lineirmy (linearny motor). V pripade
elektrického motora su jeho elektrické a mechanické Casti navzajom previazané magnetickym polom.
Nasledujuci Obr. 5.1 zobrazuje schému jednoduchého jednosmerného motora, ktory pozostava zo
zakladnych casti ako st rotor, stator a komutator.

Stator - magnet

Kefa
Vinutie
Rotora
Hriadel
Komutator

Obr. 5.1. Jednosmerny elektricky motor

Rotor elektromotora, ktory moéze vol'ne rotovat’ v priestore statora je tvoreny permanentnym

magnetom alebo elektromagnetom, ktory pozostava zo Specidlne navinutych cievok (kombinovana
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jednotka navinutych cievok pripojena k rotoru, ktort nazyvame armatura). Stator je pevna cast
elektromotora, do ktorého je privadzany striedavy elektricky prad, ktory vytvara pulzujice rotujice
magnetické pole. Rotor sa snazi udrzat’ polohu sthlasiacu s tymto magnetickym polom. Magnet
umiestneny v rotore sa snazi uchovat kons$tantni polohu voéi otacavému magnetickému polu
generovaného pol'om statora.

Elektricky prud je do cievok rotora privadzany cez komutator, ¢o je vlastne rotacny
prepina¢. Jeho ulohou je menit’ polaritu elektrického prudu a tym aj polaritu magnetického
pola prechadzajuceho cievkami. Pocet prepinacich ploSok komutatora zodpoveda poctu cievok
(najmenej dve). Konstrukcia komutatora zaist'uje, ze sily pdsobiace na poly rotora maju stale rovnaky
smer. V okamihu prepnutia polarity udrzuje beh tohoto motora v spravnom smere zotrva¢nost’ rotora.
Pocet polov rotora ovplyvituje plynulost chodu motora a silu potrebni na jeho rozbeh (zaberovy
moment).

Vzt'ah magnetickej vizby medzi elektrickym a mechanickym subsystémom jednosmerného
motora mozno odvodit’ na zaklade jednoduchych elektro-magnetickych zakonov. Ak predpokladame,
ze vodi¢ elektrického pridu je kolmo umiestneny na smer magnetického pol'a. Potom na dany vodic¢

bude pdsobit’ magneticka sila F, ktorej vztah mozno opisat’ nasledujicou rovnicou
F = BLi ) ( 5.1 )

kde B magneticka indukcia v jednotke Tesla (1T =1 Wb/m?), L je dizka vodi¢a v magnetickom poli.

Smer magnetickej sily F mozno urcit’ pravidlom pravej ruky podla nasledujuceho Obr. 5.2

NN\ , B NN , B
— ———\,

L

(a).

(a) (b)

Obr. 5.2. (a) Smer magnetickej sily posobiacej na vodi¢ v magnetickom poli, (b) indukované
elektromotorické napétie na pohybujicom sa vodiéi rychlostou v

Ak sa vodi¢ pohybuje v magnetickom poli, potom sa na tomto vodi¢i indukuje
elektromotorické napitie e;,. Obr. 5.2 (b) zobrazuje pohyb vodica v magnetickom poli B, ktory sa
pohybuje v tomto magnetickom poli rychlostou v, ktora je kolma na smer magnetického toku. Ak je
pohybu vodi¢a v smere kolmom na smer magnetického pol'a B, potom medzi indukovanym napétim ey,

a rychlostou vodic¢a v pohybujiceho sa v magnetickom poli plati tento vzt'ah
e, = BLv. (5.2)
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Poznamenajme, Ze indukované napitie e, posobi proti smeru elektrickému pradu i a je zname
ako tzv. elektromotorické napitie e,. Pre jednosmerny elektricky motor podl'a Obr. 5.1 teraz
predpokladajme, Ze elektricky prud i preteka armatirou rotora so znamym poctom cievok n.

Z rovnice pre magneticka silu F, ktora posobi na rotor s n cievkami bude teda posobit’
magneticka sila F dana vztahom

F = nBLi. (5‘3)

Ak uvazujeme, ze polomer rotora je r. Potom moment M,,,, ktory pdsobi na rotor je definovany

vzt'ahom
M,, = F.r = nBLir = K,i, (5.4)

kde K = nBLr je konstanta kratiaceho momentu mechanicke;j Casti elektromotora.

Poznamenajme, ze linearna obvodova rychlost’ cievok je priamoumerna uhlovej rychlosti
pohybu v = wr. Vyuzitim rovnice pre elektromotorické napitie ey, ktoré generuje napétie v pripade
jedného vodica ajej aplikovanim pre pripad rotora so zndmym poctom cievok n, potom rovnica

nadobudne tvar
ep = nBLv = nBLor = K. w, (5.5)
kde K. = nBLr je konstanta elektromotorického napétia elektrickej Casti elektromotora.

Dve konstanty K; a K, maju rovnaky fyzikalny vyznam a takisto rovnakt fyzikalnu jednotku.
Predchadzajiice dve rovnice sa pouzivaju ako vidzbové rovnice medzi mechanickym a elektrickym
subsystémom. V pripade elektromotorov pozname viaceré typy. My sa zameriame na elektricky motor
s riadenim napiitia v statore a elektricky motor s riadenim napétia na rotore. Pre tieto dva typy

elektrickych motorov si odvodime matematické modely.

5.2 ELEKTRICKY MOTOR S RIADENIM NAPATIA NA STATORE

Nasledujtici Obr. 5.3 zobrazuje elektromechanicky systém elektrického motora s riadenim
napitia v statore. Elektricky systém je reprezentovany obvodom statora, ktory je budeny napitim u,
a d’alej definovany parametrami R, L, a indukovanym elektromotorickym napétim ep,. Mechanicka Cast’
je reprezentovana rotaénym mechanickym systémom so znamym momentom zotrvaénosti
I a viskoznym tlmicom B. Systém je zatazeny momentom od motora M, a kriitiacim momentom M,

od zataze. N4jdime matematicky model takéhoto elektro-mechanického systému.
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Obr. 5.3. Model jednosmerného motora s premenlivym magnetickym polom na statore

Diferencialne rovnice elektromechanického systtmu mozno odvodit  pouzitim
II. Kirchhoffovho zikona a momentovej rovnice na zaklade II. Newtonovho zikona pre rotacny
systém s vyuzitim elektromechanickymi vézbovych vztahov.

Na elektricky obvod aplikujeme II. Kirchhoffov zdkon a dostavame

21,1]'=0,

j
(5.6)

: dig
Rala+LaE+eb—ua =0.

Na mechanicku ¢ast’ systému, ktora kona rotaény pohyb napiseme jednu momentovl rovnicu

a dostavame

(5.7)

Dosadenim vdzbovych rovnic opisujucich vzt'ah medzi elektrickym a mechanickym systémom,

ktoré sme si odvodili t. j. e, = Kew = K@ a M, = K,;i, dostadvame

di, . .
La— + Rala + Kep = u,,
dt (5.8)
1§ + B — K¢y = —Mp..

Kedze vrovniciach sa nevyskytuje ziadna tuhost, dani ststavu mozno takisto vyjadrit’

v zmysle uhlovej rychlosti w

di, )
— + R,i; + Ko =u,,
dt (5.9)

I + Bow — Kiy = =My, .

La
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Vykonajme Laplaceovu transformaciu s uvazovanim nulovych pociatocnych podmienok

i,(0) = w(0) =0

Lgs- Ia(s) +R;,- Ia(s) + Ke - Q(s) = Ua(s) ’

5.10
Is - Q(s) + B+ Q(s) — K (s) = =M, (s) . (5.10)
Ak predchadzajucu ststavu zapiSeme do maticového tvaru dostavame
Las+ R, Ke ] [Ia(s)] _ [ Ua(s) ]
—K.  Is+Bllas]  [-M )] (511)

RieSenim sustavy mozno najst prenosovi funkciu Q(s)/U,(s), prip. prenosovi funkciu

Q(s) /M, (s) v tomto tvare

O [(Lasfr Ra)] a [(Is ; B)]
SRR [(Lasir Ra)] Koo [(Is -1+ B)] Ke (5.12)
K¢

T LIs? + (LB + R,D)s + R,B + KK, '

potom prenosova funkcia Q(s)/My (s) je potom dana vztahom

as) [(Las1+ Ra>] Ko [as : B)]

M(s) | _ [ﬁ] C(—K,)- [(LS;W] K,

(5.13)

_ L.s + R,
" Lpls2 + (L,B + R,D)s + R,B + KK,

Na zéaklade prenosovej funkcie Q(s)/U,(s) mozno znazornit’ schému blokového riadiaceho

diagramu pre dany systém elektrického motora podl'a Obr. 5.4.

M,(s)
U,(s) 1 - : Qfs)

d Lis+R, Is+B

K|
~

Obr. 5.4. Blokovy diagram pre jednosmerny motor
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Priklad ¢. 5.1. Jedno€lenna roboticka ruka budena jednosmernym motorom

Predpokladajme dynamicky systém zobrazeny na nasledujicom Obr. 5.5, v ktorom
jedno¢lenna roboticka ruka je budena jednosmernym motorom. Predpokladajme, Ze indukénost
armatury je zanedbatelna L, = 0 a konStanty motora K; a K, st zname veli¢iny. Potom,

a) odvodte diferencidlnu rovnicu opisujicu vztah medzi napdtim u, a natocenia
robotickej ruky ¢,

b) a uréte prenosovi funkciu @(s)/U,(s) suvazovanim nulovych pociato¢nych

podmienok.

Ozubeny prevod N

(@ (b)

Obr. 5.5. Model robotickej ruky budenej jednosmernym motorom: (a) elektricka cast
modelu, (b) mechanicka ¢ast modelu

Diferencialna rovnica robetickej ruky s uvazovanim natoc¢enia od motora ¢, bola odvodena

v sekcii pre mechanické rota¢né systémy v tvare

(Im+NZI)¢’m+ (Bm+N2B)¢’m = My, , (5.14)
kde I, a I st momenty zotrvacnosti motora a zataze resp. By, a B st koeficienty viskézneho tlmenia
motora a zataze, M, je moment vyvolany motorom a N je prevodovy pomer ozubenych kolies.

Pre elektricky obvod aplikujeme II. Kirchhoffov zakon pre napétia

Rala +ep —uy =0, (5.15)

kde e, = K@y, s danym prevodovym pomerom

(0]
¢=N:Om=m=1- (5.16)
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Potom dosadenim do rovnice pre elektricki ¢ast’ dostavame

. ¢
Rala=ua_KeN (5.17)
a pre elektricky prud, ktory tecie armatirou mozno napisat’ diferencialnu rovnicu v tvare
j=ta Keo
a Ra Ra N - ( 5.18 )
Model mechanickej ¢asti definovany v zmysle natocenia ¢ je dany ako
(Im + NZI)(f)m + (B + NZB)(pm = Mp,
0 i 5.19
(I, + N2> 4 (B,, + N?B) > = M, (5.19)
N N
kde M,,, = K;i,. Dosadenim za moment motora M,,, dostavame
(Im+NZI)§+(Bm+N2B)§= K, , (5.20)
a d’al$im dosadenim vztahu za elektricky prud plati rovnica
(1m+N21)9+(Bm+NZB)9=Kt<E—E9). 501
N N R, R,N (5.21)

Postupnymi matematickymi upravami mozno dospiet’ k vyslednej diferencidlnej rovnici
systému
KtKe) . NK

(Im+N21)c‘p+(Bm+N2B+R— cp—R—ua- (5.22)
a a

Vykonajme Laplaceovu transformaciu predchadzajticej diferencialnej rovnice

¢ +N21)s2+(B +N2B+%>S]¢(s)=NK
a a

“UL(s) . (5.23)

Potom prenosova funkcia systému G(s) robotickej ruky vedie na tento tvar

O(s) NK./R,
U.(s) (I, + N2Ds? + (B, + N2B + K;K./Rp)s (5.24)
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5.3 ELEKTRICKY MOTOR S RIADENIM MAGNETICKEHO POLA
NA ROTORE

Vo vsetkych motoroch, ktoré sme doteraz skiimali, bolo magnetické pole vytvorené elektrickym
pradom v separatnom poli vedenia na statore. Pre jednosmerny elektricky motor s riadenim napétia
v statore je teda privadzany Casovo premenlivy elektricky prad na jednotku statora, tzn. napitie na
statore je premenlivé u, a vytvara pulzujiice magnetické pole. Iny spdsob realizacie jednosmerného
motora je udrziavanie konstantného elektrického prudu na statore i,, zatial' ¢o sa meni napatie na vinuti
rotora ug. Takyto typ elektrického motora nazyvame elektrickym motorom s riadenim magnetického
pola v rotore.

Jednoduchy elektro-mechanicky model s riadenym napétia vo vinuti rotora us je znazorneny na
nasledujucom Obr. 5.6. Predpokladajme, Ze mechanicka ¢ast' motora je reprezentovana hnanou ¢ast’ou
(bez uvazovania tuhosti systému — systém je dokonale tuhy) so znaimy momentom zotrvac¢nosti I,
zatazujucim momentom Mj, a viskdoznym tlmenim charakterizovanym konStantou B. Hnaciu ¢ast’
motora pokladame za dokonale tuhi abezhmotni cast’ mechanického systému (zanedbavame
hmotnost’), na ktora pdsobi moment od motora My,. Elektrickd Cast’ pozostava z elektrického obvodu
reprezentujiceho vinutie rotora, kde Rt je odpor vinutia, Lt je indukénost’ vinutia, ug je napatie vinutia

a ig je elektricky prad vo vinuti.

(@ (b)

Obr. 5.6. Elektricky motor s riadenim pola na vinuti statora: (a) elektricka, (b) mechanicka cast

Kritiaci moment M, generovany elektrickym motorom je priamoumerny s elektrickym

pradom i; pretekajicim vinutim rotora a definovany vzt'ahom

Mp = K¢ - g (5.25)
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Systém ma dva vstupy, ktorymi st napatie na rotore Uy a zataz My,. Mame teda dve nezavislé
premenné if a @, ktoré mozno pouZit’ na opis systémov dynamiky. Pre elektricki ¢ast’ systému (obvod

vinutia rotora) plati II. Kirchhoffov zakon pre napitia

dif
Lfa + R¢if = uy. (5.26)

Pre mechanicku cast’ musi platit momentova rovnica podla II. Newtonovho zdkona. Potom

plati, Ze

Ip +Bp =M, —Mp,

1) + B — Kiif = —My, (527)
alebo

o + Bw — Kiif = =My, . (5.28)

To znamena, Ze mame systém dvoch diferencidlnych rovnic, ktoré predstavuji matematicky

model pre dany typ elektrického motora

dif )
Lf— + Rflf = Urf,
dt (5.29)
Iw + Bw — Kiif = —M;,.

Vykonajme Laplaceovu transformaciu tohto systému s uvazovanim nulovych pociato¢nych

podmienok if(0) = w(0) =0

Les - 1¢(s) + Re - Ig(s) = Ug(s) ,

Is- Q(s) + B~ Q(s) — Kilg(s) = —M_.(s), (5.30)
ktory potom zapisme do maticového tvaru
LfS + Rf 0 ][If(S) _ [ Uf(S) ]
—K; Is+Bfla(s)]  [-Mp ()] (5.31)

RieSenim ststavy mozno odvodit’ prenosovii maticu systému G(s), ktora obsahuje dve
prenosové funkcie Q(s)/Us(s) a Q(s) /My (s) v tomto tvare
Q(s)

G(s) = %f((:)) : (5.32)

ML (s)
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Prenosova funkcia Q(s) /Ug(s) ma tvar

Q(s) _ Ky _ Ky
Us(s) (Ls+Rp)-(Is+B) Les? + (LB + R¢l)s + R(B’ (5:33)

a prenosova funkcia Q(s)/My(s) ma tvar

a(s) 1
M. (s) Is+B’ (5.34)

Pre tento systém motora mozno takisto nakreslit’ riadiaci blokovy diagram riadenia dan¢ho

elektromotora, ktory je zndzorneny na nasledujucom Obr. 5.7.

M.(s)

U(s) 1 ~ 1 Q(s)
LfS+Rf Is+ B

Obr. 5.7. Blokovy diagram pre jednosmerny motor s riadenim napétia vo vinuti
Priklad ¢. 5.2:

Elektromechanicky systém, v ktorom je systém budeny jednosmernym elektro-motorom je
zobrazeny na nasledujucom Obr. 5.8. Predpokladajme, ze indukénost’ L,, odpor R, a konStanty motora
K, a K, su zname veli¢iny. Mechanick4 ¢ast’ modelu je reprezentovana momentami zotrvacnosti I, a I,
tlmi¢mi viskozneho tlmenia a tuhostami na strane motora azataze By, K,, a B, K. Motor je
zatazeny na jednej strane momentom od zat'aze My a na strane druhej momentom od motora M.
Odvod’te matematicky model opisujuci vztah medzi vstupnym napatim u,, zatazujicim momentom My,

a elektrickym pradom i, s uvazovanim natocenia od motora ¢, a natocenim hmoty zataze .

On

(@) (b)

Obr. 5.8. Model elektro-mechanického systému budeného elektro-motorom: (a)
elektricka ¢ast modelu (b) mechanicka ¢ast modelu
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Pre elektricktl cast’ elektromechanického systému aplikujeme II. Kirchhoffov zakon pre
napétia
di,

LaE+Raia+eb—ua=0, (5.35)

kde e}, = Ko@,. Potom po dosadeni za indikované elektromotorické napétie ey, plati, ze

di, : .
Laa + Ryi; = uy — K@y . (5.36)
Pre mechanicku cast’ elektromechanického systému aplikujeme II. Newtonov zakon.

Dostavame tento matematicky model ststavy dvoch diferencialnych rovnic pre uvazované hmoty I a I,

In®m + Bm(@m — ¢1) + Kn(@m — @) = My,
. . . . (5.37)
ILPL — B (@m — ¢L) — Km(@m — @L) + B + K, = =My,
kde M, = K, je moment od motora, ktory je priamoumerny =z elektrickym pradom i,
a charakterizovany konstantou mechanickej ¢asti motora K.
Dosadenim vdzbovej rovnice My, = K;i, do odvodeného systému diferencialnych rovnic pre

mechanicku ¢ast’ motora dostavame

In®m + Bm(@m — @1) + Kn(@m — @1) = Ky,

. . . (5.38)
ILOL — Bm(@m — @L) — Ky (@m — @) + B + Ko, = —My, .

Kombinaciou vsetkych troch diferencialnych rovnic dostadvame sustavu troch diferencialnych

rovnic reprezentujucich matematicky model elektro-mechanického systému podla Obr. 5.8

In®m + By (@m — @) + Kn(@m — @) — K¢y =0,
ILPL — Bn(@m — ¢L) — Kin(@m — @L) + B + Ko, = —M, (5.39)
Lalz + Raig + Kepy = u, .

Tto ststavu rovnic mozno prepisat’ do tohoto maticového tvaru

I, 0 0 $m Bm —Bm 01[Pm K =K =K1 [Pm 0
0 I, O|[¢L|+|Bm Bm+B O||¢u|+[-Kn Kn+K 0 ||®L|=|-M. (5.40)
o o ollq K, 0 Ll 0 0 R, Il i, u,
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Vykonajme teraz Laplaceovu transformaciu predchadzajiceho systému s uvazovanim
nulovych poéiatoénych podmienok @p,(0) = @,(0) = @(0) = @L(0) =i,(0) = 0 a dostavame

Laplaceov obraz v rovine s danej sustavy diferencialnych rovnic v tomto tvare

I,s° +B,s + K, -B,s — K, K, |[®Pm(s) 0
-B,s—K, I s+ B,+B)s K,+K||PL(s)|=["ML(s)|. (5.41)
K,s 0 L,s + Ry | 1a(s) Ua(s)

Potom prenosova matica G(s) tohto systému nadobtida tvar matice 3 x 2 piatich prenosovych

funkeii

D (s)  Pr(s) ]
Mp(s)  Ua(s)
P(s)  PL(s)
Mp(s)  Ua(s)

L(s)  Ta(s)(s)

[ M (s) Uu(s) |

(5.42)

G(s) =
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Ulohy na rieSenie

Problém 5.1:

Predpokladajme vozik hmotnosti m, ktory sa pohybuje po kolajniciach ako je zobrazené na
Obr. 5.9. Vozik je pohanany jednosmernym motorom, ktory vozik pohana do pohybu kratiacim
momentom M,, pdsobiacim na prednom kolese napravy s uvaZovanim tlmiaceho ucinku B. Ak
predpokladame, Ze indukcnost L,, odpor R, a kon$tanty motora K; a K. si zname odvodte

matematicky model elektromechanického systému a zapiSte do maticového tvaru.

)
motor pohaniajuci
i,

R L, koleso
M, M,
+
T E——
- B

Obr. 5.9. Vozik pohanany jednosmernym motorom

m | motor pohaajuci
koleso

—>F

kolajnica

snimag
na kolese

Problém 5.2:

Elektromechanicky systém zobrazeny na nasledujucom Obr. 5.10 je budeny jednosmernym
elektromotorom. Predpokladajme, ze indukénost’ L,, odpor R, a konstanty motora K; a K, su zname.
Mechanicka ¢ast’ modelu pozostava z momentov zotrvacnosti I, al a takisto s tlmicov viskozneho
tlmenia By, a B. Motor je na jednej strane zataZzeny momentom od zataze My ana strane druhej
momentom od motora Mu. Najdite matematicky model opisujlici vztah medzi vstupnym napétim u,,
zatazujucim momentom My a elektrickym pridom i, suvazovanim natofenia od motora @, a
natocenia hmoty na strane zataze ;. Vysledny matematicky model zapiSte do maticového tvaru

a najdite prenosovi maticu tohto systému G(s).

Obr. 5.10. Elektromechanicky systém

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |179



Problém 5.3:

Dynamicky systém robotickej ruky budeny elektrickym jednosmernym motorom je zobrazeny
na nasledujicom Obr. 5.11. Predpokladajme, ze indukEnost’ na strane statora je zanedbatelna L, ~ 0
a konstanty motora K; a K, sl zname veli¢iny. Potom,
a) odvodte diferencidlnu rovnicu opisujucu vztah medzi napdtim u, a natoCenim
robotickej ruky ¢,

b) a uréte prenosovu funkciu tohto systému @(s)/U,(s).

jednosmerny
motor

Obr. 5.11. Roboticka ruka budena jednosmernym elektrickym motorom
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6 METODA IMPEDANCIE

V tejto kapitole sa budeme zaoberat’ metdédou impedancie, ktora je d’alSou zo skupiny metod
pouzitelnych na odvodenie matematického modelu dynamickych systémov. Koncept impedancie je
vel'mi uzitocny hlavne pre elektrické systémy, pretoze poskytuje alternativu prenosovym funkciam

a diferencialnym rovniciam Na odvodenie matematického modelu systému.

6.1 IMPEDANCIA ELEKTRICKYCH KOMPONENTOV

Impedancia je zovSeobecnenie konceptu odporu R. Matematicky je elektrickd impedancia

definovana ako pomer napétia a elektrického pridu v oblasti s

U
Z(s)=%. (6.1)

Uz vieme, ze pre elektricky rezistor elektrického obvodu plati rovnica Ohmovho ziakona u =

Ri, preto impedancia Z(s) v pripade tohto rezistora je prave konstanta odporu R
Z(s) = R. (6.2)

Pre indukény prvok elektrického obvodu (cievka) zase plati rovnica u = L%. Ak vykoname
Laplaceovu transformaciu tejto rovnice s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok, potom tato
diferencialna forma nadobudne tvar U(s) = LsI(s), a teda impedancia Z(s) pre cievku je definovana
ako

Z(s) = Ls. (6.3)

du

Podobnym spdsobom pre kapacitny prvok (kondenzator), pre ktory plati rovnica i = CE’

mozno vykonanim Laplaceovej transformacie s uvaZzovanim nulovych pociatoénych podmienok,
odvodit’ vztah I(s) = CsU(s). Potom pre kapacitny prvok elektrického obvodu bude existovat

impedancia Z(s) dana vzt'ahom

1
Z(s) =G (6.4)
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6.2 IMPEDANCIA SERIOVEHO A PARALELNEHO ZAPOJENIA
ELEKTRICKYCH ELEMENTOV

Pretoze, impedanciu mozno charakterizovat’ vo vS§eobecnom tvare ako odpor, potom mozno
lahkym sposobom najst’ ekvivalentni impedanciu pre sériové alebo paralelné zapojenie elektrickych
elementov. Nasledujuci Obr. 6.1 (a) zobrazuje impedancie v pripade sériového zapojenia elektrickych

elementov.

I(s)

Ll Z(s) Z,(s) f>-— Z(s) —

(@

I(s)

— ¥ Zeq(s) ——»

(b)

Obr. 6.1. (a) Sériovo zapojené impedancie, (b) ekvivalentny obvod

Vsimnime si, Ze rovnaky elektricky prud preteka vSetkymi n impedanciami. Potom na zaklade
II. Kirchhoffovho zakona musi platit, Ze celkové napidtie U(s) musi byt dané ako stcet vSetkych
sériovo zapojenych impedancii, ktoré su prenasobené elektrickym pradom I(s), ktory je v tomto

pripade rovnaky pre vSetky zapojené prvky s impedanciami. A teda plati, ze
U(s) = 1()Z1(s) + 1(s)Z5(s) + -+ + 1(S)Z (s) - (6.5)

Porovnanim elektrického obvodu s n-sériovo zapojenymi impedanciami a ekvivalentného
elektrického obvodu podl'a Obr. 6.1 (b) s jednou elektrickou impedanciou Zq(s), pre ktory plati

vztah
U(s) = 1(s) - Zeg(s), (6.6)

mozno oddvodit’ vztah pre ekvivalentni impedanciu n-sériovo zapojenych impedancii, ktora je

v tomto pripade dana suctom vsetkych impedancii v sérii

Zeq(s) = Z1(8) + Zp(s) + -+ Zn(s) . (6.7)
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Predpokladajme, Ze mame v obvode n paralelne zapojenych impedancii ako je znazornené na

nasledujicom Obr. 6.2 (a).

Z,(s) =
> I
I(s) ——+4 Z(s) N i, Z.(s) —

@

Obr. 6.2. (a) Paralelne zapojené impedancie, (b) ekvivalentny obvod

Potom pre vSetky impedancie paralelne zapojené takymto sposobom v elektrickom obvode
musi platit, ze na tychto impedanciach nameriame rovnaké elektrické napétie U(s). Na zaklade 1.
Kirchhoffovho zakona musi d’alej platit’, Ze celkovy elektricky prid I(s) sa rovnomerne rozdeli na
vsetky zapojené impedancie (pozn., Ze elektrické pridy tecuce jednotlivymi impedanciami mozno urcit

na zaklade Ohmovho zakona) a musi teda platit’ toto
U(s) | U(s) U(s)

ACRACHEREAG) (6.8)

I(s) =

Porovnanim elektrického obvodu s n-paralelne zapojenymi impedanciami a ekvivalentného
elektrického obvodu podla Obr. 6.2 (b) s jednou elektrickou impedanciou Z.q(s), pre ktory plati

vzt'ah

U(s)

I(s) = Zeq(S) ) (6.9)

moZno napokon odovodit’ vztah pre ekvivalentni impedanciu Z.q(s) n-paralelne zapojenych

impedancii, ktora je v tomto pripade dana suc¢tom prevratenych hodnot vsetkych impedancii v sérii

1 1 N 1 . 1
Zeq(s) B Z:(s)  Z,(s) Z,(s) ' (6.10)

Poznamenajme, Ze impedancia je v zaklade prenosova funkcia definovana v komplexnej rovine

s. Tato impedancia vSak nema vo svojej definicii Ziadne derivaéné alebo integra¢né operatory.
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Ak teda prekreslime elektricky obvod do roviny s jednoduchou zamenou pasivnych prvkov za
impedancie Z(s), takymto spdsobom mozno uréit’ prenosova funkciu systému G(s) jednoduchym
pouzitim Kirchhoffovych zakonov. Diferencialnu rovnicu potom mozno spitne transformovat’ do

Casovej roviny t spatnou Laplaceovou transformaciou.

Priklad ¢. 6.1. RLC obvod rieSeny metodou impedancie

Pre elektricky obvod znazorneny na nasledujicom Obr. 6.3 odvod’te pouzitim metdody
impedancie diferencidlnu rovnicu opisujicu vztah medzi vystupnym napitim ug a vstupnym napétim

u, s uvazovanim nulovych poc¢iato¢nych podmienok i, = uy(0) = 0.

it L

% A o+
R

¢

—C U,

y

4_
m:
()

G 0 -

Obr. 6.3. RLC obvod

Originalny elektricky obvod, ktory je znazorneny na Obr. 6.4 (a) prekreslime tak, Ze vsetky

pasivne prvky zamenime za ich odpovedajice reprezentacie elektrickej impedancie v oblasti s, pozri

Obr. 6.4 (b).

i(t L I(s

W o o + Ls o
Yo %
L
(@)

To IR

[
c U an(S)CuDT R é U(s)
!

(c)

Obr. 6.4. RLC obvod: (a) v Casovej oblasti, (b) v oblasti s, (c) pouzitie impedancie
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Poznamenajme, Ze rezistor R je v paralelnom spojeni s kondenzatorom, tzn. Ze ekvivalentné

impedancie pre dany elektricky obvod su

Z,(s) = Ls,
1 —l+ 1 (6.11)
Z,(s) R 1/Cs

alebo
Z,(s) = Ls,
(6.12)

20 =Res 11

Pre ekvivalentny elektricky obvod s impedanciami podla Obr. 6.4 (c) aplikujeme II.

Kirchhoffov zakon pre napétia

Z1(I(S) + Zy()1(s) — Ua(s) = 0. (6.13)

Je nutné poznamenat’, Ze medzi elektrickym pradom a vystupnym napétim existuje vzt'ah dany

rovnicou podl'a Ohmovho zikona

Uo(s) = Z2(s)I(s) (6.14)
a teda po dosadeni za I(s) dostavame, ze

U
Z1(S)#§3+ Uo(s) = Uy(s) . (6.15)

Dal$imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k prenosovej funkcii opisujucej vzt'ah medzi

U,(s) a Uy(s) v tomto tvare

R

Uo®__ () _ Res+1 __ R

Ua(s)  Zi(S) +Z(s) [, __R RLCs2 +Ls+ R’ (6.16)
RCs+ 1

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie mozno ziskat diferencidlnu rovnicu
v ¢asovej oblasti

RLCl, + Lu, + Ru, = Ru, . (6.17)
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Priklad ¢. 6.2. RLC obvod — metodou impedancie

Pre elektricky obvod znazorneny na nasledujicom Obr. 6.5 pouzitim metody impedancie
odvod’te diferencialnu rovnicu, ktord opisuje vztah medzi vystupnym napétim ug a vstupnym napitim

u, s uvazovanim nulovych poc¢iato¢nych podmienok uy,(0) = 0.

Obr. 6.5. RL obvod v ¢asovej oblasti

Poznamenajme, ze rezistor R je v sériovom zapojeni s cievkou, tzn. ze pre jednotlivé
impedancie musi platit’
Zl (S) =R ,
6.18
Z,(s) =Ls. ( )
Originalny elektricky obvod, ktory je znazorneny na Obr. 6.6 (a) prekreslime tak, ze vSetky

pasivne prvky zamenime za ich reprezentacie elektrickej impedancie, pozri Obr. 6.6 (b).

I(s)
— >

L Jue(e) Ls | Us)

I(s)

' Z,

7o' o +

oo ()’ Z

é O -

U.(s)

»N

()

Obr. 6.6. RL obvod: (a) v ¢asovej oblasti, (b) v oblasti s, (c) pouzitie impedancie
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Pre ekvivalentny elektricky obvod podla Obr. 6.6 (b) prekresleného do oblasti s roviny

aplikujeme II. Kirchhoffov zakon pre napéitia

Z1(S)I(s) + Z,(s)1(s) — Ua(s) = 0. (6.19)

Poznamenajme, ze medzi elektrickym pradom i a vystupnym napitim u, existuje linearny

vzt'ah definovany na zaklade Ohmovho zakona

Uo(s) = Z5(s)I(s) - (6.20)
Potom po dosadeni za elektricki impedanciu elektrického praudu I(s) dostavame

U
21(5)%+U0(S) =U,(s). (6.21)

Dal§imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k prenosovej funkcii G(s) opisujucej vztah

medzi U, (s) a Uy(s) a to v nasledovnom tvare

Up(s) _ Z,(s) _ Ls
U,(s)  Zy(s) +Zy(s) R+1Ls’ (6.22)

Aplikovanim spétnej inverznej Laplaceovej transformacie dostavame diferencialnu rovnicu

definovanu v ¢asovej oblasti t

Li, + Ru, = L,
R (6.23)

u0+Eu0=ua.
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6.3 MECHANICKA IMPEDANCIA

Analogicky k elektrickej impedancii mozno definovat’ mechanicka impedanciu ako:

V(s)

Z(s) = m, (6.24)

kde V(s) a F(s) su Laplaceove transformacie rychlosti v(t) a sily F(t). To znamena, Ze aj mechanicky
systém mozno riesit’ metédami impedancie. Pre viskdzny tlmic je tlmiaca sila F definovand vztahom
F = bv alebo vyjadrena v Laplaceovom tvare rovnicou F(s) = bV(s). To znamena, Ze tlmi¢ ma

mechanick(l impedanciu definovanu na zaklade vztahu

1
7(s) = s (6.25)

Pre pruzny element, ktory je reprezentovany pruzinou s tuhostou k mozno vypocitat’ silu
.. . , o k
v pruZine na zéklade vztahu F = kx = K [ vdt alebo zapisané v Laplaceovom tvare ako F(s) = ;V(s).

To znamena, ze pruzina ma mechanick(l impedanciu definovanu vzt'ahom
9

S
Z(s) = % (6.26)

Pre hmotu m, ktora sa pohybuje rychlostou v (rovnomerne alebo akceleruje) plati II. Newtonov
zakon pohybu, zktorého vyplyva, ze¢ F = ma = mv alebo zapisané v Laplaceovom tvare ako
F(s) = m- s - V(s). Potom pre hmotu m, ktora sa pohybuje rychlostou v mozno definovat’ mechanicku

impedanciu vztahom

1
Z(s) = ot (6.27)
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7 FLUIDNE SYSTEMY

Tekutina je vSeobecny termin reprezentujuci plyn alebo kvapalinu. Tekutinu povazujeme za
nestladitePnu v pripade, ze hustota p sa nemeni s tlakom p to znamena, ze p + f(p) resp. p = Konst..
V opacnom pripade tekutinu povazujeme za stla€itel’nu, tzn. hustota p sa meni s tlakom p, resp.
p = f(p) ateda p # konst. Vo vSeobecnosti vietky plyny su uvazované ako stlacitel’né tekutiny, zatial’
¢o kvapaliny uvazujeme ako nestlacitePné tekutiny. Aj ked’ kvapaliny su v skutocnosti stlacitel’né,

zmena hustoty kvapaliny p nie je az tak vyznamna pri zmene tlaku tejto kvapaliny p.

Fluidné (tekutinové ) systémy vo vSeobecnosti delime na dve skupiny:
a) pneumatické systémy

b) hydraulické systémy

Pneumaticky systém je systém, pri ktorom tekutinu uvazujeme ako stlacitePné médium,
na druhej strane v pripade hydraulického systému je tekutina uvazovana ako nestlacite’né médium.
Typickym prikladom hydraulického systému je napr. hydraulicky systém, pri ktorom kontrolujeme
vysku hladiny kvapaliny v z&sobniku, resp. nadrzi, d’alsim prikladom mézu byt napr. rézne technické
upravne vody, hydraulické potrubné (transportné) systémy pripad. mechanicko-hydraulické systémy,
akym je napr. servo-mechanizmus, hydraulicky motor a iné.

V tejto kapitole sa budeme venovat’ modelovaniu fluidnych systémov (z angl. fluid systems).
Zameriame sa na systémy reprezentujice pneumatické a kvapalinové systémy so zasobnikmi. Predtym,
nez si zaCneme vysvetlovat’ princip tvorby matematickych modelov, pre kazdy typ tekutinového

systému (pneumatického a hydraulického) si zadefinujeme koncept jeho zakladnych stavebnych
prvkov. V pripade fluidnych systémov definujeme hydraulicki (pneumaticki) kapacitu
resp. induk¢nost’ ako aj o hydraulicky (pneumaticky) odpor, ktoré v tomto predstavuju zakladné

stavebné prvky tekutinovych systémov.

71 OBJEMOVY A HMOTNOSTNY PRIETOK

Pre tekutinu s hustotou p, ktora pradi potrubim znameho prierezu S rychlostou v ako je
znazornené na Obr. 7.1 mozno definovat’ dve zékladné fyzikalne veliCiny, ktorymi mozno opisat’
mnozstvo pretecenej tekutiny za jednotku Casu. V pripade tekutin rozliSujeme tzv. objemovy prietok

q, resp. hmotnostny prietok q,.

Rychlost' pradenia
\'
_’

T |
Hmotnost I }
tekutiny m I |

I } Plocha prierezu

Hustota | | potrubia $

tekutiny p I }

| |

| |

Obr. 7.1. Potrubie, v ktorom prudi tekutina
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Objemovy prietok q tekutiny alebo prietok, resp. prietokové mnoZstvo definujeme ako
objem tekutiny V (kvapaliny, plynu), prachu, granulatu a podobne, ktoré pretec¢ie danym prierezom
S za konkrétny &as t. Zakladna jednotka objemového prietoku q s metre kubické za sekundu [m3.s™1].

Matematicky je objemovy prietok q definovany ako

dv

=S- = —,
1=V =4

(7.1)
Hmotnostny prietok q,, tekutiny je definovany ako hmotnost’ tekutiny (kvapaliny, plynu)

s hmotnostou m pretecenej danym prierezom S za jednotku casu t. Hmotnostny prietok q,, ma teda

fyzikalnu jednotku definovanu ako [kg.s~1]. Matematicky hmotnostny prietok q,, mozno definovat

ako

_dm _ d(pV)
I =75 = Tar ~

(7.2)

7.2 PNEUMATICKE SYSTEMY

Pneumatické systémy su Casto pouzivané v roéznych aplikaciach v technickej praxi a to najmé
ako pneumatické prepinace, vyuzivaji sa taktieZ napr. v pripade vzduchovych bfzd v autobusoch
resp. ahacoch, najcastejsie su vSak vyuzivané ako pneumatické akéné ¢leny (pneumatické motory),
ktoré sluZzia na riadenie polohy mechanickych casti kinematickych mechanizmov. Zékladné stavebné
prvky pneumatickych systémov su pneumaticka kapacita, odpor a indukénost’.

Pracovnym médiom pneumatického systému je stlaCitelny plyn (najCastejSie vzduch).
Na odvodenie matematického modelu pneumatického systému je nutné pochopit’ termodynamické
vlastnosti plynov na zéklade, ktorych si definované vztahy pre zakladné stavebné prvky vsetkych
pneumatickych systémov. Schematické znacCky zakladnych prvkov pneumatického systému

s uvazovanim hmotnostného prietoku q,, st znazornené na nasledujucom Obr. 7.2.

R | C

P _ . P P o_mm_opz d... E] ... 2\ Al

q

hLN —+ [
(a) (b) (©) (d)

Obr. 7.2. Schematické zna¢ky pneumatického systému, (a) pneumaticky odpor, (b)
pneumaticka indukénost, (c) pneumaticka kapacita, (d) zdroje hmotnostného prietoku a tlaku
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7.3 IDEALNY PLYN

Idealny plyn nepredpokladd vzajomné pdsobenie Castic plynu, je teda idedlnym hypotetickym
plynom, ktory v skutocnosti neexistuje. Aktualny stav idedlneho plynu je dany jeho stavovymi
veli¢inami ako st tlak p, objem V ateplota T. Inymi slovami, tlak p, objem V, teplota T
resp. hmotnost’ m su veli¢iny charakterizujuce dany plyn. Stavové veli¢iny tlak, objem a teplota st
veli¢iny, ktoré v kazdom Case t definuju stav idealneho plynu a st navzajom zavislé. Poznamenajme, ze
omnoho zlozitejsie stav plynu mozno opisat’ pre skutoéné plyny, ktoré sa riadia Van der Waalsovymi
zakonitostami. Na zjednoduSenie vypoctu odozvy pneumatickych systémov preto uvazujeme idedlne

plyny. Vzajomny vztah veli¢in p, V, T opisuje rovnica idedlneho plynu v tvare
PV_ vonst
T = konst., (7.3)

kde p je absolutny tlak plynu v jednotkach Pascal [Pa], V je objem plynu [m’] a T je absolttna
teplota v stupnoch Kelvin [K] alebo v stupnioch Celzius [°C].

Pripomenme, Ze vSetky realne plyny sa spravaju ako idealny plyn v pripade, Ze tlak plynu je
dostatocne nizky a teplota plynu je dostato¢ne vysoka. Pri nizkom tlaku p a riadenej teplote T potom
vSetky redlne plyny mozno povazovat za idedlne plyny, ¢im sa matematické modely stavaju
jednoduchsie a tym sa zékonite zjednodusuje aj ziskanie rieSenia ich diferencidlnych rovnic.

Z poznatkov teoretickej fyziky, ktord sa zaoberd problémami v oblasti kinetiky plynov

(termodynamika plynov), pre idealny plyn plati tito stavova rovnica idealneho plynu
pV = nRT, (7.4)

kde n je latkové mnoZstvo plynu 1 [mol], R je univerzilna plynova konstanta [J.K~1.mol™'] ap
tlak, V objem, T teplota su stavové veliCiny idealneho plynu.

Jeden mol je také mnozstvo latky v sustave, ktoré obsahuje presne tol’ko elementarnych entit,
kol'ko je atomov v 0.012 kg izotopu uhlika >C. Tento pocet entit v 0.012 kg uhlika C je priblizne
N, = 6.023 x 1023 astic. Toto &islo sa nazyva Avogadrovou konstantou.

Latkove mnoZstvo n je fyzikalna veli¢ina, ktora vyjadruje pomer poctu zékladnych Castic latky

k poctu Castic v 12 g izotopu uhlika *C a je definované ako

m
N, M’ (7.5)

kde m je hmotnost’ plynu, N je pocet zakladnych Castic v latke a M je molarna hmotnost’ plynu

(fyzikalna velicina, ktora udava hmotnost’ jednotkového latkového mnozstva danej latky).
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Univerzialna plynova konStanta R alebo plynova konsStanta, resp. moliarna plynova
konstanta je fyzikalna kons$tanta vystupujica v stavovych rovniciach plynu. Numerickda hodnota

plynovej konstanty je R = 8314.3 J.mol~1. K~1. Ak teraz vyuZijeme definiciu pre latkové mnozstvo

n= E, potom dostavame alternativnu rovnicu, ktora plati pre idealny plyn v tvare

m
pV =nRT = MRT = ngT (7.6)

resp.
pV = ngT, (7.7)

kde Rg = R/M []. kg 1. K] je $pecificka plynova kon$tanta plynu, ktora plati pre konkrétny druh
plynu. Napr. pre suchy vzduch je Specifickd plynova konStanta Rg = 287.06 J. kg 1. K1

7.4 TEPELNE DEJE V IDEALNOM PLYNE

Pri tepelnych dejoch — stavovych zmenach plynu (ked’ predpokladdme, Zze sa mnozstvo plynu
nemeni) sa mézu menit’ tri stavové veli¢iny p, V, T. Pocas daného tepelného deja sa privadza alebo
odvadza teplo Q [J] resp. plyn kona pracu W [J], tzn. Ze sa meni vnutorna energia U [J].

Pre konkrétny termodynamicky dej, kedy plyn prechadza zo stavu 1 do stavu 2 musi platit’

stavova rovnica plynu v tomto tvare

p1Va _ p2 Vs
Ty T,

= konst. . (7.8)

Najjednoduchsie su také zmeny, kedy sa menia len dve zo stavovych velicin a tretia zostava
konstantna alebo nenastava ziadna tepelna vymena s okolim. Takto mozno ziskat’ nasledujice Styri

najdolezitejSie zmeny stavov plynov:

1. izotermicky — konStantna teplota T,
izochoricky — konstantny objem V,

izobaricky — konStantny tlak p,

> won

adiabaticky — nenastava teplotna vymena s okolim.

V praxi sa skuto¢né procesy (deje) od tychto idealnych stavov lisia. Vzdy sa vSak vybera taky

proces (dej), ktory najlepsie zodpoveda danej skutoc¢nosti stavovej zmene plynu.
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FLUIDNE SYSTEMY

7.4.1 Izotermicky dej

Izotermicky dej je taky proces, pri ktorom sa zachovava teplota (T = konst.). Suvislost’ tlaku
plynu p a jeho objemu V objavil Rébert Boyle a nezavisle od neho Edme Mariotte. Hoci je prvenstvo
Boyla jasné, napriek tomu sa zdkon povodne nazyval len Mariottov zikon, pretoze jeho formulacia
bola d’aleko jasnejSia. Formuldcia Boylovho-Mariottovho zdkona znie: suéin tlaku a objemu
ur¢itého mnoZstva plynu je pri stalej teplote T konStantny.

Matematicky zapisany Boylov-Mariottov zakon hovori, ze

p:1Vi = p,V, = konst. , (7.9)

kde p4 a V; su veli¢iny, ktoré charakterizuju stav €. 1 (pred vykonanim termodynamického deja) a p,
a V, su veliciny charakterizujtice stav €. 2 (po uskuto¢neni termodynamického deja).

Grafické znazornenie zmien parametrov termodynamického deja zobrazujeme v tzv. p-V
diagrame, pricom krivka zodpovedajuca danému deju (izotermickému deju) sa nazyva izoterma, pozri

Obr. 7.3. Klasickym prikladom izotermického deja je napr. pomalé stlacanie uzavretej striekacky.

-

\%

Obr. 7.3. Izotermicky dej

Ked’ze v pripade tohto deja sa nemeni teplota plynu T, nemeni sa ani stredna kinetickéa energia
jeho molekul. Preto pri izotermickom deji je vnuitorna energia U idedlneho plynu vzdy konStantna.
Z 1. termodynamického zakona vyplyva, Ze teplo Q prijaté idedlnym plynom pri izotermickom deji sa
rovna praci W, ktort pri tomto deji kona plyn, t. j. Q = W. Praca, ktori plyn vykona pri svojom

rozpinani sa da vypocitat’ ako

w fdv fvszgTdv Rvazldv R,TI (VZ)
- P - vV, v ~ e V1\_/ - e nv_l’ (7.10)

kde tlak plynu p sme vyjadrili zo stavovej rovnice realneho plynu.
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7.4.2 Izochoricky dej

Ak pri zmene tlaku p alebo teploty T plynu v nadobe zaistime konsStantny objem V, potom
proces, ktorym plyn prechadza zo stavu 1 do stavu 2 nazyvame izochorickym dejom (V = konst.).

Matematicky tento dej opisuje Charlesov zakon ako

P1 P2
— = — = konst. ,
Lo, ons

(7.11)

kde p4 a Ty su veli¢iny, ktoré charakterizuju stav €. 1 (pred vykonanim termodynamického deja) a p,
a Ty st veli¢iny charakterizujuce stav €. 2 (po uskuto¢neni termodynamického deja). Pri izochorickom
deji s idealnym plynom stalej hmotnosti m je tlak plynu p priamotimerny jeho termodynamickej teplote
T. Grafické znazornenie zavislosti tlaku plynu p od objemu V pri izochorickom deji sa nazyva izochora,
pozri Obr. 7.4. Ako priklad tohto deja sa da uviest’ napr. nebezpecenstvo zahrievania plynovej flase

pocas poziaru.

ph
p2 ............
p ............ '
1 :
- -—
v 4

Obr. 7.4.Izochoricky dej

Kedze pri tomto deji sa nemeni objem plynu V, praca vykonana plynom je nulova W = 0.

Po energetickej stranke na zaklade I. termodynamického zakona plati, ze
m m
dQ:MCVdT-}‘dW:MCVdT:dU (7.12)
a integraciou podla teploty v hraniciach T az T, dostdvame

T,

Q TZdQ z dT = 2, =2 (T, - T))
= =—C =—Cy =—C 2—141), 7.13
T MY MY MV (7.13)

Ty

kde c, [J.kg~1.K™1] je $pecificka tepelna kapacita plynu pri kon$tantnom objeme. Zo ziskanych
vysledkov je zrejmé, ze pri izochorickom deji sa praca nekond a dodanym teplom Q sa zvysi len

vnutorna energia plynu U.
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7.4.3 Izobaricky dej

Ak pri zmene objemu V alebo teploty T plynu v nadobe zaistime konStantny tlak p, potom
ide o izobaricky dej (p = konst). Stavovi rovnicu idealneho plynu mozno upravit’ do tvaru tzv.

Gayovho-Lussacovho zakona

Vi 'V, .
T—1:T—2:k01’1$t. , (7.14)

kde V; a Ty su veli¢iny, ktoré charakterizuju stav €. 1 (pred vykonanim termodynamického deja) a V,
a T, st veliiny charakterizujuce stav €. 2 (po uskutocneni termodynamického deja).
Pri izobarickom deji s idealnym plynom stalej hmotnosti m je objem plynu V priamotmerny

jeho termodynamickej teplote T. Grafické znazornenie zavislosti objemu plynu V od jeho

termodynamickej teploty T pri izobarickom deji sa nazyva izobara, pozri Obr. 7.5.

H H -
Vv, vV, Vv
Obr. 7.5. Izobaricky dej

Praca W, ktort vykonava plyn zodpoveda obsahu obdiZnika pod izobarou
W:pAV:p(VZ—Vl):ngAT. (7.15)

Pri skimani tohto javu zhladiska energetickych pomerov vyjdeme opét z definicie

I. termodynamického zakona, podla ktorého plati, ze
m m m m
dQ = MCVdT + pdV = MCVdT + mR,dT = M(CV + R)dT = McpdT, (7.16)

pricom sme vyuzili Mayerovu rovnicu: ¢, = ¢, + R, kde ¢, [J. kg~ 1.K™1] je $pecificka tepelna
kapacita plynu pri kon§tantnom tlaku, c, [J.kg~1.K™1] je $pecificka tepelna kapacita plynu pri

konstantnom objeme V a R je univerzalna plynova konstanta [J. K~1. mol~1].
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Integraciou predoslej rovnice dostdvame vztah pre teplo Q dodané systému

Tom m
Q=f —CpdT = — ¢, (T, — Ty) . 7.17
TlM p M P 2 1 ( )

7.4.4 Adiabaticky dej

Adiabaticky dej je taky, pri ktorom je plyn tepelne izolovany, a preto ziadnu tepelnti energiu

zvonku ani neprijima, ani neodovzdava. Z 1. termodynamického zakona teda plati, Ze

AU =W. (7.18)

Pri adiabatickej kompresii sa plyn stlaca (prijima) pracu W a takisto sa zohrieva, t. j. narasta
jeho vnutorna energia U. Ak plyn kona pracu W, zvacsi svoj objem V a sti¢asne sa ochladi hovorime
o adiabatickej expanzii. Plyn kona pracu na ukor svojej vnutornej energiec U. Pri adiabatickej
kompresii tlak plynu rastie rychlejSie ako pri izotermickej zmene. Krivka, po ktorej sa meni tlak plynu

P, je znazornena na Obr. 7.6 a nazyva sa adiabata. Adiabata rastie (klesa) rychlejsie neZ izoterma.

| adiabata

\

Obr. 7.6: Adiabaticky dej

Pre adiabaticky dej idealneho plynu stalej hmotnosti m plati tzv. Poissonov zakon
p1Vi{ = p,Vy = konst. , (7.19)

kde

_
CV

K (7.20)

Je Poissonova konstanta k, ktorej hodnota je vzdy vécsia ako >1, pretoze (¢, > ¢y). Pre stanovanie
hodnoty Poissonovej konstanty k sa pouziva metdda zalozena na merani rychlosti zvukovych vin

v v danom plyne, pricom podl'a Pierra Simona Laplace plati, Ze
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V=K =, (7.21)

kde p je hustota plynu.

V technickej praxi sa dosahuje adiabatickd kompresia resp. expanzia tak, Ze tieto deje
prebehnu tak rychlo, ze plyn neprijme, ani neodovzda teplo Q. Ochladenie plynu pri adiabatickej
expanzii sa vyuziva na ziskanie nizkych teplot. Prikladom adiabatickej expanzie je rychle zvic¢Senie
objemu oxidu uhli¢itého po otvoreni sifonovej bombicky — teleso bombicky sa zna¢ne ochladi. ZvySenie
teploty pri adiabatickej kompresii sposobi napr. zapalenie pohonnych latok vo valcovych vznetovych

motoroch.
7.4.5 Polytropicky dej

Polytropicky dej alebo polytropny dej je termodynamicky dej, pre ktory plati rovnica
(p - V¥ = konst.), kde p je tlak plynu, V je objem plynu a k je Poissonova konStanta plynu.

Polytropicky dej je najvSeobecnej$im termodynamickym dejom, ktory definovany rovnicou

\ p .
p (—) = o = konst. , (7.22)

kde p je hustota plynu, n € (1, k) je exponent polytropického deja. Krivka, po ktorej sa meni tlak

plynu p je znazornena na Obr. 7.7 a nazyva sa polytropa.

A

p

izoterma n =1
polytropa 1<n <«

adiabatan=x
.
il

0 4

Obr. 7.7. Polytropicky dej

Kedze polytropicky dej je najvSeobecnejsSim dejom, z polytropického deja mozno odvodit’

vSetky predchadzajuce zakladné termodynamické deje.
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Pre r6zne hodnoty exponentu polytropického deja n plati, zZe:

e akn = 0, dostavame izobaricky dej,

1, dostavame izotermicky dej,

e akn
e akn = K, dostavame adiabaticky dej,

e aakn — oo, dostivame izochoricky dej.
7.4.6 Carnotov cyklus

Na principe kombinacie izotermického a adiabatického deja je zaloZeny tzv. Carnotov cyklus
alebo Carnotov proces. Carnotov proces je idealny tepelny obeh pozostavajici z vratnych zmien
(dvoch adiabatickych dejov a dvoch izotermickych dejov). Carnotov proces prebieha medzi dvoma

stavmi s roznou teplotou Ty a T, a ma najvyssiu moznu tepelnt G¢innost’ v danom rozsahu teplot.

pn

Obr. 7.8. Carnotov proces

Carnotov cyklus opisuje pracu idealneho tepelného stroja a vyvodzuje jeho maximalnu
teoretickt t¢innost’. Teoreticky tento cyklus prvykrat opisal Nicolas Léonard Sadi Carnot, po ktorom
je tento dej aj pomenovany. Jednotlivé fazy Carnotovho cyklu znazoriiuje diagram vyjadrujuci
zavislost’ tlaku p od objemu V v tzv. p-V diagrame, pozri obrazky Obr. 7.8 a Obr. 7.9.

Zanesenim vSetkych Styroch faz cyklu do jedného diagramu ziskame ohrani¢enu oblast
dvoma izotermami a dvoma adiabatami. Obsah tejto oblasti zodpoveda praci vykonanej danym

tepelnym strojom W.

izotermicka
expanzia

adiabaticka
kompresia

adiabaticka
expanzia

izotermicka Cc
kompresia

Obr. 7.9. Carnotov cyklus
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FLUIDNE SYSTEMY

7.5 PNEUMATICKY ODPOR

Pneumaticky odpor pri prideni plynu cez ventil, otvor alebo pomerne dlhé potrubie
s uvazovanim odporu trenia, predstavuje odpor kladeny proti pradeniu plynu. Pneumaticky odpor je
dany konStantou pneumatického odporu R a jeho schematické znacka je zndzornena na nasledujicom
Obr. 7.10.

P P,

1200~

Obr. 7.10. Schematicka znacka pneumatického odporu

Medzi pneumatické odpory mozno zahrnit’ roézne d’alsie typy pneumatickych odporov napr.
rozne nahle zmeny prierezov potrubi, ako su ziiZenia, roziirenia a d’alsie iné. Dalej medzi pneumatické
odpory radime rozny typy diftizorov, dyzy, zaoblenia, ve’'mi dlhé potrubia s uvaZovanim trenia

a pod. Niektoré z bezne vyskytujicich sa pneumatickych odporov st znazornené na nasledujtcich

obrazkoch, pozri Obr. 7.11 (a) - (f).

R R G R R /A
q q q q
p1 - pZ p1 —> p2 p1 — pz p1 —> pz
(d)

-

(a) (b) ()

A

P, R
py| ER | p.

P

Obr. 7.11. Priklady pneumatickych odporov, (a), ziizenie, (b) rozsSirenie,
(c) dyza, (d) difazor, (e) koleno, (f) dlhé potrubie

Poznamenajme, Ze ak plyn pridi cez pneumaticky odpor napr. cez ventil alebo d’alsi iny
odporovy prvok, ktory kladie odpor proti prudeniu média, potom odpor ventilu zavisi od tlaku p [Pa]
a hmotnostného prietoku qy, [kg. s].

Vo vSeobecnosti vzt'ah medzi tlakom p a prictokom q,, je v skuto¢nosti nelinearny. Ked'ze
v nasom pripade sa budeme snazit' hl'adat’ zjednodusené rieSenie systému, potom odpor budeme

uvazovat vzdy ako linearizovany a charakterizovany konsStantou R. Na zjednoduSenie pouzitia
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nelinearneho odporu R, definujeme odpor na zaklade smernice dotycnice ku krivke opisujlicej

nelinearnu zavislost’ odporu R v zavislosti od tlaku p a prietoku q,, ktord je znazormena na Obr. 7.12.

F 3
p
————— Dotycnica R
P, v I
vl
Aq,
qu ql’ﬂ

Obr. 7.12. Linearizacia pneumatického odporu R v okoli pracovného bodu

Aj ked’ v skuto¢nosti je pneumaticky odpor R nelinearny, Na zjednoduSenie mozno odpor
linearizovat’ v okoli prevadzkového bodu, ktory je definovany hmotnostnym prietokom Q.
a prevadzkovym tlakom p,, pozri Obr. 7.12. Pre konStantny tlak p; na vstupe a kon§tantny objemovy

(hmotnostny) prietok q (q,), ktory pradi cez odpor R mozno linearizovany odpor R definovat’ ako

Ap dp pi—P Pi—P pi— P
Aa—  da— “oa = m="p - (7.23)

S Adm ddml oy P4 dm

Pre linearny pneumaticky odpor R uvazovany ako pneumaticky odpor podla

Obr. 7.11 (a) az (f), ktory je definovany pre znamy objemovy prietok q, resp. hmotnostny prietok

Um = (;—T = pq plynu, pri znamom tlakovom rozdiely Ap = (p; — p2), mozno definovat’ vztah

Aqpm pq Om TR (7.24)

V mnohych fluidnych systémoch, t. j. pneumatickych alebo hydraulickych systémoch sa
mozu naraz vyskytovat’ viaceré kombinacie pneumatickych odporov napr. ventilov, otvorov a d’alSich
inych odporov v roznych usporiadaniach. Tieto m6zu byt usporiadané r6znym spdsobom napr. sériovo
alebo paralelne. Takéto zlozité systémy mozno zjednoduSit najdenim ekvivalentného fluidného
(pneumatického) odporu Reg.

Ekvivalentny fluidny odpor mozno ndjst’ podobnym spdsobom ako sme si ukazovali v pripade
elektrického systému, kedy sme hl'adali ekvivalentny elektricky odpor pre ekvivalentny elektricky
obvod, ktory mozno pouzit’ ako ndhradu elektrick¢ého obvodu pozostavajuceho z véacSieho mnozstva
rozne pozapajanych elektrickych odporov R. Podobny princip mozno aplikovat’ aj na pneumatické

(fluidné) systémy.
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7.5.1 Ekvivalentny pneumaticky odpor sériovo zapojenych pneumatickych odporov

Predpokladajme pneumatické odpory, ktoré su zapojené v sériovom spojeni, pozri Obr. 7.13

(a). Najdime ekvivalentny pneumaticky odpor podl'a Obr. 7.13 (b), ktorym mozno tto ststavu

nahradit’.
3 R, R,
4. * * ., . * 4.
—p | —p = —] ]—>
P P, P, P P
(@) (b)

Obr. 7.13. (a) Sériovo zapojené pneumatické odpory, (b) ekvivalentny pneumaticky odpor

Pre rozdiel pneumatickych tlakov v potrubi pri prudeni cez sériovo zapojené ventily R4 a R,
musia platit’ rovnice
P1 — P2 = RiQm,

(7.25)
P2 —P3 = Raqm -

S¢itanim oboch predchadzajucich rovnic mozno najst’ tlakovy rozdiel medzi koncovymi bodmi

potrubia

p1 —p3 = Ry +Ry)qp . (7.26)

Porovnanim predchadzajicej rovnice s rovnicou pre jeden ekvivalentny pneumaticky odpor
Req podla Obr. 7.13 (b), pre ktory plati p; — p3 = ReqQm, mozno odvodit’ vztah pre ekvivalentny

pneumaticky Req odpor sériovo zapojenych odporov

Req=R1+R2. (727)

7.5.2 Ekvivalentny pneumaticky odpor paralelne zapojenych pneumatickych odporov

Predpokladajme, Ze pneumatické odpory st v pneumatickom systéme zapojené paralelne,

pozri Obr. 7.14 (a). Najdime ekvivalentny pneumaticky odpor, ktorym mozno tuto sustavu nahradit’.

R/ Qi
—>
| 1 Req
qn qn adn U
— R — 11— = — I % ]—p
P g P: P P:
X
vz
(@ —* (b)

Obr. 7.14. (a) Paralelne zapojené pneumatické odpory, (b) ekvivalentny pneumaticky odpor
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Pri paralelnom zapojeni pneumatickych odporov pretekaji vetvami pneumatického potrubia
cez ventily rézne hmotnostné prietoky. Ak teda, ticto hmotnostné prietoky prudia cez paralelne

zapojené ventily s odpormi Rq a Ry, mozno ich velkost’ vypocitat’ na zaklade tychto vztahov

_ P1 — P2 P1 — P2
Qm1 —Rl » dm2 R, .

(7.28)

Pre celkovy hmotnostny prietok q,,, ktory pretek4 obidvoma vetvami pneumatického obvodu,
plati zakon zachovania hmotnosti na zéklade, ktoré¢ho sa musi dany hmotnostny prietok rovnomerne

rozdelit’ na jednotlivé vetvy a teda musi platit’, Ze

P1 —P2  P1—P2
+
Ry R,

11
dm = dm1 t dmz = = (p1 —p2) (R—1+R—2)- (7.29)

Ak, takto vypocitany hmotnostny prietok q, porovname s ekvivalentnym pneumatickym

systémom s odporom R4 podl'a Obr. 7.14 (b), pre ktory je hmotnostny prietok definovany vztahom

Um = %, potom pre dany ekvivalentny pneumaticky odpor musi platit, ze
eq
1 1 1
Req Ri Ry’ (7.30)

7.6 PNEUMATICKA KAPACITA

Pneumaticka kapacita plynu je vztah medzi akumulovanou hmotnost'ou m a vyslednym tlakom
p vyvolanym naakumulovanym mnozstvom plynu. Pneumaticka kapacita C, ktorej schematicka
znacka je znazornend na nasledovnom obrazku Obr. 7.15, je definovana ako pomer zmeny hmotnosti
m a zmeny tlaku p vzt'ahom
_dm

C_E' (7.31)

C

qm1 l : l qu

Obr. 7.15. Schematicka znacka pneumatickej kapacity

Pre zasobnik konstantného objemu plynu V s hustotou p mozno predchadzajucu rovnicu
prepisat’ do tvaru
_dm_dGV) _ dp
dp dp dp’ (7.32)
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Z rovnice pre polytropicky dej dostavame, ze
n n

=) =r=me(s)

Ak teraz zderivujeme predchadzajicu rovnicu polytropického deja podla hustoty p dostavame

dp _ on-1P _ TP

o P T (7.34)

V tomto Stadiu vyuZzijeme rovnicu pre idealny plyn, ktort upravime do tohto tvaru

pV = mR,T
\'% 7.35
m p p

a dosadenim do predchadzajucej rovnice pre polytropicky dej dostavame

dp np RT=>dp— 1
dp  p — 1% dp nR,T’ (7.36)

Napokon pre pneumaticku kapacitu zasobnika (tlakovej nadoby) musi plati nasledujuci vzt'ah

d \%
C=V_p=

dp nR,T’ (7.37)

kde Rg je plynova konstantu plynu a n je exponent polytropického deja n € (1, k).
Kapacita pneumatického zasobnika (tlakovej nadoby) plynu, ktora zavisi od objemu V, teploty

plynu T a exponentu polytropického deja n, je teda definovana nasledujacim vzt'ahom

nRGT (7.38)

Priklad ¢é. 7.1:

Suchy vzduch prudi cez ventil do zasobnika s objemom V = 27 m? s konStantnou teplotou
T =25 °C (298 K). Termodynamicky dej uvazujeme ako izotermicky. Urcite pneumaticka kapacitu C

zasobnika suchého vzduchu.
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Ked’Ze plnenie zasobnika je modelované ako izotermicky dej, potom z definicie rovnice pre
polytropicky dej plati exponent n = 1. Pneumaticku kapacitu C pri plneni zasobnika mozno vypocitat’

pouzitim odvodeného vztahu pre pneumaticka kapacitu ako

P_ (V)=>c— v ___ 2 =316 x 10~* kg m%. N~
o~ Plm TRgT 287.06x298 &M= (7.39)

7.7 PNEUMATICKA INDUKCNOST

Pneumaticka indukénost’, ktorej schematickd znacka je znazornena na nasledujlicom
Obr. 7.16 vznikda v pneumatickom potrubi z doévodu tlakového rozdielu, ktory je potrebny

na dosiahnutiu akceleracie plynu.

" BRI
O,

Obr. 7.16. Schematicka zna¢ka pneumatickej indukénosti

Na odvodenie pneumatickej indukénosti budeme uvazovat, ze plyn pradi potrubim znameho
prierezu S rychlostou v. Z potrubia si vyberieme element znamej dizky L a znamej hmotnosti plynu m,

pre ktory na oboch stranach nameriame tlakovy rozdiel p; a p3, pozri Obr. 7.17.

Plocha prierezu
potrubia S

P Y, \ P,

F.=p,S

F=p,S

Hmotnost
plynu m

L

A
Y

Obr. 7.17. Pneumaticka indukénost

Ked’Ze plyn v potrubi je reprezentovany vybranym elementom dizky L s hmotnost'ou plynu m,
a tento element sa v potrubi pohybuje rychlostou v resp. akceleruje, potom pri pohybe tohto plynu
(elementu plynu), ktory mozno povazovat' za dokonale tuhé teleso s hmotnostou m, musi platit’ IL.

Newtonov zakon.
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Na zaklade II. Newtonovho zikona plati, Ze vyslednica tlakovych sil F, ktord posobi na

uvazovany element plynu je priamoumerna akceleracii daného plynu a teda plati, ze

d(mv)

m-a — Fpa. (7.40)

Ked'Ze, v pripade pneumatickych systémov je sila vyvolana tlakovym rozdielom (p; — p3)
medzi dvoma polohami, potom ak plocha prierezu potrubia je S a blok plynu s hmotnostou m sa

pohybuje rychlostou v podl'a Obr. 7.17 musi platit’ pohybova rovnica

d(mv)
T (p1 —P2)S, (7.41)

kde m je hmotnost plynu, ktory akceleruje v potrubi medzi dvoma polohami s tlakovym rozdielom p; —

P2, a ktort mozno vypogitat’ pomocou hustoty p, dizky elementu L a plochy prierezu S ako
m = pV = pAL. (7.42)
Podobnym spésobom mozno uvazovat, ze pre rychlost’ element plynu v, ktorou sa dany element

pohybuje v potrubi plati rovnica v zmysle objemového prietoku q = S - v. Ak zadefinujeme rychlost

pohybu v na zéklade objemového prietoku q a dosadime za rychlost’ v, potom dostavame
=3 mv=pALv = paLd = pL
V=g = mv=pALv=pAL-r=pLq. (7.43)

Zderivovanim predchadzajicej rovnice podl'a Casu t dostdvame

d(m.v) L dlpa) _

" it (p1 — p2)S. (7.44)

Ak objemovy prietok q v predchadzajlicej rovnici prenasobime hustotou p, dostavame

hmotnostny prietok q,, = p - q. Vyslednu rovnicu teda mozno prepisat’ do vysledného tvaru ako

L,

§Qm=p1—p2:

. p1 — P2 (7.45)
dm =

I )

kde I nazyvame konstantou indukénosti alebo pneumatickou inertanciou plynu (z angl. inertance).
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Konstanta pneumatickej indukénosti je teda definovana vztahom

I=§- (7.46)

Rovnice zékladnych stavebnych prvkov pneumatickej indukénosti, pneumatickej kapacity

a pneumatického odporu pre pneumaticky systém st zhrnuté v nasledujuce;j tabulke.

Tabulka 7.1. Zakladné stavebné prvky pneumatického systému

Stavebny prvok Opis rovnice ‘

Pneumaticka induk¢énost’

| - ,=p1—p2
Py P Im = P4 I
o—/ iiii”ii \—o I_L
qmI S

Pneumaticka kapacita

dp
CE = qm1 — dm2 = P91 — P42

qm‘l qm2

Pneumaticky odpor

R P1 — P2

p1 l pz qm = pq = R

q.,
—

(

D
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7.8 MODELOVANIE PNEUMATICKYCH SYSTEMOV

Poznamenajme, ze pneumatické systémy je vel'mi obtiazne modelovat’ z dovodu ich vysokej
dynamickej nelinearity. Na zjednoduSenie modelovania, preto kazdy zasobnmik v pneumatickom
systéme realizujeme v podobe kapacitného elementu C a odpor v podobe ventilu, otvoru resp. iného
d’alsieho odporového typu nahradzujeme pneumatickym odporovym elementom s konsStantou R.

Takyto jednoduchy model mdze byt adekvatnym modelom na opis spravania sa skuto¢ného
pneumatického systému. Princip tvorby matematického modelu pre pneumatické systémy si ukaZzeme
na jednoduchom priklade pneumatického systému (pozostavajiceho zjedného zasobnika plynu

s objemom V), ktory je zobrazeny na nasledujicom Obr. 7.18 (a).

Y
N

qmi p! p

- o
v

(a)
Obr. 7.18. Pneumaticky systém (a) fyzikalny model, (b) blokova schéma
Kde p; je vstupny tlak, q; je objemovy prietok cez ventil R, p a p st tlak a hustota plynu

v zasobniku plynu kon$tantného objemu V. Plyn pradi cez ventil do priestoru dokonale tuhého

zasobnika na zaklade tlakového rozdielu Ap = p; — p. VyuZitim rovnice definovanej pre pneumaticku

. , ; \ v c 1 ; . 5 o s
kapacitu zasobnika C = 7 MoZno pneumaticky systém realizovat’ ako odporovo-kapacitny model

g

podl'a schémy zobrazenej na Obr. 7.18 (b). Diferencialnu rovnicu systému pre zasobnik plynu mozno

odvodit’ aplikovanim zakona zachovania hmotnosti

dm
Ezqmi_Qmoszi_pqo- (7.47)

Zmena hmotnosti plynu v zasobniku sa rovna rozdielu hmotnostného prietoku q,;
vstupujiceho do zasobnika a hmotnostného prietoku qp,, ktory dany zasobnik opusta.
Poznamenajme, Ze postupnymi Gpravami l'avej strany diferencialnej rovnice mozno odvodit’ vysledni
diferencialnu formu, ktora opisuje zavislost’ zmeny tlaku p v zasobniku s uvazovanim pneumatickej
kapacity C v tomto tvare

dm dmdp dpdp dp
dt  dpdt dpdt —dt’ (7.48)
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Pre vstupny hmotnostny prietok qp,;, ktory pradi do zasobnika musi cez ventil

s pneumatickym odporom R platit’, Ze

dmi = Pigi = R (7.49)

Pre nas pripad pneumatického systému plati, Ze hmotnostny prietok von zo zasobnika je

nulovy qpe = 0. Potom diferencialnu rovnicu mozno prepisat’ do tvaru

dm_ 4P o g PP
dt dt qml qu qml R 4
7.50
cdP_pPi—p (7:50)
dt R
alebo
RC dp +p=
q TP=Pi (7.51)

Predchadzajuci matematicky model predstavuje diferencidlnu rovnicu 1. radu nezavislej

premennej p. Ak zavedieme do vypocltu vztah, ktory plati pre pneumaticki kapacitu zasobnika

v
C = ——, potom dostavame
nR,T’ p

RV dp _
nRgTEﬂ)_pi' (7.52)

Obidve diferencidlne rovnice predstavuji matematicky model pneumatického systému. Druha
z nich predstavuje diferencialnu rovnicu idealneho plynu pre polytropicky dej. Tato rovnica je
vSeobecna rovnica, ktora plati pre izobaricky, izochoricky, izotermicky a adiabaticky dej, kde n je

exponent polytropického deja, ktory moze nadobudat’ hodnoty.

e pre izobaricky n=0
e pre izochoricky n=co
e pre izotermicky n=1

e pre adiabaticky n=k
Priklad €. 7.2:

Suchy vzduch konstantnej teploty 20 °C (293 K) prudi cez ventil do zasobnika tvaru kocky so
stranou a = 1 m podla Obr. 7.19. Tlak p; na vstupe ventilu je konStantny a vacsi ako tlak p vo vnutri

zéasobnika. Odpor ventilu je definovany konstantou pneumatického odporu R = 1000 Pa.s.kg™.
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Predpokladajme, ze proces plnenia zasobnika je procesom pri konstantnej teplote, t. j. proces
plnenia prebicha pri izotermickom deji. V pripade, Ze proces prebieha pri izotermickom plneni, potom
z rovnice pre polytropicky dej uvazujeme exponent n = 1. Odvod’te matematicky model systému , ktory

opisuje ako sa meni tlak p v zdsobniku pocas procesu plnenia tohto zasobnika.

R C
R i
Y} o =<7
[ 0 ! =)
. p mi
pl qmi p ’ q_’
' a,v
(a) (b)
Obr. 7.19. Pneumaticky systém (a) fyzikalny model, (b) blokova schéma
Aplikovanim zakona zachovania hmotnosti musi platit’ tento vztah
dm dp
Tt = O = 9mi ~ Amo = dmi = Pidi » (7.53)

poznamenajme, ze

dm dmd dpd d
R e - (7.54)
dt dp dt dp dt dt

Vzduch pri izbovej teplote T a pri nizkom tlaku p mozno aproximovat’ ako idedlny plyn.

Pre izotermicky dej potom pneumaticki kapacitu zasobnika mozno vypocitat’ na zaklade rovnice

o V. __ vV
I1RgT szduchT .

(7.55)

Poznamenajme, Ze v schéme pneumatického systému je zapojeny linearny ventil
s pneumatickym odporom R. Tento mozno vyuzit na vypocet hmotnostného prietoku q,;, ktory

preteka danym ventilom s odporom R ako

pi—p DPi—P pi—P
R=——= = Qi = Pid; = ——— . 7.56
piqi qmi qml plql R ( )
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Potom, vyuzitim zdkona zachovania hmotnosti mozno zadefinovat’ pre dany pneumaticky

systém matematicky model, ktory je opisovany touto diferencialnou rovnicou

dp Pi—P
Caf = dmi —0=0mi = IR (7.57)
resp.
d _
< (7.58)
dt R
Dosadenim vypocitanej pneumatickej kapacity za C dostavame diferencialnu rovnicu v tvare
vV d C—
—— P PP (7.59)
RVZduchT dt R
resp.
RV dp + (7.60)
o T4, TP=Dhi, .
szduchT dt '
kde parameter pri % nadobiida hodnotu ——— = 1000 x . 1.19 x 1072, Potom pre
P P dt Ryzduch'T (287.06x293) ' : p

pneumaticky systém podl'a Obr. 7.19 plati matematicky model definovany touto diferencialnou

rovnicou v tvare

d
1.19><10_2d—lz+p=pi. (7.61)

Priklad ¢é. 7.3:

Nasledujuci Obr. 7.20 (a) zobrazuje pneumaticky systém, ktory pozostdva z dvoch zasobnikov

plynu s kapacitami C; a Ca.

N
R, R,
L | 1 *I
pl p1 p p
q. L IO o
—1’ Q:_D/ q—P P P
C, C,
(a)
pi R1 C1 2 Ci
(<] p—
@ o v— e LI mun e r—y
L s Qzi
—> —

Obr. 7.20. Pneumaticky systém (a) fyzikalny model, (b) blokova schéma modelu
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Suchy vzduch konstantnej teploty T pradi cez ventil s odporom R4 do zasobnika &. 1. Tlak p;
na vstupe ventilu je konStantny a va¢si ako tlak p4 v zasobniku ¢&. 1. Vzduch d’alej tecie zo zasobnika
¢. 1 do zasobnika €. 2 cez ventil s konStantnym odporom R,. Odvod’te diferencialne rovnice systému
pre tlaky p; a po a zapiSte ich do maticového tvaru. Najdite prenosové funkcie systému Py (s)/P;(s)
a P,(s)/Pi(s).

Aplikovanim zdkona zachovania hmotnosti pre zasobnik €. 1 musi platit’ vztah

dm, dp;
. Yac dm1i — 9mzi (7.62)
a pre zasobnik ¢. 2
dm, dp,

Poznamenajme, Ze v schéme pneumatického systému je zapojeny linearny ventil s odporom
R; na zaklade, ktorého mozno zadefinovat’ vzt'ah pre hmotnostny prietok qi1, ktory pretekd danym

ventilom

Pi — P1 Pi = P1
R = — P = —
! Am1i Amai Ry (7.64)

a analogicky pre hmotnostny prietok q,2i, ktory preteka ventilom s odporom R, musi platit’

P1 — P2 P1 — P2
R, = = Qm2i = .
2 Am2i mal R, (7.65)

Dosadenim vypocitanych hmotnostnych prietokov Qi1 @ mzi do diferencidlnych rovnic pre
jednotlivé zasobniky pneumatického systému dostdvame sustavu dvoch diferencialnych rovnic

v tomto tvare

cdr_ o _PiTPi_Pi—Pa
174t Am1i — 9m2i R, R, ,
7.66
C dp, _ o P1— P2 ( )
2 _t Qm2i R, .

Dal$imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k sustave diferencialnych rovnic v tvare

dp1 P11 P1—DP2 Di
Cp— +— ==L
1dt+R1+ R, R,’

7.67
dp; p1—p2 _ ( )

—_— — 0.
Z dt R,
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Zapisme predchadzajiici matematicky model do maticového tvaru, potom dostavame tento

maticovy tvar sustavy diferencidlnych rovnic

i
R1] : (7.68)
0

[ ] Rl Rz Rz pl] —
1 |p2
Pre najdenie prenosovych funkcii vykonajme Laplaceovu transformaciu celej sustavy

zapisaného systému v maticovom tvare pri uvazovani nulovych pociato¢nych podmienok p;(0) =

p2(0) = 0. Po vykonani Laplaceovej transformacie dostavame

Cis+ ! += !
1S T 5~
Ri Pl(s) ]P(S) (7.69)
1 P(s)] 0
R

Poznamenajme, Ze pre pneumaticky systém boli vypocitané prenosové funkcie Py (s)/P;(s)

a P, (s)/P;(s) a to vyuZitim symbolického poéitanim v Matlabe v tomto tvare

Pi(s) CRys+1
P(s) CyC,R;R,5%2+ (C;R; + C,R; + CoRy)s + 17
P(s) 1 (7.70)

P(s) C;C,R;R,s%2+ (C;R; + C,R; + CyRy)s +1°

Prenosové funkcie tvoria maticu prenosu G(s) zapisanti do stipcového vektora v tomto tvare

Pl(s) CszS +1
665y = | BO) | = [C1CaRiRas? + (CiRy + CoRy + CoRy)s + 1
P,(s) 1 ' (7.71)

P,(s) C;C3R4R,s8%2 + (C;R; + C,R; + C3Ry)s + 1
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7.9 HYDRAULICKE SYSTEMY

Kvapaliny na rozdiel od plynov su teoreticky nestlacitePné tekutiny. To, ze kvapaliny
uvazujeme ako nestlacitelné, velmi ul'ah¢uje modelovanie hydraulickych systémov. Vseobecna
kategoria hydraulickych systémov su hydraulické systémy opisujice zmenu vysky hladiny v nadobe
pocas Casu t, ktoré sa mozu vyskytnit' v napr. upravniach a zasobarnach vod a v d’alSich inych
aplikaciach, napr. v chemickom priemysle (r6zne typy komplikovanych potrubnych systémov).

Schematické znacky, ktoré pouzivame pri zostavovani hydraulického systému st znazornené

na nasledujucom Obr. 7.21.

. P. Py o_rm\_opz 9.1 9 qul q.
qm!

qITI’

a b c
Obr. 7.2 1(. )Schematické znacky hy(irllulického systému, (a) h;f(;rauhcky odpor, (b) hydrauhcka
indukénost, (c) hydraulicka kapacita, (d) zdroje hmotnostného (objemového) prietoku a tlaku

Dynamické spravanie sa hydraulického systému s uroviiou hladiny kvapaliny h mozno opisat’
pouzitim objemového (hmotnostného) prietoku q (q,,), tlaku p aaktualnej vysky hladiny h
v hydraulickom zé&sobniku. Poznamenajme, Ze pri modelovani hydraulickych systémov sa casto
uplatniuje hydrostaticky tlak vo viacerych pripadoch, skor nez tlak dynamicky. Hydrostaticky tlak je
definovany ako tlak py,, ktory vznika v kvapaline v jej pokoji a je spdsobeny vlastnou tiazou samotnej
kvapaliny. Z tedrie hydrostatiky kvapalin vieme, ze hydrostaticky tlak sa meni linearne s vyskou
hladiny h. Pripomenime, ze absolutny tlak kvapaliny p, ktory nameriame v kvapaline so znamou
hustotou p v hibke h, pri posobeni atmosférického tlaku p,, zavisi od hydrostatického tlaku py,.
Pre absolutny tlak kvapaliny musi teda platit’ vztah

P = pa+Pn = Pa + pgh, (7.72)

kde p je absolutny tlak, p;,, je hydrostaticky tlak a p, je atmosféricky tlak vzduchu alebo
barometricky tlak (atmosféricky tlak spdsobeny atmosférou planéty Zem). Atmosféricky tlak je
vyvolany tiazou vzduchového stipca siahajiiceho od nadmorskej vysky, v ktorej tlak meriame, az po
horni hranicu atmosféry. Tlak vzduchu je zéavisly od nadmorskej vysky, od velkosti tiazového
zrychlenia g a od hrubky, teploty a hustoty atmosféry v danom mieste.

Z dovodu 'ahSieho porovnédvania vysledkov roznych merani barometrického tlaku bol zavedeny
tzv. normalny tlak vzduchu (normalny atmosféricky tlak), ktory je definovany ako priblizna priemerna
hodnota tlaku vzduchu pri morskej hladine na 45° s. §. pri teplote 15°C a tiazovom zrychleni
g = 9.80665 m.s 2. Hodnota normalneho atmosférického tlaku je p, = 101325 Pa, resp.
p. = 101.325 kPa.
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7.10 HYDRAULICKA KAPACITA

V predchadzajicej kap. 7.6 sme uz raz zadefinovali fyzikalny vyznam fluidnej kapacity, ktory
sme uviedli pre pneumaticky systém. Zmysel fluidnej kapacity mozno podobnym spésobom uplatnit’ aj
v pripade hydraulickej kapacity, ktort teraz zadefinujeme pre hydraulicky systém. Hydraulicka
kapacitu hydraulického systému definujeme pre tento typ fluidného systému ako pomer zmeny
uchovanej hmotnosti m hydraulickou kvapalinou ku zmene tlaku p. Pretoze, hustota p kvapaliny je
konsStantna (pre nestlacitel'nu kvapalinu p = konst.), potom zmena hmotnosti kvapaliny v nadobe dm
zavisi len od zmeny objemu kvapaliny v nddobe pdV. Schematick4 znacka hydraulickej kapacity C

je znazornena na nasledujicom Obr. 7.22.

C
qm1! q1 l l qm2! q2

Obr. 7.22. Schematicka znacka hydraulickej kapacity

V niektorych vedeckych publikaciach sa kapacita hydraulickych systémov zvykne definovat’

skor v zmysle objemu V, nez v zmysle hmotnosti m a teda plati, ze

o v
v (7.73)

Tato rovnica prislicha tvaru diferencialnej rovnice, ktora je definovana v zmysle hmotnosti m

a to v tomto tvare

dm dv

Poznamenajme, Ze definiciu kapacity C v zmysle hmotnosti m mozno aplikovat’ pre oba typy
systémov, tak pre pneumatické a hydraulické systémy. Na najdeniec definicie kapacity C pre
hydraulicky systém uvazujeme otvoreny zasobnik kvapaliny, ktory je umiestneny v atmosférickom
tlaku p,. Predpokladajme, Ze prierezova plocha nadoby S(h) sa meni s vy§kou kvapaliny h.

Potom, celkovii hmotnost’ kvapaliny m(h) uchovanej v zasobniku mozno vypocitat

integrovanim vyrazu pS(h) od dna zasobnika po celej vyske h tymto spojitym integralom

h
m = m(h) = J pS(y) dy. (7.75)
0
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Ak teraz vyuzijeme vzt'ah zadefinovany pre kapacitu zasobnika C, musi platit, ze

_dm(h) _ dm(h)dh

Poznamenajme, 7e¢ rovnica pre hmotnost’ kvapaliny m(h), ktora zavisi od vysky h aje

definovana na zaklade vztahu m(h) = f pS(y) dy, naznacuje vzt ah pre zmenu hmotnosti po

vysSke zasobnika v predchadzajuicom vztahu pre hydraulicka kapac1tu C. Na zéklade

predchadzajiaceho musi teda platit, Ze

dm

T pS(h) . (7.77)

Rovnako zderivovanim rovnice, ktora plati pre absolitny tlak p = p, + pgh podl'a premennej

vysky h dostavame, Ze

dp _
FTT (pa + pgh) = pg. (7.78)

A tak, pre hydraulicka kapacitu zdsobnika C musi platit’ vysledny vzt'ah, ktory definuje

kapacitu ako pomer plochy zasobnika S(h) a gravita¢ného zrychlenia g

_dm dmdh S(h)

T dhdp_p()__? (7.79)
alebo
S(h)
c="-—.
g (7.80)

Ak prierezova plocha zasobnika S je konStantna a nemeni sa po vyske zasobnika, potom mozno

definovat’ pre kapacitu hydraulického zasobnika C zjednoduseny tvar rovnice

(7.81)

0l w»n

Poznamenajme, Ze na rozdiel od pneumatickej kapacity C, ktora zavisi od druhu pouZitého
plynu a jeho teploty T, tak hydraulicka kapacita v tomto pripade vobec nezavisi od vlastnosti danej
hydraulickej kvapaliny, ktord sa v zdsobniku nachadza, dokonca nezavisi ani od hustoty p danej

kvapaliny.
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Priklad ¢. 7.4. Hydraulicka kapacita kuzelovej nadoby

Odvod'te kapacitu hydraulického zasobnika, ktory ma tvar kuZePovej nadoby zobrazenej na
nasledujicom Obr. 7.23. Porovnajte rieSenie vyuzitim oboch metod podla definicie hydraulickej
kapacity a to:

a) vypoctom na zéklade vztahu C = dm/dp,

. /]

b) apouzitim vztahu C = S(h)/g .

Ol

A 4 A 4

(b)

Obr. 7.23. Kuzelovy zasobnik: (a) priestorovy pohlad, (b) rez kuzelom

Podl'a Obr. 7.23 (b) pre polomer r v mieste prierezovej plochy S, ktora sa nachadza vo vyske

h meranej od vrcholu kuzel'a, musi platit’ geometricky vztah
R
r=htana=hﬁ. (7.82)

Pre objem kvapaliny V(h), ktory sa meni s vySkou hladiny h, mozZno zadefinovat’ tento vztah

1, 1mR® |
V(h)=§1'tr h=§Fh . (7.83)

Na zaklade objemu kvapaliny V(h) mozno vypocitat hmotnost’ kvapaliny m(h) v zasobniku

po vysku hladiny h
2
m(h) = pV(h) = -2 13, (7.84)

3 H?

Pripomenime, Ze absolutny tlak p v nadobe zavisi od atmosférického tlaku p,

a hydrostatického tlaku py,, ktory sa meni po vyske kvapaliny h. Absoliitny tlak p je definovany ako

p =pa+pgh. (7.85)
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Zderivovanim rovnice pre absolitny tlak p podl'a premennej h dostavame

dp

Napokon, hydraulicki kapacitu kuzel’ového ziasobnika C mozno vypocitat’ podl'a vztahu

C = dm/dp, pre ktory plati

dm dmdh (pnR® .\ 1 mR*h?
=—= = = : (7.87)

“dp dhdp \ HZ pg  HZg

V pripade, Ze na vypocet hydraulickej kapacity zasobnika C pouzijeme odvodeny vztah

C= %h), mozno dospiet’ k identickému vysledku a to omnoho rychlejsim spésobom

Sth) mr? mw(R®> )\ mR*h?
h* | = (7.88)

C:—:—:—— .
g g g\H? H2g

Priklad ¢. 7.5. Hydraulicka kapacita zrezanej kuZel’ovej nadoby

Odvodte kapacitu hydraulického zasobnika zrezanej kuZzelovej nadoby zobrazenej na
nasledujucom Obr. 7.24 (a). Porovnajte rieSenie vyuZzitim oboch metdd podla definicie a to:
a) vypoc¢tom na zaklade vzt'ahu C = dm/dp,

b) apouzitim vztahu C = S(h)/g .

r(h) r(h)

(@) (b)
Obr. 7.24. Zrezany kuzelovy zasobnik: (a) priestorovy pohlad, (b) rez kuzelom

Podl'a Obr. 7.24 (b) z geometrickej podobnosti trojuholnikov mozno odvodit’ tato zavislost’ pre

polomer r(h)
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R—r_R—r(h)=> M) = R R—rh_HR—(R—r)h
H  h = H H '

(7.89)

Potom, na zaklade vypocitaného polomeru r(h) mozno vypocitat’ objem kvapaliny V(h) po

vysku h, ktory je definovany vztahom
1
V(h) = §T[h(R2 + Rr(h) +r(h)?) =

R— (R -ph)\’ R—(R—-r)h (7.90)
[t ot ]

Celkova hmotnost’ kvapaliny m(h) uchovana v danom objeme V(h) je definovana na zaklade

_31'[

matematického vzt'ahu
(7.91)

R— (R —r)h\? R— (R—r1)h
<—H ) +R<—H )+Rz |

Zderivovanim predchadzajuceho vzt'ahu pre hmotnost’ kvapaliny m(h) v zasobniku podl'a

1
m(h) = pV(h) = §p‘l‘[h

premennej h vysky hladiny dostavame

dm(h) HR + hr — Rh?
= T[p[ ] . (7.92)

dh H

Pripomenime, Ze absolitny tlak p zavisi od atmosférického tlaku p, a hydrostatického tlaku

Pn, ktory sa meni po vyske kvapaliny h. Jeho zderivovanim podl'a h plati, ze

dp

Potom hydraulicku kapacitu zasobnika zrezanej kuzelovej nadoby podl'a Obr. 7.24 (a)
mozno vypocitat’ na zaklade definicie kapacity C tymto vztahom

dm dmdh HR+hr—Rh1? 1 m[HR + hr — Rhy?
_dm_ p[HRABrZRI" L mHR b~ Rhy (794)

“dp dhdp H g g H
resp.
C_Tt[HR+hr—Rh]2
=g T . (7.95)
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K rovnakému vysledku pre hydraulicku kapacitu zasobnika C mozno dospiet’ pouZzitim

vzt'ahu C = sh)

(7.96)

oo S _mr(h)? _w [HR +hr — Rh]2
g g8 8 H '

7.11 HYDRAULICKY ODPOR

Ked kvapalina pradi potrubim, ventilom alebo otvorom musi prekondvat odpor R, ktory
sposobuje pokles tlaku. Hydraulicky odpor R, ktory pri pradeni kvapaliny napr. cez ventil, otvor alebo
pomerne dlhé potrubie s uvazovanim odporu trenia reprezentuje odpor proti pradeniu kvapaliny.

Na zobrazenie odporu v blokovej schéme hydraulického obvodu mozno pouzit' tieto schematické

znacky s konstantou R podl'a Obr. 7.25 (a) alebo (b).

R

R
5;& P =) P
' | =)
Pi q.,q P: d., 9
I m?
(a) (b)

Obr. 7.25. Schematicka znacka hydraulického odporu

Tlakovy rozdiel je asociovany s hmotnostnym resp. objemovym prietokom q (q)

v nelinearnom vztahu p = f(qy,) = p - f(q) podobne ako sme uvazovali v pripade pneumatickych

systémov, pozri Obr. 7.26.

p
S — Dotyénica R
Ap I
P, |
|
AQ,, 4,
Qo G G G

Obr. 7.26. Linearizacia hydraulického odporu R v okoli prevadzkového bodu

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |219



Doty¢nica ku krivke, ktord je definovana pre hydraulicky odpor R zavisi od hmotnostného
prietoku q, resp. objemového prietoku q a referencného tlaku p,. Pre hydraulicky odpor R v okoli

prevadzkového bodu (g, Pr) plati tento vztah

dp _dp
dqm Amr,Pr pdq qrvpr’

(7.97)

ktory sme rovnako definovali pre pneumatické systémy. V okoli prevadzkového bodu mozno vykonat’

linearizaciu dané¢ho hydraulického odporu R, pre ktory plati, Ze

Ap Ap  p—pr _ P—Pr

R= = = = .
Aqm pAq dm — 9mr p(qm - qmr)

(7.98)

Pre hydraulicky odpor R, cez ktory pradi kvapalina, a ktory uvazujeme ako odpor linedrneho

typ s konstantou R, potom mozZno definovat’ tento vztah

Ro 2P _ AP _Pi7P2_Pi—Po _P1—P

Aqm pAq Om pq R (7.99)

Medzi hydraulické odpory mozno podobne ako pre pneumatické odpory zaradit’ i d’alSie typy
hydraulickych odporov, ako st napr. nahle zmeny prierezov potrubi, resp. zliZenia (rozSirenia) a d’alSie
iné. Dalej su to hydraulické odpory v podobe diftizorov, dyz, zaobleni, T profilov a pod.. Niektoré
z bezne vyskytujicich sa hydraulickych odporov v hydraulickych obvodoch st znazornené na

nasledujtcich obrazkoch v podobe schematickych znaciek, pozri obrazky Obr. 7.27 (a) az (f).

R R . R R
Py quL P Py &r‘q P P, &‘q P Py i"‘q P,
(@) (b) (c) (d)
R P: R
p1 qmsq p
A G —= |P.

Obr. 7.27. Priklady hydraulickych odporov, (a), zizenie, (b) roz§irenie, (c)
dyza, (d) difazor, (e) koleno, (f) dlhé potrubie
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V mnohych fluidnych syst¢émoch pneumatickych alebo hydraulickych sa mdzu naraz
vyskytovat’ viaceré kombinacie odporov, napr. ventily, otvory a d’alSie iné typy fluidnych odporov
v roznych usporiadaniach. Tieto moézu byt usporiadané réznym spdsobom napr. sériovo alebo
paralelne. Takéto zloZité systémy mozno zjednodusit’ najdenim ekvivalentného fluidného odporu.
Ekvivalentny fluidny odpor mozno najst podobnym spdsobom, aky sme si ukazovali v pripade

elektrického odporu.
7.11.1 Ekvivalentny hydraulicky odpor pre sériovo zapojené hydraulické odpory

Hydraulické odpory si zapojené v sériovom spojeni podla Obr. 7.28 (a). Najdime
ekvivalentny hydraulicky odpor podl'a Obr. 7.28 (b), ktorym mozno danu sustavu nahradit’.

R, R, R.
qd, 9., d; 9., q, d. q; g
—> [ | ] = —>I ] —

P; P. P, P, P;
(a) (b)

Obr. 7.28. (a) Sériovo zapojené hydraulické odpory, (b) ekvivalentny hydraulicky odpor

Pre rozdiel hydraulickych tlakov v potrubi pri pradeni cez sériovo zapojené¢ hydraulické

ventily R4y a R, musia platit’ tieto rovnice

p1 — P2 = Ripq = Riqp,

(7.100)
p2 — P3 = Rzpq = Ryqpy -

Sc¢itanim oboch predchadzajicich rovnic mozno vypocitat’ tlakovy rozdiel medzi koncovymi

dvoma bodmi potrubia

p1 —p3 = (R{ + Ry)qm = (R; + Ry)pq. (7.101)

Porovnanim predchadzajucej rovnice srovnicou pre ekvivalentny hydraulicky systém
jedného hydraulického odporu Req podla Obr.  7.28 (b), pre ktory musi platit rovnica
P1 — P3 = RegPq = ReqQm, moZno odvodit’” vzt'ah, ktory plati pre ekvivalentny hydraulicky odpor
Req

Req=R1+R2. (7102)
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7.11.2 Ekvivalentny hydraulicky odpor pre paralelne zapojené hydraulické odpory

Dalej budeme predpokladat’, ze hydraulické odpory st zapojené paralelne, ako je znazornené
na Obr. 7.29 (a). Najdime ekvivalentny hydraulicky odpor podl'a Obr. 7.29 (b), ktorym mozno dani

sustavu nahradit’.

R1 q1‘qm1
—>
1| L Req
q; 4., 9, Qn a; q., q4: 9y
— ——— R — 11— = —» I 1 X] ]—>
P4 : P: P; P2
] I
qZ! qm2
—>
(a) (b)

Obr. 7.29. (a) Paralelne zapojené hydraulické odpory, (b) ekvivalentny hydraulicky odpor

Pri paralelnom zapojeni hydraulickych odporov te¢u vetvami hydraulického obvodu cez ventily
rozne objemové prietoky. Ak teda tieto objemové prietoky pradia cez paralelne zapojené ventily

s odpormi R4 a Ry, potom ich vel'kost’ mozno vypocitat’ na zaklade tychto vztahov

P1 — P2 _ =P1—p2
R, ' dmz = P42 R, (7.103)

dmi = Pq1 =

Pre celkovy objemovy prietok q, ktory preteka obidvoma vetvami hydraulického obvodu musi
platit’ zakon zachovania hmotnosti. Zo zakona zachovania hmotnosti vyplyva, ze dany objemovy

(hmotnostny) prietok q(q,,) sa musi rovnhomerne rozdelit’' na jednotlivé vetvy a teda plati, Ze

dm = P9 = qm1 T dmz2 = P41 + P2,

:pl—p2+p1—p2:

Ry Ry

1 1 (7.104)
n )

(p1 — p2) (R_1+R_2

Ak takto vypocitany hmeotnostny prietok q,, = pq porovname s ekvivalentnym

hydraulickym systémom s hydraulickym odporom Rq podla Obr. 7.29 (b), pre ktory je hmotnostny

prietok definovany vztahom q,, = pq = %, potom pre dany ekvivalentny hydraulicky odpor Req
eq
must platit’ vztah
1 1 1
— =t
Req Ri Ry (7.105)
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7.12 HYDRAULICKA INDUKCNOST

Hydraulicka induk¢nost’ je ckvivalentna indukénému prvku v elektrickych systémoch
(cievke) alebo pruznému ¢lenu v mechanickom systéme. Schematicka znacka hydraulickej indukénosti

je znazornena na Obr. 7.30.

A 9
Obr. 7.30. Schematicka znacka hydraulickej indukénosti

Ako v pripade pneumatickych systémov, tak aj v pripade hydraulickych systémov, ak je
nevyhnutné nejaké fluidné médium, t. j. hydraulicka kvapalinu urychlit v pohybe alebo zvySit® je;
rychlost’ pohybu v potrubi, tak potrebujeme v kvapaline vyvolat’ tlak. Na vyvolanie pohybu je nutné
vyvolat’ v tlakovu silu F.

Na odvodenie hydraulickej indukcnosti budeme uvazovat, ze kvapalina pradi potrubim
znameho prierezu S rychlostou v. Z potrubia si vyberieme element znamej dizky L a znamej hmotnosti
kvapaliny m, pre ktory na oboch stranach nameriame tlakovy rozdiel p; a po, pozri Obr. 7.31.

Plocha prierezu
potrubia S

P Y, \ P

F.=p,S

Hmotnost’
kvapaliny m

L

” »

Obr. 7.31. Hydraulicka indukénost

Kedze kvapalina v potrubi je reprezentovana vybranym elementom dizky L s hmotnostou
plynu m, pri pohybe tohto objemu kvapaliny (elementu kvapaliny) musi platit’ Il. Newtonov zakon.
Vyslednicu sil, ktora pdsobi na dany blok kvapaliny medzi dvoma rozdielnymi tlakmi p; a p»

v Case t, mozno vyjadrit’ tymto sposobom

Fi —F, =p;S—p;S=(p1 —p2)S=A4p-S, (7.106)

kde Ap = (p1 — p2) je tlakovy rozdiel po oboch stranach a S je plocha prierezu potrubia.
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Tato vysledna sila F spdsobuje, ze dana kvapalina sa uvadza do pohybu, a teda musi na dany
element poOsobit’ zotrvaéna sila, ktora hmotnostny element urychl'uje (blok kvapaliny sa pohybuje
rychlostou v). Na zéaklade II. Newtonovho zakona musi pre dany blok kvapaliny, ktory sa pohybuje

rychlost’'ou v platit’ tato rovnica pohybu

dimv) dv_ _dv S
dt _ma_p E—(m—pz) . (7.107)

Hmota kvapaliny predstavuje urcity konkrétny objem kvapaliny V s hustou p, ktory vieme
vypotitat’ na zéklade vzt'ahu S - L, kde L je dizka uvazovaného bloku kvapaliny alebo vzdialenost medzi
dvoma bodmi s rozdielnymi tlakmi p; a p,. Potom, celkovli hmotnost’ m uvazovanej kvapaliny so
$pecifickou hodnotou hustoty p mozno vypocitat hmotnost’ ako m = S - L - p. Dosadenim vypocitane;j

hmotnosti m kvapaliny do predchadzajucej diferencidlnej rovnice bude platit’

dv dv
m—- = SLp——= (p1 — P2)S. (7.108)

Ak zo vztahu pre hmotnostny (objemovy) prietok q,,, = pq = pSv (kde q = S.v) vyjadrime

rychlost’ v a dosadime do prechadzajucej rovnice, potom musi platit’, Ze

dv dv
ma=SLpd—=(p1—pz)S,
SLdq,, SLpdq
<~ = < 3. = ®P1—P2)S,
S ;t S ddt (7.109)
dm _ Lpdq _
LT_ 3 dt_(pl P2).,

dqm  dq ~dq
IW—IPE—IhE—(m_pz);

kde I, =Ip = L—Sp nazyvame hydraulickou induk¢énost’ou alebo hydraulickou inertanciou (z angl.

inertance), ktora je definované vzt'ahom

Lp
h=Ip=—. (7.110)

Rovnice zékladnych stavebnych prvkov pneumatickej indukénosti, pneumatickej kapacity

a pneumatického odporu pre pneumaticky systém mozno néjst’ zhruté v nasledujucej tabul’ke.
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Tabul’ka 7.2. Zakladné stavebné prvky hydraulického systému

Hydraulick4 indukénost’ dgm  (p1 —Pp2)
dt I
l da _ (s —p2)
s 9 I = lp = =
m h=1p= S
Hydraulicka kapacita dp

C
qmﬂ q1 qu! q2 dm S(h)
o—l : I—o C=—,0=—=
dp g

Hydraulicky odpor

7.13 MODELOVANIE HYDRAULICKYCH SYSTEMOV

Na vytvorenie jednoduchého hydraulického modelu s Groviiou hladiny pouzijeme kapacitu
zasobnika na modelovanie nadrze a odporové elementy pre definovanie ventilov daného systému.
Vysledny matematicky model dokaze adekvatnym spdsobom opisat’ spravanie sa skuto¢ného systému.

Podobnym spdsobom ako pri modelovani pneumatickych systémov t. j. aplikovanim zakona
zachovania hmotnosti, je matematicky model pre hydraulicky zisobnik definovany diferencialnou

rovnicou

dm
E_qmi_qu' (7.111)

To znamena, ze zmena hmotnosti m je dana rozdielom hmotnostného prietoku q,,; kvapaliny
do nadoby vtekajiiceho a hmotnostného odtoku q,,, kvapaliny z nadoby odtekajuceho. Prava strana
rovnice opisujucej matematicky model pre hydraulicky zasobnik na zaklade zakona zachovania

hmotnosti, na zéklade ktorého plati

dmi — 9mo = P49i — PYo > (7.112)
kde q; je vstupny objemovy pritok a q, vystupny objemovy odtok kvapaliny.
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Hydraulicky systém s jednou nadrzou je znazorneny na Obr. 7.34 (a), kde p, je atmosféricky
tlak a q;, q, st objemové pritoky (odtoky) na vstupe (vystupe). Prierezova plocha nadoby je S a vyska
hladiny je h. Kvapalina hustoty p odteka z nadrze cez ventil hydraulického odporu R.

@ R @ C p1 pz (:)lD
O e (e
) H H

(a) (b)

Obr. 7.32. (a) Systém s jednou nadrzou a ventilom, (b) blokova schéma

Na priklade jednoduchého zasobnika zobrazeného na Obr. 7.32 (a) si ukdZeme odvodenie
diferencialnej rovnice systému aplikovanim zdkona zachovania hmotnosti. Poznamenajme, Ze celkova
hmotnost’ kvapaliny v nadrzi je pSh. Pre konstantnu prierezovi plochu S a konstantnu hodnotu hustoty

P, mozno l'avu stranu diferencialnej rovnice prepisat’ do tvaru

dm

_d(Ah)_ 4 dh
dt _ de e =P

dt (7.113)

Oznacenim bodu €. 1 ako miesto tlaku proti priudu kvapaliny na l'avej strane ventilu a bodu
¢. 2 ako miesto tlaku na pravej strane ventilu, je potom mozné na zaklade vypocitan¢ho tlakového

rozdielu po oboch stranach tohto ventilu, vypo¢itat’ hydraulicky odpor R ako

Ap  p1—p2

Aqp Pdo (7.114)

Pre absolutny tlak p; od kvapaliny, ktory na l'avej strane tla¢i na ventil s odporom R must platit’

vzt'ah
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Ked’Ze na pravej strane ventilu R vyteka kvapalina priamo do atmosférického tlaku p,, potom
pre tlak p, musi platit, Ze p, = p,. Dosadenim vypocitanych hodnoét tlakov p; a p, do rovnice pre

odpor R dostavame hodnotu vystupného objemového vytoku z nadoby q,

pl—pzzpa+pgh—pa_Q=>q gh

R = = .
Pdo Pdo do ° R (7.116)

Potom dosadenim vystupného objemového vytoku q, do pravej strany diferencialnej rovnice

opisujticej matematicky model zasobnika dostavame

o, = pq. P80
pql pqo - pql R (7.117)
alebo
e =g PER
Umi dmo = PQqi R (7.118)

Ak teraz tieto vyrazy dosadime do diferencidlnej rovnice, ktora plati pre hydraulicky zasobnik,

ktora je definovana na zaklade zakona zachovania hmotnosti, mozno dospiet’ k tejto rovnici

dm dh pgh
a0 = PS g = mi ~dmo = P —
Sdh_ ogh (7.119)
PP =~ Pl T
Potom, usporiadanim vyrazov dostavame
RS dh +h= R
g dt gl (7.120)

Vysledkom je diferencialna rovnica 1. radu, ktora opisuje vzt'ah, ako sa meni vyska hladiny

h od vstupného objemového pritoku q;. Ak zavedieme vztah pre hydraulicka kapacitu zasobnika na

zaklade C = E’ potom plati

dh R
RC—+h=gqi.

dt (7.121)
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Vykonajme, teraz Laplaceovu transformaciu tejto diferencialnej rovnice s uvazovanim

nulovych pociatoénych podmienok h(0) = 0:

RCsH(s) + H(s) = gQi(S);

(7.122)
potom prenosova funkcia systému H(s)/Q;(s) nadobudne tvar

HG) _ R/g

Qi(s) RCs+1° (7.123)

Hydraulické systémy st bezne napajané ¢erpadlami, ktoré mézu byt uvazované ako zdroje
tlaku. Nasledujuci priklad ukazuje, ako odvodit' diferencialnu rovnicu pre hydraulicky systém

s nadrzou, do ktorej je kvapalina pumpovana prostrednictvom ¢erpadla.

Priklad ¢. 7.6. Systém jednej nadrZe s cerpadlom

Hydraulicky systém s jednou nadrzou, ktory je znazorneny na Obr. 7.35 (a), pozostava
z €erpadla, ktoré v spodnej Casti nadrze pumpuje kvapalinu do nddoby cez ventil s odporom R. Vstup
do Cerpadla je otvoreny do atmosféry a tlak v kvapaline narasta prechodom cez ¢erpadlo s tlakom Ap.

Odvod'te diferencialnu rovnicu, ktora opisuje ako sa meni vyska hladiny h v nadobe v zavislosti
od vstupného tlaku cerpadla Ap, ak prierezova plocha nadrze je S, hustota kvapaliny je p, plocha
prierezu otvoru, cez ktory kvapalina vol'ne odteka z nadrze do voI'ného priestoru atmosférického tlaku

je S, a odtokovy stéinitel je K.

R
AP DT, @
2y =0
P, P
Ap R c .
c =) ﬂ -
|_| p1 pz l_l

P.
(b)

Obr. 7.33. Hydraulicky systém s cerpadlom (a) fyzikalny model, (b) blokova schéma
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Pri tvorbe matematického modelu za¢neme napisanim diferencidlnej rovnice pre nadobu na

zéklade zakona zachovania hmotnosti, potom pre zasobnik kvapaliny musi platit’

dm_
E_qmi_qu' (7.124)

Hmotnost’ kvapaliny v nadobe je pSh. Pre konsStantnti hustotu p a prierezovi plochu S nadrze

plati, ze

dm _d . dn
dt gt PASh) =pSar (7.125)

Vstupny objemovy pritok qp,; do nadrze mozno vypocitat’ na zaklade tlakového rozdielu

a odporu ventilu R, pre ktory plati

P1 — P2
R ’ (7.126)

Omi =

kde p1 a p, st tlaky na oboch stranach ventilu s odporom R, ktoré mozno vypocitat’ na zaklade tychto

vzt'ahov s uvazovanim tlaku Cerpadla Ap

p1 = pa +4p,

7.127
p2 = pa + pgh. (7.127)

Po dosadeni vypocitanych tlakov p; a p, do diferencialnej rovnice mozno vypocitat’ vstupny

objemovy pritok ,,; do nadrze na zaklade vztahu

_P1i—=P2_PatAp—(pa+tpgh) Ap-—pgh
Ami =—"p— = R - R (7.128)

Hmotnostny odtok q,,,, ktorym kvapalina vol'ne vytekd z naddrze do atmosférického tlaku
mozno zapisat’ v zmysle hmotnostného odtoku qp,,, ktory zavisi od vytokovej rychlosti v =,/2gh

(vypocitanej na zéklade zachovania kinetickej a potencialnej energie). Pre qu,, plati, Ze

dmo = pKSoV 2gh, (7.129)
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kde o voI'ny hmotnostny odtok z nadrzZe cez otvor pri pdsobeni atmosférického tlaku na hladinu
kvapaliny, K je sucinitel' odtoku z nadrze, S, je plocha prierezu vytokového otvoru. Dosadenim
odvodenych vyrazov do diferencialnej rovnice systému a vykonanim matematickych tprav mozno

dospiet’ k tomuto matematickému modelu

dm dh _ Ap —pgh

Tt = PSqr = dmi —dmo = — g — PKSoy/2gh,
7.130)
dh Ap—pgh (
S—=—————pKS,/2gh.
P>t R PRS,/ 28
Dalsim usporiadanim vyrazov dostavame diferencilnu rovnicu v nelinedrnom tvare
dh pg Ap
pSa'i'Eh-l'pKSo,/Zg —F. (7.131)

S uvazovanim diferencialnej rovnice v zmysle hydraulickej kapacity C = S/g a vykonanim

d’alsich matematickych uprav mozno dospiet’ k vyslednej diferencialnej rovnici systému

pSdh p pKS, _Ap
g dt+Rh+ g V28 =R
(7.132)
dh RKS, Ap
RC—+h+ J2gh=—.
dt g &7 e

Priklad €. 7.7. Systém dvoch nadrZi s ¢erpadlom

Nasledujuci Obr. 7.34 zobrazuje hydraulicky systém dvoch nddrzi s prierezovymi plochami Sy
a S,. Cerpadlo je pripojené v spodnej Gasti nadrze €. 1 k ventilu s odporom R;. Kvapalina vteka
znadrZe €. 1 do nadrze ¢. 2 cez ventil s odporom R; a optsta nadrz €. 2 cez ventil s odporom Rj.
Hustota kvapaliny je p. Odvod’te diferencialne rovnice v zmysle hy a hy, ktoré zapiSte do maticového
tvaru.

Pri tvorbe matematického modelu podla Obr. 7.34, zacneme s aplikovanim zikona

zachovania hmotnosti pre nadrz €. 1, pre ktoru musi platit, ze

dm;,
Tzqmli_quO' (7.133)

Lava strana diferencialnej rovnice po dosadeni za hmotnost’ kvapaliny m; nadobudne tvar

dmg _d o dh
at -~ qPSih) =S5 (7.134)
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A o N
™
i v\"\
/ R
Ap AT @
LN @ X h, P
P: [

R
@ y @ quc
:qu: o)

P, Ps

Obr. 7.34. Hydraulicky systém dvoch nadrzi s cerpadlom

Pre hmotnostny pritok q,1i, ktory vstupuje do nadrze €. 1 musi platit’ tento vztah

- P1 — P2
Qmia R, ' (7.135)
kde p1 a p, su absolitne tlaky, ktoré mozno vypocitat’ na zaklade vzt'ahov
pl = pa + Ap )
(7.136)
P2 = Pa + pghy

apo ich dosadeni do predchadzajuceho vztahu potom mozno vypocitat’ hodnotu hmotnostného

pritoku q1;

_P1—P2_PatAp—(patopghi) Ap—pghy
dm1i R, R, R, ’ (7.137)

Vystupny hmotnostny odtok q,,1, z nadrze €. 1 moZno vypocitat’ prostrednictvom hodnot

tlakov p, a p3, ktoré posobia po oboch stranach ventilu s odporom R,. Pre jednotlivé tlaky plati,

p2 = pa + pghy,

(7.138)
P3 = Pa-
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Dosadenim vypocitanych tlakov p, a p3 do rovnice vystupného hmotnostného odtoku g1,
plati

P2 ~P3 _Pat pgh; — p, _ pgh,

Om1o = R, R, R, (7.139)

Ak dosadime vypocéitané hmotnostné odtoky (pritoky) do diferencialnej rovnice pre nadrz ¢. 1,

potom dostavame

dm, . dh _Ap—pghy pghy

S, — = - =
dt pPo1 dt Am1ii dm1o Rl RZ ’

7.140
dh, _ Ap —pgh; pghy ( )

S, —L—
P14 R, R,

Usporiadanim predchadzajicej rovnice mozno dospiet kprvej diferencidlnej rovnici

matematického modelu v tvare

S dh1+(1 4 1) h _Ap
P17 T\R, TR,/ PEM TR, (7.141)

Odvod'me teraz diferencidlnu rovnicu pre nadrz €. 2. Aplikovanim zdkona zachovania

hmotnosti pre nadrz €. 2 musi platit’

dm,
Fz dm2i — 9mz2o » (7.142)

kde m2i = Am1o = plgzﬁ' Lava strana diferencialnej rovnice po dosadeni za hmotnosti kvapaliny m,
2
nadobudne tvar
dmz—d(Ah)— A dh,
dt e P2t T PRy (7.143)

Vystupny hmotnostny odtok q,2, z nadrze ¢. 2 mozno vypocitat’ na zaklade vzt'ahu

_Ps7Ps
Am2o Ry ' (7.144)
kde p4 a ps su tlaky na oboch stranach ventilu s odporom Rz, definované na zaklade vzt'ahov
P4 =Patpgh;,  Ps=Pa. (7.145)
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Po vypocitani tlakov p4 a ps a ich dosadeni do vztahu pre hmotnostny odtok q,,2, dostavame

P+ ~Ps _Pat pgh; — p, _ pgh,

Omz2o = R, R, Rs (7.146)

Dosadenim odvodenych vyrazov vypoc€itanych hmotnostnych pritokov (odtokov) (qp,2;

a Q2o do diferencidlnej rovnice pre nadobu €. 2 dostavame

dm, dh, _ pghy _ pgh;

= S E— : — = ,
dt P32 dt dm2i — 9m2o R, R,

7.147
dh, _ pgh; pgh, ( )

P27t TR, R,

Usporiadanim predchédzajticej rovnice, potom dostavame druhu diferencidlnu rovnicu

matematického modelu v tvare

dh, pgh; pgh,
pS; —— — + =0.
dt R, Rs (7.148)

Vysledna sustava diferencidlnych rovnic pre dany hydraulicky systém je dana stistavou dvoch

diferencialnych rovnic v tvare

Sdh1+(1+1) h_Ap
P17 TR, TR,/ PP TR,

7.149
dh, pghy 4 pgh, _ ( )

—2_ 0.
P273c TR, TR,

Ak zapiSeme dant sGstavu diferencialnych rovnic suvaZovanim hydraulickych kapacit

C, =S4/gaCy =S, /g, potom plati

th1+<1+1) _ Ap
dt "\R; R,/ ' Rypg’
dh, h, h, L (7.150)

C,—=— =
Z dt R2+R3
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Vysledny matematicky model zapisany do maticového tvaru nadobuda tvar

1 1
Ci 07][hy R_1+R_2 0 hi] Ap
[0 Cz] h * 1 1 [hz]_ Ripg|- (7.151)
2 —— = 0
RZ R3

Priklad ¢. 7.8. Systém s jednou nadrzZou a ¢erpadlom

Systém s jednou nadrzou a Cerpadlom, ktory je znazorneny na Obr. 7.37 (a), pozostava
z Cerpadla s tlakom Ap, ktoré je pripojené v spodnej Casti nadrze k ventilu s odporom R;. Kvapalina
z nadoby odteka cez ventil s odporom R,. Odvod’te diferencialnu rovnicu, ktora opisuje, ako sa meni

vyska hladiny h od objemového pritoku q;, ak je dana prierezova plocha nadrze S a hustota kvapaliny

p.

R
AP () ®,T,® P
pa I_@_ 1 qo
P4 P; P.
(a)
ap R, c R, .
(<) (<] °
(B
L L]
P. (b)

Obr. 7.35. Hydraulicky systém s cerpadlom (a) fyzikalny model, (b) blokova schéma

Na napisanie matematického modelu za¢neme s diferencidlnou rovnicou definovanou na
zaklade rovnice kontinuity toku podla zakona zachovania hmeotnosti. Pre nadrz zobrazeni na

Obr. 7.37 (a), musi teda platit’

dm
EZPqi-}_qmi_qu' (7.152)
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Hmotnost’ kvapaliny v nadobe je pSh. Pre konStantni hustotu p a prierezova plochu nadrze

S plati, ze

dm_d . dh
at ~ ar S =pSge (7.153)

Vstupny objemovy pritok q,,;, ktory vteka do nadrze cez ventil R; je dany vzt'ahom

P1 — P2

Qmi = g (7.154)

kde p4 a p su tlaky posobiace na oboch stranach tohto ventilu a definované vzt'ahmi

p1 = pa +4p,

7.155
p2 = pa + pgh. ( )

Ak dosadime hodnoty tychto vypocitanych tlakov p; a p do rovnice pre hmotnostny

objemovy pritok q,,i, potom ostdvame

_P1—P2_PatAp—(patpgh) Ap-—pgh
qmi R, R, R, ’ (7.156)

Pre hmotnostny odtok z nadoby q,,, ktory vyteka z nadrze cez ventil R, musi platit’ tento

vzt'ah
_ P3 — P4
Qmo R, '’ (7.157)
kde p3 a p4 su tlaky posobiace na oboch stranach ventilu R; a pre tieto tlaky platia vztahy
P3 =Pz = pa +pgh,
(7.158)

P4 = Pa-

Ak hodnoty tychto vypocitanych tlakov p3 a p4 dosadime do vztahu pre hmotnostny odtok

Qmo» dostdvame

P3s —Ps _Patpgh—pa _pgh

dmo R, R, R, (7.159)

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |235



Potom dosadenim vypocitanych hmotnostnych pritokov (0dtokov) qmi @ qme do diferencialne;j

rovnice pre hydraulicky zasobnik dostavame tvar

dm Sdh_ N _ +Ap—pgh pgh
dc PP qc ~ P9i T Ami T dmo = PU; R, R, ’
Sdh . Ap—pgh pgh (7.160)

Usporiadanim vyrazov v predchadzajicej diferencialnej rovnici mozno dospiet’ k vyslednému

matematickému modelu

Sdh+(1 + 1) h = pq; + 2P

dt (7.161)

Uvazovanim diferencialnej rovnice v zmysle hydraulickej kapacity C = S/g, potom musi

platit

R, R,

g Ripg’ (7.162)

C—+

dh 1 1 qi Ap
(R )"
dt

Priklad ¢. 7.9. Systém jednej nadrZe s otvorom

Do systému s jednou nadrzou s otvorom, ktord je znazornend na Obr. 7.36, volne vteka
kvapalina so vstupnym objemovym pritokom q;. Kvapalina z nadoby vol'ne odteka otvorom s prierezom
Se. Ozna¢me K ako odtokovy sucinitel’, ktory opisuje vztah medzi aktudlnym a teoretickym
hmotnostnym prietokom. Stcinitel' K predstavuje hodnotu v rozmedzi 0<K<1 a funguje ako sucinitel
efektu trenia. Odvod’te diferencialnu rovnicu, ktora opisuje, ako sa meni vyska hladiny h v zavislosti od

objemového pritoku q;, ak je dana prierezova plocha nadrze S a hustota kvapaliny p.

B

9

otvor

S, K

S
Obr. 7.36. Hydraulicky systém s nadobou s otvorom
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Na zaklade zakona zachovania hmotnosti musi pre nadrz platit’ tato diferencialna rovnica

dm_
E_pqi_qu' (7.163)

Hmotnost’ kvapaliny v nadobe je pSh, potom pre konsStantni hodnotu hustoty p a prierezovi

plochu nadrze S bude platit’

dm

_d oo dn
gt - qPsh =p (7.164)

dt’

Hmotnostny vytok z nadrze q,, zavisi od tlaku kvapaliny, ktorym kvapalina vyteka cez otvor
s prierezovou plochou S,. Velkost' tohto vytoku ¢, mozno odvodit’ od rychlosti vytoku v, ktorou
kvapalina vol'ne optsta nadobu pod tlakom vyvolanym vlastnou tiazou kvapaliny. Tuto rychlost mozno
vypocitat’ na zaklade zakona zachovania Kinetickej a potencialnej energie. Musi platit,, Ze

Eszpr

1 (7.165)
Emv2 =mgth—-vy),

kde y je poloha otvoru merand od spodku nadoby (v naSom pripade y = 0). To znamen4, Ze pre rychlost’

vytoku v musi platit’

1
Emvz=mg(h—y)=>V=\/2g(h—Y)=\/2gh- (7.166)

Hodnota hmotnostného vytoku z nadrze qy,, zavisi od rychlosti vytoku v = ,/2gh, d’alej od
vel’kosti prierezovej plochy otvoru S, a takisto od odtokového sucinitel’a trenia K. Potom hmotnostny

odtok z nadrze q,,, mozno vypocitat’ na zaklade tohto vzt'ahu

Amo = P9o = PKS,v = pKS,4/2gh,

dmo = PKSo+/2gh.

Dosadenim vypocitanych vyrazov priamo do rovnice modelu opisujucej zmenu vysky hladiny

(7.167)

v nadobe h v zavislosti od ¢asu t dostdvame

dm dh
ot = PSgp = Pdi — dmo = Pdi — PKSoy/2gh, (7.168)
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resp.

dh
Sa=qi—KSO,/2gh (7.169)

a d’alsim usporiadanim prislusnych vyrazov diferencialne rovnice dostdvame

dh
S—+KSy+/2gh =q; .

dt (7.170)

V pripade uvazovania diferencialnej rovnice v zmysle hydraulickej kapacity C = S/g moZzno

diferencialnu rovnicu prepisat’ do tvaru

dh KS,

di
C— +/2gh =—.
ac T g V8T (7.171)

Priklad ¢. 7.10. Systém dvoch nadrzi s ¢erpadlom

Nasledujtci Obr. 7.37 zobrazuje hydraulicky systém dvoch nadrzi s plochami prierezu S; a S,.
Cerpadlo v hornej asti pumpuje zaroveii kvapalinu do nadoby &. 1 cez ventil s odporom R a do nadrze
¢. 2 cez ventil s odporom R,. Obe nadrze st v spodnej Casti prepojené prostrednictvom ventilu
s odporom Rg, a to tak Ze kvapalina cez tento ventil ma moznost’ prudit’ do nadoby €. 2. Z nadoby €. 2
vyteka kvapalina cez ventil s odporom R4 priamo do atmosférického tlaku. Hustota kvapaliny je p.

Odvod'te diferencialne rovnice v zmysle hq a h, a zapiste ich do maticového tvaru.

R,
D\T®

P Ps

p. AP
—

P:
S1 qani:th) 82

Obr. 7.37. Hydraulicky systém s cerpadlom
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Aplikovanim zdkona zachovania hmotnosti pre nadrz €. 1 musi platit’, Ze

dm;,
T = dm1i ~ 9m1io » (7.172)
kde
dml_d Sh) = oS 1
at - arPSih) = eSige (7.173)

Vstupny hmeotnostny pritok q.,1;, ktory vteka do nadrze €. 1 je dany tymto vztahom

o P1— P2
Ami1 Rl ’

(7.174)

kde p4 a p2 su tlaky, ktoré posobia po oboch stranach ventilu s odporom R4 a st definované vztahmi

P1=PatAp,  P2=Ppa. (7.175)

Dosadenim vypocitanych tlakov p; a p do rovnice pre hmotnostny pritok q,,1; dostavame

P1 =Pz _PatAp—pa_Ap

Amii =g R, R, (7.176)

Vystupny hmotnostny odtok qu1, z naddrze €. 1 mozno vypocitat' na zaklade tlakov p3 a py,

ktoré pdsobia po oboch stranach ventilu s odporom R3, pre ktoré platia vztahy

ps = pa +pghy ,

(7.177)
ps = pa + pgh; .

Dosadenim tychto vypocitanych tlakov p3 a ps do rovnice hmotnostného odtoku 1,

dostavame

_P3—Pa _Patpghy — (pa+pghy) _pghi —pgh,
dm1o R, Rs R, ' (7.178)

Napokon, dosadenim vypocitanych hmotnostnych pritokov (odtokov) Qmii @ Qmie dO

diferencidlnej rovnice matematického modelu pre nadrz €. 1 mozno dospiet’ k tvaru
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dm, dh, _Ap  pghy —pgh,

dt Po1 dt Ami1 dmio Rl R3

7.179
dh, _Ap pgh — pghy (7179)

P>1753c TR, R,

Usporiadanim predchadzajticej rovnice mozno odvodit’ prvi diferencialnu rovnicu ststavy
v tomto tvare

dhy,  shy _gho _ Ap
dt "Ry Ry pR;’ (7.180)

Odvodme dalej diferencialnu rovnicu pre nadrz ¢ 2. Na zaklade zakona zachovania

hmotnosti pre nadrz €. 2 plati, Ze

dm,
.~ 9m2i T dm3i ~ dm2o (7.181)

kde qm2i = Am1o @ Am3i j€ Vstupny hmotnostny pritok do nadrZe €. 2, ktory je definovany na zaklade

vzt'ahu

P1 — Ps

(7.182)

kde p1 a ps st tlaky na oboch stranach ventilu s odporom R, ktoré mozno vypocitat’ na zaklade
nasledovnych ako
P1=7pa t+4p,

(7.183)
Ps = DPa-

Dosadenim tychto vycitanych tlakov p; a ps do rovnice pre hmotnostny pritok qp,3;

dostavame

P1—Ps _PatAp—pa_Ap

Omsi = R, R, R, (7.184)

Podobnym spésobom mozno vypocitat’ vystupny hmotnostny odtok q,,2, z nadrze €. 2, ktory
je definovany na zaklade vztahu

P4 — Ps

dm2o = R, )

(7.185)

240|Strana



FLUIDNE SYSTEMY

kde p4 a pg su tlaky na oboch stranach ventilu s odporom R4, ktoré mozno vypocitat’ na zaklade tychto
vzt'ahov
P4 = Pa +pghz,

(7.186)
Ps = Pa -

Dosadenim tychto vypocitanych tlakov ps a peg do rovnice pre hmotnostny odtok (20

dostavame

P+~ Ps _Patpgh, —pa _ pghy

Am2o0 = R, R, R, ’ (7.187)

a potom dosadenim do diferencialnej rovnice, ktora plati pre nadrz €. 2, potom plati, ze

dmp _ o dhe oo g _P8hi—pshy Ap  peh,
dt P2 dt Am2i dm3i dm2o R3 RZ R4 )

7.188
g dhz _ pghs —pgh; Ap _ pgh, ( )

Po27q¢ R, R, R,

Usporiadanim vyrazov v predchéadzajiicej rovnici mozno dospiet’ k druhej diferencidlnej

rovnici ststavy

dh, gh, 1 1 _Ap
_+< )g 27 PRy’ (7.189)

—_— _+_
Zdt Rz \R; R,

Vysledna sustava diferencialnych rovnic pre dany systém je potom definovana tymto tvarom

diferencialnych rovnic prvého radu

dhy  ghy _gh, _ Ap
dt "Ry Ry pR;’
dh, gh1+(1+1>h_Ap (7.190)
27t " R; " \R; "' R,/B"2 T oR,”

Ak tuto vyslednt ststavu dvoch diferencialnych rovnic zapiSeme v zmysle hydraulickych
kapacit C; = S1/ga C; = S;/8, potom mozno dospiet’ nasledovnému vyslednému tvaru sustavy dvoch

diferencialnych rovnic v zmysle hydraulickej kapacity
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dh, h, h, Ap

CiL—+———=—7
13t TR, R peRy’
.. dhy h1+(1+1)h_Ap (7.191)
dt Ry \Ry Ry % pgRy’
ktory napokon prepiSeme do maticového tvaru
1 1 Ap
[C1 0] hy + R3 R3 [hl]z PgR1
0 Calln, 1 1 1], Ap |- (7.192)
Rz Rz Ry PgR;

Preved’me predchadzajicu sustavu diferencialnych rovnic v maticovom tvare do Laplaceovho

tvaru za ucelom najdenia prenosovych funkcii systému Hy (s)/AP(s) a Hy(s) /AP(s)

coy ! 1 AP(s)
S — — —
" TR, R;3 [H1(S)] _ | P8Ry (7.193)
1 1 1 ||H ~|AP ) .
E TR I 1l L RO IO
R3 R; Ry pPgR;

Potom vysledné tvary prenosovych funkcii vypocitanych symbolickym pocitanim v Matlabe

H,(s)/AP(s) a H,(s)/AP(s) maju tento tvar

Hl(s) _ C2R2R3R4S+R1R4+R2R3+R2R4
AP(s) R;R,pg[C,C,R3R,s% + (C;Rs + C;R, + C,R,)s + 1]
Hy(s) C:R;{R3s + R{R; + R,R, (7.194)

AP(s)  R;R,pg[C;C,R3R,s2 4+ (C;R3 + C;Ry + CoR,)s + 1]
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Ulohy na rieSenie

Problém 7.1:

Predpokladajme hydraulicky systém stromi nadobami podla Obr. 7.38. Kvapalina je
pumpovana prostrednictvom Cerpadla s tlakom Ap cez ventil s odporom R4 a R, do nadoby €. 1 a €. 2.
Odvod'te matematicky model takéhoto systému, zapiSte ho do maticového tvaru a urCte prenosovi

maticu systému G(s).

;
}:@ F

Obr. 7.38. Hydraulicky systém pozostavajuci s troch nadob s ¢erpadlom

Problém 7.2:

Predpokladajme hydraulicky systém s dvoma nadobami podla Obr. 7.39. Ak je kvapalina
Cerpana prostrednictvom ststavy Cerpadiel s tlakmi Ap; a Ap, cez ventily s odporom Ry a R, do
nadoby €. 1 a¢. 2, odvod'te matematicky model takéhoto systému. ZapisSte matematicky model do

maticového tvaru a uréte prenosovi maticu systému G(s).

R,

p, Ap %

&
%R
Ty o

A
_gams - SIS
1 B g v\‘“\ R“
P. Ap, R, h R
:@:%:, . :%: B h
S, s,

Obr. 7.39. Hydraulicky systém s dvomi ¢erpadlami
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Problém 7.3:

Predpokladajme pneumaticky systém dvoch zasobnikov podla Obr. 7.40. Plyn prudi cez
cerpadlo s tlakom Ap, a d’alej cez sustavu ventilov s odporom R3 a R4 do tlakovej nadoby €. 1 a €. 2.
Do nadoby €. 1 je navySe ¢erpany plyn prostrednictvom ¢erpadla so vstupnym tlakom Ap-, a to cez ventil
s odporom Rj.Odvodte matematicky model takéhoto pneumatického systému, zapiste ho do

maticového tvaru a urcte prenosova maticu systému G(s).

p, AP R
s
R,
-
p ﬁgz R1 i
I AN 1| 1
P. p P P2 P
-
c, c,

Obr. 7.40. Pneumaticky systém s ¢erpadlami

Problém 7.4:

Predpokladajme hydraulicky systém nadoby podl'a Obr. 7.41. Ak vieme, ze do nadoby prudi
vol'ne kvapalina s pritokom q;, najdite matematicky model takéhoto hydraulického systému a urcte jeho

prenosovu funkciu G(s).

P.

Obr. 7.41. Hydraulicky systém

Problém 7.5:

Predpokladajme pneumaticky systém gulovej nadoby s polomerom R podla Obr. 7.42.
Ak vieme, Ze do tlakovej nadoby pradi plyn s pritokom q; a optsta nadobu s odtokom q,, najdite
matematicky model takéhoto pneumatického systému a uréte prenosovt funkciu daného matematického

modelu systému G(s).
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R,
o 3} SN

P

Obr. 7.42. Pneumaticky systém gulovej nadoby
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8 TEPELNE SYSTEMY

Tepelné systémy su také systémy, v ktorych dochadza k procesom, ktoré st charakterizované
prenosom tepla medzi objektom na iny objekt. Ak sa objekt s teplotou T nachadza v prostredi
s rozdielnou teplotou okolia alebo sa nachadza v blizkosti iny objekt, ktory ma inu teplotu, potom
nastava prenos tepla z objektu s vy$Sou teplotou na objekt s niZSou teplotou, ktory je dany
I1. termodynamickym ziakonom. Pre tepelny systém existuji len dva zakladne stavebné prvky a to
tepelny odpor a tepelna kapacita. Tepelna indukénost’ v pripade tepelnych systémov neexistuje.

Ako priklady tepelnych systémov mozno uviest napr. vykurovacie telesa, klimatizacie,
chladiace systémy a iné. Je nutné poznamenat’, Ze zakonitosti tepelnych systémov sa riadia podobnymi
principmi, ktoré platia pre fluidné systémy (pneumatické alebo hydraulické). Pripomenime si, Ze
v pripade fluidnych systémov sme definovali ako stavebné prvky fluidna kapacitu a fluidny odpor.

Ak hovorime o tepelnych systémoch, potom pre tieto systémy zadefinujeme tepelnia kapacitu
a tepelny odpor. Kym princip modelovania fluidnych systémov sa riadi zakonom zachovania

hmotnosti, tak spravanie sa tepelnych systémov opisuje L. a II. termodynamicky zakon.

8.1 TEPELNY POHYB YV LATKACH

Pohyb castic v latke sa da opisat’ tromi experimentalne overenymi poznatkami a to:
e Latky ktoréhokol'vek skupenstva sa skladaju z Castic.
o (Castice sa v latkach neustale neusporiadane pohybuju.
e Castice na seba navzajom pdsobia silami. Tieto sily st pri malych vzdialenostiach

odpudivé, pri vicsich vzdialenostiach pritazlivé (ako popisal Van der Waals).

Medzi castice zaradujeme atéomy, molekuly alebo iény. Rozmery castic su radovo
10 m = 0.1 mm. V 1 m?® vzduchu je napriklad za normalneho tlaku asi 30 x 10! molekdl. Objemy
tychto Castic a ich vzajomné vzdialenosti st rozne. V atmosfére pri povrchu Zeme je vo vzduchu 99 %
priestoru bez molekul a len 1 % zaujimaju molekuly plynu, z ktorych je vzduch zlozeny.

Castice moézu vykonavat posuvny pohyb (napr. v plyne), otaavy pohyb (viacatomové
molekuly plynu) alebo kmitavy pohyb (napr. v pevnych latkach alebo kvapalinach). Pri telesach, ktoré
su v pokoji, neprevlada v danom okamihu Ziadny definovany smer pohybu, ktorym by sa pohybovala
vicsina Castic. Neustaly a neusporiadany pohyb castic v latkach sa nazyva tepelnym pohybom.

Dokazy o tepelnom pohybe mézeme pozorovat’ ako diftiziu (difuizia je samovol'né prenikanie
Castic jednej latky medzi Castice druhej latky rovnakého skupenstva), tlak plynu alebo Brownov pohyb
(Castice vykondvaju trhavy, uplne nepravidelny pohyb, ktory je spésobeny pdsobenim ostatnych Castic
alebo molekul, ktoré zo vSetkych stran do seba nardzaju. Smer pohybu cCastic sa velmi rychlo meni.).
Tlak plynu je vyvolany narazmi molekul dopadajucich na steny nadoby s plynom. Pri vyssej teplote T
sa molekuly pohybuji rychlejSie a preto tlak plynu p narasta s teplotou T.
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Castice st zlozité objekty mikrosveta a neda sa medzi nimi merat’ vel’kost’ sil. Preto si musime
situaciu vhodne zjednodusit’. Zameriame sa len na vzajomné posobenie medzi dvoma atomami, ktorych
kladne nabité jadra st obklopené zaporne nabitymi elektronmi. Pri vzajomnom priblizovani oboch
atomov pdsobia medzi sebou elektronové obaly a kladne nabité jadra oboch atdomov. Z teoretickych
uvah vyplyva, Ze vysledkom vzajomného posobenia je vznik prit'azlivej a odpudivej elektricke;j sily.

Pri velkom pribliZovani sa za¢ne prevladat’ sila braniaca d’alSiemu priblizovaniu (odpudiva
sila), naopak pri vzd’al'ovani atomov registrujeme vznik prit’azlivej sily, pozri Obr. 8.1. Poznamenajme,

ze existuje urCity rovnovazny stav, ked’ sa tieto sily vykompenzuju.

o

A
zavislost odpoudivej sily
od vzdialenosti r
K ’
zavislost vyslednej
sily od vzdialenosti r
.
0 “F
ro
Fp zavislost pritailivej
sily od vziadenostir
A 4

Obr. 8.1. Pritazlivé a odpudivé sily medzi atomami

8.2 TEPLOTA A JEJ MERANIE

Teplota je fyzikalna veli¢ina, ktora je pristupna naSim zmyslom. Teplota latok vytvara
v P'udskom organizme subjektivne pocity, ktoré su zavislé od tepelnej vodivosti latok a taktiez od stavu
detektora, ktorym byva najCastejSie pokozka na rukach. Molekuly latok sa nachadzaju v neustalom
pohybe. Rychlostiam molekil zodpovedaju urcité Kinetické energie, ktorych priemerna hodnota
v rovnovaznom stave je vzdy veli¢ina konstantna. Tato priemernd hodnota neusporiadaného pohybu
molekul potom urc¢uje aj vysledn teplotu latky.

Pomocou rovnovazneho stavu sustavy (veliCiny charakterizujuce sustavu su konstantné)
definujeme fyzikalnu veli¢inu teplota a jej meranie. Predpokladajme dve sustavy, ktoré su v urcitom
rovnovaznom stave. Ak tieto dve sustavy spojime a izolujeme od okolia, budii medzi sebou interagovat’.

Mobzu nastat’ dva pripady. Bud’ sa ich rovnovazny stav zmeni, potom im priradime rovnak
teplotu T alebo sa pdvodné rovnovazne stavy zmenia, teda mali na zaciatku r6znu teplotu T. Obe ststavy
vSak po urCitom case samovolne prejdi do nového spolo¢ného rovmovazneho stavu, ktory je
charakterizovany rovnakou teplotou T. Pod definiciou teploty T teda rozumieme nasledujice

tvrdenie: Latkam, ktoré st pri vzajomnom styku v rovnovaznom stave, prirad'ujeme rovnaki teplotu
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T. Teplota T sa udava pomocou teplotnej stupnice. Aby teplotna stupnica bola jednoznacne
definovand, je potrebné urcit’ dva udaje — zakladny bod stupnice a jednotku teplotného rozdielu.
Vo fyzike sa pouzivaju viaceré teplotné stupnice. Prva je absolitna Kelvinova stupnica, druha je
Celziova stupnica a tretia je Fahrenheitova stupnica.

Jednotkou teplotného rozdielu v absolutnej teplotnej stupnici je teplotny stupen nazyvany
kelvin (K). Jeden kelvin je definovany ako 273.16 diel teplotného rozdielu medzi absolitnou nulou
a teplotou trojného bodu vody. Zakladnym bodom tejto stupnice je trojny bod (rovnovazny stav
sustavy 'ad + voda + nasytena para, 0.01 °C), ktorému zodpoveda teplota 273.16 K.

Absolttna teplota sa v literatire zvykne oznacovat’ ako T. Pri teplote 0 K nadobuda kineticka
energia Castic sustavy najniz§iu moznt hodnotu, nie je v8ak nulova. V blizkosti teploty 0 K sa zna¢ne
mensie ako 1 pK.

V dennej praxi pouzivame na meranie teploty Celziovu teplotnu stupnicu, ktora ma dve
zakladné teploty. Jej prvym zakladnym bodom je bod topenia Padu pri normalnom tlaku 1.013 x 10°
Pa, ktorému dohodou prirad’ujeme teplotu 0 °C = 273.15 K. Podobne rovnovaznemu stavu vody a pary
za normalneho tlaku prirad’'ujeme druhu teplotu 100 °C. Medzi tymito teplotami je stupnica rozdelena
na 100 rovnakych dielikov. Jednotkou teplotného rozdielu je teplotny stupen nazyvany celzius [°C] a je
rovnako vel’ky ako teplotny rozdiel zodpovedajici jednému kelvinu. V stcéasnej fyzike sa Celziova

teplota T v °C definuje pomocou termodynamickej teploty T defini¢nym vztahom

T(°C) = T(K) — 273.15. (8.1)

8.3 TEPLOTNA ROZTAZNOST LATOK

Teplotna roztaznost’ sa prejavuje pri latkovych telesach vSetkych troch skupenstiev a je
spdsobena tym, ze parametre tepelného pohybu Castic latky zavisia od teploty T.

Castice tuhej latky kmitaju okolo rovnovaznych poloh v krystalickej mriezke. Pri zvacseni
teploty latky sa zvac¢Suje energia kmitavého pohybu a sic¢asne narasta aj amplitida kmitavého pohybu.
Tym narastd istredna vzdialenost’ Castic. Zmena strednej vzdialenosti ¢astic so zmenou teploty je
pric¢inou tzv. teplotnej rozt’aZnosti. Pri zmene teploty pevného telesa sa menia jeho rozmery. Tento jav
nazyvame teplotna diZkova rozt'aznost’.

Predpokladajme ty¢, ktora ma dizku 1y pri teplote Ty. Ak ty¢ zohrejeme o teplotu AT, jej dizka

sa zmeni o Al, ¢o sa da vyjadrit’ vztahom

Al = a1y AT, (8.2)

kde o je kon$tantou imernosti a nazyva sa teplotnym suinitePom dizkovej rozt’aznosti [K™].
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Hodnota teplotného sicinitela dizkovej roztaznosti je radovo 10-°. Ak oznaéime prirastok

dizky ako Al, potom
Al=1-1o, (8.3)
kde 1 je dizka tyce pri teplote T. Potom, moZzeme vyjadrit’ dizku tyée I pri tejto teplote v tvare
1=1[1+ a(T - Tp)]. (8.4)

Tento vztah plati pre také teplotné rozdiely AT, pri ktorych mozno predpokladat’, Ze v intervale
teplot AT je zmena dizky telesa linearna. Ukazuje sa, Ze pre vicsie teplotné rozdiely dizkovu rozt'aznost’
lepsie vyjadruje kvadraticka zavislost’.

Ak sa zvysi teplota telesa z tuhej latky pri stalom tlaku p, zvacsi sa jeho objem V. Pokusy

ukazujt, Ze vo vhodnom teplotnom intervale je zvac¢Senie objemu V dané vzt'ahom

AV =V-V,, (8.5)
priamoumerné zvacseniu teploty AT = T — Ty a objemu telesa Vy pri teplote Ty, plati teda, Ze

AV =[(-V-AT, (8.6)

a po uprave dostavame

V=V,[1+B(T—Tyl, (8.7)

kde koeficient B sa nazyva teplotnym siucinite’om objemovej rozt’aznosti. V pripade izotropného
telesa sa da tento koeficient zapisat’ ako: § = 3 - .
Ked'Ze so zmenou teploty dochadza k zmene objemu telies, musi sa menit’ aj ich hustota p,

nakol’ko hmotnost’ nepohybujucich sa telies m je konsStantna. Ak teda,

_m
PO—V_O (8.8)

je hustota telesa pri teplote Ty a B je jeho teplotny sucinitel’ objemovej rozt'aznosti, potom
jednoduchymi Upravami a zanedbanim ¢lenov vysSich rddov zmeny teploty AT, mdézeme vztah pre

hustotu telesa p pri teplote T zapisat’ ako
p = po(1—BAT). (8.9)
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Vicsina latok ma teplotny koeficient objemovej rozt'aznosti kladny, takze s narastajucou

teplotou ich hustota klesa. Ale st aj vynimky napr. voda — anomalia vody.

8.4 TEPLO A TEPELNA KAPACITA

Teplo je forma prenosu energie. Podl'a molekularno-kinematickej teérie zodpoveda teplo
celkovej kinetickej energii neusporiadaného pohybu molekul. Podla tedrie dochadza k premene
mechanickej prace na teplo tak, Ze sa meni energia usporiadaného mechanického pohybu (napr. pohyb
pri treni dvoch telies) na energiu neusporiadaného pohybu atémov alebo molekil telies. Taktiez pri
styku dvoch telies s rozdielnou teplotou sa kineticka energia molekul teplejSicho telesa odovzdava
molekulam s nizSou kinetickou energiou chladnejSieho telesa, co vnimame ako prenos tepla. Pri
prenose tepla sa uréuje mnozstvo tepelnej energie, ktoré je dodané alebo odobraté uréitému telesu. Toto
mnozstvo tepelnej energie sa zvykne oznaCovat’ ako Q.

Uved’me si niekol’ko prikladov. Predpokladajme, Ze mame nadobu, ktora plnime teplou vodou.
Po Case zistime, Ze nddoba aj naliata voda maji rovnaku teplotu a buda v rovnovaZnom stave. Vlozme
do tejto stistavy nejaké teleso. Znova po urcitom Case sa ich teploty vyrovnaju. Ak teraz nddobu s vodou
a telesom postavime na elektricku platnicku, bude sa sustava zohrievat’ ako celok.

Vo vSetkych pripadoch telesd odovzdali/prijali urcit¢é mnoZstvo tepelnej energie.
Z experimentalnych merani vyplyva, Ze toto mnoZzstvo energie zavisi od typu telesa, od jeho hmotnosti
a od rozdielu teplot. Na zdklade experimentalnych merani mdézeme mnoZzstvo tepla Q, odovzdaného

alebo prijatého, pri zmene teploty o hodnotu AT vyjadrit’ v tvare
AQ=c-m-AT, (8.10)

kde ¢ je merna tepelna kapacita latky, m je hmotnost’ telesa a AT je teplotny rozdiel. Jednotkou
tepla je jeden joule [J]. StarSou technickou jednotkou pre mnozstvo tepla je kilokaloria [keal], ktora
predstavuje mnozstvo tepla potrebného na ohriatie 1 kg Cistej vody z 14.5 °C na 15.5 °C. Jedna kcal
predstavuje asi 4,18 kJ.

Tabul’ka 8.1. Merna tepelna kapacita vybranych latok

Latka ¢ [J.kgl. K] Latka ¢ [J.kg. K]
voda 4186 lad 2100
glycelor 2400 beton 880
petrolej 2100 ocel 460
etan 2400 med’ 380
ortut’ 140 olovo 130
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Mnozstvo tepla potrebného na zvySenie teploty latky teda zavisi od hmotnosti tejto latky,
chemického zloZenia, vnutornej Struktary (stavby). Ako to v roku 1760 zistil Joseph Black pri
pokusoch s vodou a ortut'ou. Mnozstvo tepla, ktoré musime telesu dodat’ (odobrat’), aby sme zvysili
(znizili) jeho teplotu o jeden kelvin (jeden stupen celzia), nazyvame tepelnou kapacitou telesa C, ktora

je definovana vztahom

_dQ

C=—.
dT

(8.11)

Jednotkou tepelnej kapacity je [J.K']. V beZnej praxi sa CastejSie pouziva merna tepelna

kapacita ¢ definovana ako

1dQ
c=—=— (8.12)

"m mdT’

kde m je hmotnost’ telesa. Merna tepelna kapacita ¢ udava mnozstvo tepla Q, ktoré je potrebné na
ohriatie jedného kilogramu latky o jeden teplotny stupen. Jednotkou mernej tepelnej kapacity je
[J.kg.K™].

Ako uz bolo povedané, merna tepelna kapacita c je veli¢ina charakteristicka pre danu latku.
Merna tepelna kapacita ¢ pevnych a kvapalnych latok je funkciou teploty T. Pri plynoch je situacia
zlozitejSia. Merna tepelna kapacita zavisi nielen od teploty T, ale taktiez od tlaku p a hlavne podmienok,
pocas ktorych plyn prijima /odovzdava teplo Q. Podl'a tohto rozliSujeme mernu tepelnu kapacitu ¢ za
staleho tlaku ¢, a mernu tepelnt kapacitu za staleho objemu c,.

Vztah (8.10) je spravny iba v tom pripade, ak ¢ ostava konsStantné v teplotnom intervale AT.
Z presnych merani sa v§ak ukazalo, Ze merna tepelna kapacita vSetkych latok mierne zavisi od teploty.
Ak je nutné pri vypoctoch uvazovat’ teplotni zavislost mernej tepelnej kapacity latok, potom vztah

(8.10) prejde na tvar

AQ=m fC(T)dT- (8.13)

8.5 KALORIMETRICKA ROVNICA

Kalorimetria je veda, ktora sa zaoberd meranim tepla pri chemickych reakciach alebo
fyzikalnych zmenach latok. Tieto merania sa uskutocnuju v zariadeni, ktoré sa nazyva kalorimeter.
Kalorimeter je vlastne tepelne izolovana nadoba, v ktorej mozno uskutociovat’ tepelnu vymenu medzi
telesami pri siCasnom merani ich teplot. Tepelné vlastnosti kalorimetra sa charakterizuji tepelnou

kapacitou kalorimetra Ck.
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Majme dve telesa s hmotnostami m; a m, s mernymi tepelnymi kapacitami ¢4 a €5 a teplotami
T; a T,, pricom pre teploty plati, Ze T; > T,. Ak tieto telesa privedieme do vzajomného kontaktu
a predpokladame, ze dana sustava je tepelne izolovana od okolia, nastane tepelna vymena medzi
danymi telesami.

Teplo bude prechadzat’ z teplejsieho telesa na chladnejsie teleso, priCom po urcitej dobe sa ustali
ich teplota na rovnakej hodnote teploty T, pre ktoru plati Ty > T > T,. Ak predpokladdme, Ze merné
tepelné kapacity telies st v uvazovanom teplotnom rozsahu konstantné, mézeme mnozstvo tepla, ktoré

odovzda teplejsie teleso chladnejSiemu telesu vyjadrit’ v tvare

AQ; = ¢ymy(T; = T). (8.14)

Na druhej strane, chladnejSie teleso od teplejSieho prijme teplo Q, ktoré mézeme vyjadrit

v tvare

AQ; = c;my(T—T,) . (8.15)

KedZe telesd st tepelne izolované od okolia, mnoZzstvo odovzdaného tepla telesom

s hmotnostou m4 sa rovna mnozstvu prijatého tepla telesom s hmotnostou m,, tzn. Ze

AQ; = AQ,
(8.16)
cmy(Ty = T) = comy(T—T).
Rovnica sa nazyva kalorimetricka rovnica. Ak dochadza k skupenskym zmenam latok,
je potrebné este zahrnut” do kalorimetrickej rovnice i toto mnozstvo tepla.
Ak budeme predpokladat’, Ze aj nadoba, kde prebieha tepelna vymena, prijima nejaké iastkové

teplo, treba ho zahrnut’ takisto do kalorimetrickej rovnice. Vysledna rovnica bude mat’ potom tvar
cimy(Ty = T) = c;my(T—T,) + C(T—-Ty), (8.17)

kde veli¢ina C (T — T,) predstavuje teplo Q, ktoré prijal kalorimeter s prislusenstvom.

8.6 ZMENY SKUPENSTVA LATKY

Pevna latka, kvapalina a plyn st termodynamické sustavy, ktoré sa skladaju z vel’kého poctu
Castic. Ak ma sustava vrovnovaznom stave vo vSetkych cCastiach rovnaké fyzikalne a chemické
vlastnosti (napr. rovnaku hustotu, Struktiru, chemické zlozenie), tento stav sa nazyva fazou. Pod fazami

rozumieme jednotlivé skupenstva (pevna ortut’, kvapalna ortut’, ortut’ové pary).
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Jednotlivé fazy su spravidla od seba oddelené ostrym rozhranim, no st stavy i s va¢§im poctom
faz. Ststavami s va¢Sim po¢tom faz su napr. voda + Pad + vodna para, pevny jod + jédové pary,

kvapalna ortut’ + ortut’ové pary a pod.

| 1
:I sublimacia |

tuhnutie kondenzacia

< <
Pevna latka Kvapalina

. -
Ll »

Plyn

topenie vyparovanie

II desublimacia II:

Obr. 8.2. Typy premien faz

Prechod latky z jednej fazy do druhej nazyvame fazovou premenou. Fazova zmena je napr.
topenie kovu, vyparovania kvapaliny, ale taktieZ premena grafitu na diamant a pod. Dalej sa budeme
zaoberat’ len fazovymi premenami, ktoré sa nazyvajii zmeny skupenstva.

Tieto zmeny patria medzi fazové zmeny prvého druhu, ktoré st charakterizované tym, ze pri
nich dochédza k pohlcovaniu alebo uvol’iiovaniu tepla a tym, ze sa objem pri zmene jednej fazy na
druhtt meni skokom. Medzi zmeny skupenstva patri topenie, tuhnutie, vyparovanie, kondenzacia,
sublimécia a desublimacia. Vsetky tieto zmeny st zobrazené v diagrame na Obr. 8.2.

Ak zohrievame teleso z krystalickej latky, zvySuje sa jeho teplota T a po dosiahnuti teploty
topenia T; (teplota topenia zavisi od vonkajSieho tlaku) sa meni na kvapalinu. Dodané teplo potrebné
pre zmenu pevného telesa o hmotnosti m zahriateho na teplotu topenia T, na kvapalinu tej istej teploty
sa vola skupenské teplo topenia L;. Pretoze skupenské teplo topenia L; z&visi od hmotnosti telesa m,

zavadzame veli¢inu merné skupenské teplo topenia 1, ktoré je definované vztahom

(8.18)

Jednotkou merného skupenského tepla topenia I, je [J.kg!]. Merné skupenské teplo topenia
je tepelnou konstantou latok a ma pre rozne latky roznu hodnotu, napr. pre Iad je 1, = 334 kJ.kg~L.

Pri kazdej teplote existuju v kvapalinach aj tuhych latkach molekuly s takou kinetickou
energiou, ze su schopné prekonat pritazliva silu od susednych castic auvolnit' sa zlatky. Pri
kvapalinach tomuto javu hovorime vyparovanie a pri tuhych latkach sublimécia. Vyparovanie je teda
dej, pri ktorom sa meni kvapalina na paru. Tento dej prebicha pri kazdej teplote. S narastajucou teplotou
pri zachovani ostatnych parametrov rychlost’ vyparovania vzrasta, lebo v latke je stale viac molekul
s dostatocnou energiou na opustenie latky.

Pri vyparovani sa z kvapaliny uvol'iiuji molekuly s vysSou kinetickou energiou. To sposobuje,
ze celkova Kkinetickd energia pohybu molekil kvapaliny klesa, ¢o sa makroskopicky prejavuje

poklesom teploty kvapaliny. Pri vyparovani sa teda kvapalina ochladzuje. Ak ju chceme udrzovat’ stale
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na rovnakej teplote, musime jej dodavat teplo z vonkajSieho prostredia. Toto teplo sa pri vyparovani
kvapaliny nazyva skupenskym teplom vyparovania a pri vare kvapaliny skupenské teplo varu. Toto

teplo mozno ur€it’ pomocou vztahu v tvare

L=m-l, (8.19)

kde m predstavuje hmotnost vyparenej kvapaliny a 1, predstavuje merné skupenské teplo
vyparovania alebo varu kvapaliny. Merné skupenské teplo vyparovania (varu) predstavuje mnozstvo
tepla, ktoré musime dodat’ 1 kg kvapaliny s teplotou T, aby sa premenila na paru s tou istou teplotou.
Merné skupenské teplo vyparovania zavisi od druhu latky a teploty (s klesajicou teplotou klesa).

Ak sa para premiefia na kvapalinu, hovorime o kondenzécii.

8.7 TERMODYNAMICKE VELICINY A ZAKONY

8.7.1 Praca plynu

Plyn s dostatocne velkym tlakom uzavrety vo valci s pohyblivym piestom moéZze rozpinanim

konat’ pracu W podl'a Obr. 8.3.

=<
<V

pV

Obr. 8.3. Zmena tlaku pri zmene objemu. Praca plynu pri postivani piesta.

Pri stlaceni (zmenSeni objemu) plyn prijima pracu W. Ak je v nadobe tlak plynu p, potom

na piest pdsobi tlakova sila

F=p-S§, (8.20)

kde S je plocha piesta a p je tlak. Pri malom posunuti piesta As sa tlak plynu p zretelne nezmeni

a vykonana praca W sa da zapisat’ ako

AW=F-As=p-S-As=p-AV, (8.21)
pricom AV = S - As je zmena objemu.
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Pokial’ zabezpeCime, ze sa pocas deja nebude menit’ tlak plynu (izobaricky dej), tak potom
predchadzajici vzt'ah predstavuje pracu, ktort vykona plyn pri zvacSeni objemu z V; na V,, teda
AV =V, —V;. Ak sa pocas daného deja zmensuje objem, praca W je potom zaporna, ¢o znamena, ze
plyn prijima pracu.

Ak sa pocas deja meni tlak plynu (izotermicky dej) potom elementarna praca dW, ktort

musime vykonat je dana vztahom
dW = p(V)dVv. (8.22)

Vysledna praca W, ktortt vykona plyn pri zvdacSeni objemu sa vypocita pomocou spojitého

integralu v hraniciach V; a 'V,

v,
W=f pdv. (8.23)

8.7.2 Vnitorna energia

Pri $tudiu mechaniky definujeme Kineticka a potencialnu energiu telesa. Kazdé latkové teleso
ma vsak tiez energiu E, ktora stvisi s jeho vnitornou ¢asticovou Struktarou. Tato energiu nazyvame
vnutornou energiou U telesa (v termodynamike je teleso povazované za termodynamicki sustavu,
preto je to tiez vnutorna energia termodynamickej sustavy).

Uz vieme, ze Castice latky (atomy, molekuly, i6ny) konaji neustaly a neusporiadany pohyb
(posuvny, otacavy, kmitavy). Teda celkova kineticka energia vSetkych neusporiadane sa pohybujtcich
Zastic latky je jednou zlozkou vniitornej energie U ststavy (telesa). Dalsia zlozka vniitornej energie
U ststavy je celkova potencidlna energia Ei vSetkych Castic, ktora zavisi od vzajomnych poloh Castic
a posobiacich sil medzi nimi.

Tieto dve uvedené zlozky vnutornej energie su rozhodujiice pri vysetrovani dejov, ktoré
budeme d’alej Studovat’. Pre Gplnost’ je treba eSte uviest’ d’alSie zlozky vnutornej energie telies, aj ked’
ich nebudeme v d’alSom vyklade brat’ do tvahy, pretoze sa tieto energie pri Studovanych dejoch nebudu
menit’. Medzi tieto zlozky radime napr. energiu chemick, ktora je pri¢inou vzédjomnych chemickych
vézieb, d’alej elektricku energiu, ktord maju elektricky nabité Castice, ak sa sustava nachddza
v elektrickom poli a d’alSie iné.

Vnitornu energiu U sustavy telesa budeme definovat’ ako sucet celkovej kinetickej energie
Ex neusporiadane sa pohybujticich Castic sistavy a celkovej potencialnej energie E, vzajomnej polohy
jeho cCastic. Vnutorna energia U patri medzi stavové veliciny a jej jednotkou je 1 [J]. Vnltorna energia

U nie je vSeobecne konstantnou veli¢inou.
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Deje, pri ktorych sa meni vnitorna energia sustavy U, mozno rozdelit’ do dvoch skupin:
e deje, pri ktorych sa meni vnitorna energia konanim prace W,

e adeje, pri ktorych nastava zmena vnutornej energie tepelnou vymenou Q.

Pri konani prdce W sa meni kineticka alebo potencialna energia telesa na jeho vnitornu
energiu U alebo naopak, napr. pri treni dvoch telies, pri stlaceni plynu v tepelne izolovanej nadobe,
pri ohybani drdtu, pri nepruznom naraze telies na podlozku a pod. Ak dej prebicha v izolovanej sustave,
zostava sucet kinetickej a potencialnej energie, t. j. vnutornej energie konstantny. Celkovu Kineticku

energiu plynu mozno vypocitat’ vztahom

N

1, 1 , 3

£=szvi=EN-m-vk=EN-k-T, (8.24)
i

kde m je hmotnost’ a v; je rychlost’ i-tej Castice, vy je stredna kvadraticka rychlost’ molekiil, k je

Stefan-Boltzmannova konstanta k = 1.38 x 102 J.K\.mol! a N je celkovy pocet ¢astic plynu.
Zakladnym predpokladom kinetickej teorie plynov je dokonala neusporiadanost’ molekulového

pohybu (v naSom pripade posuvného resp. rotaéného pohybu). Ani jeden typ z danych pohybov nema

prednost’ pred druhym. Ak teda zoberieme Casticu ako jednoatémovi molekulu s 3 stupnami vol'nosti,

potom jej priemerna kineticka energia je

—3k T
=5 ) (8.25)

Z| o

toto predstavuje pomer €/N.
Tzn. na kazdy stupen vol'nosti pripada energia: %kT. Pri tepelnych vypoétoch v pripade plynov
pouzivame tepelnt kapacitu vzhl'adom na 1 mol latky, ktor nazyvame moldrnou tepelnou kapacitou

pri konstantnom objeme C, [J.mol'.K™]. Pre, ktoru plati vzt'ah

C, = =R, (8.26)
kdei=3,5, 6 je pocet stupnov volnosti molekuly plynu.

Celkova kineticka energia Castic systému zavisi len od teploty T. Potom, so zmenou teploty

sa meni aj vnutorna energia systému U a musi teda platit’, Ze

AU = Aeg. (8.27)
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Ak spojime rovnicu pre celkovi kineticku energiu plynu ( 8.38 ) s vyjadrenim moléarnej
tepelnej kapacity C, pre tri stupne vol'nosti podl'a ( 8.26 ), potom zmenu vnttornej energie AU pre n

molov, resp. m kilogramov plynu moZzno vypocitat’ ako
m
AU = nC, AT = MCVAT , (8.28)

kde n je latkové mnoZstvo plynu, C, je molarna tepelna kapacita pri konstantnom objeme a M je
moliarna hmotnost’.

V technickej praxi su dolezité také deje, pri ktorych ststava prijima alebo odovzdava energiu
oboma smermi tzn. tepelnou vymenou i konanim prace. Napr., plyn vo valci stlaCame piestom
a suCasne zahrievame stykom s teplejSim telesom. Vztah medzi velicinami W, AU a Q vyjadruje L.

termodynamicky zékon.

8.8 I.AIL. TERMODYNAMICKY ZAKON

Ako uz vieme, vnutorna energia U sa mdZe menit’ bud’ konanim prace W alebo dodanim tepla
Q. Najcastejsie sa vSak meni oboma sposobmi naraz. Tato skuto¢nost’ opisuje I. termodynamicky
zakon, ktory hovori: Vnutorna energia systému U narastie, ak mu okolie doda teplo Q a klesne,

v pripade, ze systém vykona nejakt pracu W. Zakon mdézeme matematicky definovat’ vztahom
AU=Q-W, (8.29)

kde AU je zmena vnutornej energie stustavy, Q je dodané a odobraté teplo sustavy a W je praca
dodana alebo vykonana ststavou.

Ak sustave dodame teplo Q a vykoname na nej nejaki pracu W (zmensSime jej objem),
jej vnutorna energia U narastie. Ak ststava odovzdava teplo Q alebo vykona pracu W (expanduje),
jej vnutorna energia U klesa. Ak stistava kona pracu, potom pracu povazujeme za kladnu a naopak,
ak na ststave kona pracu vonkajsia sila F, potom bude praca uvazovana so zapornym znamienkom.

V predchadzajicej rovnici je veli¢ina Q kladna v pripade, Ze teplo do systému dodavame,
v opac¢nom pripade teplo Q je zaporné. Praca W je kladna veliCina, ak pracu kona stistava a zaporna,

ak praca W je do sustavy dodana. Na zaklade tychto znamienok potom musi platit, Ze

AU = (Qdodane’ - Qodvedene’) - (vakonané - Wdodané) : (8.30)

I. termodynamicky ziakon mozno formulovat’ aj inym spdsobom: nie mozno zostrojit’ také
zariadenie, tzv. perpetuum mobile I. druhu, ktoré¢ by vykonavalo pracu bez zmeny svojej energie alebo

energie okolia.
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Doslova nazov perpetuum mobile znamena nieco, ¢o sa neustale (samo od seba) pohybuje,
pricom v pripade termodynamiky, eSte navySe kona uzitocnu pracu.

Podobné znenie ma aj II. termodynamicky zakon, ktory hovori: Nie mozno zostrojit’
periodicky pracujuci tepelny stroj, ktory by len prijimal teplo od urcitého telesa (ohrievaca)
a vykonaval rovnako velki pracu. Teda nemozno zostrojit perpetuum mobile II. druhu
(termodynamické; 1. druhu je mechanické).

Pre tepelné systémy s Cisto tepelnym prenosom bez akéhokol'vek konania prace, ked’ systém
nekona mechanicku pracu t. j. Wyodans = Wyykons = 0, mozno predchadzajucu rovnicu prepisat’ do

tohto tvaru

AU = Q = (Qqodané — Qodvedns) (8.31)

alebo v diferencialnom tvare ako

du
E=Qti_(ho» (8.32)

kde q; = c:l—? je tepelny tok s fyzikalnou jednotkou [J.s] alebo 1 Watt [W]. Potom, q je tepelny tok

privedeny do systému a q, je tepelny tok systémom odovzdany.

8.9 TEPELNA KAPACITA

Pre objekt zakladného prvku tepelného systému — tepelnej kapacity C zobrazenej na
nasledujicom Obr. 8.4 so schematickou znackou tepelnej kapacity, je tepelna kapacita C definovana

ako pomer zmeny tepelného toku q, v zavislosti od zmeny teploty T

dq
C =ar’ (8.33)

kde C ma jednotku [J.K™], [J.°C].

C

o . qt2

Obr. 8.4. Schematicka znacka tepelnej kapacity

Uz vieme, ze tepelna kapacita je miera tepla potrebného na zvySenie teploty objektu za urcity
casovy interval. V pripade, Ze uvazujeme izochoricky proces, ked’ systém nekona ziadnu pracu W

a vSetko teplo Q sa prejavi iba v zmene vniitornej energie U potom plati, ze
Q = AU = mcyAT, (8.34)
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kde m je hmotnost latky, c, je merna tepelna Kkapacita za konStantného objemu
[J.K kg, Jkg'.°C!] a AT = (T — Ty) je teplotny rozdiel. Na druhej strane, ak uvazujeme, Ze proces

je izobaricky s konstantnym tlakom p, potom

kde veli¢ina H je nazyvana entalpiou a c, je merna tepelna kapacita za konStantné¢ho tlaku p.

Z predchadzajtcich rovnic mozno odvodit’ vzt'ah pre tepelnt kapacitu C v tvare

C = mcy (8.36)

alebo

C=mc,. (8.37)

Pri nestlacdite’'nych tekutinach a tuhych telesa, ked’ nedochadza k zmene objemu nema

zmysel uvazovat' tepelna kapacitu pre konStantnom objeme c, resp. tlaku c,. Nakolko plati, Ze

€ = Cy = Cp, tzn. Ze pre znamu hustotu p a objem V, potom pre kapacitu C bude platit’ tento vzt'ah

C=mc=ch. (8.38)

8.10 TEPELNY ODPOR
Aj v pripade tepelného systému mozno podobne ako v pripade inych fyzikalnych systémov,
definovat’ tepelny odpor. Pre objekt tepelného odporu s konstantou R pouzivame schematicku znacku

zobrazenl na nasledujiicom Obr. 8.5.

R
T T, T T,
=" MW
=)

-
=

q. q,
—> —>

Obr. 8.5. Schematicka znacka tepelného odporu

Tepelny odpor R opisuje vzajomny vzt'ah medzi zmenou teploty a tepelnym tokom medzi

dvoma meranymi bodmi systému.
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V pripade tepelnych systémov je nutné pre spravne stanovenie konstanty tepelného odporu R,
identifikovat’ typ tepelného prenosu, pred samotnym pouzitim konsStanty R v matematickych
rovniciach.

Vo vSeobecnosti vo fyzike rozliSujeme tri zakladné sposoby prenosu resp. Sirenia tepelného
toku v tuhych latkach, plynoch a kvapalinach ako st:

e vedenie tepla (kondukcia)
e prudenie tepla (konvekcia)

e salanie alebo radiacia.

Vedenie tepla je jeden zo zakladnych principov prenosu tepla v tuhych latkach, plynoch
a kvapalinach. Pri tomto sposobe tepelného prenosu si Castice latky (molekuly, atomy, iony) pri

vzajomnych zrazkach odovzdavaju Cast’ kinetickej energie, pozri Obr. 8.6.

Kvapaliny

Tuhé latky

74} , ‘.
& Qﬁ.f’a‘
5 dodod®
w W
/ molekularne kolizie / / molekularne kolizie / / vibracia atémov v mriezke /
(a) (b) (c)

Obr. 8.6. Prenos tepla kondukciou, (a) v plyne, (b) v kvapaline a (c) v tuhej latke

Mechanizmus odovzdavania tepla priadenim nazyvame konvekciou, ktory je d’alSim spdsobom
prenosu tepla medzi systémami. Tento proces odovzdavania tepla mozno zaznamenat’ hlavne v pripade
plynov a kvapalin. Konvekcia je zalozena na tom, Ze hustota latky sa vyznamne meni s teplotou T
a preto v prostredi s r6znou teplotu T dochadza vplyvom gravitacnych sil k prirodzenému pradeniu

a potom premies$avaniu a vyrovnavaniu teplot, pozri Obr. 8.7.

Rychlost pradenia Priebeh teploty
kvapaliny v T
T

Smer obtekania P
telesa tekutinou

—
tepelny tok q,

R EEE:
%%%%%% :

Teleso ohriate
na teplotou Tg

A 4

Obr. 8.7. Mechanizmus tepelného prenosu pri obtekani telesa
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Ku konvekcii, t. j. vzajomnému odovzdavaniu energii dochadza v prevaznej miere pri pradeni
kvapalin alebo plynov. Konvekciu mézeme pozorovat’ napr. v hrnci s vodou pri zohrievani na sporaku
(ked’” zohriata a l'ahSia voda stupa nahor, naopak chladnejsia voda klesd nadol z vySSich vrstiev
kvapaliny).

V beztiazovom stave k procesu konvekcie vobec nedochadza, nakol’ko v tomto beztiazovom
stave nie je mozny proces prirodzeného premieSavania tekutin a teda konvekcia v takomto stave vobec
neprebicha.

Salanie (vyZarovanie) alebo radiacia je mechanizmus prenosu tepla, ktory spociva v emisii
a absorpcii tepelného ziarenia medzi vzdialenymi objektami. Tento princip prenosu je zaloZeny na
elektromagnetickom vyzarovani tepla z objektu na iny objekt.

Salanie je jediny spdsob prenosu tepla, pri ktorom nie je potrebné sprostredkujuce latkové
prostredie. Teleso s nenulovou teplotou vyzaruje elektromagnetické Zziarenie podla Planckovho
zakona. Celkové mnoZstvo vyziarenej energie z jednotky plochy telesa rastie s teplotou povrchu, pozri
Obr. 8.8. Od teploty zavisi aj vysledné spektrum Ziarenia, ktoré sa pri naraste teploty postuva ku kratSim
(okom pozorovatelnym) vinovym dizkam.

Prikladom méze byt napr. infracervené (okom nevidite'né) ziarenie z povrchu radiatora, resp.
okom pozorovatel'né svetlo vyzarované z povrchu Sinka alebo vldknom ziarovky zahriatym na vysokua

teplotu T.

Okoy;
litg
O
7; edle

Radiaca

Kovova gula
\ T=600°C

Obr. 8.8. Mechanizmus salania (vyzarovania)

Z predchadzajuceho vyplyva, Ze kondukcia je proces prenosu tepla Q medzi latkami, ktoré su
v priamom kontakte, zatial' co konvekcia je proces prenosu tepla Q, ktory vznika pri pradeni tekutin,
ktorymi mézu byt’ plyny alebo kvapaliny. Dalej sa blizsie pozrieme na princip kondukcie a konvekcie
z pohl'adu tepelného odporu. Tepelny odpor R v pripade prenosu tepla mozno definovat tymto

vztahom ako pomer zmeny teploty AT v zavislosti od tepelného toku AQ

T

= dq (8.39)
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kde R je tepelny odpor, ktory méa fyzikalnu jednotku definovanu ako [K.s.J?'] alebo [°C.s.J].
Pre jednoduchy typ vedenia tepla v jednom smere podl'a Obr. 8.9 mozZno definovat’, tzv. Fourierov

zakon znamy tiez ako zakon tepelnej kondukcie

_kSAT _kSTl—Tz
qt_ L - L )

(8.40)

kde L je diZka telesa v smere tepelného toku, S je prierezova plocha kolma na smer tepelného toku, AT
je tepelny rozdiel pozdiz dizky L, k je saéinitel’ tepelnej kondukcie materialu, cez ktory dochadza
k tepelnému toku. Sucinitel’ tepelnej kondukcie k ma fyzikdlnu jednotku definovanti ako

[W.mL.K!] alebo [W.m™.°C].

| L |
| g
Ploch
—_—) 90 a
prierezu S
T Smer tepelného toku q, T
1 _— 2

T>T,

Obr. 8.9. Kondukcia v jednom smere; tepelny tok prebieha smerom od vySSej teploty
k nizSej teplote
Tato Fourierova rovnica je Casto pouzivana pre tuhé telesa, ale je takisto pouzitelna aj pre
tekutiny. Z Fourierovej rovnice pre tepelnu kondukciu mozno odvodit’ definiciu pre tepelny odpor R,

ktory plati v pripade procesu prenosu tepla vedenim, resp. tepelnou kondukciou

R = L
=S (8.41)

—
Rychlost’ smer prudenia
prudenia v kvapaliny

Plocha prierezu

tepelny potrubia S

tok

[
i
qt [E— I Tz
|
|
|
|

Obr. 8.10. Prenos tepla konvekciou
Prenos tepla konvekciou, t. j. proces tepelného prenosu medzi telesom a tekutinou

(napr. medzi potrubim a tekutinou urcitej teploty T, ktord prudi v potrubi s prierezom S, pozri
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Obr. 8.10), resp. prenos tepla pri obtekani telesa plynom alebo kvapalinou, matematicky mozno

opisat’ ako priamotmerny vzt'ah medzi tepelnym tokom q, a zmenou teploty AT v tvare rovnice

q¢=h"S*AT=h-S(Ts—T,), (8.42)

kde S je plocha prierezu, ktorou je teplo prijimané/odovzdavané, T je teplota telesa, T, je okolita
teplota prostredia a h je sudinitel’ tepelnej konvekcie [W.m2K| alebo [W.m2.°C].

Na zaklade predchadzajucej rovnice opisujicej vztah pre tepelny tok q;, ku ktorému dochadza
v pripade tepelného prenosu systémom konvekcie (pradenim tekutin), mozno urcit’ vzt'ah pre tepelny

odpor R, ktory definujeme pre proces tejto tepelnej konvekcie ako

1
R=——o:1. (8.43)

-S
Mnozstvo tepla vyziaren¢ho plochou S za jednotku casu Q [W] absolttne Ciernym telesom

s teplotou T opisuje Stefanov-Boltzmanov zakon

qc=k-T*-S, (8.44)

kde k nazyvame Stefanova-Boltzmanova konstantak = 5.67 x 10" W.K~*.m2.
Teplo, ktoré vyzaruje redlne teleso pri tej istej teplote, je vo vSeobecnosti mensie. Tuto
skuto¢nost’ vyjadrujeme emisivitou telesa € < 1. Pre realne teleso mozno napisat’ tento vztah, ktory
opisuje mnozstvo vyziareného tepla telesom do okolitého prostredia, resp. na iné teleso so znamymi

teplotami

qe=0-¢"S(T{ = Ty), (8.45)

kde Ty je teplota telesa, T, je teplota okolia (telesa), € je emisivita telesa. Na zjednoduSenie rieSenia je
v pripade tepelného odporu velmi uzitoéné pouzivat koncept v zmysle tepelnych odporovych
obvodov. Tepelny tok q; je analogicky elektrickému priadu a tepelny rozdiel AT je analogicky

elektrickému napiitiu. Napokon tepelny odpor R je analogicky elektrickému odporu R.
8.10.1 Ekvivalentny tepelny odpor pre sériovo usporiadané tepelné odpory

Obr. 8.11 (a) zobrazuje prenos tepla cez dva rézne materialy s réznymi tepelnymi odpormi
R4, R;, ktory moze byt reprezentovany sietou sériovych tepelnych odporov, pozri Obr. 8.11 (b).
V tomto pripade plati, Ze tepelny tok q; je rovnaky pre kazdy komponent daného systému. Ak
uvazujeme, ze tepelné odpory jednotlivych prvkov systému st Ry a R;, potom s uvazovanim teplotného

rozdielu po oboch stranach podl'a Obr. 8.11 (b), pre tepelné odpory R; a R», ktoré st sériovo zapojené
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must platit’, ze

Ty = T2 = R4qt,
T, = Ts = Ryq¢.

(8.46)
/‘ T1 R1 TZ R2 T3 R1 Rz
=, "7 AW
™~ I

(a)

(b)
Obr. 8.11. (a) Tepelny tok cez sériovo spojené materialy, (b) odporovy model sériovo zapojenych
tepelnych odporov

Ak scitame predchadzajtice dve rovnice dostavame

T; — T3 = (Ry + Rz)qe- (8.47)
Predpokladajme, Ze existuje ekvivalentny tepelny systém pozostavajici len zjedného

materidlu so zndmym tepelnym odporom Req, ktory je nédhradou predchadzajiiceho kombinovaného
systému. Potom pre tento systém musi platit’, ze
T = T3 = Req " qt - (8.48)

Porovnanim predchadzajicich dvoch rovnic mozno odvodit’ vzt'ah pre ekvivalentny tepelny
odpor Req sériovo usporiadanych tepelnych odporov

Req = R]_ + Rz.

(8.49)

8.10.2 Ekvivalentny tepelny odpor pre paralelne usporiadané tepelné odpory

Nasledujuci Obr. 8.12 (a) zobrazuje prenos tepla cez stenu dvoch rozli¢nych materialov, ktoré
su usporiadané paralelnym sposobom.

T, R T,

R
Aan P :
q =" A e T, VVWVv—/ T,
ﬁ qt2 R2 —0
s I —AAAA—
R,
(a)

(b)
Obr. 8.12. (a) Tepelny tok cez paralelne spojené materialy, (b) odporovy model paralelne
zapojenych tepelnych odporov
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Tuato kombinaciu spojenia materidlov mozno reprezentovat’ ekvivalentnym sietovym modelom
paralelne zapojenych tepelnych odporov podl'a Obr. 8.12 (b). Poznamenajme, ze pre kazdy material
musi v tomto pripade platit, ze po oboch stranach maji rovnaky teplotny rozdiel Ty — Ts.

Celkovy tepelny tok q; sa teda rovnomerne rozdeli na dva tepelné toky q¢q a q¢2, ktoré sa Siria
jednotlivymi materialmi, pozri Obr. 8.12 (a). Pre tieto nezname tepelné toky qq a qy Siriace sa cez

jednotlivé materialy, mozno napisat’ tieto rovnice na zaklade uvazovanych tepelnych odporov R; a Rz

T -T
R,

T -T
R,

qi1 =

(8.50)

di2 =

Potom, pre celkovy tepelny tok q;, ktory je su¢tom tepelnych tokov g1 a q¢ musi platit, Ze

T,-T, T,-T, (1 1
qt = qQu Tt qez = R, + R, =<R_1+R_2>(T1—T2)- (8.51)

Ak budeme uvazovat, Ze existuje ekvivalentny tepelny systém pozostavajuci len z jedného
materidlu so zndmym ekvivalentnym tepelnym odporom R.q, ktory je ndhradou predchadzajuceho

kombinovaného systému, potom pre tento systém musi platit’, ze
T =T, =Req " qt- (8.52)

Porovnanim predchadzajucich dvoch rovnic mozno odvodit’ vztah pre ekvivalentny tepelny

odpor R4 paralelne zapojenych tepelnych odporov, pre ktory plati, ze

=—+—.
R. R, R, (8.53)

Priklad ¢. 8.1. Tepelny odpor

Tepelny tok q; pradi cez zaizolovant stenu podl'a nasledujiuceho Obr. 8.13. Stena je vyrobena
z vrstvy tehly s tepelnou vodivostou k; a dvoch vrstiev izola¢nej peny s tepelnou vodivostou k,. Lava
strana steny teploty Ty je vystavena obtekaniu vzduchu so zndmym stcinitePom konvekcie h;. Prava
strana steny s teplotou T je vystavena obtekaniu vzduchu so znamym sucinite’om konvekcie h.
Predpokladajme, Ze parametre k; = 0,5 W/(m.°C), k> = 0,17 W/(m.°C), hy = h, =10 W/(m%.°C), T;=

38 °C, a T,= 20 °C su zname veliCiny.
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Pozname hrabku tehly Ly = 0.1 m, hrubka kazdej penovej izola¢nej vrstvy je L, = 0.03 m
a prierezova plocha obtekanej steny je S = 16 m?. Urcte hodnotu vysledného tepelného toku cez stenu

q; a vypoditajte rozlozenie teploty po celej dizke steny.

K
SN
AN
XG0

Vzduch

Y

L, L, L,

<

»
Ll

Obr. 8.13. Tepelny tok cez izolovanu stenu

Prenos tepelného toku q; cez izolovanu stenu mozno realizovat’ pouzitim odporového modelu

s piatimi sériovo zapojenymi odpormi ako je zobrazené na nasledujucom Obr. 8.14.

T1 R1 T3 RZ T4 R3 T5 R4 TE R5 T2

ANV W \VWWWN——ANVN——AWN——VVWA—0

vzduch pena tehla pena vzduch

Obr. 8.14. Ekvivalentny odporovy model izolovanej steny

V tomto pripade musime uvazovat’ dva typy tepelnych prenosov a to konvekciu a kondukciu.

Odpovedajuce tepelné odpory mozno vypocitat' na zaklade nasledovnych vztahov podl'a Obr. 8.14

R, = R =h%A=hz_A= 6.25 x 1073 °C.s/J,
R, =R, = b 003 i0x102 °C. s/], (8.54)
koA 0.17x 16 :
Ly 0.1

=—=———=125x1072 °C.s/J.
Rs = A" 0sx16  20%107 °Cs/)

Celkovy tepelny odpor ReqmoZno vypocitat ako sucet vSetkych tepelnych odporov

zapojenych v sérii

5
Req = 2 R; =4.70 X 1072 °C.s/], (8.55)

=1

potom pre celkovy tepelny tok q; cez izolovanu stenu plati, ze

AT 38—-20
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Poznamenajme, Ze tepelny tok q, je rovnaky cez cela izolovant stenu. Takze pre kazda vrstvu

musia platit’ tieto vztahy

vzduch: qR; =T, —T; = T; =T; — q(Ry,
pena: qR, =T; - T, >T, =T; —qR;,
8.57

tehla: QtR3 = T4 - T5 = T5 = T4_ - qtR3 y ( )

pena: qR; =T —Tg=>Tg =T5 — qiRy .

Potom pre uvazované vstupné okrajové teploty T = 38 °C a T, = 20 °C dostavame hodnoty

teplot na hraniciach kazdého tepelného odporu v tvare

vzduch: T; =35.61°C,
pena: T, =31.40°C,

tehla: Ty = 26.61°C,

pena: Ty =22.40°C.

(8.58)

Na zéklade vypocitanych hodnét teplét mozno nakreslit' rozloZenie tepldt po dizke izolovane;

steny ako je znazornené na Obr. 8.15.

38

35.61

LAY

AN
31.40 26.61

22.40

N

Obr. 8.15. RozloZenie teplét po diZke izolovanej steny

Vsetkych vztahy, ktoré platia pre odvodené stavebné prvky tepelného systému mozno najst’

v tabulke na nasledujicej strane.
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Tabul’ka 8.2. Zakladné stavebné prvky tepelné¢ho systému

Tepelna kapacita
C=mc = pVc
C==
o 1Y 9.
du d(CT) dT _
dt - dt - dt - qtl th
Tepelny odpor
_hL-T
T, = T YOOR
! o g o 2 .
=~ ' a) kondukcia .
q. R=5%
— b) konvekcia
1
R R=5%
T1 AAAA Tz ¢) salanie
=o0-e-S-(Tf—T;
d, dt 1 2)

8.1 MODELOVANIE TEPELNYCH SYSTEMOV

Matematicky model tepelného systému je casto komplikovany z dévodu zlozitého rozlozenia
teploty v celom systéme. Aby sme zjednodusili analyzu tepelnych systémov, pri modelovani takychto
tepelnych systémov, budeme uvazovat’ systémy nie ako systémy s rozptylenymi parametrami, ale ako
systémy so sustredenymi parametrami, ktoré dokazu aproximovat’ dynamiku hrubého systému.
Uvazujeme teda, ze teplota vo vSetkych bodoch telesa je konstantna a nemeni sa v zavislosti od polohy

X, y a z v priestore telesa.

Teplota na
" povrchu telesa T,

Teplota

k liny T, . .
vapaliny 1 ~ VnUtorna teplota
telesa T

Obr. 8.16. Teleso ponorené do kvapaliny
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Predpokladajme, ze dokonale tuhé teleso je ponorené do horucej kvapaliny, ktorej teplota je
Tk ako je znazornené na predchadzajicom Obr. 8.16. Teplotu steny telesa uvazujeme ako Ty a teplotu
T ako teplotu v 'ubovol'nom vybranom bode vo vnutri ponoreného telesa. Predpokladajme, ze v tomto
pripade existuju dva typy prenosu tepla a to prenos tepla kondukciou (prenos tepla vedenim vo vnutri
daného telesa) a konvekcia (prenos tepla medzi telesom a kvapalinou).

Tepelny tok q; pre oba typy tepelnych prenosov mozno na ploche telesa pokladat’ za priblizne

rovnaky, musi teda platit’, Ze

k-S
— (T, = T) ~h-S(Te—Ty), (8.59)

kde h je sudinitel’ konvekcie tepla, k je sucinitel’ kondukcie, S je plocha telesa a L je vzdialenost’
medzi stenou a bodom telesa, v ktorom meriame teplotu telesa T. Potom, pre pomer teplotnych

rozdielov pre jednotlivé typy tepelnych prenosov musi platit, Ze

T,-T h-L
T—T, Kk (8.60)

Poznamenajme, ze teplotny rozdiel v ramci telesa mozno zanedbat v pripade, ze objekt je
dostato¢ne tenky resp. dostatofne maly. Ako kritérium na posudenie toho, ¢i nejaké teleso mozno

povazovat’ za dostatocne malé, slizi tzv. charakteristicky rozmer B;

B; = , (8.61)

kde L. je charakteristicka vel’kost’ dokonale tuhého telesa, ktora je definovana ako pomer objemu
telesa V a jeho plochy S

\
3

L. = (8.62)

Ak pre teleso plati, Ze jeho charakteristicky rozmer B; < 0.1, potom teleso mozno pokladat’
za dostatocne malé, tzn. ze teplota vo vsetkych bodoch tohto telesa nezavisi od polohy (x, y, z),

ale takuto teplotu uvazujeme za konstantnti v kazdom bode telesa.
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Priklad €. 8.2. Tepelna dynamika ohriateho telesa

Ocelova gula s polomerom r = 0.01m je ponorenda do horucej tekutiny
so znamym koeficientom prenosu tepla konvekciou h = 350 W/(m2.°C). Pre ocel uvazujeme
nasledovné parametre pre hustotu p = 7850 kg.m~3, mernt1 tepelnti kapacitu ¢ = 440 J./(kg.°C)
a sucinitel’ tepelnej kondukcie k = 43 W/(m. °C). Teplota vody je T, = 100 °C a pociatocna teplota
gule je To = 25 °C. Tepelny tok q;, odvadzany telesom gule do kvapaliny pokladajte za zanedbatel'ny.

a) Zistite, ¢i mozno teplotu gule povazovat’ za rovnakd v ramci celého telesa

b) Odvod’te diferencialnu rovnicu opisujicu vzt'ah medzi teplotou gule T a teplotou vody Tk

Vypocitajme charakteristicky rozmer L pre gulu ako

v oam® 1 001
3 .
Le=—=3 _—Zp=-_ (8.63)
CTA 4m?z 3'7 3
potom pre danti gul'u mozno vypocitat’ charakteristické ¢islo Bi ako
h-L. 3500.01 —y
B; = = =271x107“<0.1. (8.64)

k ~ 43 3

Ked’ze plati, ze B; =2.71 x 1072 < 0.1, potom gulu v tomto pripade mozno uvazovat
za systém so sustredenymi parametrami, tzn. Ze teplota v kazdom bode tohto telesa bude konstantna
(nie je nutné definovat’ vzt'ah teploty na zaklade parcialnych diferencialnych rovnic).

Dynamicky model teploty gule sa riadi 1. termodynamickym zakonom v tvare

du
dt

=4ti ~ Jto» (8.65)
pripomeiime, Ze vnutornu energia tepelného systému mozno zapisat’ v tvare
U =mcT = pVcT (8.66)

a teda zderivovanim vnitornej energie systému podla ¢asu t dostavame,

dU_d(chT)_ v dT_CdT
ac . dc % T Ya (8.67)
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Tepelny tok q; do smerujuci do telesa gule mozno vypocitat’ na zaklade tepelného odporu R

T — T
R )

qti = (8.68)

ak predpokladame, Ze tepelny tok q; odvadzany telesom gule je prakticky nulovy qi, = 0. Potom

diferencialna rovnica systému prejde do tvaru

dT T«—T
pVCE =qi ~deo = —p - (8.69)
Ak v danej rovnici budeme uvazovat tepelnt kapacitu C ako C = pVec = mc, potom
dT
RC—+T="Tg . (8.70)

dt

Tepelnu kapacitu C gule mozno vypocitat’ dosadenim vstupnych hodnot do vzt'ahu pre tepelnt

kapacitu C
4
C = pVc = 7850 3 (0.01)3 - 440 = 14.47]/°C . (8.71)

a pre tepelny odpor R v pripade konvekcie plati,

1 1

R =1TA = 350 4n-(0.01)?

= 2.27 0C.S/] . (8.72)
Potom vysledna diferencialna rovnica nadobudne tvar,

dT
32.855+T =100. (8.73)

Priklad ¢. 8.3. Ortut'ovy teplomer

Odvod’'me matematicky model tepelného systému, ktory predstavuje ortutovy teplomer vlozeny
do kvapaliny s teplotou Ty podl'a Obr. 8.17. Predpokladajme, ze teplomer méa znamy tepelny odpor
s konstantou R a takisto je znamy sucinitel’ tepelnej konvekcie h, ktory opisuje vlastnosti teplomera
pri prenose tepla konvekciou s kvapaliny do telesa teplomeru. Pri vypocte uvazujte, Ze pozname plochu
teplomera S a tepelny tok q, odvadzany telesom teplomera do kvapaliny pokladame za zanedbatelny.

N3jdite prenosovu funkciu systému G(s).
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Ak neznamu teplotu teplomera ozna¢ime ako T a teplotu kvapaliny uvazujeme ako Ty, potom
pre znamu veli¢inu su€initel’a prenosu tepla konvekciou h, ktory smeruje do teplomera z kvapaliny

vyssej teploty, mozno vypocitat’ tepelny odpor

1
R=——.
.S (8.74)
Ortut'ovy
teplomer
/
.
Teplota Tepelny
teplomeru T H‘«_;:. tok q,
iy &
Teplota é
kvapaliny T, ,r"_jg, ‘:._LEL\
S T T -

Obr. 8.17. Ortutovy teplomer ponoreny v kvapaline

Na zaklade vypocitaného odporu R mozno zadefinovat’ vztah pre tepelny tok q; medzi

kvapalinou teploty Ty a teplomerom teploty T ako

T — T
dii = R’ (8.75)

kde qy; je celkovy tepelny tok tepelného systému teplomera ponoren¢ho v kvapaline. Pre tepelna

kapacitu C = pVc = mc teplomera, d’alej plati tato rovnica

dU _d(pvem) _  dT _ dT

T a PCE=CE=%—%0, (8.76)

ked’Zze uvazujeme, Ze dochadza k prestupu tepla iba medzi kvapalinou a teplomerom a vieme, ze

(o = 0. Potom, plati, ze

c dT T —T
il i (8.77)
Usporiadanim danej rovnice mozno dospiet’ k tejto diferencialnej rovnici 1. radu
dT
RC—+T = Tg. (8.78)

dt
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Tato diferencialna rovnica 1. radu opisuje, ako sa meni teplota teplomeru T v Case t po jeho
vlozeni do kvapaliny s teplotou Ty. V tomto pripade systému sme uvazovali, Ze dany systém je
systémom so sustredenymi parametrami.

Vykonajme Laplaceovu transformaciu pri uvazovani nulovych pociatocnych podmienok
T0)=0

RC-sT(s) + T(s) = Tk(s), (8.79)

potom prenosova funkcia systému G(s) nadobuda tvar

T(s) 1
Te(s) RC-s+1°

G(s) = (8.80)

Priklad ¢. 8.4. Tepelny prenos v dome s ohrieva¢om

Izba znazornend na Obr. 8.18, obsahuje vo svojom vnitri ohrieva¢ so vstupnym tepelnym
tokom qy,. Tepelné kapacity ohrieva¢a a vzduchu v miestnosti st C; a C,. Dalej pozname tepelny
odpor prestupu tepla R4y (medzi ohrievacom a vzduchom v miestnosti) a tepelny odpor R, prestupu

tepla medzi stenou a vonkaj$im prostredim.

/\ Vonkajsie

Vzduch v miestnosti prostredie
M C, R, T,
A A
]
X X ¥ <
Ohrievaé ¢ @ ¢
B C. R,

???

Obr. 8.18. Izba s ohrievacom

Ak teploty ohrievaca a vzduchu v miestnosti ozna¢ime ako T; a T, a pozname okolitu vonkajsiu
Ty teplotu, ktora sa meni v Case t. Odvod'te matematicky model, ktory opisuje vzt'ah medzi teplotami

T; a T,, vstupnym tepelnym tokom q;, a okolitou vonkajSou teplotou Ty. Potom:
a) zapiSte sustavu rovnic do maticového tvaru a preved'te aplikovanim Laplaceovej

transforméacie do roviny s,

b) napokon néjdite prenosovu maticu systému G(s).
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Aplikovanim I. termodynamického zikona pre prenos tepla medzi idealnym ohrievacom

a teplotou v miestnosti podl'a Obr. 8.18, musi platit, ze

_ dn_ v
T: 173¢ dt1i — 9t1o» (8.81)
musi platit’, ze
dt1i = dto»
du dT, (8.82)

E= C1E= dt1i — Qt1o»

kde qi1; = Qo j€ znamy vstupny tepelny tok ohrievaca a q.1, je tepelny prestup tepla pri vymene
tepla medzi ohrievacom s teplotou Ty a teplotou v miestnosti T, s uvazovanym tepelnym odporom Ry

definovanym ako

T, -T,
dtio = —% (8.83)

Dosadenim tohto vypocitaného tepelného toku qq, do diferencialnej rovnice systému, dostavame

dTy
C1E = qt1i — Yt10>
dT, T, - T, (8.84)

C1E=Qto - R, .

Usporiadanim vyrazov v tejto diferencialnej rovnici dostavame prva diferencidlnu rovnicu

sustavy diferencialnych rovnic, ktora opisuje ako sa meni teplota ohrievaca Ty

¢ L T
14t R, R, Jto - (8.85)

Odvod'me teraz druhu diferencialnu rovnicu, ktora opisuje, ako sa meni teplota v miestnosti
T,. Opitovnym aplikovanim I. termodynamického zikona pre tepelnu vymenu medzi izbou

a vonkajsim prostredim podl'a Obr. 8.18, musi platit’, ze

du dT,
E=C2¥=Qtzi—%20: (8.86)

kde qi2i = Qi1 j€ Znamy vypocitany tepelny tok medzi ohrievaCom aizbou a i, je tepelny tok

medzi izbou s teplotou T4 a vonkaj$im prostredim so vstupnou teplotou Tg.
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Tento tepelny tok q;», mozno vypocitat’ na zaklade tepelného odporu steny R, ako

T, —To

(8.87)

potom dosadenim do predchadzajucej diferencialnej rovnice dostdvame druhu diferencidlnu rovnicu
matematického modelu v tvare

C2E=Qtzi—Qt20;
dT, T,-T, T,-T, (8.88)
2dt R, R,

Usporiadanim vyrazov v predchadzajtcej diferencialnej rovnici mozno dospiet’ k nasledovnému
tvaru

Cde T1+<1+1)T—T0
274¢ R, R, R, z—R2 (8.89)

Matematicky model tepelného systému podla Obr. 8.18, potom tvori systém dvoch
diferencialnych rovnic prvého radu, ktoré¢ opisuju spravanie sa daného systému

dT, T, T,

Ci— +———==qy,

1 dt Rl Rl th
¢ Ty (L, L)y T 15:99)
Zdt Ry \R; R,/ 2R,

PrepiSme tento systém diferencialnych rovnic do maticového tvaru v tomto tvare

(8.91)
+

1 1 q
. — - to
[Cl 0 ] Tl + Rl R]_ Tl] — TO
0 C 2 TZ 1 1 1 Tz —|"
Ri Ry R
Pre najdenie prenosovej matice G(s) systému, preved’'me dany systém aplikovanim Laplaceovej

transformacie s uvaZzovanim nulovych pociato¢nych podmienok T;(0) = T,(0) = 0 do Laplaceovho
tvaru maticového systému.
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1 1

C]_S+_ i — 1 O
R R Ty (s
. C Rl Lee® el (8.92)
LI [ R
Ri 2Ry Ry ’

Z predchadzajuceho systému mozno vypocitat’ prenosovi maticu G(s) systému, ktord bude

mat rozmer 4 x 4 nakol’ko méame tepelny systém s dvoma vstupmi a dvoma vystupmi

Ti(s) Ti(s)
Q,(® To(s)
To(s) Ta(s)|’ (8.93)
Q,(® Tols)

G(s) =

Jednotlivé prenosové funkcie boli vypocitane symbolickym pocitanim v Matlabe, ateda

vysledna prenosova matica G(s) ma tvar

G(s) =
C,R;R,s + R; + R, 1
_[CiCR{R,s2 + (CR; + CiR, + CoR)s + 1 CiC,R R,s% + (CR; + GR, + CRy)s + 1 (8.94)

Priklad ¢. 8.5:

Tepelny systém izby podl'a Obr. 8.19 pozostava z elektrického radiatora so znamym tepelnym
tokom q; umiestneného v izbe s tepelnou kapacitou C. Predpokladajme, ze vonkajsia teplota je T,
ktora sa v Case moze menit’ a teplota v miestnosti je dana teplotou T. Teplo unika z miestnosti do
okolitého prostredia cez jednu stenu s tepelnym odporom R (ostatné steny uvazujeme ako dokonale
izolované). Odvod’te diferencialnu rovnicu opisujucu vzt'ah medzi teplotou v miestnosti T a vstupnym

tepelnym tokom q;; a vonkajSou teplotou Ty a najdite prenosovil maticu systému G(s).

L $te

gic &
Izba C
T
Rw Rw
$a.
BC <
ohrievac
Rx

Obr. 8.19. Izba vyhrievana vyhrevnym telesom
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Aplikovanim I. termodynamického zikona pre miestnosti s kapacitou C musi platit’ tato

diferencidlna rovnica

du
E=Qti_(ho» (8.95)

kde jednotlivé vyrazy qy; a q, predstavuju tepelné toky od ohrievaca a von z miestnosti do vonkajsieho

prostredia cez stenu s tepelnym odporom R, ktoré su definované na zaklade tychto rovnic

dti = qe1 »

_T-T, (8.96)

qto - R .

Dosadenim tychto vztahov pre jednotlivé tepelné toky do diferencialnej rovnice dostdvame

du _ dt
dt T dt

CdT_ T—T,
dt_qtl R

= qti — Yto »
(8.97)

Usporiadanim vyrazov v predchadzajtcej diferencialnej rovnici, dostdvame matematicky model

pre tepelny systém v tvare
dT

Tento matematicky model mozno prepisat’ do maticového tvaru v tomto tvare

qtl] .

[RCI[T] + [1[T] = [R 11| (899)

Aby sme urcili prenosovil maticu systému G(s), prevedme dany systém aplikovanim
Laplaceovej transformacie suvaZovanim nulovych pociatoénych podmienok T(0) =0 do

Laplaceovho tvaru

Qi1 (s)

Re-s+1TEl =R 17| (8.100)
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Potom prenosova matica systému G(s) pre tento tepelny systém nadobuda tento tvar

G(s) =

[T(S) T(S)]_[ R 1
Qu(s) To(s)l ICRs+1 CRs+ 11" (8.101)

Priklad ¢. 8.6:

V jednej z dvoch izieb Standardného dvojizbového bytu, ktorého zjednoduseny model je
znazorneny na Obr. 8.20, sa nachadza vyhrevné teleso so vstupnym tepelnym tokom qq,.
Predpokladajme, Ze izby maji rovnaké tepelné kapacity C, a ze vonkajSia teplota, ktora sa meni s Casom
je To. Odvod’te matematicky model, ktory opisuje, ako sa meni teplota v jednotlivych miestnostiach T
a T,, ak teplo z miestnosti ¢. 1 a €. 2 ma moznost’ prenikat’ medzi jednotlivymi miestnostami bytu
a takisto do okolitého prostredia cez stenu s uvazovanym tepelnym odporom R.

Pre dany tepelny systém,

a) odvodte diferencialne rovnice opisujuce vztah medzi teplotami Tia T, vstupnym
tepelnym tokom q, a vonkajSou teplotou Ty

b) a najdite prenosovil maticu systému G(s).

qt20 qt30

R_4%% T $44 R
2%

b3 22°?
qto
R % = W
Rx :'_c—“, v\ T1 VoV (VL6 P T2 Roo
s ViV N\
Izba &. 1 C |izbac.2 C
R

Obr. 8.20. Model dvojizbového bytu

Pre miestnost’ €. 1 mozno na zéklade I. termodynamického zakona napisat’ tuto diferencialnu

rovnicu

du
at = qti — 9t10 — dt20 - (8.102)

V predchadzajucej rovnici veliiny q, i10 @ 9nzo Predstavuju jednotlivé uvazované tepelné

toky, ktoré vstupuju alebo optstaji miestnost’ €. 1 cez steny s tepelnym odporom R. Pre zmenu

vnutornej energie U na zaklade tepelnej kapacity C pre miestnost’ €. 1 teda plati, ze
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du dT,
E = CE = qti — Y9t10 — Yt20

pricom tepelné toky su

dti = dto» (8.103)
T,-T,
dt10 = R’
T, =Ty
dt20 = R

Ak teraz predchadzajuce vyrazy vyuzijeme a dosadime do matematického modelu systému,

tak potom mozno dospiet’ k prvej z dvoch diferencialnych rovnic siastavy

du dTy
Fr CE = Qti — 9t10 ~ dt20»
AL T, T (8.104)
dt TR R
Usporiadanim vyrazov v predchadzajicej diferencialnej rovnici dostavame
dT,
RC_+2T1_T2=th'R+T0. (8105)

dt

N4jdime teraz matematicky model, ktory opisuje spravanie sa tepelného systému v miestnosti

¢. 2. Na zaklade 1. termodynamického zakona musi pre miestnost’ ¢. 2 platit’, Zze

du dT,
EzCE=qtlo_qt3or (8.106)

kde C je rovnaka tepelna kapacita ako v pripade prvej miestnosti, vyraz (i1, j€ znamym tepelnym
tokom, ktory prudi z miestnosti ¢. 1 do miestnosti ¢. 2 cez stenu s tepelnym odporom R, zatial’ ¢o q;3,
je eSte stale neznamy tepelny tok, ktory opusta miestnost’ ¢. 2 do voIného priestoru cez stenu

s odporom R. Tento mozno vypocitat’ tymto vztahom

T, — Ty
qt30 - R . ( 8.107 )

Ak predchadzajuce dva vyrazy dosadime do matematického modelu, ktory plati pre miestnost’

¢. 2, potom mozno dospiet’ tejto diferencialnej rovnici
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dT,
CE = (t1o — qt30»

(A _T-T T T (8.108)

dt R R

Usporiadanim vyrazov v predchadzajucej rovnici dospejeme k druhej diferencidlnej rovnici

systému diferencialnych rovnic v tvare

dT,

Matematicky model, ktory opisuje spravanie sa tepelného systému dvoch izieb podl'a Obr. 8.20,

je definovany systémom dvoch diferencialnych rovnic prvého radu v tvare

dr,
RCE+2T1 _Tz = qt0R+T0'
(8.110)

dT,
RCE_Tl +2T2 =T0.

PrepiSme tento systém diferencidlnych rovnic do maticového tvaru v nasledovnom tvare
RC 01Ty 2 —-11[T4] _ R 1
[o RC][T2]+[—1 2] Tz]_ 0 1] (9% Tol. (8.111)

Aby bolo mozné vypocitat’ prenosovi maticu systému G(s), prevedme teraz dany systém do

Laplaceovho tvaru s uvazovanim nulovych poéiatoénych podmienok T;(0) = T,(0) = 0

[Rc:rz chiz] [%g% =[1; ﬂ [Qeo(s) To(s)]. (8.112)

Potom prenosova matica systému G(s) pre dany tepelny systém s viacerymi vstupmi

a vystupmi, bude predstavovat’ maticu 2 x2, ktora ma nasledovny tvar

Ti(s) Ti(s) R2Cs + 2R 1
Gs) = | Lo To(®)| _|RZC252 + 4RCs +3  RZCZs2 + 3RCs + 1
T(s)  Ta(s) R 1 ' (8:113)

Qio(s) To(s) R2C?s2 + 4RCs +3 R2?C?s?2 +3RCs+1
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Ulohy na rieSenie

Problém 8.1:

Okno je vyrobené z dvoch vrstiev skla, medzi ktorymi sa nachadza izola¢na vrstva vzduchu
s tepelnou vodivostou k;, priCom vieme, ze sklo ma tepelnu vodivost’ k;. L’ava strana okna
v miestnosti teploty Ti je vystavena vzduchu so sacinitePom prestupu tepla h;. Prava strana okna
s teplotou T je vystavena vzduchu so sucinitelom prestupu tepla h,. Predpokladajme, Ze pozname tieto
vstupné parametre k; = 1.35 W.m LK, k= 0.0262 W.m.K!, h; = 0.599 W.m2.K!, h,=0.632 W.m"
2 K a prierezovili plochti okna S = 3 m2. Uréte celkovy tepelny tok cez okno a rozloZenie teplot po Sirke

okna, pozri Obr. 8.21.

Sklo

4/ \A
T= 20)‘ @5 °C
< Vzduch >
L=4mm| | L=8mm | L,

Obr. 8.21. Izolované okno

Problém 8.2:

Neizolované okno je vyrobené z jednej vrstvy skla, ktoré ma tepelnt vodivost’ k;. Lava strana
okna v miestnosti teploty T je vystavena vzduchu so stcinite’om prestupu tepla h;, zatial’ o prava
strana okna s teplotou T je vystavena vzduchu so sucinitePom prestupu tepla h,. Predpokladajme, Ze
pozname tieto vstupné parametre ki = 1.46 W.mL.K!, h; = 0.554 W.m2K"!, h, = 0.658 W.m2K!

a prierezovu plochu okna S = 3.5 m2. Uréte celkovy tepelny tok cez okno a rozloZenie tepldt po Sirke

okna, pozri Obr. 8.22.
T,= 2& 'T&Lm °C

— Sklo :g
S| ™|z

Vzduch Vzduch

L,=5mm

Obr. 8.22. Nezaizolované okno

Problém 8.3:

Spoj termoclanku mozno aproximovat’ ako gulicku s priemerom D = 1 mm, pozri Obr. 8.23.
Termoclanok sa pouziva na meranie teploty te¢uceho prudu plynu. Pre spoj st zname parametre hustota

p = 8500 kg.m~3, hmotnostna tepelnd kapacita ¢ = 320]/(kg.°C), dalej sulinitel tepelne;

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |281



vodivosti k = 40 W.m.°C!. Teplota plynu je Tf = 100 °C a pociato¢na teplota gulicky bola
Ty = 20 °C. Stcinitel prestupu tepla vzduchu je h = 70 W.m2.°C!. Ur¢te, ¢ mozno teplotu uvazovat’
ako rovnaku v kazdom bode a odvod'te diferencialnu rovnicu spoja opisujicu vztah medzi teplotou Ty

a teplotou v spoji T(t).

Termoclanok

+

Plyn T,=20°C

T.=10

/I

Obr. 8.23. Termoclanok

Problém 8.4:

Predpokladajme, Ze chceme matematicky opisat’, ako sa meni teplota v radovej zastavbe domov
podl'a Obr. 8.24. N4ajdite matematicky model, ktory predstavuje fyzikalny model zmeny tepldt v domoch
takejto radovej zastavby, ak vieme, Ze vonkajsia teplota je Ty a v kazdom dome sa nachadza vyhrevné
teleso s tepelnym vykonom qi1, qiz, qi3- Pri tvorbe modelu uvazujte, Ze tepelny odpor stien je Ry a

tepelny odpor strechy je R,. Najdite matematicky model a zapiSte ho do maticového tvaru.

Pohlad zpredu

R, tdta. R,

$44a. R

g8 (R
e

222 222
Radiator Radiator Radiator
R Rw Rx
" T,- vonkajsia
Pohlad zhora teplota
R, R, R,
R, R, R, R,

y_g_g Qs

%‘t%qm
D
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ODOZVA DYNAMICKYCH SYSTEMOV

9 ODOZVA DYNAMICKYCH SYSTEMOV

9.1 MODELOVANIE DYNAMICKYCH SYSTEMOV

NajdolezitejSou funkciou navrhnutého modelu systému napr. meracieho alebo riadiaceho
systému je schopnost’ modelu predpovedat, aka hodnota sa prejavi na vystupe zo systému v Case t,

ak na vstup tohto systému privedieme l'ubovolny vstupny signal u(t).

u(t) y(t)
—>» Systém ——»
Vstup Vystup

Obr. 9.1. Systém

Ak hovorime o dynamickom systéme, potom reakcia systému nie je spravidla statickou
reakciou, nakol'ko systém nemusi reagovat’ (a spravidla ani nereaguje) na vstupné podnety (rusenia)
v danom okamihu, ale aZ po uplynuti urcitého Casu t. Odozva tohto systému teda dosiahne ustileny
stav, az po uplynuti tzv. ¢asu ustalenia. Kazdému vstupu u(t) zodpoveda vzdy vystup y(t)
(reprezentujuci funkciu vystupného signalu). V pripade dynamickych systémov budu signaly vystupu
y(t) a signaly vstupov u(t) prakticky vzdy premenlivé Casovo zavislé signaly.

Dynamické systémy a poznanie ich modelov dok4ze zodpovedat’ mnohé otazky o sledovanom
systéme. Napr., ako sa bude dany vySetrovany systém spravat’ a reagovat’ na rézne vstupné podnety
prip. rusenia. Pomocou modelu mozno takisto vySetrit’ vplyv zmeny parametrov systému na vyslednu
odozvu systému. Pri vySetrovani systémov mozno pre rozne pripady dynamickych systémov polozit
tieto otazky:

1. Ako sa napr. bude menit’ priebeh meranej teploty T v miestnosti, ak na riadenie takéhoto

tepelného systému pouzijeme PID regulator ?

2. Ako a kedy ma termostat v miestnosti zareagovat’ a vyslat’ signal pre upravenie aktualnej

teploty novu teplotu T ?

3. V pripade riadiaceho systému sa mézeme spytat: Ako sa bude menit’ vystup riadeného

tepelného systému domu v Case t, ked’ pozadovanu hodnotu na termostate (regulatore)

nastavime na novi poZzadovanu hodnotu T ?

V predchadzajacich kapitolach sme sa zaoberali tvorbou matematickych modelov pre
zékladné fyzikalne systémy ako st mechanicky systém, elektricky systém, fluidny systém a tepelny
systém. Vsetky matematické modely, ktoré boli vysledkom modelovania predstavovali modely

dynamickych systémov, kde vstupom do systémov bol ¢asovo premenlivy vstup u(t).
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Odvodzovanim matematickych modelov pre jednoduché fyzikalne systémy sme identifikovali,
ze modely takychto zakladnych fyzikalnych systémov vedu prevazne na diferencialne rovnice (sustavy
diferencialnych rovnic) 1. resp. 2 radu. Teraz sa budeme zaoberat’ vypoctom odozvy y(t) tychto
systémov, tzn. ze sa zameriame sa na vySetrovanie odozvy matematickych modelov s casovo
premenlivym vstupom u(t).

Na jednoduchych prikladoch matematickych modelov si ukazeme viaceré sposoby, ako
vypocitat’ odozvu odvodeného matematického modelu. V prvom pripade sa zameriame na klasické
spOsoby rieSenia odozvy diferencidlnych rovnic s konstantnymi koeficientami s budiacou pravou
stranou. Dalej sa pozrieme na vypocet odozvy vyuzitim metoédy Laplaceovej transformacie. Ukazeme
si, ako mozno vyuzit’ prenosovu funkciu systému na riesenie odozvy pre l'ubovolny vstupny signal
u(t). Na rieSenie vyuzijeme softvérovy balik Matlab (Control Toolbox), ktory umoziuje vyriesit
odozvu systému nielen vyuzitim skriptov, ale takisto interaktivnym spOsobom tvorby modelov
prostrednictvom blokovych schém Matlab (Simulink resp. Simscape). V naSom pripade v ramci tejto
knihy sa zameriame iba na pisanie simulacnych skriptov pre vSetky vysetrované systémy, tzn. Ze sa

nebudeme zaoberat’ tvorbou simula¢nych schém.

9.2 VLASTNA A NUTENA ODOZVA SYSTEMU
Na nasledujicom Obr. 9.2 je znazorneny hydraulicky systém jednej nadoby, z ktorej
kvapalina odteka z nadrze priamo do atmosférického tlaku p,, cez hydraulicky odpor s konstantou R.

Uz vieme, Ze tento priklad hydraulického systému s nadrZou predstavuje systém 1. radu.

v
e v\\\
R
] ®,T,®@
P P
P P

a
La.
Obr. 9.2. Dynamicky systém s vlastnou odozvou

Pre tento systém hydraulickej nadrze, z ktorej odteka hydraulicka kvapalina s hustotou p cez

ventil s odporom R priamo do atmosférického tlaku p,, plati nasledovna diferencialna rovnica 1. radu

dh hpg_0
dt AR '
(9.1)
. hpg
h+—=0.
+AR
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ODOZVA DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Odvodena diferencialna rovnica predstavuje diferencialnu rovnicu 1. radu s nulovou pravou
stranou. V tomto pripade mame teda systém bez pravej strany, ktorého odozva bude pozostavat’ iba,
z tzv. vlastnej odozvy (nakol’ko systém nie je budeny ziadnou budiacou funkciou u(t) na pravej strane
rovnice). Vlastna odozva systému, ktora je ¢astou celkovej odozvy budeného systému po uplynuti
uréitého Casu, uplne zanikne. Vlastna odozva (prechodova odozva) systému zavisi od pociatocnych
podmienok systému a takisto vstupnych ruseni na zaciatku sledovania systému.

V nasledujicom priklade budeme uvazovat’ podobny hydraulicky systém s jednou nadrzZou,
avSak budeme predpokladat’, Ze v tomto pripade do nadoby v kazdom case t priteka rovnaké mnozstvo
kvapaliny, ktor¢ je dané vstupnym objemovym pritokom q;, pozri Obr. 9.3. V tomto pripade bude
odtok znadrze, ktory vyteka cez ventil s odporom R zavisiet’ nielen od pociato¢nych podmienok
(h(0) = hy), ale aj od tvaru budiacej funkcie u(t) = q;. To znamena, Ze situécia sa v tomto pripade
diametralne zmeni.

Systém s budiacou funkciou u(t) = q;, ktory je vstupny pritokom do nadoby s kvapalinu

hustoty p je znazorneny na Obr. 9.3.

\_d/
g v\"\
R
) D@
pp
P P.

S la

Obr. 9.3. Systém s budiacou funkciou

V tomto pripade systému mozno odvodit’ diferencidlnu rovnicu 1. radu s pravou stranou u(t).
Na pravej strane sa bude teraz nachadzat’ budiaca funkcia systému u(t) v podobe zndmeho

objemového pritoku q; a teda tato rovnica nadobudne tvar

dt AR A’
9.2
. hog _a; o2
AR A’

Ako iny priklad systému s pravou stranou mozno uviest’ napr. teplomer, ktory je umiestneny

do kvapaliny s teplotou Tk. Diferencialna rovnica, ktora opisuje, ako sa bude menit’ teplota T teplomera
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s Casom t v zavislosti od teploty kvapaliny Ty, je rovnako opisovana diferencidlnou rovnicou 1. radu

S pravou stranou

dT T T,
dt ' RC_RC’

T (9.3)
+ﬁ=ﬁ'

9.3 PRECHODOVA A USTALENA ODOZVA SYSTEMU

Celkova odozva kazdého dynamického systému pozostava vzdy z dvoch typov odozvy. Jednu
z nich nazyvame prechodovou (do¢asnou) odozvou systému a druhii nazyvame ustalenou (trvalou)
odozvou systému. Prechodova odozva systému je ta ¢ast’ celkovej odozvy systému, ktora sa na vystupe
systému y(t) objavi z dévodu zmeny vstupnej veli¢iny u(t) alebo z dovodu aplikovania pociatoénych
podmienok systému (hovorime o vlastnej nenutenej odozve systéme), tito odozva prakticky vzdy po
uplynuti urcitého ¢asu zanikne.

Ustalena odozva systému na druhej strane je tou cast'ou celkovej odozvy systému, ktortl systém
nadobudne, potom ako zaniknu vSetky prechodové stavy tohto systému. Rozdiel medzi ustalenou
a prechodovou odozvou mozno ukazat' na jednoduchom priklade odozvy mechanického systému

pruZina-hmeota (systém vah so zavaZim), ktory je zobrazeny na Obr. 9.4.

yit) |

b 1 f N J N ZTX T "_
Zavazie hmotnosti

m umiestnené v

Gaset=0 \(i:>r"*-

5] 5 Potiatotna y,(0)
J

| polohavéaset=0

Poloha y(t) >
po zataZeni

o

prechodova odozva | ustalena odozva

A

(a) (b)

Obr. 9.4. (a) Systém vah so zavazim, (b) prechodova a ustalena odozva systému

Néhle umiestnenie zavazia hmotnosti m na podporné vahy podla Obr. 9.4 (a) sposobi, ze
systétm sa ndhle rozkmitd apo urCitom cCase ustali. PoloZenie zédvazia hmotnosti m na vahy
v pociatonom momente (¢ase t = 0) ndhle zvacsi posunutie tejto hmoty y(t). Ako mozno vidiet
tak hmota m sa za¢ne v prvom §tadiu pohybovat’ va¢§imi vychylkami — hmota osciluje prechodovou
odozvou, az do momentu, kedy vychylka odozvu systému postupne neustali a nedosiahne tzv. ustaleny

stav, t. . stav oscilacie vychylky v pasme + 2 % ustalenej hodnoty odozvy systému. Poznamenajme,
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ODOZVA DYNAMICKYCH SYSTEMOV

ze ustalena hodnota odozvy je odozva systému, ktorou bude netlmeny systém oscilovat’ v ustalenom

stave teoreticky nekonecne dlhy ¢as, kym nenastane d’al$ie zmena jeho vstupu u(t).

9.4 VYSETROVANIE ODOZVY DIFERENCIALNEJ FUNKCIE

Obe funkcie vstupu u(t) alebo vystupu y(t) uvazujeme v pripade dynamického systému vzdy
za Casovo zavislé premenlivé funkcie. VSetky budeme teda zapisovat’ ako zavislé premenné funkcie
¢asu f(t), kde f je funkcia a (t) hovori o ¢asovej zavislosti premennej t. Predpokladajme systém n-tého
radu podl'a nasledujuceho Obr. 9.5. Tento systém oznacujeme vo vSeobecnosti systémom s jednym

vstupom u(t) a jednym vystupom y(t).

u(t) y(t)
—>»( Systém (—»>»
Vstup Vystup

Obr. 9.5. Systém n-tého radu

Systém n-tého radu je najvSeobecnejSim typom systému, ktory opisujeme vSeobecnou
diferencialnou rovnicou n-tého radu s konstantnymi koeficientami. Tato vo vSeobecnosti definuje
vztah medzi vstupnou funkciou u(t) a vystupnou funkciou y(t). Pre systém n-tého radu je

diferencialna rovnica definovana v tomto tvare

d(l’l)y(t) d(n—l)y(t) d(n—Z)y(t) dy(t)
W —qm Tty T2 gy T T AT T aoy(®
_yp 4 dmDu | dmPu L du® (9.4
= m dt(m) m-—1 dt(m—l) n-2 W cee 1 dt

+ bou(t),

kde ay, ...,a, a by, ..., by, st konstanty. Systém opisany takouto diferencidlnou rovnicou nazyvame
lineArnym ¢asovo zavislym dynamickym systémom.

V niektorych pripadoch mézu byt predchadzajuce konsStantné parametre systému ag, ..., ap
a by, ...,by, aj Casovo zavislé funkcie agy(t), ..., a,(t) alebo bgy(t), ..., by (t), resp. tieto parametre
systému mozu byt’ v niektorych pripadoch nielen ¢asovo zavislé funkcie, ale takisto funkcie, ktoré su
zavislé od premennej y(t). Poznamenajme, Ze ak parametre systému ag, ..., a, st funkciami ¢asovo
zavislymi na premennej y(t), potom systém takéhoto typu nadobudne charakter nelinearneho typu
systému. Poznamenajme, Ze realne realizovatelné systémy v praxi su len tie, ktoré spiitaju podmienku,
ze stupen diferencialnej rovnice (t. j. stupen najvicsej derivacie premennej y(t) na lavej strane rovnice),

je vacési ako stupen derivacie budiacej funkcie u(t) na pravej strane n = m.
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Dalej budeme predpokladat’, Ze predchadzajici systém definovany rovnicou (9.1) je Gasovo
zavislym systémom n-tého radu s pravou stranou, ktory je opisany jednoduchou diferencialnou
rovnicou s budiacou funkciou u; = by - u(t) na pravej strane, ktora neobsahuje ziadne derivacie

vstupnej premennej u(t)

(O 4y A=y (0 dy(®
n dt(n) an—l W an_z W + cee + al m

+agy(t) = by -u(t) . (9.5)

Riesenie takejto diferencialnej rovnice n-tého radu vo vSeobecnosti pozostava z dvoch Casti
ato:
e 7o vSeobecného rieSenia (rieSenia diferencialnej rovnice bez pravej strany),

e azrieSenia partikularneho integralu (rieSenia diferencialnej rovnice s pravou stranou).

Potom, celkové rieSenie y(t) odozvy daného systému n-tého radu mozno zapisat’ ako sucet

vSeobecného riesenia y,(t) (homogénneho riesenia) a partikularneho integralu yp(t) . Plati, Ze

y(® =yo(®) +yp(®). (9.6)

9.5 VSEOBECNE RIESENIE DIFERENCIALNEJ ROVNICE

VSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice yg(t) je rieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice

s nulovou pravou stranou v tvare

. d™y(t) ta d®=Vy(t) ta d®=Dy(t) tota dy(t)
ndem =1 gen-1 n=2 qin-2) Lot

+apy(t) =0. (9.7)

Pretoze, tato forma homogénne;j diferencialnej rovnice nezévisi od budiacej funkcie u(t), ale
len od parametrov systému, potom rieSenie yo(t) je takisto nazyvané aj vlastnou alebo nenttenou
odozvou systému. RieSenic homogénnej diferencidlnej rovnice mozno vo vSeobecnosti zapisat

v tomto tvare

Yo(® = C1y1 (1) + Coy2 (D) + -+ + Cryn (D), (9.8)

kde Cq,Cy, -+, C, su konstanty zavislé od vstupnych poéiatoénych alebo okrajovych podmienok.

Funkcie y; (t), y2 (t), -+, yn(t) st zavislé od korenov tzv. charakteristickej algebrickej rovnice

apr"+a,_r"14+--+a;r+a;=0. (9.9)
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Ak vsetky korene charakteristickej rovnice ry, 15, -, I, st realne Cisla, potom i-te rieSenie

charakteristickej rovnice mozno zapisat’ v tvare
yi() = Gie"tt, i=1,2,-,n. (9.10)

A teda, celkové vSeobecné rieSenie homogénnej diferencialnej rovnice s nulovou pravou

stranou je, potom definované v tvare

yo(t) = C4 er1t+C2 er2t+---+Cn et (9.11)

Pretoze, korene charakteristickej rovnice nemusia byt vzdy len realne cisla, ale vo
vSeobecnosti moZze ist’ o komplexné ¢isla. V tomto pripade mozeme rozlisit’ rézne formy ciastkovych
funkcii pre jednotlivé pripady koreiiov charakteristickej rovnice. Na zéklade charakteru vypocitaného
korena charakteristickej rovnice mozno rozlisit’ viacero pripadov. Podl'a i-tého vypocitaného korena r;
mozno odhadnut’ buduici tvar funkcie y;(t), ktory opisuje Ciastkovli odozvu systému. Pre pripady
realnych korenov resp. komplexnych koreniov, ktoré moézu byt’ aj k-nasobné korene, mozno rozlisit’

tieto pripady:

1. pre realny nenasobny koreii r: bude mat’ funkcia tvar e™

2. pre realny k-nasobny Korei r: je nutné pre kazdy takyto k-nasobny koren definovat’ k funkcii
v tvare et ter, ..., tk~1ert

3. pre nenasobny komplexny koren r + jw: je potrebné uvazovat’ dve funkcie v harmonickom
tvare e™ cos wt a e sin wt

4. anapokon pre k-nasobny komplexny Kkorei r + jw: je nutné zadefinovat’ k funkcii v tvare

e cos wt, e sinwt,te™ cos wt, , t e sinwt, -, t* 1 e cos wt, tk"1 e sin wt.

Priklad ¢é. 9.1:

Najdite rieSenie nasledovnej homogénnej diferencidlnej rovnice

d’y _dy
— 2 32 _Jy=o0.
a3 dt y (9.12)

Pre tato diferencidlnu rovnicu mozno napisat zodpovedajucu charakteristickii rovnicu

v tomto tvare

1‘3—31‘—2=0 (9.13)
alebo v tvare

(r+1)*r-2)=0. (9.14)
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RieSenim charakteristickej rovnice su tri realne korene ry 5 3 = —1, —1 a 2, kde jeden z koretiov
je duplicitnym k =2 nasobnym realnym koreiom r = —1. Potom vSeobecné rieSenie tejto

diferencialnej rovnice zapisanej na zaklade predchadzajucich pripadov nadobudne tvar

Yo() = Cre™" + Cp te ™" + Cze?t, (9.15)
kde C4, C,, C5 st integracné konstanty.
9.6 PARTIKULARNE RIESENIE DIFERENCIALNEJ ROVNICE

Pozrime sa teraz na partikularne rieSenie diferencialnej rovnice ( 9.16 ) s pravou stranou u(t).

d(n)y(t) d(n—l)y(t) d(n—Z)y(t) dy ()
h—m T gmn T A2 g Tt Tg Tay® =u(®. (9.16)

Partikularny integral y, (t) pri hl'adani rieSenia diferencialnej rovnice zavisi (9.16 ) od tvaru
alebo typu budiacej funkcie u(t) na pravej strane. Z mnohych metdéd uréovania partikularneho
integralu mozno uviest napr. metéodu neurcitych koeficientov, ktora sa vyuziva pre analyzu
dynamickych systémov. Budiace funkcie bezne vyskytujlice sa v redlnom Zivote inZinierskych systémov
su: exponencialne e, polynomické x? alebo harmonické sin wt resp. cos wt. Mnohé dalsie typy
budiacich funkcii mozZno ziskat’ aproximaciou tychto funkcii alebo ich kombinaciou. V pripade metody

neurcitych koeficientov predpokladime rieSenie tvaru partikularneho integralu y,(t) v tvare budiacej

funkcie u(t). Tvar partikularneho integralu y,, (t) ur¢ime podl'a nasledujuicej tabulky.

Tabulka 9.1. Predpokladané tvary partikularneho integralu yp, (t)

Exponenciilna funkcia A - e™, ak r nie je koreflom charakteristickej rovnice

A-t- e™ ak r je nenasobnym korefiom charakteristickej rovnice

rt
K-e
A-tk- e™, ak r je nasobny koreii charakteristickej rovnice
Polynomicka funkcia polyném: Ag + At + - + A, t¥, ak charakteristickd rovnica nema
nulové riesenie
K-tk :
polyném: Ay + Agt + --- + Ayt* alebo integral polynému, ak nula

je rieSenim charakteristickej rovnice

Harmonicka funkcia

. A cos wt + Bsin ot
K:-coswt, K:-sinowt
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Priklad ¢. 9.2:

Najdite partikularne rieSenie nasledujucej diferencialnej rovnice

a2y d
d—ti'+2d—’t'+y=t3+t. (9.17)

KedZe prava strana diferencialnej rovnice ma tvar polynomickej funkcie podla tabulky zo

strany 290, potom predpokladame rieSenie partikularneho integralu y, (t) v tomto tvare
yp(t) = Ag + At + Ayt + Ast?. (9.18)

Najdime prislusné derivacie prechadzajucej funkcie podla Casu t, aZ po stupenn derivacie

druhého stupnia, ktoré dosadime do pdvodnej diferencidlnej rovnice

yp(t) = Ap + 2A,t 4 3A5t2,
¥p() = 2A; + 6Azt, (9.19)
2A, + 6Ast+ 2(A; + 2A,t + 3A5t%) + Ag + At + Apt? + Ast3 =3 + t.

Usporiadanim jednotlivych vyrazov podl'a mocnin premennej t (t. j. zoradenim od najvyssej po

najniz§iu mocninu) dostavame
Ast3 + (A, + 6A)t2 + (A + 4A, + 6A)t+ Ay + 2A; + 2A, = t3 + t. (9.20)

Porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach t na oboch stranach predchadzajucej

rovnice dostavame systém linedrnych rovnic v tvare

A0+2A1+2A2=0,
A1+4A2+6A3=1,

A, +6A; =0, (921)
A3=1,
ktory zapisany do maticového tvaru nadobuda tvar
1 2 2 0][A] [0
0 1 4 6||A]_|1
0 0 1 6|/|A |o] (9:22)
0 0 0 11(A; 1
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RieSenim predchadzajuceho linearneho systému dostavame vysledky pre nezname koeficienty

Ao, Al' AZ a A3
A0=—26,A1=19,A2=—63A3=1. (9.23)
Potom partikuldrny integral y, (t) nadobudne tvar

yp(t) = =26 + 19t — 6t* + t3. (9.24)

Priklad ¢é. 9.3:

N4jdite partikularne rieSenie y, nasledovnej diferencidlnej rovnice

d
d—{+y=2e2tc053t. (9.25)

Kedze prava strana diferencialnej rovnice ma tvar harmonickej funkcie podla tabulky

zo strany 290, predpokladame rieSenie partikuliarneho integralu y, v tomto tvare
yp(t) = Ae? cos 3t + Be?'sin 3t. (9.26)
Néjdime prvii derivaciu partikularnej funkcie y, (t) podl'a asu t v tomto tvare

yp(t) = 2Ae® cos 3t — 3Ae?"' sin 3t + 2Be?' sin 3t + 3Be*'cos 3t ,

9.27
= e?tcos 3t (2A + 3B) + e?'sin 3t (2B — 3A), ( )
ktort nasledne dosadime do pévodnej diferencialnej rovnice. Musi teda platit, Ze
et cos 3t (2A + 3B) + e?'sin 3t (2B — 3A) + Ae®*cos 3t + Be?'sin 3t = 2e*'cos3t.  (9.28)

Usporiadanim jednotlivych vyrazov podl'a podobnych tvarov funkcii cos a sin, dostavame
(3A+ 3B) cos3t+ (3B —3A)sin3t = 2 cos 3t. (9.29)

A potom porovnanim koeficientov pri prislusnych vyrazoch cos 3t a sin 3t na oboch stranach

rovnice dostavame systém linedarnych rovnic
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3A+3B=2,
3B—3A=0 = A=B, (9:30)
ktorého rieSenim su koeficienty
A=B= !
=B=3. (9.31)
Napokon vysledny partikularny integral nadobuda tento tvar
2t
yp(D = 3 (cos3t+sin3t). (9.32)

9.7 POCIATOCNE PODMIENKY A KOMPLETNE RIESENIE

Kompletné rieSenie diferencialnej rovnice je dané ako shGéet vSeobecného yo(t)

a partikuldrneho rieSenia yp, (t) diferencidlnej rovnice. Plati, Ze

y() = yo() +yp () = C e"t + Cy et + -+ Cp et +y, (V). (9.33)

Toto rieSenie, vSak eSte stale obsahuje nezndme konstanty Cq, Cy, -++, C,,. Tieto hodnoty by mali
platit’ asponi pre jeden pripad rieSenia. Aby sme vedeli vypocitat’ konstanty Cq, Cy, -+, C,,, musime
poznat’ hodnotu funkcie y(t) v ¢ase t a takisto hodnoty vSetkych jej derivacii az po (n — 1) derivaciu
v tom istom uvazovanom ¢ase t. BeZne za pociato¢ny Cas, v ktorom pocitame tieto hodnoty uvazujeme

3)
Cas t=0. Potom hodnota y(t=0)=y, aje derivacie y(0) =yq,y(0) = yz,%(O) =

dy®™- 1 . , . e . .
V3, o) ﬁ (0) = yn—1 po stuperi derivacie (n-1) v ¢ase t = 0 nazyvame pociatoénymi podmienkami.

. ) dy® dy™ Y
y(0) =yo,,y(0) = y;,§(0) = Y2 4¢3 (0) =ys, ST (0) =yn-1- (9.34)

Poznatok tychto pociato¢nych podmienok alebo okrajovych podmienok je nutné k vypoctu

neznamych konstant Cq, Co, ---, C,,.

Priklad ¢. 9.4:
Vypocitajte celkové riesenie diferencialnej rovnice z predchadzajiceho prikladu

d? d
d—t¥+2d—}t’+y=t3+t, (9.35)
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pre ktorti pozname jej rieSenie partikulirneho integralu y, (t) v tvare
yp(t) = =26 + 19t — 6t + t3. (9.36)
Pri rieSeni uvazujte tieto pociatocné podmienky

: dy
y(0) = =25 ay(0) = atly = 2. (9.37)

Charakteristicka rovnica diferencialnej rovnice s pravou stranou bude mat’ tvar

r’+2r+1=0,

9.38
(r+1)2=0. (9-38)
Potom rieSenim charakteristickej rovnice je jeden k = 2 nasobny redlny koreil ry, = —1.
To znamena, Ze funkcia vS§eobecného rieSenia yo bude mat’ tvar podl'a tabul’ky na s. 290
Yo = Cie™" + Cpte™". (9.39)

Celkové rieSenie vo vSeobecnom tvare ziskame suctom vSeobecného rieSenia a rieSenia

partikuldrneho integralu ako
y(t) =yo +yp = Cie t + Cte™t — 26 + 19t — 6t2 + 5. (9.40)
Pod'me teraz vypocitat’ nezname konstanty C; a C,, potom dokazeme vypocitat’ kompletné

rieSenie odozvy systému y(t) suvazovanim pociatoénych podmienok. Uvazovanim pociatocnej

podmienky v ¢ase y(0) = 25, mozno vypocitat’ neznamu konstantu C; nasledovnym spésobom
y(0) =C; — 26 =-25. (9.41)

RieSenim je teda konStanta C; = 1. Druha konstantu C; vypocitame, pouzitim druhej

pociato¢nej podmienky pre prvu derivaciu y(0) = 2. Zderivujme funkciu podl'a ¢asu t

d
d_}t, = —Cie™" + Cpe' — Cpte™ + 19 — 12t + 3t2. (9.42)

294 |Strana



ODOZVA DYNAMICKYCH SYSTEMOV
Ak teda v Case t = 0 plati druha poc¢iatocna podmienka, potom musi platit’, ze

. dy
y(o)=at=0=—c1+cz+19=20, (9.43)

potom hodnota C, = 2. Kompletné rieSenie odozvy daného systému y(t), ktoré je znazornené na

nasledujucom Obr. 9.6, je definované funkciou v tomto tvare

y(t) = et + 2te™t — 26 + 19t — 6t% + 3. (9.44)

clc
clear

t=0:0.01:10;
y=exp (-t)+2*t.*exp (-t) -
26+19*t-6*t. "2+t ."3;

figure (1)
plot(t,y, 'b', 'LineWidth',2)
grid on

xlabel ('t'"); ylabel('y(t)")

600

y(t)

Obr. 9.6. RieSenie odozvy systému y(t)
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Ulohy na rieSenie:

Problém 9.1:

Najdite a zobrazte vSeobecné rieSeniec homogénnej diferencialnej rovnice s nulovou pravou

stranou

dy d%y dy
5—= +25—=+ 15— — 10y = 0 .
dt3 + dt? + dt y ’ (9.45)

2
2 WO _ g, 4¥O) _ 4

ak uvazujeme pociatoéné podmienky y(0) = -2, ™ iz

Problém 9.2:

N4ajdite a zobrazte vSeobecné riesenie homogénnej diferencialnej rovnice s nulovou pravou

stranou
d’y _dy
10— —-3-—2-2y=0, .
de3 dt y (9.406)
2
ak uvazujeme pociatoéné podmienky y(0) = 1, d};(to) =0, ¢ d};(zo) = -2
Problém 9.3:

Néjdite a zobrazte vSeobecné a partikularne rieSenie diferencidlnej rovnice s pravou stranou

d? d
55 Y 10 5y = 5e?tcos 3t + 10e?*sin 3t,
de? dt (9.47)

dy(0) _ 0

ak predpokladame pociato¢né podmienky y(0) = —1, m

Problém 9.4:

Néjdite a zobrazte vSeobecné a partikularne diferencialnej rovnice s pravou stranou

d3 d
—Z—Z—y—y= 23 +t,
dt dt (9.48)
2
ak predpokladame pociato¢né podmienky y(0) = —1,dy—(0) =2, DO _ 5

dt T de2
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10 SYSTEM 1. RADU

Nakol’ko, vSetky matematické modely fyzikalnych systémov, ktorymi sme sa do tohto momentu
zaoberali boli opisované diferencialnymi rovnicami resp. sistavou diferencialnych rovnic 1. a 2. radu,
obmedzime sa pri vySetrovani prave na tieto dynamické systémy 1. a 2. radu. V pripade tychto
systémov si predstavime sposob najdenia vSeobecného rieSenia a partikularne rieSenia diferencialnej
rovnice. V tejto kapitole sa bliz§ie pozrieme na vySetrovanie odozvy systému 1. radu. Poznamenajme,
ze vSetky ostatné dynamické systémy vysSSich radov su kombinaciou prave systémov 1. a 2. radu.
Systémami vysSich radov sa vSak zaoberat’ nebudeme, nakol’ko ako sme uviedli st vo vSeobecnosti
kombinaciou systémov 1. a 2. radu.

Predpokladajme systém 1. radu podla Obr. 10.1 s jednym vstupom u(t) a jednym vystupom
y(t), v pripade, ktorého predpokladame budiacu funkciu uq (t) v tvare uq (t) = bou(t).

u,(t)=b,u(t) y(t)
—>» Systéem —»
Vstup Vystup

Obr. 10.1. Systém 1. radu

Tento systém 1. radu mozno opisat’ touto diferencialnou funkciou v tvare

dy(t)
a—g—t aoy(t) = bou(t), (10.1)

kde ag, a1 a by st konstanty.

Najdime celkové rieSenie tejto diferencialnej rovnice urCenim jej vSeobecného rieSenia
a partikularneho integralu, v tvare y = yo + yp. Na najdenie vSeobecného rieSenia diferencialnej
rovnice, prepiSme predchadzajucu diferencialnu rovnicu 1. radu do homogénneho tvaru (diferencialnej

rovnice s nulou pravou stranou). Homogénna diferencialna rovnica systému 1. radu bude mat’ tvar

dy(t)
dt

a; +apy(t) =0, (10.2)

kde ag,a; su parametre systému. Najdime rieSenie tejto diferencialnej rovnice bez pravej strany.

Charakteristicka rovnica, ktora zodpoveda tejto diferencialnej rovnici bude mat’ tvar

a;r+ag=0. (10.3)
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y v IR v ’ .y . qe P . . o . , v a
To znamen4, Ze rieSenim predchadzajlicej linearnej rovnice je jeden realny koretir = — =2 a teda

a
vS§eobecné rieSenie homogénnej rovnice mozno napisat’ v tomto tvare
_3o
Vo = Ae a1, (10.4)

Hodnotu konstanty A mozno vypocitat vyuzitim uvazZovanych pociatocnych podmienok.
Ak teda, predpokladame, ze y(0) = 1, potom A = 1. Nasledujici Obr. 10.2 zobrazuje vlastnl

(nenuten®l) odozvu daného systému 1. radu, ktord je popisana exponencialnou tlmenou funkciou.

y(t)
1

0 t

Obr. 10.2. Nenutena (vlastna) odozva systému

Dalej budeme predpokladat’, Ze diferencidlna rovnica ma na jej pravej strane budiacu funkciu

uq (t), v tvare uq (t) = bgou(t), kde u(t) ma tvar skokovej funkcie u(t) = K

dy(t)
dt

ap + apy(t) = uy(t) = bou(t) = boK. (10.5)

Predpokladame, Ze rieSenie tejto diferencidlne rovnice pozostdva z dvoch Casti ato zo
vSeobecného rieSenia homogénnej diferencidlnej rovnice a partikularneho integrilu v tvare

Y = Yo + ¥p- RieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice sme uz vyrieSili v predchadzajicom kroku

dy(t)
dt

a +a,y() =0 (10.6)

a zistili, Ze toto rieSenie nadobuda tvar exponencialnej funkcie

2o

yo=C-e a1, (10.7)
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Vypocitajme teraz partikuldrny integral danej diferenciidlnej rovnice 1. radu s pravou
stranou. Na ndjdenie tvaru partikularneho integralu yj,, je nutné poznat’ tvar budiacej funkcie u(t).

Predpokladajme, Ze tvar budiacej funkcie predstavuje skokovy signal u(t)=K, pre ktory konstanta A je

tvarom partikuldrneho integralu

Yp =A. (10.8)

Zderivovanim tejto funkcie yp, podl'a asu t a jej dosadenim do povodne;j diferencidlnej rovnice

dostavame

Yp =0,
10.9
0 + aoA = boK ) ( )
potom pre kon$tantu A musi platit,, Ze
A=y
PR (10.10)
Hl'adany partikularny integral y,, teda nadobudne tvar
by
yp =A=—K. (10.11)
do

Potom, pre celkové rieSenie systému 1. radu, ktoré je dané ako stcet v§eobecného rieSenia

a partikularneho integralu y =y + yp, musi platit

by

_a,
YZYO+Yp=C'ea1+a_Ok' (10.12)

Na najdenie kompletného rieSenia, je nutné este urcit’ hodnotu neznamej integracnej konstanty
C s uvazovanim pociatocnych podmienok. Predpokladajme jednu nulovi pociatocnt podmienku v Case

t=0tj.y(0) = 0, potom plati

0=C+—K, (10.13)

z ¢oho vyplyva konstanta C = — ? K.
0
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Napokon, rieSenie systému 1. radu moZzno napisat’ v tomto tvare ¢asovo zavislej premenne;j

funkcie

bo _a_Ot
y=—K<1—eal), (10.14)
do

kde pre t — oo exponencidlny tvar rieSenia konverguje k nulovej hodnote. Exponencidlny vyraz vo

vyslednej odozve systému predstavuje prechodové rieSenie odozvy systému. Ustilenu odozvu

. : Sy M f o b S ;
systému predstavuje hodnota rieSenia y pre Cas t — oo, ktora ma tvary,, = a—o K. Potom rieSenie systému
0
prvého radu mozno takisto prepisat’ do tvaru

Y=V (1—€ 21 —gK 1—e a1 ), (10.15)

Nasledujuci Obr. 10.3 (b) zobrazuje graficky priebeh odozvy systému 1. radu v pripade
uvazovanej jednotkovej skokovej funkcie u(t) = K, pozri Obr. 10.3 (a).

u(t) ] _ y(t) ,
skokova funkcia odozva systému

b,
K ?DK

0 t(s) 0 t(s)
(a) (b)

Obr. 10.3. (a) jednotkova skokova funkcia u(t) = K, (b) rieSenie odozvy systému

Priklad ¢é. 10.1:

Elektricky systém, ktory pozostava z elektrického odporu R a kondenzatora kapacity C, ktoré
su zapojené v sérii je znazorneny na Obr. 10.4. Ak predpokladame, Ze vstupnym napitim je budiaca
funkcia u(t) = u, so skokovou zmenou napétia u,, najdite vystupnu funkciu y(t), ktora opisuje, ako sa

meni napitie u, na kondenzatore C.

Obr. 10.4. RC obvod
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Dany systém mozno opisat diferencidlnou rovnicu 1. radu. Systém je teda typickym

prikladom systému 1. radu, pre ktory plati tento tvar diferencialnej rovnice

u
RCd—tC+uc=u(t)=ua. (10.16)

Na najdenie odozvy tohto systému vyuzijeme odvodeny vSeobecny tvar odozvy systému

1. radu. Na zéklade porovnania so v§eobecnou diferencidlnou rovnicou 1. radu

dy(t)
a—g apy(t) = bou(t), (10.17)
mozno identifikovat’ parametre daného elektrického systému. To znamend, Ze pre na$ pripad je

a; =RCag=1 a by =1. Potom na zadklade znamej vSeobecnej funkcie y(t), ktord opisuje tvar

rieSenia systému 1. radu, kde vstupom je skokova funkcia u; (t) = bgou(t), musi platit’, Ze

bo _a_()t
y=—K(1—ea1) (10.18)
dp

a teda tvar rieSenia pre nami uvazovany elektricky systém (RC obvodu) moZno napisat’ v tomto tvare

t
uc=u3<1_e RC)- (10.19)

Priklad ¢é. 10.2:

Dalej budeme uvazovat’ podobny elektricky RC obvod, ktory pozostava z elektrického odporu
R = 1 MQ, zapojeného v sérii s kondenzatorom kapacity C = 2 pF podla Obr. 10.4. V ¢ase t =0
za¢neme tento elektricky obvod budit’ linearne rasticou funkciu v ¢ase u(t) = 4t V. Urcite, ako sa meni
napétie na kondenzatore u.(t) s casom t.

Diferencialna rovnica, ktora opisuje odozvu systému vtomto pripade predstavuje opit

diferencialnu rovnicu 1. radu, ktord mozno odvodit’ v tomto tvare

(10.20)
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Pre tuto diferencidlnu rovnicu mozno, na zaklade charakteristickej rovnice, predpokladat’
vieobecné riesenie homogénne diferencidlnej rovnice v tvare uco(t) = C - e™. Pouzitim tejto funkcie

a jej dosadenim do diferencidlnej rovnice s nulovou pravou musi platit, ze

2Cre™ + Cet =0,
(10.21)

- v s v _ . . 1
Z ¢oho mozno vypocitat’ koren charakteristickej rovnice r = — apotom zadefinovat

1
rieSenie diferencilnej rovnice 1. radu vo vieobecnom tvare ugg(t) = Ce 2",
Pre nutenu odozvu diferencialnej rovnice s pravou stranou, kde budiaca funkcia u(t) = 4t
(ma tvar polynéomu 1. stupfia), budeme predpokladat’ rieSenie v tvare linearnej funkcie u, = A + Bt
(u, partikularny integral podla tabul’ky na s. 290). Dosad'me tento tvar partikularneho integralu do

povodnej diferencidlnej rovnice 1. rddu, potom dostavame
(2B+ A) + Bt = 4t. (10.22)

Usporiadanim jednotlivych ¢lenov predchadzajiicej rovnice podla mocnin premennej t
a nasledne porovnanim koeficientov pri rovnakych mocninach t po oboch stranach rovnice mozno ur¢it’

systém dvoch linearnych rovnic, z ktorych mozno vypocitat’ koeficienty A a B

2B+A=0>A=-2B=-8,

Bea (10.23)

Potom, hl'adana nutend odozva (reprezentovana partikularnym integralom) systému 1. radu
nadobudne tvar

up, = —8+4t, (10.24)

po dosadeni za partikularny integral v rovnici celkovej odozvy systému, mozno dospiet k tejto rovnici,

ktora predstavuje celkové rieSenie odozvy systému

1
Uc(t) = ugo(®) + up(t) = Ce™2" + 4t — 8. (10.25)

Na najdenie neznamej konstanty C, budeme d’alej uvazovat, ze pozname pociato¢ni podmienku

pre napétie u.(0) = 0 v Case t = 0, aplikovanim, ktorej mozno vypocitat’ konstantu C
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1
u.(0)=0=C-e2°+4-0-8=C=8. (10.26)

Potom vysledna odozva daného elektrického systému, ktora je znadzornena na nasledujucom

Obr. 10.5, nadobudne tvar funkcie

1
u.(t) =8e 2"+ 4t —8. (10.27)

clc
clear

t=0:0.01:10;
y=8*exp (-1/2*t)+4*t-8;

figure (1)

plot(t,y,'b', 'LinewWidth', 2)
grid on

xlabel ("t'"); ylabel ('yv(t)")

Obr. 10.5. Odozva elektrického systému

10.1 CASOVA KONSTANTA A ZOSILNENIE SYSTEMU 1. RADU

Uz vieme, Ze pre systém 1. radu, ktorého vstupom je jednotkova skokova funkcia s velkost'ou

skoku u(t) = K = 1, rieSenie systému mozno opisat’ funkciou

bo ([ _ -t
. _ e a
y a, € <1 (10.28)
alebo
" bo
= —_ a = —
Y=YV € 11,V ag . (10.29)

Ak vyjdeme z prechadzajicej odozvy, ktora plati pre systém 1. radu, potom musi platit, ze pre

Cast = :—1, nadobuda exponencialny vyraz v odozve systému hodnotu e = 0.37 a teda plati, e

0

Y =Vo(1—0.37) =0.63"y,, Veo 2 (10.30)
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V tomto ¢ase vystupna hodnota dosahuje 0.63 -y, t. j. 63 % ustalenej hodnoty. Tento cas

nazyvame ¢asovou konstantou systému 1. radu a oznacujeme ako 1

T =

1

ap

ag

(10.31)

V d’alsom case 2 :— = 21, exponencialny vyraz nadobuda hodnotu e = 0. 14, potom odozvu

0

v a v vr
v danom ¢ase t = 2 a—l mozno vypocitat’ ako
0

b
Y =Yo(l—0.14) = 0.86 ' yoo, Yoo = a (10.32)

V tomto ¢ase nadobudne odozva hodnotu 0.86 -y, t. j. 86 % ustalenej odozvy. Podobnym

spdsobom mozno identifikovat’ d’al§ie hodnoty odoziev v ¢asoch 31, 41, 5t atd’. Vysledky hodndt pre

uvazované d’alSie Casy mozno najst’ v nasledujicej tabul’ke. Na zaklade tychto vypocitanych hodnot pre

jednotlivé ¢asy mozno priebeh odozvy systému 1. radu, ktora je znazornena na Obr. 10.6.

Tabul’ka 10.1: Tabulka odozvy systému 1. radu v jednotlivych ¢asoch

0 0

1t 0.63

27 0.86

3t 0.95

47 0.98

5t 0.99
y(t)

pociatoény sklon 1/t

K
0.8K -
0.63K
0.40K
0.20K —
I I L,
0 T 21 3t 4t 5t t(s)

Obr. 10.6. Priebeh odozvy systému 1. radu na jednotkovy vstup u(t)
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SYSTEM 1. RADU

V zmysle ¢asovej konStanty 1, je teda mozné prepisat’ rovnicu odozvy systému 1. radu do
tohto tvaru

t
Y =Yoo (1 —e_?)- (10.33)

% r v . , a
Casova konstanta T je rovna -

L Ak teraz predelime diferencialnu rovnicu systému 1. radu
0

koeficientom pravej strany diferencialnej rovnice by, potom mozno pévodnt diferencialnu rovnicu
prepisat’ na tvar s ¢asovou konstantou

a;dy ap
4y = t
b, dt +b0 u(t), (10.34)
alebo
dy by
Ta+y=£u(t), (10.35)

, b . . o . . ,
kde vyraz y., = a—o predstavuje priamo ustaleni hodnotu odozvy daného systému. Tento vyraz
0

nazyvame ustidlenym zosilnenim systému a oznaCujeme ako Ggg. Ak oznalime tento vyraz ako
b . . . . ,

Ggg = a—o, potom diferencialna rovnica 1. radu nadobudne novy tvar
0

dy
Ta+y=Gss'U(t)- (10.36)
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Ulohy na rieSenie

Problém 10.1:

Suchy vzduch konstantnej teploty 20 °C (293 K) prudi cez ventil do zasobnika tvaru valca
s polomerom r = 2m avysky h = 3 m, pozri Obr. 10.7. Tlak p; na vstupe ventilu je konstantny
a vigsi ako tlak p vo vnutri nadoby. Odpor ventilu je definovany konstantou R = 1000 Pa.s.kg™!.
Predpokladajme, Ze proces plnenia je izotermickym dejom. To znamen4, Ze v rovnici pre polytropicky
dej uvazujeme exponent n = 1. Odvod'te matematicky model systému pre tlak p plnenia zasobnika

a vypocitajte odozvu systému 1. radu, ak vieme, ze tlak na vstupe je p; = 1 MPa.

N

\_/
R
[
Ph —— P
qmi p!p
v
Vv

Obr. 10.7. Pneumaticky systém

Problém 10.2:

Hydraulicky systém pozostavajici z jednej nadrze je znazorneny na Obr. 10.8, kde p, =
10° Pa je atmosféricky tlak, q; = 3 m3.s 1 a q, st objemové pritoky (odtoky) na vstupe a vystupe z
hydraulickej nadrZe. Prierezova plocha nadoby je S = 2 m? a vyska hladiny je neznama veli¢ina h(t).
Kvapalina, ktord pradi do nadrze ma hustotu p = 1000kg. m™3 a opusta nadrz cez ventil
hydraulického odporu R = 10° Pa.s.kg™!. Odvod'te matematicky model systému, ktory opisuje

zmenu hladiny h(t) v nadrzi a vypocitajte odozvu tohto systému 1. radu.

/"r__g$“\
R
h @ @ 9
P | | ] —b
P+ P
S

Obr. 10.8. Systém s jednou nadrzou s ventilom
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SYSTEM 2. RADU

11 SYSTEM 2. RADU

Systémy 2. radu su systémy, ktoré opisujeme diferencidlnou rovnicou 2. radu. Typickym
prikladom systému 2. radu st kmitavé mechanické systémy, ktoré pozostavaju z pruzZiny, hmoty
a tlmica, pozri Obr. 11.1. Takyto typ systému je najcastejSim pripadom systému 2. radu, ktory je

definovany prave diferencialnou rovnicou 2. radu.

X
«
Z I F
m |—>
I
b
(a)
Vstup, F . Vystup, x
. i [—
(b)

Obr. 11.1. Systém pruzina-tlmi¢-hmota

Mechanicky typ systému hmota-pruzina-tlmi¢ sme uz analyzovali a vieme pre takyto systém
napisat’ matematicky model prostrednictvom diferencialnej rovnice. Diferencidlna rovnica, ktora

opisuje vztah medzi vstupnou silou F(t) a vystupnym posunutim x(t) je definovana ako

dX(t)2+bdx(t)+kxt = F(t
m——+b—=+kx(® = F(©, (11.1)

kde m je hmotnost’, b konStanta tlmenia a k je kon§tanta pruZenia. Sposob, akym sa vysledné
posunutie x(t) bude menit’ v Case, zavisi od velkosti tlmenia aplikovaného v danom mechanickom
systéme. Ak, silu F(t) aplikujeme v podobe jednoduchej skokovej funkcie vstupu a v systéme

neexistuje ziadne tlmenie, potom ma hmota s hmotnostou m moznost’ vol'ne oscilovat’ a oscilacie budu

N . . . . R ,
pokracovat prakticky do nekonecna. Ziadne timenie znamena, ze b = 0 a teda aj ¢len d—’t( je rovny nule

dx(t)?
m dt?

+ kx(t) = F(t). (11.2)

V pripade, Ze v systéme existuje tlmenie, oscilacie postupne zaniknli alebo sa utlmia po

dosiahnuti ustaleného stavu odozvy systému. Naopak, ak je tlmenie prili§ vysoké, nenastane Ziadna
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oscilacia hmoty a posunutie hmoty len mierne pomaly narastie v ase, hmota sa postupne vrati do svojej

rovnovaznej polohy.

Nasledujuci Obr. 11.2 zobrazuje typické priklady odozvy pre systém 2. radu y(t), ktorymi

moze hmota s hmotnostou m kmitat’ v ¢ase t, pre rdzne stupia timenia b.

(o) 1 ~ o

@ Pretimeny systém

@ Netlmeny systém

L

t

Obr. 11.2. Vplyv efektu tlmenia na odozvu systému

11.1 DIFERENCIALNA ROVNICA SYSTEMU 2. RADU

Predpokladajme hmotu s hmotnost’ou m, ktora osciluje na vol'nom konci pruziny s tuhost’ou
k bez existencie tlmenia b = 0 atakisto budiacej funkcie F(t) = 0. V tomto pripade absencie
akéhokol'vek tlmenia a budiacej sily (bez niteného vstupu) vieme, Ze hmota bude vykonavat volnu

oscilaciu nekonecne dlhy ¢as. Tento pohyb nazyvame jednoduchym harmonickym kmitanim, ktory

mozno opisat’ touto matematickou funkciou

y(t) = Asinw,t, (11.3)

kde y(t) je poloha hmoty v Case t, A je amplitida oscilicie a w, nazyvame vlastnou uhlovou

frekvenciou netimeného kmitavého pohybu. Ak tto rovnicu zderivujeme podl'a Casu t dostavame

dy
a=u)nAcosu)nt. (11.4)

Druhou derivaciou predchadzajucej rovnice podla ¢asu t plati, Ze

d?%y

W=—wﬁAsinwnt=—wﬁ-y. (11.5)
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SYSTEM 2. RADU

Predchadzajucu rovnicu mozno preskupenim jej ¢lenov upravit’ na tento tvar

d?y
W+mr21y=0. (11.6)

Z predchadzajucej kap. 3, ktora sa zaoberala tedriou mechanickych systémov vieme, Ze pre
hmotu s hmotnostou m, ktora kmita na pruzine s tuhostou k, mozno napisat’ matematicky model
v tomto tvare

d?y
mF=—ky, (11.7)

ktory mozno d’alej upravit’ do tvaru diferencialnej rovnice s nulovou pravou stranou

&y + K 0
— +—y=0. 11.8
Ak teraz, porovname predchadzajuce dve diferencialne rovnice, ktorych rieSenim je rovnaka

funkciay = A sin w,t, potom mozno definovat’ vlastni uhlovu frekvenciu kmitania systému ako

(11.9)

Dalej budeme uvazovat pripad s existenciou timenia b # 0 a takisto budiacej sily F(t). V tomto

pripade, je pohyb hmoty s hmotnost'ou m mozné opisat’ touto diferencialnou rovnicou

SN S
mdtz It ky = . (11.10)

Néjdime rieSenie tejto diferencidlnej rovnice 2. radu metédami na rieSenie diferencialnych
rovnic, ktoré sme uviedli v predchadzajiicej kap. 9. Budeme predpokladat’, Zze rieSenie pozostava
zdvoch casti, prechodovej a ustalenej odozvy systému alebo y =y +yp,. Ndjdime najskor

vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice s nulovou pravou stranou v tvare

Py d
Y 4b=Y

mF dt+ky=0. (11.11)
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Uz vieme, Ze na najdenie vSeobecnej odozvy systému musime poznat’ jej charakteristick
rovnicu. Potom, pre tito diferencidlnu rovnicu 2. radu mozno napisat’ charakteristicki rovnicu

v tomto tvare
mr?+br+k=0. (11.12)

Korene tejto charakteristickej rovnice mozno vypocitat’ na zédklade tohto vzt'ahu na vypocet

korenov kvadratickej rovnice

(11.13)
I‘1 2= T 5 +
e N 2 _k . . , b? 2 b2 "
Kedze vieme, 7Ze wj = o a takisto, ak oznacime vyraz Tk ako ¢ = e potom moZno

predchadzajicu rovnicu upravit’ do tvaru

b k k (11.14)
=————  |[Z4+ =]z -
f1.2 2+v/mKk m_GIm ¢-L
ri; = —{wy * o/ — 1,

kde ¢ nazyvame stucinitePom tlmenia.

Velkost sti¢initel’a thmenia { zavisi od velkosti vyrazu pod odmocninou. A teda, ak (¢ > 1),
potom vyraz pod odmocninou nadobtida kladni hodnotu a v pripade, ze (¢* < 1), potom vyraz pod
odmocninou nadobtida zaporna hodnotu. Stucinitel tlmenia { urcCuje to, ¢i vyraz pod odmocninou
nadobudne kladnu alebo zapornu formu a teda urcuje aj celkovii povahu daného systému. V pripade,

ze ¢ > 1, potom su vysledkom dva realne korene ry ar;

r; = —{wy + wp/7% — 1,
rz=—§wn—wnviz—1-

(11.15)
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SYSTEM 2. RADU

Vysledné vSeobecné rieSenie y, systému pre prvy pripad nadobudne tento tvar
yo = Ae"' + Bef2t = pel-Tonton =) + Be(-%en-on (2—1)t’ (11.16)

taky typ dynamického systému nazyvame pretlmenym systémom. V pripade, ze { = 1, potom rieSenim
je jeden dvojnasobny koren r; =r, = —w,. V takomto pripade, dostdvame systém s Kkritickym

tlmenim, pre ktory odozva systému nadobudne tvar
Yo = (At+ B)e“nt, (11.17)

a napokon v pripade, Ze { < 1, potom rieSenim charakteristickej rovnice st dva komplexné zdruzené

korene, a teda

2= —fwp + Wp ZZ -1,
2= —fwp + jwn 1- EZ .

(11.18)

Ak, na zjednodusenie predchadzajiiceho vyrazu oznaéime vyraz w,/{% — 1 ako

w=wy/1 -7, (11.19)

potom vysledok rieSenia charakteristickej rovnice pre pripad dvoch komplexne zdruZenych korerov

mozno zapisat' v tvare

ri; = —Gwy +jw (11.20)

a teda dostdvame komplexne zdruZené korene

ry = —foy +jw,

. (11.21)
r; = —Gwy —jw.

Vyraz w nazyvame uhlovou frekvenciu tlmeného kmitania a jej hodnota zavisi od sucinitel'a

tlmenia {. RieSenie pre pripad dvoch komplexne zdruzenych koreniov nadobudne tvar

yo = Ae(—zﬁ)n'ﬂw)t + Be(—((ﬂn_]w)t )

yo = e~ 5@nt(Ae)®t 4+ BeTIt) (11.22)
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Ak, oznaéime vyraz e®t ako e/t = cos wt + j sin wt a vyraz e 1°t ako e 1*t = cos wt —

j sin wt, potom dostavame, Ze

yo = e %®nt[A(cos wt + j sin wt) + B(cos wt — j sin wt)]
11.23
= e %“n'[(A + B) cos wt + j(A — B) sinwt] . ( )
Dal§im zavedenim dvoch konstant P a Q, ktoré predstavuju formu (A + B) a j(A — B), mozno

zapis vysledného rieSenia zjednodusit’ na tvar
Vo = e 5“nt(P cos wt + Q sin wt) . (11.24)

Tento pripad, ktory nastava pri rieSeni dvoch komplexne zdruzenych koretioch v tedrii systémov
nazyvame tlmenym systémom.

Do tohoto bodu sme sa venovali, len vypoctu rieSenia diferencialnej rovnice bez pravej strany.
Pod’'me teraz uvazovat’, ze na pravej strane diferencialnej rovnice mame budiacu funkciu F(t). Najdime
rieSenie partikularneho integralu yp,.

Dalej budeme predpokladat’, Ze vstupom je skokova zmena v podobe funkcie F(t) = F. Pre tento

pripad mozno identifikovat’ tvar partikularneho integralu v tvare y, = A, kde A je konStanta. A teda,

Yp =A,
dy, d?y, B (11.25)
dt - de2

Dosadenim predchadzajucich vyrazov do povodnej diferencialnej rovnice systému dostavame
0+0+KkA=F, (11.26)

potom

A_F
=1 (11.27)

Napokon pre partikularny integral y, musi platit, ze

(11.28)

F
yP:A:E'
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SYSTEM 2. RADU

Teda celkovd odozva systému y(t), ktoré je dana suctom homogénneho rieSenia Yy,

a partikularneho integralu y,,, bude pre jednotlivé pripady systémov nadobudat’ nasledovné tvary:
t.j. pre pretlmeny systém, ak ¢ > 1

y = Ae(-Gonton/@=)t | po(-ton-on/@1)e

o (11.29)
pre systém s kritickym tlmenim, ak { = 1
—ont 4 T
y = (At+ B)e™®n +i (11.30)
a napokon pre tlmeny systém, ak { < 1
—Zwgt : F
y=e n(Pcosu)t+Qsmoot)+E. (11.31)

Pripomenime, Ze v pripade, ak t — oo, potom vSetky predchadzajice rieSenia konvergujti na tvar

D F , , . . S y . -
rieseniay = 5, ktory nazyvame ustalenou odozvou systému. Dalej budeme uvazovat’, Ze diferencialna

rovnica systému 2. radu je definovana vo vSeobecnom tvare.

d’y dy _1
azﬁ+a1 a+a0y— 0X. (11.32)

Porovnajme tato rovnicu s predchadzajiicim tvarom diferencidlnej rovnice pre kmitajuci
tlmeny systém

d?y

dy
mﬁ+ba+ky—F(t). (11.33)

Z porovnania diferencialnych rovnic vyplyvaja hodnoty koeficientov ag = m,a; = b,a, =

k,
na zaklade, ktory mozno identifikovat’ vyrazy pre vlastni uhlovi frekvenciu kmitania g -

S e 1 . b2
a stdinitel’ timenia {% = o ako

do
w3 =—,
az
2 11.34
o a? ( )
4a,ag
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To znamena, Ze pre systém 2. radu bude platit’ tato v§eobecna diferencialna rovnica 2. radu

v tvare

d%y dy
DA -
+ 20w, It

e + w3y = Gy, (11.35)

kde C je sucinitel’ tlmenia, w, je vlastna uhlova frekvencia pohybu a G, je zosilnenie systému.

Priklad ¢é. 11.1:

Sériovy RLC obvod zobrazeny na Obr. 11.3, pozostiva z odporu R = 100 Q, cievky
s induk¢nostou L = 2.0 H a kondenzatora s kapacitou C = 20 puF. N3jdite odozvu elektrického prudu

i, ktory preteka tymto elektrickym obvodom, ak vstupom je skokové napétie u, (t).

i R L

uR, Ir uL, iL +
ual wil=—c¢

Obr. 11.3. RLC obvod

Elektricky prud i(t) v obvode je dany nasledujucou diferencialnou rovnicou 2. radu

d2i+R di+ 1, u(®
a2 " Ldt Lc' T Lc (11.36)

kde vstupom je skokové napitie na hodnotu u,(t). Ak, tuto diferencialnu rovnicu porovname

so vSeobecnou diferencialnou rovnicou, ktora plati pre systém 2. radu

d?y dy
F”Z‘*’HEJ"”IZ”:GX’ (11.37)

potom vlastni uhlovu frekvenciu kmitania w,,, mozno vypocitat’ zo vztahu pre systém 2. radu

2 0 _ 1 1 25000 = 158 H
We=m—=— 5" — 8 M = W, = VA
"Ta, LC 2.0-20e6 n (11.38)

314|Strana



SYSTEM 2. RADU

a podobne sucinitel’ tlmenia { mozno vypocitat’ vztahom

R
2 ai (I) _R*C_ 100%-20e"®

- - = = =0.025= (= 0.16.
a0 4. (L) 4 420 ¢ (11.39)
LC

Pretoze { < 1, mame pripad tlmeného systému. Uhlova frekvencia tlmeného pohybu w

je dana vztahom

W= wy/1—7=158-4/1—-0.16%> = 156 Hz. (11.40)

Ked'Ze mame 3. pripad systému s tlmenim, potom rieSenie nadobuda nasledujucu formu
y = e %nt(P cos wt + Q sinwt) + u, (11.41)
a teda

i =e 016158t (Pcos156-t+ Qsin156-t) + u,. (11.42)

Dalej ak uvazujeme nulové poéiatoéné podmienky i(0)=0 a %(0) =0, potom

0=1(P+0) + u,. A teda P = —u,. Zderivovanim funkcie podl'a ¢asu t, dostavame

di
e e~5@nt (P sin wt — wQ cos wt) — Lw,e 5@t (P cos wt + Q sin wt) (11.43)

ateda, 0 = 1(—wQ) — {w, (P + 0). Z ¢oho vyplyva, Ze

(o, P Cwpu, 0.16-158 -u,
Q= = - 156 =-0.16u,. (11.44)

Potom, celkové rieSenie diferencialnej rovnice opisujucej zmenu elektrického prudu v RLC

obvode ma tento tvar

i() = u, - [1— €223 [cos(156 - t) + 0.16 - sin(156 - )]] . (11.45)
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11.2 PARAMETRE SYSTEMU 2. RADU

Nasledujuci Obr. 11.4 zobrazuje typicki odozvu tlmeného systému 2. radu na jednotkovy
skok u(t) = 1. Pod’'me si d’alej zadefinovat’ niektoré z parametrov, ktoré pouzivame na posudenie kvality

odozvy daného systému 2. radu.

y(t)t
ymax

Prekmitnutie

,,,,,, +-2%Yes

Vs =1 /\ N\ pasmo ustalenia
= \V}

0.9y \/ \/ +

t, - doba nabehu
t, - doba prekmitnutia

0.1y, t.- ¢as Gstalenia

\ 4

Obr. 11.4. Parametre systému 2. radu

Doba nabehu t, je Cas, za ktory odozva y(t) systému narastie z hodnoty 0 na ustalentt hodnotu
yss. Tento Cas charakterizuje rychlost reakcie systému 2. radu na vstupné ruSenie. Je to teda Cas, ked’

odozva systému y(t) prekona stvrt’ cyklus alebo 1/2 1. Potom,

Wty =S, (11.46)

Doba prekmitu tp,, je Cas, ked” hodnota odozvy systému y(t) narastie z hodnoty 0 na prvy vrchol

(najvyssia hodnota odozvy systému). Je to ¢as potrebny na dosiahnutie celého pol cyklu alebo T. A teda

Wty =T. (11.47)
Prekmitnutie je maximalna hodnota odozvy systému, ktora veli¢ina dosiahne v prvom

vykmite. Je to hodnota merana od hodnoty ustalenej odozvy, az po najvyssi vrchol (amplitida prvého

vrcholu). Prekmit mnohokrat $pecifikujeme v percentualnej miere ustalenej hodnoty odozvy.
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SYSTEM 2. RADU
Pre tlmeny systém mozno napisat’, ze
y = e “nt(P cos wt + Q sin wt) + yss . (11.48)

Ak uvazujeme, ze y(0) = 0, potom

0=1(P+0) +yss (11.49)
ateda P = —ysgs. Prekmitnutie sa objavi v Case wt = T, plati teda, ze
— _anl
y=e o(P+0)+yss - (11.50)

Prekmitnutie je rozdiel medzi hodnotou v Case prekmitnutia a ustidlenou hodnotou odozvy

systému. Potom, pre prekmit musi platit’, Ze
Prekmit = ygg e $@n/@ (11.51)

Ak vieme, Ze @ = wy/1 — T%, potom mozno dosadenim za @ rovnicu pre prekmit prepisat’

do tohto tvaru

. —fwpT —(n
Prekmit = ygg exp| ———=| = yss exp | — | . (11.52)

onf 1= -7

Vyjadrenim prekmitu v percentualnom tvare, bude platit’, ze

100 % .
T2 0 (11.53)

Prekmit % = exp <

Cas ustalenia tg, je ¢as, ktory dosiahne odozvy systému, potom ako zaniknu vietky prechodové

stavy. Je to Cas, od ktorého sa odozvy systému zacne pohybovat’ v pasme +2 % ustalenej hodnoty
y = e~ %“nt(P cos wt + Q sin wt) + ygs . (11.54)

Ak teda, P = —ygs. 2 % ustalenie meranej veli¢iny nastava v €ase ustalenia tg, t. j. v momente,

ak ustalena odozva dosahuje 2 % hodnoty ygg alebo 0. 02ygg, potom plati, Ze

0.02yss = e~ %n's(ygs+ 1+ 0). (11.55)
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Zlogaritmovanim mozno dospiet’ k rovnici In0.02 = —{w,ts. Ak, vieme, Ze In0.02 =

—3.9, ¢o predstavuje priblizne hodnotu rovnu ¢islu 4, potom pre ¢as ustalenia tg bude platit’ vztah

4

ty = .
* Ty

(11.56)

V pripade, Ze percentom ustalenia bude hranica 5 %, potom rovnica pre ¢as ustalenia tg
nadobudne tvar
3

~ Ton

ts (11.57)

V case ustalenia tg mozno vypocitat’ pocet oscilacii, ktoré funkcia nadobudne do tohto

$pecifického Casu a to na zaklade vzt'ahu

N _ 4/Cwy
= e (11.58)

Pri¢om ak, za frekvenciu kmitania dosadime vyraz @ = w,+/1 — {Z, potom

4/Tlw, 2wy/1-0 2 |1
N = = == |=—1. (11.59)
21/ W, |2

Priklad ¢é. 11.2:

Na ukazku postudenia kvality systému, predpokladajme systém 2. radu, pre ktory vieme, Ze
hodnota jeho vlastnej frekvencie kmitania je w,, = 2.0 Hz a hodnota uhlovej frekvencie tlmenia je
o = 1.8 Hz. Vypocitajte pre tento systém parametre charakterizujiice kvalitu jeho odozvy.

Ked’ze, dany systém ma nenulova uhlova frekvenciu tlmenia w, potom vyuzitim vztahu pre

tlmenu frekvenciu @ = wy/1 — {2, mozno urcit sudinitel tlmenia {
1.8 =2.0y1-¢2. (11.60)

Vyjadrenim suéinitel’a tlmenia z prechadzajlicej rovnice a vypocitanim jeho hodnoty mozno
. y 1 « . . S
dospiet’ k hodnote { = 0.44. Ked'ze wt, = 7 T potom ¢as nabehu t, daného systému je
T

i
t, = u)_—2-1.8=0'87s' (11.61)

N

318|Strana



SYSTEM 2. RADU

Percentuilne prekmitnutie uvazované¢ho systému mozno vypocitat’ pouzitim odvodeného

vzt'ahu ako

_ 3 — _ —0.44m _
Prekmit % = eXP(JTZZ -100% = exp(m) -100% =21%. (11.62)

Percentualne prekmitnutie systému je teda 21 %. Pre ¢as ustdlenia tg, t. j. Cas ked’ odozva

dosiahne max. 2 % ustalenej odozvy, plati vzt'ah

44,
lw, 044-20 % (11.63)

ts =

a napokon pocet oscilacii N do ¢asu ustalenia tg vypocitame pouzitim tohto vztahu

NP R B S P
TR |ET T noaezT n T O (11.64)

Ak pozname d’alSiu prenosova funkciu systému 2. radu, zobrazte jeho odozvu a vypocitajte

Priklad ¢. 11.3:

parametre, ktor¢ charakterizuju kvalitu takéhoto systému (t. j. €as ustélenia tg, ¢as prekmitnutia t,

a vel’kost’ prekmitu Mp,).

50

G(s) =——.
(s) s2 + 6s+ 25

(11.65)

Predtym, nez zaCneme z vypoctom parametrov systému, upravme prenosovu funkciu G(s) do

kanonického tvaru a porovnajme so v§eobecnou prenosovou funkciou systému 2. radu

G(s) = Y(s) w?
VTFs) T 2+ 2Qwps + wd (11.66)
Pre nas pripad prenosovej funkcie G(s) teda musi platit, Ze
69 = 2o =k
= s2 4+ 6s+25] s2 + 2Tw,s + w2’ (11.67)
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Z takto upravenej prenosovej funkcie sme schopni teraz identifikovat’ parametre systému ako

su zosilnenie K = 2 a takisto vlastna uhlova frekvencia kmitania systému w,, pre ktora plati, Ze
2 _ —
wp =25 = w, =5, (11.68)

potom pre pomerny sucinitel’ atlmu { musi platit’,
3
2op =6=0=—=-=06. (11.69)

Na zaklade vlastnej frekvencie kmitania w,,, mozno v tomto stadiu vypocitat’ hodnotu timenej

frekvencie kmitania w

®W=wy/1—-?=5/1-0.6%=14. (11.70)

Vypocitanim zakladnych parametrov systému, mozno pristapit’ k vypocétu parametrov kvality

tohto systému. Vypocitajme najskor €as prvého prekmitu t,

T
tp=—=Zz0.7855, (11.71)
d’alej ¢as ustalenia tg
44
ts—an—0_6_5~1-335 (11.72)
a napokon vePkost’ prekmitu M,
¢n 0.6m
M. =e V1= = ¢ V1-06Z ~ 0.095. (11.73)

p

Vypocitat' a zobrazit odozvu tohto systému 2. radu, ako aj vypocitat’ charakteristické
parametre systému, ktoré charakterizuju kvalitu odozvy tohto systému 2. radu, mozno uskuto¢nit
prostrednictvom Matlab skriptu na druhej strane. Potom priebeh vypocitanej vyslednej odozvy
systému, ktord bola vySetrena na jednotkovy skok, je zobrazena na nasledujucom grafe, ktory je

znazorneny na Obr. 11.5.
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clc
clear
close all

K=2;
gs=tf ([25],[1 6 25]);

wn=>5;
zeta=6/(2*wn) ;
wd=wn*sqgrt (1l-zeta”2);

tp=pi/wd;

ts=4/ (zeta*wn) ;

Mp=exp (-zeta*pi/sqgrt (l-zeta”2));
t=0:0.01:3;

y=step (K*gs, t);

figure (1)

plot(t,y, 'LineWidth', 2)
hold on

plot(t, t*0+K,'-k'")
plot ([tp tp],K*[1

Mp+1l],'r', 'LineWidth',2)

plot ([tp tp],K*[0 17,"'k")

plot ([ts ts],K*[0 1],'k")

text (tp,K* (Mp+1)+0.1, 'Mp")

text (tp,0.2, sprintf (' tp=%0.3f s',tp))
text (ts, 0.3, sprintf (' tp=%0.3f s',ts))
xlabel ('t")

ylabel ("y(t) ")
title('Odozva systému 2. radu')

Odozva systému 2. radu
25 T

: /]

y()

05 1

tp=1.333 s
tp=0.785 s

0 L L L
0 0.5 1 15 2 25 3

Obr. 11.5. Vykreslenie odozvy systému s vyznacenim doélezitych parametrov

Vysetrime teraz, aky vplyv ma na odozvu systému, ak budeme menit’ jeden z dvoch parametrov
systému 2. radu. V prvom pripade vySetrime vplyv na zmenu vlastnej uhlovej frekvencie kmitania w,,,

pri konstantnom st¢initeli Gtlmu ¢. Ak, bude narastat’ hodnota vlastnej frekvencie w,,, pri konStantnom

, s v . . o i 4 .
Utlme ¢, potom bude klesat’ ¢as vyskytu prvého prekmitu t,, = wl a takisto Cas ustalenia tg = Za, PozI
d n

Obr. 11.6.
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Narastom wn - klesa éas tp a ts, Mp - kont.
T

JC S

yit}

0.5

Obr. 11.6. Vplyv zmeny w, na odozvu systému 2. radu

V druhom pripade budeme uvazovat, Ze vlastna uhlova frekvencia w,, bude konstantnd a menit’

e e . . . . o 4
budeme sucinitel’ atlmu ¢. S narastom { pri rovnakej hodnote w,,, bude klesat’ ¢as ustalenia tg = To

n

a takisto vel’kost’ prekmitu Mp, naopak narastat’ bude hodnota ¢asu prekmitu t,, = wl, pozri Obr. 11.7.
d

Nérastom ¢ - klesa Gas tp a Mp, a rastie tp
T 1
—

—

(

¥ith

Obr. 11.7. Vplyv zmeny { na odozvu systému 2. radu

Prechadzajuce grafy boli vypocitané a zobrazené prostrednictvom d’al§icho skriptu

zadefinovaného Matlabe.

clc
clear
close all

K=2;

wn=>5;
zeta=0.6;
£t=0:0.01:3;
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$Narast wn pri konStantnom zeta
for i=1:3
gs=tf ((wn*i)"2, [l 2*wn*i*zeta (wn*i)"2]);
y(:,1)=step(K*gs,t);
wd (1)=wn*i*sqgrt (l-zeta”2);
tpl (i) =pi/wd(1i);
tsl(i)=4/ (zeta*i*wn);
Mpl (i) =exp (-zeta*pi/sqrt (1-zeta”"2));
end

figure (1)

plot(t,y, 'LinewWidt"',2)

xlabel ('t")

ylabel ("y(t)")

title('Narastom \omegan - klesa ¢as tp a ts, Mp - konst.'")
legend('1','2",'3")

clear

K=2;

wn=>5;
zeta=0.6;
t=0:0.01:3;

zeta=[0.6 0.7 0.8];

for i=1:3

gs=tf (wn"2, [1 2*zeta (i)*wn wn"2]);

y(:,1)=step(K*gs,t);

wd (i) =wn*sqgrt (l-zeta (i) "2);

tpl (i) =pi/wd (i) ;

tsl(i)=4/ (zeta (i) *wn) ;

Mpl (1) =exp (-zeta (i) *pi/sqgrt (l-zeta (i) "2));
end

figure (2)

plot(t,y, 'LinewWidt"',2)

xlabel ('t")

ylabel ("y(t)")

title('Narastom \zeta - klesd ¢as tp a Mp, a rastie tp'")
legend('1','2",'3")
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Ulohy na rieSenie

Problém 11.1:

Sériovy RLC obvod zobrazeny na Obr. 11.8, pozostiva z odporu R = 150 Q, cievky
s indukénostou L = 200 mH a kondenzatora s kapacitou C = 100 pF. N3jdite parametre systému
w,, W, {, a urCte v§eobecnu diferencialnu rovnicu 2. radu. Vysetrite odozvu elektrického napétia u,,

v zavislosti od vstupného napétiau, = 12 V.

it L

=

o]
lw(@ R ——C U
il

o +

Obr. 11.8. RLC obvod

Problém 11.2:

A pozname diferencialnu rovnicu mechanického systému 2. radu v tomto tvare
mX + bx + kx = F(t), (11.74)

kdem = 15kg, b = 35N.s/mak = 3500 N/m. Vypocitajte pre tento systém vsetky parametre

charakterizujuce kvalitu jeho odozvy.

Problém 11.3:

Ak pozname nasledovni prenosovu funkciu G(s) systému 2. radu, zobrazte odozvu tohto
systému a vypocitajte vSetky parametre systému, ktoré charakterizuju kvalitu odozvy takéhoto systému

2. radu, t. j. ¢as ustalenia tg, ¢as prekmitnutia t;, a velkost' prekmitu M.

100

G() =327 10s 748" (11.75)
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12 FOURIEROVE RADY

Fourierove rady su jednym zo silnych nastrojov Siroko pouzivanych v elektronickom
priemysle, ale takisto pouzivané na analyzu periodickych signalov, najdenie frekvencnej odozvy
linearnych dynamickych systémov.

V oblastiach ako je riadenie, komunikacia, sie’ova analyza a pod., vysledné ustalena odozva
systémov vedie spravidla na sinusové tvary signalov. A to z dévodu, Ze sinusové signaly sa objavuji
prirodzene v pripade tychto dynamickych systémov. Odozva systému na tieto signaly odhal'uje vel'mi
dolezita vlastnost’ linearnych systémov. Mimo sinusovych typov signalov sa v modernych elektrickych
systémov pouzivaju aj nesinusové periodické signaly (pulzny signal).

Na poli vykonovej elektroniky, kde vel'’ké mnozstvo stuciastok, ako st napr. tyristory, vykonové
tranzistory a pod., st odozvy systémov mnohokrat opisované prave nesinusovymi typmi signalov.
Pripomeiime, Ze narast pouZivania digitalnych systémov podnietil pouZivanie tychto tzv. obdiznikovych

pulznych signalov. Niektoré priklady nesinusovych signalov si zobrazené na Obr. 12.1.

™N
v
v

(@) (b)

Obr. 12.1. (a) Nesinusovy periodicky signal, (b) pulzny nesinusovy periodicky signal

Na pracu s takymito typmi signdlov boli vyndjdené techniky Fourierovych radov
a Fourierovych transformacii, ktoré sa bezne pouzivaju v praxi. V tejto anasledujiicej kap. 13
si priblizime techniku prace s Fourierovymi radmi a Fourierovymi transformaciami. Zacneme
odvodenim Fourierovho radu pre periodicky opakujuci sa signal dany funkciou f(t).

Predpokladajme, Ze f(t) je lubovolna periodickd funkcia premennej Casu t s periddou
. S, . . . , v 2m . .
opakovania T. Asociaciou periody T s frekvenciu w, dostdvame, Ze w = T Fourierovo pravidlo
hovori, Ze l'ubovol'na funkcia méze byt rozvinutd do nekone¢ného Fourierovho radu v tvare

a
f(t) = 70+ a; coswt + a, cos2wt + -+ + by sinwt + b, sin2wt + -+ =

2 ' (12.1)
== + z:(an cosnwt + b, sinnwt),

n=1

kde w je frekvencia danej funkcie f(t), ktori nazyvame zakladnou frekvenciou, a,, b,, si Fourierove

koeficienty.
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Ak zavedieme toto

ap cosnwt + by, sinnwt = ¢, cos(nwt + ¢y,), (12.2)

kde c, = \/aZ + b2 je amplitida n-tého komponentu a ¢, = —tan~?! (b ) je fazovy uhol. Potom

—n
an

mozno Fourierov rad zadefinovat’ v tomto tvare

c
f(t) = ?0 + ¢y cos(wt + ¢p1) + c; cosLwt + dy) + -+ =

c o (12.3)
= ?0 + Z[Cn cos(nwt + ¢p)] .
n=

Na zadefinovanie Fourierovho nekone¢ného radu musime poznat' koeficienty a, a by,
pre n =1, 2, 3.... . Na odvodenie vztahov na vypocet Fourierovych koeficientov budeme uvazovat, ze
periodicka funkcia f(t) pre ktori pocitame Fourierove koeficienty je definovana na intervale
(—=T/2,T/2). Prenasobenim oboch stran predchadzajiceho Fourierovho rozvoja funkcie f(t)
su¢initelom cos(m - wt), kdem = 1,2,3,.. adalsim integrovanim tohto Fourierovho rozvoja

v hraniciach od - T/2 do T/2 dostavame

T/2
J f(t) cos(m - wt) =

-T/2

ay (172 T/2 oo
= —f cos(m - wt) + f z a, cos(n - wt) cos(m - wt) (12.4)
2 ) 1y -T/2 ~i=1

T/2 oo
+ f Z b, sin(n - wt) cos(m - wt) .
i=1

-T/2

Vypocitanim integralov v predchadzajiicej rovnici sa dd dokazat, ze prvy a treti integral
na pravej strane rovnice su vzdy nulové pre 'ubovol'né hodnoty m a n. Potom, druhy integral sa rovna
nule, len v pripade, Ze m # n, avSak pre rovnaké hodnoty m a n, ked m = n hodnota tohto integralu

konverguje k hodnote T/2 - a,,. Na zaklade tohto, potom pre koeficient a,, musi platit’, Ze

2 T/2
ap = —f f(t) cosnwtdt,n =0,1,2, ...

T) 1/, (12.5)

Poznamenajme, Ze ak n = 0 nadobuda tento vyraz hodnotu ag = % 1) 72 ¢ (t)dt. Podobnym

-T/2
sposobom prenasobenim oboch stran rozvoja funkcie f(t) vyrazom sin(mwt), mozno dospiet

ku vztahu, ktory plati pre koeficient b,,,
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2 T/2
b, = Tf_T/Zf(t) sin(n- wt)dt,n=0,1,2, ... . (12.6)

V okamihu, ak pozname koeficienty a, a b,, ktoré mozno vypocitat na zéaklade
predchadzajucich vztahov (12.5) a (12.6), potom definicia Fourierovho radu pre periodickt funkciu

f(t), je kompletne zadefinovana rozvojom podla vzt'ahu (12.1), resp. (12.3).

Priklad ¢é. 12.1:

Pulzny signal periodicky opakujucej sa funkcie f(t) je zobrazeny na nasledujucom Obr. 12.2.

Najdite Fourierov rad pre tato periodicky opakujucu sa funkciu f(t).

f(t)“
A

| L

T2 -TlA T4 TI2

v

Obr. 12.2. Periodicka funkcia f(t)

Graf zobrazuje periodicku funkciu s periédou opakovania T/2 , pulzného tvaru s obdiznikovym
pulzom so §irkou 50 % z cyklu. Pre tato funkciu mozno vypocitat’ Fourierove koeficienty a, a b,

tymto spdsobom

T/2 T/4 2A T/4
a, = —f f(t) cosnwtdt = —f A cosnwtdt = —— [sin nwt] _/T 4
T) 12 ~T/4 nwT /
(12.7)
w2A ) T 2A71 21 2A  nm
= [2 . smn(o—] = —/|sinnw—| =—sin—,n=0,1,2, ... ,
nw2Tm 4 nm 4w nm 2

28 24
potoma; =-—,a; = 0,a3 = ——

Py 34 = 0,

, . , i, 0 v ;o
Ak, dosadime za n = 0, potom dostavame vo vyraze neurity vyraz ag = o> tZn. Ze na vypocet

koeficientu ag, je nutné pouzit' L"Hospitalovho pravidlo. Potom,

T nm
2A-5-cos—

ag = lir% -2 2 - 2
n—

=A (12.8)

a podobnym spdsobom mozno vypocitat koeficienty b,. V tomto pripade sa da dokazat, Ze vSetky

koeficienty b, (pre vSetky n = 1,2,3,...) konvergujui k nulovym hodnotam.
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T/2 2 T/4
b, :TJ f(t)sinn(otdtzTJ Asinnwtdt=0. (12.9)
-T/2 -T/4

Vysledny Fourierov rad rozvoja funkcie f(t) bude mat’ tvar

A 2 2A 2A
f(t) = =+ —coswt — —cos3wt + —cos5wt — - = 0. (12.10)
2 m 31 51

Priklad ¢é. 12.2:

Predpokladajme posunuti funkciu pulzného signalu f(t), ktora je zobrazena na Obr. 12.3.

Najdite Fourierov rad pre tato periodicky opakujucu sa funkciu f(t).

f(t) r 3

-T/2 T2 t

v

Obr. 12.3. Posunuta periodicka funkcia

Pre tato funkciu f(t) mozno vypocitat’ Fourierove koeficienty a, a b,, tymto spdsobom

= fmf(t) cae=2 [ Acosnwtde = 2 [sinnot 2 = 22 [si ! o]
dp = T . cos nw = T . cosnw = noT Sin nw 0 = w21 Sin nw 2
(12.11)
A 2 A
=—sinnw— =—sinnt=0,n=1,2,3, ... .
2w
a opat’ aplikovanim L Hospitalovho pravidla, dostavame pre koeficient ap = A
y A-m-cosn A
ap = lim - =A. (12.12)
Dalej, pre koeficienty b, bude platit, Ze,
b 2Jif(t) i tdt ZJEA i tdt 2A [ t]%
== sinnwtdt = = sinnwtdt = ——[—cosnw
T, T Jo nwT 0
w2A T A 2m (12.13)
= [—cosn(o—+1]=—[—cosnoo—+1
nw2m 2 nm 2w

=—/|[1—cosnm|,n=1,23....
nm
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Pre r6zne hodnoty n = 1,2,3, ..., potom pre koeficienty by, plati, Ze

b —ZAb =0,b —ZAb =0,b _zA
1_1_[1 2_J3_3T[I 4-_J5_5T[' (1214)

Napokon vysledny Fourierov rad rozvoja pre uvazovanu funkciu f(t) dostavame v tvare

A 2A 2A 2A
f(t) ==+ —sinwt+ —sin3wt + —sin 5wt + -+ . (12.15)
2 T 31 51

12.1 EXPONENCIALNY (KOMPLEXNY) FOURIEROV RAD

Poznamenajme, Ze do realneho Fourierovho radu z predchadzajicej kapitoly mozno rozvinut
aj signaly sinusového, resp. kosinusového tvaru. Nakol'ko pocitanie koeficientov a, a b,,, pre takyto
realny Fourierov rad je v pripade harmonickych funkcii zdihavejsie, je vyhodnejsie v pripade
harmonickych funkcii definovat, tzv. exponencialny (komplexny) Fourierov rad.

Pre tieto typy harmonickych signalov goniometrického typu boli teda zavedené Fourierove
rady v exponencialnom tvare, ktoré urychluji vypocet integralov s goniometrickymi funkciami.
Nakol’ko integraly exponencidlnych funkcii sa poéitaji omnoho rychlejSie ako integraly definované
na zaklade funkcie sinus resp. kosinus, kde v pripade nasobenia takychto funkcii z inou goniometrickou
funkciou, je nutné vyuzit’ metédu per partes. Aby bolo mozné na vypocet koeficientov vyuzit’ definiciu
exponencidlnych Fourierovych radov, je nevyhnuté poznat’ pre vypocet Fourierovych koeficientov
zodpovedajlci tvar periodicky opakujucich sa funkcii sinus resp. kosinus v tomto exponencialnom

komplexnom tvare

1, . )
sinnwt = on (efnot — gminot)
]
12.16
1 . t . ¢ ( )
cosnwt = > (emet 4 eminot),

V tvare tychto exponencialnych vyrazov potom moZno zadefinovat, tzv. exponencialny

komplexny Fourierov rad, pre ktory plati, Ze
ag - —ijb anp +jb, _.
f(t)—7 Z( n ]nwt+%e ]nu)t). (12.17)

Koeficienty pri exponencialnych vyrazoch v exponencialnom komplexom Fourierovom rade st
takisto komplexne Cisla, ktoré predstavujii dve komplexne zdruzené ¢isla zadefinované na zaklade

Fourierovych koeficientov vychadzajicich z realneho Fourierovho radu a, a b,,.
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Na zjednodusenie zapisu mozno pouzit’ vyrazy nahradit’ jednym komplexne zdruZenym

parametrom o, kde

_an_jbn _an+jbn
o, =——— a O(*n—T. (12.18)

Poznamenajme, Ze na zaklade symetrie Fourierovho radu, ak nulty koeficient o je definovany

a , .y . v . ve o7
ako o = 70, potom predchadzajucu rovnicu mozno zjednodus$it’ na tento tvar exponencialneho

Fourierovho radu

o)

f(t) = Z a,einet, (12.19)

n=-—o

kde koeficienty a,, su definované na zaklade tohto komplexného vzt'ahu

T/2 _
a, = —f f(t) e "®tdt, n = —oo,..,—1,0,1,2,...,0. (12.20)
T) 1/

Rovnica (12.19) a (12.20) predstavuju definiciu pre tzv. exponencialny komplexny Fourierov
rad. Fourierove koeficienty «,, su komplexné Cisla, ktoré sa vzt'ahuju ku koeficientom a,, b,, a takisto

c,. Medzi tymito koeficientami plati tento vztah

¢y Yap+bi
la“|_7_T' (12.21)

12.2 FREKVENCNE SPEKTRUM

V predchadzajtcich kapitolach (12) a (12.1) sme uviedli, Ze Fourierove rady maji dve formy,

a to formu reélnu, ktora je dana rovnicou

[oe]

f(t) = %0 + z ¢, cos(nwt + ¢py,),

n=1
2 2 1 (bn
Ch = |ap+by, ¢p,=—tan""|—]),
a1'1

ako aj komplexni formu, danu exponencialnym komplexnym radom

(12.22)

[ee)

f(t) = 2 apelnet (12.23)

n=-—oo
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FOURIEROVE RADY

T/2 ]
an = _f f(t) e_]nmtdt, n=-o,.,-1012..,00
TJ) 1)

Tieto reprezenticie naznacuji, ze Fourierove komponenty maji velkost amplitady
¢, = 2|ay,| a fazovy uhol ¢,,. Nakreslenim amplitudy c, pre rézne harmonické frekvencie n - w,
mozno zobrazit, tzv. amplitadovo frekvencéné spektrum funkcie f(t).

Podobne zobrazenim fazového uhlu ¢, pre réozne harmonické frekvencie n-w mozno
zobrazit’ fazové spektrum funkcie. Tieto dva grafy spolocne tvoria tzv. Fourierovo alebo frekvenéné
spektrum danej funkcie f(t). Poznamenajme, Ze v mnohych pripadoch fazové spektrum nie je vel'mi
dolezité, ale skor nas bude zaujimat’ prave amplitidové spektrum. Fazovy spektrom funkcie f(t)
sa d’alej nebudeme zaoberat. Pripomenime, Ze rovnice, ktoré sme zadefinovali pre Fourierove rady,
kde sme uvazovali harmonické frekvencie w, boli integralmi definovanymi pre nezavisli premenna
n - w. Vo frekven¢nom spektre ¢, = 2|ay| su, potom hodnoty definované diskrétnymi hodnotami pre
n=0,1,2,3,.... To znamena, Ze n - w bude v tomto pripade predstavovat’ diskrétnu premennt1. Priklad
amplitidového frekvenéného spektra pre lubovolnu neSpecifikovanu funkciu je znazorneny na
nasledujucom Obr. 12.4. Frekven¢né spektrum vo vSeobecnosti tvoria Ciary s rozstupom danym
harmonickou frekvenciou w. Takéto spektrum, potom nazyvame ¢iarovym spektrom funkcie f(t).

Ako urcit’ takéto ¢iarové spektrum funkcie pre funkciu f(t) si ukdzeme na nasledujicom priklade.

A

C.=2(at,)
®

T

0 [0} 2m 3o 4o now
Obr. 12.4. Frekvencné Ciarové spektrum funkcie f(t)

Priklad ¢. 12.3:

Vypocitajte a nakreslite Fourierove Ciarové spektrum pre Stvorcovy signal zobrazeny na

Obr. 12.5. ‘
(1) 1
Al2

v

T/2 T t

-A/2

Obr. 12.5. Stvorcovy signal f(t)
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Z definicie pre exponencialny Fourierovy rad, pre spektrum funkcie f(t), dostavame

(12.24)

1[(° Ay T2 AN
= = — _— -Jjnw —_ —Jnw
a, = a(nw) TU—T/2< 2>e dt+f0 (2>e dt],

kde pre n = 0, musi platit’, ze

A (Dars [T (Q)al =3[0 +3)+ 2 G +0)] =0
0T\ T2 . 2/ TTIz\T2) T2 2 ]_' (1225)

Potom pre d’alSie vSetky hodnoty n =1, 2, 3,..., zamenou peridédy T vo vyraz za 2m/w, mozno
vypocitat’ a,, v tomto tvare

— — w A ° —jnootd % —jnootd —
an—a(n(o)—ﬁ'z —JEG t+Joe t| =

w
" on (12.26)
_ w Aff—eTinet N e "f\@|  A(1— cosnm)
21 2|\ —jhw )« \ —jnw o ) jnT ’
w

Ked'Ze, pre vietky parne Cisla n je cos nt = 1, potom a(nw) = 0. Na druhej strane, pre vSetky

. «r . - A et M ,
neparne Cisla n je cosnm = —1, tzn. 7¢ a(nw) =—. Potom, pre amplitadu a fazovy uhol
frekvenéného spektra, musi platit’, ze

2A
|an| = alzl +b121 = Zlanl =,

(12.27)
TT
¢y = _E-

Nasledujtici Obr. 12.6 zobrazuje amplitidovo frekvencné spektrum danej funkcie pulzného
signalu f(t). 2(c) 4

2Aln

2A/(37)

2A/(5m)

® 30 Sm no

Obr. 12.6. Amplitudové spektrum funkcie f(t)
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Priklad ¢. 12.4:

Ur¢ite a nakreslite ¢iarové Fourierove spektrum pre obdiznikovy signal podl'a Obr. 12.7.

f(t) F 3

TI2 TI2

A 4

Obr. 12.7. Obdiznikovy signal so §irkou pulzu Tp

Z definicie pre Fourierov komplexny rad, pre a,, dostavame

1 (Te/2 -
oy = ff Ae™"Ndt, (12.28)
~Tp/2

kde pre n = 0 mozno vypocitat’ ag ako

Ay = = Adt = = [At] =—. (12.29)

1JTP/2 1 Tz _ATp
T) 1,2 T "Te/2 T

Pre indexy n =1, 2, 3, ..., moZno vypocitat’ a,, integrovanim funkcie f(t) = A v hraniciach

(~=Tp/2,Tp/2)

T
1 pr/z inot A[e-inwt]TP A [ inwTe jnwTp
o, == Ae™ dt = = |— = - [ez —e 2 ]:
T T|-jnw| 1, jnwT
2 (12.30)
wA jnoTp jnwTp wA jn2nTp jn2nTp A Tp
= - [e 2 —e 2 ]=, [e 2T —e 2T ]=—sm<nn—).
jnw2m jnw?2m nm T
Vysledny vzt'ah pre vypocitané a, mozno prepisat’ do tvaru
Tp Sin (m‘t %)
oy = A?—T- (12.31)
P
IlT[T
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Ak dalej zavedieme parameter 8, ktory zadefinujeme pre pomer Sirky pulzu Tp a periody
signalu T, ako 8 = T ’ potom zavedenim matematickej funkcie sinc (upravena funkcia sinus) mozno
predchadzajici vztah pre «,, upravit’ do vysledného tvaru

sin(ném
5 (ndm)

Uy = A — —— = AS sinc(ndm) . (12.32)

Predchadzajuca rovnica opisuje, ako sa meni «,, v zavislosti od n - 8. Tato variacia je dana
formou funkcie sin(m) /m. Matematicka funkcia, ktora definuje pomer (sinm)/m je nazyvana ako

funkcia sinc(m). Priklad priebehu funkcie sinc(m) je znazorneny na nasledujicom Obr. 12.8.

sinc m

Obr. 12.8. Sinc funkcia

Na zobrazenie spektra pre nas pripad vSeobecného pulzného signalu f(t), budeme predpokladat’
hodnoty T, = 1—10 aT=1/2.Potom8é=1/5aa, = %smc( s ) Frekvencia signalu f(t) je @ = 2?11 =

4m. To znamena, ze rozpitie Ciar ¢iarového spektra pre tuto funkciu bude 4m. Vysledné Ciarové

spektrum pre dany pulzny signal f(t) je znazornené na nasledujucom Obr. 12.9.

87 ‘/T—\ 207
0 16n N no

Obr. 12.9. Spektrum obdiZnikového signalu
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Ulohy na rieSenie

Problém 12.1:

N4ajdite rozvoj funkcie f(x) zobrazenej na Obr. 12.10 do exponenciialneho komplexného
Fourierovho radu a zobrazte graf st¢tovej funkcie tohto radu na grafe. Funkciu zobrazenu na

Obr. 12.10 mozno matematicky opisat’ ako

T c (O T[)
=—%x Xx€(0;7) ,
=4 2 2 (12.33)

0 e(ﬂ-
, X 2,‘1‘[) .

f(x)

5m2 2 3w2 -m -m2 0 2 r o 3m2 Sm2 X

Obr. 12.10. Periodicka funkcia f(x)

Problém 12.2:

V tlohach 1. az 8. rozvinite dané funkcie f(x) na definovanom intervale do exponencialneho

komplexného Fourierovho radu.

1. f(x) = cos*x, X € (—T, ) 2. fx) = cos%, X € (—Tr, )
3. f(x) =x, X € (—m, ) 4. f(x) = €% x €E{(—kk),k>0
(0, X € (—,0) _ { X, x € (0, )

> )= { 1, x € (0, ) 6. f(x)= 0, X € (m, 2m)

i €(0,2)

sinx, X ,= .

7. f(x) = - 2 8. f(x)= { sz)nx, X: (0, 12T>

0, X E (EJT[) ) X (T[I T[)
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13 FOURIEROVA TRANSFORMACIA

V tejto kapitole sa zameriame na Fourierovu transformaciou signalov, ktord je odvodena na
zéklade Fourierovych radov. Kym vrozvoji Fourierovych radov sme pouzivali symbol @ na
oznacCenie frekvencie periodického signilu napr. 2w, 3w, 4w, ..., tak pri definovani Fourierovej
transformacie budeme musiet rozliSovat medzi harmonickou frekvenciou daného signalu
a vSeobecnou frekvenciou. Z tohto dévodu pre oznacenie harmonickej frekvencie budeme od tohto
bodu pouzivat symbol w a pre oznacenie v§eobecnej premennej si rezervujeme symbol w.

V pripade, Ze zamenime symbol w za symbol wg, v definicii exponencialneho komplexného

radu Fourierovho radu, potom tento rad bude definovany nasledujacimi vzt'ahmi

[0

- 1 T/2 )
(0= ) @e™ o e=p[ e, (13.1)
-T/2

n=-—o

kde wg = ZT" a T je peridda opakovania pre dany periodicky opakujuci sa signal f(t).
Aby bolo mozné rozsirit' Fourierovii metédu rozvoja Fourierovych radov od periodickych k
neperiodickym signalom f(t), pri odvodeni Fourierovej transformaicie zatneme s periodicky
opakujucim sa obdiznikovym (pulznym) signalom, ktory sa opakuje s periodou T ama

definovanu Sirkou pulzu ako T,. Tento periodicky signal je zobrazeny na nasledujucom Obr. 13.1.

f(t) |

A

A\

T t

P

Obr. 13.1. Obdiznikovy periodicky signal

Ako uz vieme, tak frekvencné spektrum tohto signalu predstavuje ciarové spektrum
s frekvenciou wg, ktora definuje rozostup medzi jednotlivymi Ciarami. Graf signalu a jeho vysledné
¢iarové frekvenéné spektrum st znazornené na obrazkoch Obr. 13.2 (a) a (b).

A
||

[N
f(t) A

T
(@) (b)
Obr. 13.2. (a) obdiznikovy signal, (b) frekvenéné spektrum obdiZnikového signalu
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FOURIEROVA TRANSFORMACIA

Dalej budeme predpokladat’, Ze peridda T sa zdvojnasobi na hodnotu 2T a to s ponechanou

velkostou Sirky pulzu T,. Harmonickd frekvencia wg v toto pripade bude polovi¢nou hodnotou

n . . 2n b4
povodnej frekvencie, wg = =T Wo /2.
Zmenou harmonickej frekvencie wq sa podobnym spdsobom zmeni aj frekven¢né €iarové
spektrum signalu, ktoré v tomto pripade bude hustejsie, nakol’ko rozstup ¢iar bude mensi (wq/2),

vysledkom je hustejSie ¢iarové spektrum, ktoré je zobrazené na Obr. 13.3 (b).

locl
W,/2

fit) 1 AYZ L

oT t no,

(a) (b)
Obr. 13.3. (a) obdiznikovy signal s periédou 2T, (b) frekvenéné pasmo

h 4

Predpokladajme, Ze tento proces zvéc¢Sovania periody T (s konStantnou Sirkou pulzu T,) bude
pokracovat’ d’alej, az kym T nadobudne nekonecnu hodnotu. To znamena, Ze vtomto pripade
sa presuivame od periodického signalu k neperiodickému signalu ato z dovodu, Ze v procese
postupného zvicsovania periddy T, pomer 8 = T,/T — 0 a frekvencia wg = 21/T sa stava stale
mensSou a menSou. Povedané inymi slovami, premenna frekvencia wg sa stava nekone¢ne malou

veli¢inou, resp. wg = dw. Mozno teda napisat’, ze

1 dw
T = E . (13.2)
Kedze Ciarové spektrum sa stava stale viac a viac hustej$im s rozstupom stale menSim
a mensim medzi spektralnymi ¢iarami, potom rozostup medzi ¢iarami konverguje k nekone¢ne malej
hodnote dw. Inymi slovami, diskrétna premenna frekvencie n - wg pévodného frekvencného spektra sa
v tomto pripade stava spojitou premennou .
S tymito zavedenymi zmenami v pripade Fourierovych radov sa funkcie Fourierovho radu

o, a f(t) stavaji funkciami spojitej premennej . To znamena, Ze

do (** ot
a, = a(w) = ﬁf f(t)e °tdt. (13.3)
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Dosadenim hodnoty a,, do vyrazu f(t), potom dostavame

+00

d too . .
=) — [ | f(t)e-lwtdt] gneot, (13.4)
2| J)_o

n=-—oo

S premennou n - wg, ktort zmenime za spojitd premennu w sa znak sumy v predchadzajicom

vyraze meni na symbol integralu a teda

1 +0o0 +0oo 1 +00 +0oo
= —jot jot — —jot jot
f(t) _Ej—oo dw U_oo f(t)e ® dt] el®t = ﬂf_w U_OO f(t)e™® dt] e“dw. (13.5)

Veli¢ina medzi zatvorkami bude funkciou premennej w. Ak pomenujeme tato veli¢inu ako

F(w), potom bude platit’, Ze

o)

1 .
f(t) = ﬁf F(w) - etdw . (13.6)

Tato rovnicu budeme nazyvat Fourierovym integralom. V predchadzajicom odvodzovani
sme teda ukazali, Ze rovnice Fourierovych radov mozno pretransformovat’ na Fourierove integraly,
ktoré platia aj pre neperiodické signaly.

Vratme sa teraz na chvil'u spit’ k ¢iarovému spektru funkeii f(t). UZ vieme, Ze ak sa Ciary
¢iarového spektra k sebe priblizuju redukuje sa spektralna veli¢ina. V hranici T = oo, «, — O.
Preto namiesto a,, zadefinujme vyraz a,, - T ako nové ¢iarové spektrum. Tato veli¢ina bude konecna
veli¢ina. Z rovnice ( 13.1) a takisto z definicie pre F(w) vyplyva, ze v nekoneéne bude sa a, * T rovnat’

F(w). Potom funkcia F(w) bude definovana ako

F(w) =f f(t)eItdt, (13.7)

je spojitou funkciou premennej w a budem ju nazyvat’ Fourierovou transformaciou funkcie f(t).
Fourierova transformacia podla definicie pre F(w) umoziuje reprezentovat” funkciu f(t)
definovanu v ¢asovej t ako funkciu F(w) definovanu vo frekvenénej oblasti . Zodpovedajuci vztah
( 13.6 ) sa nazyva inverznou Fourierovou transformaciou funkcie F(w). Tento vyraz poskytuje
metodu pre prevod funkcie definovanej vo frekvencnej oblasti w na funkciu definovanil v casovej

oblasti t.
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Predchadzajuce dva vztahy sa nazyvaji Fourierovym transformaénym parom. Tento par je
reprezentovany ako f(t) & F(w) ¢o znamena, Ze F(w) je Fourierova transformacia f(t) a f(t) je

inverznou Fourierovou transformaciou funkcie F(w). Tento vzajomny vzt'ah mozno opisat’ ako
F(w) = FIf()] a f(t) = F ' [F(w)]. (13.8)

Poznamenajme, Ze obe funkcie v ¢asovej oblasti f(t) a vo frekvenénej oblasti F(w) pre signal

f(t), obsahuju vsetky informacie o danom signaly a su ekvivalentné pre reprezentaciu tohto signalu f(t).

13.1 FOURIEROVA TRANSFORMACIA SIGNALOV

13.1.1 Obdiznikovy pulzny signal

Obdiznikovy pulzny signal s amplitidou A a Sirkou pulzu, ktory je definovany na intervale

(—T/2,T/2), je zndzorneny na nasledujucom Obr. 13.4. Najdime Fourierovi transformaciu tohto

signalu f(t).
T f(t) =1(t)
A
, f—'\‘ ~ ‘;
-T2 T2 AT ~—"2n/T 2T ~e—"4yT

(a) (b)

Obr. 13.4. Obdiznikovy signal: (a) pulzny signal, (b) frekvenéné spektrum

Pretoze sa tento signal vyskytuje pomerne casto v pripade fyzikalnych systémov, moZzZno
mu priradit’ $pecialne oznaCenie symbolom fj, (t). Odvodenie Fourierovej transformacie pre tento typ

signalu f(t) bude v tvare

T/2

e - T/2 , eiot A T T
Flw) = j fr(De7@tdt = J Ae ot dt = A[ : ] = [e_]wf - elwz]
o osin(wT/2) AT'si wT (13.9)
= T/ - sinc—-.

Ak je pulzny obdiznikovy signal zobrazeny na Obr. 13.4, posunuty vpravo o velkost’ periody

T/2, potom diZka trvania pulzu je (0, T) a jeho Fourierova transformacia bude definovana ako
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T . (O)T)

A . —_—

] = [eToT — 1] = AT——2—
0 Jw

2 (13.10)

T e—]u)t

F(w) = f AeTotdt = A[
0

joT

oT _
= AT sincTe 2

Vysledok ukazuje, Zze amplitidovo frekvencné spektrum zostiva rovnaké, ale posunuté
i , oT . “ . . . ;. ;
o fazovy uhol 2 - Toto je vSeobecna vlastnost’ Fourierovej transformacie, ked’ hovorime o tzv.

posuvani o velkost’ &asu tg. Toto posunutie sa prejavi ako nasobenie ¢lenom e 1®% . To znamena, 7e ak
f(t) & F(w), potom f(t — ty) < F(w)e @t Toto nazyvame vlastnostou posiivania Fourierovej

transformacie.
13.1.2 Trojuholnikovy pulzny signal

Predtym, nez zacneme pocitat’ Fourierovu transformaciu pre trojuholnikovy pulzny signal,
ktory je zobrazeny na nasledujiicom Obr. 13.5 (a). Poznamenajme, Ze Fourierovu transformaciu tohto
signalu mozno ziskat' integrovanim parovej funkcie Stvorcového pulzu ako je zndzornené na

Obr. 13.5 (b).

3

fi(t)’
ft) 1

A
l T
T t
Tt

(a) (b)

A

T

Obr. 13.5. (a) Trojuholnikovy signal, (b) Stvorcovy signal

Nech f(t) & F(w). Potom

[0

1 .
(© =5 | F@etdo. (13.11)
Derivovanim oboch stran rovnice podla ¢asu t dostavame

aftty 1 (= i
T=%f_m[]u) F(w)]e'dw. (13.12)
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Z tohto vyplyva, Ze ked’ je nejakéa funkcia f(t) derivovana, jej Fourierova transformacia je
prenasobena vyrazom jw. V pripade, ze je funkcia f(t) derivovand n-krat podla casu t, potom jej

Fourierova transformacia je prenasobena vyrazom (jw)™ alebo plati formula

dnf(t)
dtn

© (jo)"F(w) . (13.13)

Analogicky, ak funkcia f(t) je integrovana, potom jej Fourierova transformacia je naopak

podelena vyrazom jw alebo plati, ze

F(w)
ff(t)dt o ]T (13.14)

Vtomto Stadiu sa vratime spédt k trojuholnikovému pulzu, ktory je znazorneny na
Obr. 13.5 (a). Fourierova transformaciu tohto trojuholnikového pulzu mozno ziskat’ integrovanim
parovej funkcie §tvorcového pulzu, ktory je znazorneny na Obr. 13.5 (b). Poznamenajme, Ze funkciu

f1(t) podla Obr. 13.5 (b), mozno matematicky opisat’ ako
T
fl(t)=fp(t+T/2)—fp(t—§). (13.15)

. M M . T Y , . . ,
Pripometime, Ze fp(t) & AT sinc—. Ak vyuZijeme vlastnost’ posivania pre Fourierovi

transformaciu funkcie f; (t), potom dostavame, Ze
oT . oT . oT . .
F,;(w) = AT sincTe]‘”T/2 — sincTe_"*’T/2 = AT sincT [e10T/2 — gmIT/2] (13.16)

Ked'Ze funkcia Fourierovej transformacie funkcie f(t) podl'a Obr. 13.5 (a) je definovana ako
integral funkcie f; (t), potom vyuzitim vlastnosti integrovania Fourierovej transformacie, dostavame

Fourierovi transformaciu F(w) funkcie f(t) v tomto tvare

jwT _joT joT _joT
Fi(w) _ ooT[e2 —¢€ 2] o [ez —¢€ 2]
F(w) = = ATsinc—————= = ATsinc—————="T
jo 2 .0T
2j >~ (13.17)

wT
= AT?sinc? —.
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Frekvenc¢né spektrum trojuholnikového signalu je znazornené na nasledujucom Obr. 13.6.

F(w)
AT

-A4n/T 21T 2a/T 47/T ®

Obr. 13.6. Frekvenéné spektrum trojuholnikového signalu
13.1.3 Tlmena exponencialna funkcia

a

Tlmena exponencialna funkcia, ktora je definovana funkciou f(t) = A - e 2! je zobrazena na

Obr. 13.7 (a). N4jdime Fourierovu transforméciu tejto exponencidlnej funkcie.
f(t)

A
f(t)=Ae™

»
>

t

Obr. 13.7. Tlmena exponencialna funkcia

Fourierova transformacia F(w) pre tito exponencialnu funkciu f(t) je dana tymto vztahom

0 . 0 _ e—(a+ju))t ® A
F(w) = f Ae™t (HeTIotdt = Af e~@HO gt = A [— =—. (13.18)
o o —(@a+jw)f, atjo

Vysledna Fourierova transformacia F(w) predstavuje komplexnu funkciu, pre ktord mozno
vypocitat amplitida afazovy uhol tejto Fourierovej transformacie F(w). Amplitada tejto

Fourierovej transformacie je definovana ako

A
Ol e (13.19)
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a pre fazovy uhol potom plati, ze

£F(w) = tan™?! (— g) . (13.20)
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Ulohy na rieSenie:

Problém 13.1:

N4ajdite Fourierovu transformaciu nasledujucich ¢asovo zavislych funkcii f(t),

f(t) = e~bltl

f(t) = sin 2t
t t € T 1T)
cos ——=,=
’ 2'2
f(t) = ) e o T[)
’ 2'2

f(t) = e~ 2t
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f(t) = e Pt sint

f(t) = cos 3t
int te( T 1T)
sint, -, =
f(t) = 22
O; te(_EJE)

f(t) = sin(w - t) + %sin(Bw t)



LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

14 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Kazda neperiodicka funkciu ¢asu f(t) mozno reprezentovat vo frekvencnej oblasti jej

Fourierovou transformaciou F(w), ak spiiia je absolttne integrovatel'na

f [f(t)| dt < oo. (14.1)

Poznamenajme, Ze mnoho pouzitelnych funkcii ako je napr. jednotkovy skok (z angl. step
function), ramp funkcia (z angl. ramp function) alebo exponenciilne rastiica funkcia, tito
podmienku integrovatelnosti nespliiaju, apreto pre nich nie mozno odvodit Fourierovi
transformaciu. Tento problém integrovatelnosti mozno vyriesit zavedenim tzv. Laplaceovej
transformacie.

Frekvencna premenna sa v tomto pripade stava komplexnou premennou v tvare s = ¢ + jw.
Laplaceova transformacia zavadza novu pramennt s, je v vSeobecnosti zovSeobecnenim Fourierovej

transformacie a je mozno jednym z najsilnej$im nastrojov analyzy linearnych systémov.

14.1 PRECHOD OD FOURIEROVEJ TRANSFORMACII FUNKCIi
K LAPLACEOVEJ TRANSFORMACII

Nech f(t) je 'ubovolna funkcia a to aj taka, ktora nekonverguje k nule pre ¢as t — oo (akou je
napr. skokova funkcia (step funkcia), ktora tGto podmienku integrovatelnosti pre Fourierovi
transforméciu nespliia). Aby, sme pre tito funkciu f(t) upravili jej konvergenciu, musime tato funkciu

f(t) prenésobit’ exponencialnou funkciou e~®, kde o je realna konstanta taka, Ze, plati

f [f(De Y dt < oo, (14.2)

potom funkcia f(t) - e~°t bude mat’ Fourierovii transformaciu dant vztahom
F(w) = f f(t)e~ote Iotdt = f f(t)e~(oHiotgt (14.3)

Ak teraz pre premennt (6 + jw) zavedieme novy symbol s, taky, Ze s = ¢ + jw, potom

dostavame, ze

F(s) =f f(t)e™sdt. (14.4)
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F(s) budeme nazyvat' Laplaceovou transformaciou funkcie f(t). Na najdenie inverznej
Laplaceovej transformacie zacnime s inverznou Fourierovou transformaciou definovanou podla

vzt'ahu

1 r® .
(0 =5 [ F@etdo. (145)

, .. . . .. . ds
Ak zamenime premennu integrovania w vV tejto rovnici za § = ¢ + jo. Potom dw = n

a hranice integrovania @w = —o0 a @ = +00, sa zmenia na S =0 —joo a § =0 + joo. S tymito

vykonanymi zmenami dostavame, ze

1 o+joo
f(t) = 2_1'[]J F(S)eStdS . (14.6)

c—joo

Rovnice (14.5) a (14.6) definuju priamu Laplaceovu a inverznu Laplaceovou transformaciu,
kde F(s) = L[f(t)] af(t) = L71[F(s)]. Tieto funkcie tvoria par f(t) & F(s). Kedze v analyze
fyzikélnych systémov st hodnoty vstupu a vystupu obycajne uvazované od urcit¢ho Casu t =0,
hodnoty pred tymto Casom t uvazujeme zvyCajne rovné nulové, potom hranice integrovania

efinovaného integralu, mozno uvazovat’ od nuly a teda plati, ze
defi ho int 1 t od nuly a teda plat

F(s) = -[0 f(t)e stdt. (14.7)

Komplexna premenna s = ¢ + jow moze byt reprezentovana graficky v komplexnej rovine,
ktori nazyvame s-rovinou. V danej komplexnej s-rovine redlna os x predstavuje premennu o
a imaginarna os premennu jw. Priklad zobrazenia hodnoty s; = o4 + jwq v s-rovine, ktord je

definovana na zaklade realnej a imaginarnej suradnice 64 a jwq, je znazorneny na Obr. 14.1.

j(,l)“

jo,b———————-— -0 S1201"']031

v

Obr. 14.1. s-rovina
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Konvergenény prvok o, ktory je potrebny na zabezpecenie konvergencie funkcie f(t), bude
rozny pre iné druhy funkcii f(t). V skutocnosti pre kazda funkciu f(t) bude existovat’ rozsah (interval),
pre ktory bude dany parameter ¢ platit. Tento rozsah ¢ bude definovat’ oblast’ v komplexnej s-rovine.

Tato oblast’ sa nazyva oblast'ou konvergencie pre Laplaceovu transformaciu funkcie f(t).
Oblasti konvergencie pre niektoré funkcie st zobrazené na nasledujicich Obr. 14.2 az Obr. 14.5.
Pre skokovl funkciu u(t) zobrazenu na Obr. 14.2, l'ubovolna kladna hodnota ¢ alebo ¢ > 0 bude
postacujuca na splnenie podmienky konvergencie. To znamena, Ze cela prava Cast’ s-roviny okrem osi
jw bude oblastou konvergencie pre Laplaceovu transformaciu takejto skokovej funkcie, pozri
Obr. 14.2 (b).

j(D 1 (mimo os jo)

f(t) 1
f(t)=u(t)

v

(a) (b)

Obr. 14.2. (a) Funkcia step unit, (b) pasmo konvergencie

Ramp funkcia f(t) = t alebo 'ubovol'nd mocninova funkcia premennej t, bude mat’ podobne
ako funkcia step, oblast’ konvergencie v pravej pol rovine s-roviny s vynimkou osi jw, pozri

Obr. 14.3 (b).

Iy
j(D (mimo osi jo)

() |

f(t)=t

v

v

(a) (b)

Obr. 14.3. (a) Ramp funkcia, (b) pasmo konvergencie

Pre exponencialnu funkciu f(t) = e podl'a Obr. 14.4 (a) bude zase pAsmom konvergencie

v s-rovine, pasmo pre ¢ > —a, zobrazené na Obr. 14.4 (b).
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jo
f(t) r'y

f(t)=e"

(@) (b)
Obr. 14.4. (a) exponencialna funkcia e™3t, (b) pasmo konvergencie

A napokon pre exponencialnu funkciu f(t) = e®* podla Obr. 14.5 (a) bude pasmom

konvergencie v s-rovine, pAsmo pre ¢ > a, zobrazené na Obr. 14.5 (b).

4

jo
f(t)

f(t)=e*

(a) (b)

Obr. 14.5. (a) exponencialna funkcia e?!, (b) pasmo konvergencie

V tomto §tadiu mozno nadobudnut’ dojem, Ze jednoduchou zamenou premennej s v definicii
Laplaceovej transformacie za jw, mozno ziskat’ priamo Fourierovu transforméaciu zodpovedajtcej
Casovej funkcie t. Toto vSak nie vzdy musi platit, nakol’ko vSetky funkcie f(t), pre ktoré existuje
Laplaceova transformacia, nemusi vzdy existovat’ Fourierova transformacia.

V skutocnosti, iba tie funkcie budi mat’ zarovenl aj Fourierovi transformaiciu, pre ktoré
parameter ¢ = 0, dava platnii Laplaceovou transformaciu. Inymi slovami, ak os jw je obsiahnuta
v oblasti konvergencie Laplaceovej transformacie, potom jednoduchou zamenou premennej s za jw,
dostavame priamo zodpovedajicu Fourierovu transformaciu z Laplaceovej transformacie.

V opacnom pripade, ak os jw nie je sucast’ou oblasti konvergencie, to znamen4, ze funkcia nie
je integrovatel'nd, tym padom neexistuje pre tato funkciu Ziadna Fourierova transformacia.

Z predchadzajicej diskusie vyplyva, Ze nie vzdy mozno najst’ také o, ktoré upravi konvergenciu dane;j
funkcie f(t). Pre funkcie ako st napr. et alebo t', nie moZno najst’ taki hodnotu parametra o, ktory

pretvori dant funkciu v konvergentnti — jednoduchym prenasobenim ¢lenom e ~°t.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Preto pre takéto funkcie bohuzial nebude existovat Laplaceova transformdicia a ani

Fourierova transformécia. Funkcie, pre ktoré existuje nejaka redlna hodnota o4, taka ze

f [f(t)e1t] dt < oo, (14.8)
0

nazyvame funkciami exponencidlneho radu. Laplaceova transformacia je definovatelna len pre
funkcie, ktoré spiiiajii tito podmienku. Funkcie, ktoré nespiiiaju dant podmienku nemaju Laplaceovu

transformaciu.

14.2 VLASTNOSTI LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

14.2.1 Linearita

Pre Laplaceovu transformaciu funkcii f(t), ktoré st dané linearnou kombinaciou viacerych

funkcii napr. a - f1(t) + b - f5(t), kde f1(t) & F1(s), f5(t) & F,(s) aa,b € R, potom plati, ze
Lla-f;(©) +b-f(0)] - a-Fy(s) +b-Fa(s). (14.9)

Poznamenajme, Ze tto vlastnost’ mozno overit’ priamo z definicie Laplaceovej transformacie.
14.2.2 Vlastnost’ posivania

Toto je rozSirenie vlastnosti posuvania Fourierovej transformacie. Ak funkcia f(t) je posunuta

doprava o velkost’ ¢asu tg, potom Laplaceova transformacia posunutej funkcie f(t — tg), je dana ako

[oe]

LIf(t—to)] = f f(t — to)e™s'dt. (14.10)

T

Poznamenajme, Ze dolna hranica integrovania je posunuta o Cas tg, pretoze funkcia je nulova
v rozsahu 0 az ty. Zmenou premennej integrovania na T = t — tg, dostavame, ze t = T + ty a teda

dt = dt. Potom musi platit, ze

LIf(t—ty)] = | f(t—ty)e Stdt=
t
. ’ . (14.11)
= J f(t) el-s(t+to)l gt = ¢=sto f f(t)e S'dt = e SYF(s) .
0 0
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Z uvedeného vyplyva, ze ked’ f(t) & F(s) potom

f(t —to) & e %°F(s), (14.12)

tato vlastnost’ Laplaceovej transformacie, nazyvame vlastnost'ou ¢asového postivania.
—at

14.2.3 Nasobenie vyrazom e

Nech funkcia F(s) je Laplaceov obraz funkcie definovanej v ¢asovej oblasti f(t) < F(s), potom

ak vypocitame Laplaceovu transformaciu L[e 2 (t)] ako

Le™3f(D)] = _[ f()e~+tdt = F(s + a) (14.13)
0

nazyvame tito vlastnost’ Laplaceovej transforméacie — vlastnost’ou frekvenéného posuvania.
14.2.4 Casova derivacia a integracia funkcie f(t)

Predpokladajme Laplaceovu transformaciu derivacie funkcie f(t) definovanej v Casovej

oblasti t. Pre takuto derivaciu musi platit’, ze

df(t) edf(t) _
L[T]zj; Te stdt. (14.14)

Integrovanim po Castiach mozno dospiet’ k tejto formule

f (e stdt = f(D)e SY g + sf f(t)e Stdt = —f(0) + sF(s) (14.15)
0 0
resp.
df(t)
L T = sF(s) — f(0). (14.16)

PovySenim vysledku na n-ta derivaciu funkcie f(t) dostdvame formulu v tvare

_, df(0) d"~V(0)

a0 W . (14.17)

(n)
L [df © = s"F(s) — s"1f(0) — s"

dtm
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Podobne mozno vypocitat’ Laplaceovu transformaciu funkcie f(t), ktora je integrovana podl'a

Casu t, resp. fot f(t)dt

t [es) t
LUO f(t)dt] =f0 UO f(t)dt] e Stdt. (14.18)

. . , t , y o
Integrovanim daného vyrazu fo f(t)dt metédou per partes mozno dospiet’ k tomuto

Laplaceovemu tvaru

t —e~St t
LUO f(t)dt]= S fo f(t)dt

Prvy vyraz na pravej strane sa rovna nule a druhy vyraz predstavuje tvar F(s)/s, potom

o)

1 [0¢]
+§J f(t)e™dt. (14.19)
0 0

t F
L UO f(t)dt] = g (14.20)

14.2.5 Nasobenie a delenie t

Derivovanim funkcie F(s) podl'a premennej s dostavame

dres) _ f Oof(t) de_Stdt— f oo[t f(t)]e Stdt
as & T e (14.21)
ateda
dF(s)
L[t-f(H)] = — Pt (14.22)
S
Potom plati, ze
[ Foes= | [ | f(t)e-stdt] ds (14.23)
S S 0
a zamenou poradia integrovania, potom dostavame, Ze
i ds = Oof : “Stdt| dt = o —std
F(s)ds = ® e Stdt|dt = ¢ t. (14.24)
s 0 s 0
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Napokon, plati

f(t @
L[%] =£ F(s)ds. (14.25)

14.2.6 Pravidlo pociato¢nej a konecnej hodnoty

Z vlastnosti derivacie funkcie f(t) dostavame, ze

df(t)
£ [T

] = J f'(t)estdt = sF(s) — f(0), (14.26)
0

v limite, ked’ s — oo, potom vyraz integralu konverguje k nule. Preto, plati, ze

Sh_)rg) sF(s) = f(0) . (14.27)

Predchadzajuca rovnica sa nazyva pravidlom pociatoénej hodnoty a dovoluje vypocitat
pociato¢nt hodnotu funkcie f(0) z Laplaceovej transformacie bez potreby najdenia jej inverznej

Laplaceovej transformacie. Dalej nech s — 0, potom z vlastnosti derivovania funkcie f(t) pre

Laplaceovu transformaciu dostavame, ze
[00]
lim f'(t)e_Stdt = lim[sF(s) — f(0)], (14.28)
s=0 J, s—0 ’
kde pre s — 0 sa l'ava strana integralu stava vyrazom

lil’% f'(t)e stdt = tlim f(t) — £(0) . (14.29)
s-0 J, —00

Z predchadzajuceho vyplyva, ze
limsF(s) = lim f(t) .
s—0 tooo

(14.30)

Predchadzajucu rovnicu nazyvame pravidlom kone¢nej hodnoty.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

14.3 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA BEZNYCH FUNKCII

Laplaceovu transformaciu mnohych bezne vyskytujicich sa funkcii mozno odvodit’
zo znalosti transformacie elementarnych funkcii a takisto vyuzitim zadefinovanych vlastnosti

Laplaceovej transformacie. V nasledujucich odvodeniach budeme uvazovat’, ze f(t) = O pre t < 0.

14.3.1 Exponencialna funkcia - f(t) = Ae®

N4ajdime Laplaceovu transformaciu exponencialnej funkcie f(t) = Ae?".

Ae?teStdt = Af e~G-atgr = — [e¥]o® = — [e=® —e?]
0 s—a s—a (14.31)

L[Aedt] = f

0
A
s—a

14.3.2 Skokova (step) funkcia - f(t) = u(t) = A

Najdime dalej Laplaceovu transformaciu skokovej funkcie f(t) = u(t) = A, ktora je
definovana parametrom A, ktory predstavuje amplitidu tohoto signalu. Poznamenajme, ze v pripade ak
A =1, potom hovorime o jednotkovej skokovej funkcii f(t) (z angl. step unit).

Ak parameter a v exponencidlnej funkcii A - €2 poloZime rovny nule dostdvame definiciu pre

skokovi funkciu. To znamena, ze ak a = 0 v predchadzajicej rovnici, potom musi plati, ze

L[A] = L[u(t)] = 5 (14.32)
Vykonajme dokaz
*© @ 1 @ 1 A
L[A] = J A-e Stdt = AJ e Stdt=A [——e‘St] =A- (e —e™)=—=.  (14.33)
0 0 s 0 (—s) s
V pripade, Ze A =1, potom mame jednotkovu skokovu funkciu, pre ktort plati, ze
1
L[1] = L[u(t)] = 5 (14.34)
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14.3.3 Funkcia f(t) = Ae™

N4ajdime teraz Laplaceovu transformaciu exponencialnej funkcie f(t) = Ae™'.

L[A-e 3 = f A-e e Stdt = Af e~ +atdr = — [e¥]5®
0 0 st+a (14.35)
A A
=— [e=* —e%] = :
s+a s+a

14.3.4 Funkcia sinus - f(t) = A - sin wt

Najdime teraz Laplaceovu transformaciu harmonickej funkcie f(t) = A - sin wttymto

vypoctom.
[o3] o ejoot _ e—jmt

L[A-sinwt] = AJ sinwt e”Stdt = AJ — 78t

0 0 2j
© o=(s-jw)t © e—(s+joo)t
:AJ T
2] o 2
(14.36)
Ale —(s—jo)t —(s+]u))t A 1 A 1
T2 —(s—]oo) 2] (s+]oo) Z_j(s—jw)_2_j(5+joo)

sz+oo2

V pripade, Ze A =1, potom Laplaceova transformacia harmonickej funkcie f(t) = sin wt

w

Llsinwt]| =—— .
[ ] s2 + w?

(14.37)

Poznamenajme, ze podobnym spésobom mozno odvodit Laplaceovu transformaciu pre

harmonicku funkciu kosinus f(t) = A - cos wt, ktorej Laplaceova transformacia je

L[A'COS(,Ot] =A52+—(.02 (14.38)

resp.ak A=1

S

Llcoswt] = — .
[ ] s2 + w?

(14.39)

Laplaceove transformacie pre d’alSie iné bezne pouzivané funkcie f(t) mozno najst’ uvedené

v nasledujucej tabul’ke.
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Tabul’ka 14.1. Tabul’ka Laplaceovych transformacii beznych signalov

1. A-edt A-e™@ A , A
s—a s+a
A 1
2. A-u(t),u(t) -, =
s’ s
_ w w
3. Asinwt,sinwt .sz+w2' "
S S
4.  Acoswt,coswt .sz+oo2' 2T o2
—atg; —atg; A © ®
5. Ae ¥sinwt,e”*sinwt Gral o (6P bl
s+a s+a
6. Ae ?coswt,e coswt . ( ) , ( )
(s+a)?+w? (s+a)?+ w?
A 1
7. Att £ -
s?’ s?
n! n!
n n
8. Ath At gnHl gn+l
1
9. teat —
¢ (s+a)?
I
10. tre-at S
(s +a)ntt
a
__ —at
11. 1—e ECED)
wcosO+ (s+a)sind
—_ t . .
12.  A-e ¥sin(wt+ 0) Gt Tl
_ ATs
13.  Obdiznikovy pulzny signl 1-e
S
14.  Impulz k- 8(t), 8(t) k, 1
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14.4 IMPULZNA FUNKCIA

Jeden z konceptov pouzivanych v pripade linearnych systémov je impulzna odozva systému.
Impulz je singularna funkcia, ktora ma vlastnosti trochu odlisné od tych bezne pouzivanych pre
funkcie ¢asu t. Pre bezné funkcie, ktoré si definované vzt'ahom pre vypocet argumentu x danej funkcie,
je impulz definovany ako nasledok, ktory je vyprodukovany s interakciou s funkciou definovanou v ¢ase
t. Jednotkovy impulz §(t) - Diracov impulz zobrazeny na Obr. 14.6, je definovany na zaklade tejto

definicie

o0 pret=0

u(t)={0 Pete0 (14.40)

(t)

-t

0 t
Obr. 14.6. Impulzna funkcia §(t)

Jednotkovy impulz 8(t), ktory sa objavi v ¢ase t = 0, mozno takisto definovat’ ako interakciu

s inou funkciou f(t) a to touto vlastnost'ou

f OoS(t)f(t)dt = £(0), (14.41)

kde f(t) je klasicka funkcia v ¢asovej oblasti, ktora je spojita v po¢iatku stradného systému. Veli¢ina
definovana takymto spdsobom t. j. vplyvom, ktory impulz vyprodukuje sa nazyva vSeobecnou

funkciou alebo rozdelenim. Pre tak(to vSeobecnu funkciu 8(t), mozno definovat’ tieto vlastnosti:

1. Zvicsovanie: na zéklade vlastnosti zvdcSovania impulznej funkcie plati, ze
f k-8(t) - f(t) = k-£(0), (14.42)

kde Kk je realna konstanta a k - 8(t) je impulz sily k v ¢ase t = 0.
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2. Posuvanie: vlastnost’ postivania pre impulznu funkciu mozno definovat’ ako

f wa(t — t)f(t) = f(ty) . (14.43)

Pre Diracov impulz mozno vypocitat Fourierovii transformaciu ako aj Laplaceovu
transformaciu. Vypocitajme Fourierova transformaciu diracovej funkcie 8(t). Na zakladnej

definicie Fourierovej transformacie plati, ze

FI8(D)] = j OOS(t)e‘j“’tdt =e 00 =1 (14.44)

alebo

s o 1. (14.45)

Fourierovi transformiciu vychadzajucu z vlastnosti Fourierovej transformacie mozno
takisto vypocitat’ pre Diracov impulz K- 8(t) so silou signalu k a takisto pre posunuti funkciu

8(t — tq) v Case tg, potom plati, ze
k-8(t) ok a 8(t—ty) o eJ®b, (14.46)
Rovnica (14.44) predstavuje frekvenéné spektrum jednotkového impulzu, kde w je premenna
v rozsahu od —oo do co. Toto spektrum mozno porovnat so spektrom pulzného (Stvorcového)

signalu, v pripade, ktorého bude mat’ pulz trvanie v ¢ase takmer nulové. Potom frekvenéné spektrum

takého signalu predstavuje krivka zobrazena na Obr. 14.7 (b), ktora nadobuda amplittidu A- T = 1.

r

[ f(t) =f,(t)
A
> a of >
-T/2  Ti2 t -47t/MTEfT 2TE/T\/£TE/T ®

(a) (b)

Obr. 14.7. Obdiznikovy signal (a) pulzny signal, (b) frekvenéné spektrum
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14.5 KONVOLUCIA A IMPULZNA ODOZVA

Do tejto chvile sme definovali apouzivali klasicki metédu pre rieSenie odozvy y(t)
diferencialnych rovnic linearneho systému so vstupom u(t). Ked’ze v tomto pripade st uvazované
v procese vypoctu len funkcie u(t), y(t) (Casovo zavislé funkcie) alebo ich derivacie (Casovo zavislé
derivacie), hovorime o rieseni diferencidlne rovnice v €asovej oblasti t (z angl. time domain).
Na riesenie odozvy systému vsak existuju aj d’alSie iné metody, ktoré urCia rovnaké rieSenie odozvy
systému v ¢asovej oblasti t, avsak moézu na jej ziskanie pouzit’ iny spdsob, ako je napr. princip
impulznej odozvy a konvolucie. V pripade, Ze pociatoéne relaxovany systém je podrobeny
jednotkovému impulzu §(t) na jeho vstupe u(t), odozva tohto systému sa nazyva impulznou odozvou,

pozri Obr. 14.8.

u(t)=5(t) y(t)=h(t)
—>» Systém —»
Vstup Vystup

Obr. 14.8. Impulzna odozva systému

Impulzna odozva pre jednotkovy impulzny signal 8(t) je reprezentovana odozvou systému
y(t) = h(t). Pre impulzni odozvu linearne ¢asovo zavislého systému, ktory je podrobeny vstupnému
impulzu u(t) = k- 8(t) (t. j. impulzu s amplitidou (zosilnenim) k), musi platit’, ze y(t) = h(t) = k-
h(t). Ked’ze dany systém uvazujeme ako ¢asovo invariantny, potom aj impulzna odozva tohto systému
na jednotkovy impulz u(t — 1) = 8(t — 1), ktory je aplikovany v ¢ase t = T, musi platit’, Ze sa objavi
v Case t = T ako posunuta impulzna odozva y(t) = h(t) = h(t — 7).

Pre linearne Casovo zavisly systém musi taktiez platit’ princip superpozicie, tzn. ze ak dva
impulzy uq(t) = k;18(t) a uy(t) = Kp8(t — 1) st aplikované sucasne v danom case t ako vstup
linearneho systému v tvare u(t) = k18(t) + k,8(t — 1), potom impulznd odozva na tento vstup

nadobudne tvar
y(t) = h(t) = k;86(t) + k,8(t —1). (14.47)

Predpokladajme teraz, Ze systém je podrobeny skupine takychto n impulzov, tzn. ze vstup

systému je definovany signalom u(t) = Y72 _ o K,8(t — nA), potom impulzna odozva systému bude

y(0) = h(t) = z k,h(t— nA). (14.48)

n=-—o
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Dalej budeme predpokladat’, e systém podla Obr. 14.8 je zatazeny 'ubovolnym vstupnym
spojitym signadlom u(t), pozri Obr. 14.9. Kazdd takuto funkciu spojitého signalu u(t) mozno
aproximovat’ mnoZinou za sebou nasledujtcich obdiZnikovych pulznych signalov. Princip nadelenia
asovej mnoziny t, rovnakymi pulznymi signalmi je znazorneny na Obr. 14.9. Sirka kazdého pulzu je
A a jeho vyska sa rovna amplitide aproximovaného signalu u(t), ktora je uvazovana v strednom bode

kazdého pulzu, tzn. Ze amplitida kazdého n-tého pulzu je u(na).

u(t) 1
7T N

N\

v

=3A -2A -A A 2A nA t

Obr. 14.9. Aproximacia funkcie vstupu u(t) pulznymi signalmi

Plochu S,, kazdého n-tého pulzu mozno vypocitat na zaklade vztahu S, = A-u(nA).
Aproximacia signalu u(t) sa stava presnejSia postupnym zmensovanim A, az na nekonec¢ne malt troven,
kedy A— 0. Potom, impulzna odozva systému uvazovana pre takéto vel'mi malé pulzné signaly v Case
T = n - A, bude pre jeden pulzny signal definovana ako

yn(®) =h,(t) =A-u(nd) -h(t—nl), (14.49)
potom pre celkovy vystupny signal u(t) = Y%, A - u(nl), ktory je suctom jednotlivych vstupnych

pulznych signalov bude platit, Ze celkova impulzna odozva bude stétom impulznych odoziev od

jednotlivych pulznych signalov, a teda
y(t) = Z A-u(nd)-h(t—na). (14.50)

V limite, ked” A— 0, moZzno premennti A zamenit' za dt, n+A mozno zamenit' za spojiti

premennt T a napokon sumu mozno zamenit’ za symbol integralu. Potom,

y(©) = f WOh(t - D, (14.51)
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Tento integrdl sa nazyva integrialom konvolucie (za angl. convolution integral).

Poznamenajme, ze predchadzajicu rovnicu mozno symbolicky zapisat’ aj ako

y(®) =u(®-h(t). (14.52)

Matematicky zapisané znamena, Ze vystup linearneho systému na l'ubovol'ny vstup u(t) mozno
ziskat’ jednoduchym vynasobenim vstupného signalu u(t) a impulznej odozvy daného systému h(t).
Ina¢ povedané, ak je znama impulzna odozva systému h(t), jeho odozvu na 'ubovolny vstup u(t)
mozno vypocitat’ pomocou tohto vztahu. Impulzna odozva systému h(t) teda kompletne charakterizuje

dany systém. Operacia konvollcie je vSeobecnou matematickou operaciu medzi dvoma funkciami.
A teda plati, ze

fl(t) " fz(t) = f fl(‘t)fz(t—‘t)d‘t. ( 1453 )
Je Tahké dokazat’, ze plati komutativny zakon f; (t) - f (t) = f,(t) - f; (1), tzn. Ze

o)

y(t) = J h(Du(t — t)dr. (14.54)

Ked'Ze, pri analyze fyzikalnych systémov sa vel'mi Casto pouZziva ¢as t = 0 ako pociatocny Cas
pre vstup daného systému t. j. u(t) = 0 pre t < 0, potom mozno ako dolny limit predchadzajaceho
integralu konvolucie uvazovat’ nulovi hodnotu. A takisto vystup fyzikalneho systému nebudeme
pocitat’ pre nekonecne dlhy Cas, ale len do urcitého Specifického casu t. Takze horny limit integralu

zamenime za t. Potom dostdvame upraveny tvar integralu konvolicie pre realny fyzikalny systém

v tomto tvare
t
y(t) = f u(t)h(t — t)dr. (14.55)
0

Priklad ¢. 14.1:

Urcite odozvu elektrického systému zobrazen¢ho na Obr. 14.10 (a), ak ako vstup uvazujeme

jednotkovy skok vstupného napitia podla Obr. 14.10 (b) s uvazovanim pociatocnej podmienky

y(0) = 1.
R u(t)
—'wmwi—« 1
lu(t) QD Tc y(t) = ut)
T < ©- t=0 t(s)
(a) (b)

Obr. 14.10. (a) elektricky systém, (b) vstupny signal u(t)
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V prvom rade vypocitame impulzna odozvu h(t) dan¢ho systému. Diferencidlna rovnica

systému a jej charakteristicka rovnica je definovana v tomto tvare

dy
RCa+y=u(t),
1 . (14.56)
RCr+1=0=r=—-—=y=_Ce RC,

RC

Impulzna odozva systému h(t) bude vlastna odozva s uvazovanim pociato¢nych podmienok

y(0) = 1 = C = 1. To znamen4, Ze ak vlastna odozva je dana ako

t
y=eRG, t>0, (14.57)

potom impulzna odozva systému bude

t
h(t) = y(t) = e RC. (14.58)

Vstup do systému u(t), ktory je zobrazeny na Obr. 14.10 (b) je jednotkovym vstupom, tzn. Ze
ut) =1, (14.59)

potom odozvu tohto systému y(t) mozno vypocitat’ priamo z definicie integralu konvolucie a to tymto

spdsobom

t t = t
u(t)-h(t—‘t)dr=f 1-e RCd‘t=f e RCdrt
0 0

y(©) = u(®) -h(t) = f

0
u=t—t

0 u 0 u
=—f e RC-du du = —dt =—f e RC-du
t Ug=t—-0=0u,=t—t=0 t (14.60)
u 10
e RC _t _t
=—|—3 =—[RCe°—RCe RC]=RC[e RC—1].
~rel,
Vypocitanim integralu konvolucie, dostavame rieSenie odozvy systému v tvare
-t
y(t) = RC [e RC — 1] . (14.61)
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14.6 PRAVIDLO KONVOLUCIE

Predpokladajme, ze funkcie fy (t) a f5(t) su dve funkcie definované v ¢asovej oblasti t, ktorym
zodpovedaji Fourierove transformacie F;(w) a F,(w). Ak vieme, Ze vysledok nasobenia funkcii
tychto f1(t) a fy(t) sa rovna odozve systému y(t) t. j. y(t) = f1(t) - f5(t) a pozname Y(w) t. j.
Fourierovi transformaciu odozvy systému y(t) vySetrime, aky vztah plati medzi Fourierovymi

transformaciami Y(w), F; (w) a F, (). Z definicie konvolucie dvoch funkcii dostavame

v = [ f@hE-oar, (14.62)
potom
Y(w) = fooy(t)e‘j‘*’tdt = fooe‘j‘*’tfoo [f; (Of,(t — T)dt]dt. (14.63)

Zéamenou poradia integrovania dostdvame
Y(w) = f f1 (D) [ f e‘j‘*’tfz(t—t)dt] dr. (14.64)

Veli¢ina v zatvorkach fjooo e 9, (t — 1)dt je podla definicie Fourierova transformacia
posunutej funkcie f, (t — t). Na zaklade vlastnosti pre posuvanie Fourierovej transformacie vieme,

7e Fourierova transformacia posunutej funkcie v ¢ase sa vypo¢ita ndsobenim vyrazu e 1°T a teda
f,(t— 1) © Fy(w)e o7, (14.65)

Dosadenim vypocitanej Fourierovej transformacie do integralu konvolucie dostdvame

[ee)

Y(w) = J f, (t) Fo(w)e 19Tt = F,(w) foofl(‘t) e 19T . (14.66)

Potom vyraz integralu ffooo f, (1) e1°*dx je podobne, ako v predchadzajicom pripade rovny

Fourierovej transformacii F; (w). Preto m6Zeme napisat’, Ze
Y(w) = F;(w).Fy(w) . (14.67)
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Tento vysledok nazyvame pravidlom konvolucie. Slovne povedané: Vysledkom operacie
konvolucie dvoch funkcii definovanych v ¢asovej oblasti je jednoducho nasobenie ich Fourierovych
transformacii. Toto je jeden z vel'mi silnych dosledkov tedrie konvolucie.

Preved’'me teraz toto pravidlo konvolucie na analyzu linearnych systémov. Predpokladajme,
ze funkcia f{(t) je vstupom systému u(t) < U(w) a funkcia f,(t) = h(t) & H(w) je impulznou
odozvou dan¢ho systému.

Ak vystup zo systému je dany pravidlom konvolicie dvoch funkcii, t. j. y(t) = h(t) - u(t),

potom musi platit’, ze

Y(w) = Hw) - U(w), (14.68)

kde H(w) nazyvame funkciou systému.

Predchadzajuca rovnica hovori, Ze vo frekvencnej oblasti je vystup systému y(t) dany suc¢inom
Fourierovej transformacie vstupu U(w) a Fourierovej transformacie impulznej odozvy systému
H(w).

Inak povedané, Ze odozvu systému vo frekvencnej oblasti Y(w) na 'ubovolny vstup mozno
urdit’ v pripade, ak pozname systémovt funkciu h(t) a jej Fourierovt transformaciu H(w). Vypocitana
odozvu Y(w) vo frekvenénej oblasti mozno potom previest do Casovej oblasti t prostrednictvom
inverznej Fourierovej transformacie. Poznatok existencie funkcie systému H(w) t. j. prenosovej
funkcie systému, umoziuje vySetrovat odozvu pre systémy v ¢asovej oblasti t, inym spdsobom ako
sme zvyknuti pri klasickych metédach urcenych na rieSenie diferencialnych rovnic. Ide teda okrem
metédy konvolucie, ktort sme uviedli v kap. 14.5, o d’als$i mozny spdsob vypoctu odozvy systému
(v tomto pripade prostrednictvom analyzy syst¢ému metédou Fourierovej transformacie). Princip

vySetrovania odozvy Fourierovou transformaciou si ukdzeme na nasledujucom priklade.

Priklad ¢. 14.2:

Urcite elektricky prad i, ktory preteka cievkou elektrického obvodu podl'a Obr. 14.11 pre
uvazovany vstup napitia u,(t) = 10-e 2t Odozvu systému vypoéitajte metodou Fourierovej

transformacie.

Obr. 14.11. Elektricky obvod
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Predtym, nez sa zacneme zaoberat’ vySetrovanim odozvy systému, je nutné urcit’ prenosovi
funkciu syst¢ému H(w) v tvare Fourierovej transformacie. Prenosova funkciu H(w) vypocitame
z impulznej (vlastnej) odozvy systému. Matematicky model daného systému je reprezentovany touto

diferencialnou rovnicou

di
4= . 14.69
T +i=u(t) ( )

Impulzna odozva systému je jeho nenttena odozva s uvazovanim pociatocnej podmienky

i(0) = 1. Pre impulzni odozvu systému, ktoru zistime z charakteristickej rovnice systému, plati, Ze

r+1=0=r=-1,

(14.70)
h(t) =e" =e7t.
Zodpovedajica Fourierova transformacia tejto systémovej funkcie h(t) je
H =F(e™" = 14.71
(@) =FE =15 (1471)
a podobne pre vstupny signal u(t) mozno zistit' Fourierovua transformaciu ako
U(w) = Flu(®)] = F(10e™2Y) = 10 (14.72)
B - T 24jw '

Potom, vystup systému i(t) mozno vypocitat’ ako sucin prenosovych funkcii vo Fourierovom

tvare
10

I = U(w)H = . 14.73
(@) = U(@H(®) = oo (14.73)
Vyraz na pravej strane mozno rozlozit’' na dva parcialne zlomky
1 1
[(w) =10 (14.74)

1+ju)_2+ju)

Aby sme previedli odozvu z frekvenénej oblasti w do Casovej odozvy t, vykoname teraz

inverznu Fourierova transformaciu kazdého vyrazu na pravej strane a dostavame, ze

i(t) =10(e t—e™2Y) . (14.75)
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14.7 PRENOSOVA FUNKCIA

Nech u(t) je vstupom systému, pre ktory existuje Laplaceova transformacia u(t) < U(s)
a g(t) & G(s) je impulzna odozva systému, ktora ma Laplaceova transformacia G(s). Potom vystup

systému y(t) < Y(s) je v ¢asovej oblasti t dany integralom konvolucie
t
y(© = [ u@ gt vdr (14.76)
0
Ak vykoname Laplaceovu transformaciu oboch stran predchadzajucej rovnice, dostdvame

[es) t
Y@= [ e [ [ weosce- r)dr] dt . (14.77)
0 0

Hornu hranicu integralu v zatvorkach mozno zamenit’ bez ovplyvnenia vysledku integrovania
na hodnotu oo, pretoze, h(t —t) = 0 pre T > t. Takisto, poradie integrovania mozno zmenit' bez

akéhokol'vek vplyvu. A teda plati, Ze

Y(s) = f u(t) U e_Stg(t—T)dt] dr . (14.78)
0 0

Podl’a vlastnosti postivania je vyraz v zatvorkach rovny e 5" - G(s). Potom musi platit’, Ze

V) = HE) [ u(@e e = GHUES) (1479)
0

Predchadzaju rovnica je vysledkom aplikacie pravidla konvolicie na Laplaceovu
transformaciu. Podobny vysledok plati pre vzt'ah Fourierovej transformacie. Vyraz G(s) = L[g(t)]
nazyvame prenosovou funkciou systému.

Inak povedané, ak je znama prenosova funkcia systému G(s), potom odozva systému y(t) na
Tubovolny vstupny signal u(t) je dana sic¢inom Laplaceovho obrazu prenosovej funkcie systému
G(s) a Laplaceovho obrazu vstupu U(s).

Tento fakt je kIiovym v pripade vySetrovania a analyzy linearnych systémov.

Predchadzajtci vyraz je algebrickym vztahom, ktory moZzeme napisat’ ako

Y
G(s) =%. (14.80)
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Predchadzajuca rovnica poskytuje sposob pre definovanie prenosovej funkcie linearneho
systému. Prenosova funkcia G(s) je pomer Laplaceovej transformacie vystupu Y(s) k Laplaceovej
transformadcii vstupu U(s).

Ak sa pozrieme na systémovu funkciu H(w) definovanej pri Fourierovej transformacii
a prenosovu funkciu G(s) definovanej v pripade Laplaceovej transformacie, tak tieto dve funkcie su si
navzajom velmi podobné. Systémovu funkciu H(w) mozno ziskat' z prenosovej funkcie G(s)
jednoduchou zamenou premennej s za jw. Je nutné vSak poznamenat, Ze prenosova funkcia G(s) je
viac vSeobecnejSou a pouzitel'nejSou ako je prenosova funkcia vo Fourierovom tvare H(w).

Na zéklade definovania prenosovej funkcie systému G(s) je zalozena metéda analyzy
systémov pomocou Laplaceovej transformacie, ktora umozZiuje vypocitat’ vystupni odozvu
linearneho systému y(t) pre 'ubovolny vstupny signal u(t) (periodicky, neperiodicky, konvergujici
alebo nekonvergujuci).

Zakladné kroky, ktoré je nutné vykonat pri analyze systému principom Laplaceovej

transformacie mozno zhrnat’ do tychto bodov:

1. Ur¢ime Laplaceovu transformaciu vstupu U(s),
vypocitame prenosovu funkciu systému G(s),

vynasobime navzajom obraz vstupu U(s) a prenosovej funkcie alebo Y(s) = U(s)G(s),

Eal A

anajdeme inverzni Laplaceovu transformaciu Y(s), ¢im dostavame obraz vystupu v ¢asovej

oblasti y(t).

Poznamenajme, ze princip Laplaceovej transformacie mozno takisto rovnako vyuzit na
rieSenie odozvy diferencialnych rovnic, ktora tizko suvisi s rieSenim odozvy dynamickych systémov.
Vysetrovaniu odozvy systémov metédou Laplaceovej transformacie a prenosovej funkcie sa budeme

venovat’ v nasledujtcich kapitolach tejto knihy.
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Ulohy na rieSenie:

Problém 14.1:

LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

N4ajdite Laplaceovu transformaciu nasledujicich ¢asovo zavislych funkcii (t),

1. f(t)=et
3. f(t) =2sin3t
cost,
5. f(t) =
0,

7. f(t) =t"

Problém 14.2:

N AN A
NlAN| A

2. f(t) = e %sint
4, f(t) = —cos2t

6. f)=t3—-t2+2t-3

8. f(t) =sin?t

N4jdite inverznu Laplaceovu transformaciu nasledujucich prenosovych funkcii F(s),

1 R =—
) )= 7
2s+ 3
3. F(s) s2+2s+1
3s3+1
5 F
s+1
[E O R v

Problém 14.3:

2. F(s) =

s2—1
4 Fe)=_ S 10
s¥+16s2+1
6
6 FO) =2 —as+57
1
8 Fl)= s* + 2s

Pomocou Fourierovej transformacie najdite rieSenie linearnej diferencialnej rovnice, ak

y(0) = 1ay(0) = —1.

Problém 14.4:

yO —y® =-2.

Pomocou Fourierovej transformacie najdite rieSenie linearnej diferencialnej rovnice, ak

y(0) = -2 ay(0) = 1.
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15 RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC
LAPLACEOVOU TRANSFORMACIOU

Cielom tejto kapitoly bude predstavit’ metédu na rieSenie diferencialnych rovnic vyuzitim
Laplaceovej transformacie. Princip si ukdzeme pre viaceré pripady diferencidlnych rovnic, ktoré
obsiahnu vsetky mozné pripady, ktoré sa mézu vyskytnut’ v pripade korenov polyndomu menovatel'a
prenosovej funkcie vySetrovanej odozvy systému Y(s). Pri vypocte korenov polyndmu menovatel’a
mozu byt korene jednak redlne, k-nasobné reilne alebo komplexné zdruZené resp. k-nasobné
komplexné zdruZené korene. Teda mozno rozlisit’ Styri zakladné pripady rozkladu prenosovej funkcie
G(s) na parcialne zlomky.

Postup ako na zéklade vypocitanych korenov vykoname po najdeni prenosovej funkcie odozvy
Y(s), rozklad takejto prenosovej funkcie Y(s)v algebrickom tvare na parcialne si ukaZzeme na nazornych

prikladoch réznych typov diferencialnych rovnic.

15.1 ALGORITMUS RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC
METODOU LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

Diferencialne rovnice predstavuji matematicky opis dynamického systému, pre ktory bola
diferencialna rovnica alebo systém diferencialnych rovnic odvodeny. RieSenim diferencidlnych rovnic
sa vypocita Casovy priebeh vystupnej veliiny y(t), pre definované vstupné veliciny u(t) s uvaZzovanim
pociatoénych podmienok.

V predchédzajtcich kapitolach sme si predstavili metédu analyzy systémov pouZzitim integralu
konvolucie a metédy na vypocet odozvy systému Fourierovou transformaciou. V tejto kapitole sa
zameriame na d’alsi typ metody analyzy odozvy systému a to vypocet rieSenia diferencidlnych rovnic
pouzitim Laplaceovej transformacie. Postup ziskania rieSenia diferencialnej rovnice s vyuzitim

Laplaceovej transformacie moZzno opisat’ na zaklade tychto troch krokov:

1. Vykoname Laplaceovu transformaciu diferencialnej rovnice. Rovnica, ktoru po transformacii
ziskame, sa nazyva algebrickd rovmica. Nezndmou tejto rovnice je obraz rieSenia vystupu
diferencialnej rovnice Y(s). Poznamenajme, Ze v tom pripade ak uvazujeme nenulové pociatocné
podmienky pri rieSeni diferencialnej rovnice, je nutné pociato¢né podmienky uvazovat uz
v §tadiu transformacie diferencialnej rovnice pomocou Laplaceovej transformacie do roviny s.

2. Z algebrickej rovnice v Laplaceovom tvare vyjadrime obraz vystupu Y(s), ktory ma zvycajne
tvar racionalnej funkcie (pomer dvoch polynomickych funkcii v algebrickom tvare).

3. Vykoname spitnu (inverzni) Laplaceovu transformaciu obrazu riesenia Y(s) na zaklade
rozkladu racionalnej funkcie na parcidlne zlomky podla menovatela funkcie. Spitnou
Laplaceovou transformaciou transformuje vyrazy parcialnych zlomkov z roviny s do ¢asovej

oblasti t, ¢im ziskame priebeh riesenia diferencialnej rovnice y(t).
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Ako sme uz uviedli, tak tvar hl'adanej odozvy predstavuje racionalnu funkciu Y(s), pre ktora
vykoname spétni Laplaceovou transformaciu do Casovej oblasti t. Racionalna funkcia, napr. pre

systém n-tého radu je dana pomerom dvoch polynomov v tomto tvare

B(s) bms™ +bp_1s™ "+ +bys+ by

Y(s) = =
) A(s) aps"+ap_s"1+--+a;s+ag

(15.1)

kde B(s) je polynom stupna m a A(s) je polynoém stupiia n, pricom plati, ze m < n. RieSenie rozkladu
funkcie Y(s) na parcialne zlomky sa riadi na zaklade vypocitanych koretiov polynomu menovatel'a A(s).
Vypocitanim j-tého korefia s; = Re +Im-i polyndmu v menovateli mozno rozliSit' tychto pét

zakladnych pripadov a to:

1. korefi sj je realnym korefiom,

2. koref s; je k-ndsobnym redlnym korefiom

3. korent s; = £Im-i je komplexne zdruZenym korefiom s nulovou realnou Castou,
t.j. Re=0

4. anapokon koreit s; = Re £ Im-1i je komplexne zdruZenym korefiom s nenulovou
realnou Castou, t. j. Re = 0

5. koredt s; = Re + Im - i je k-ndsobnym komplexne zdruZzenym korefiom s nulovou

alebo nenulovou redlnou ¢ast’ou

15.2 RIESENIE PRE PRIPAD ROZNYCH REALNYCH KORENOV

Predpokladajme, ze polynom A(s) ma n rdznych realnych korenov s4, S5, ..., S,,. Potom plati,

ze prenosova funkcia odozvy systému Y(s) bude mat’ tento tvar

B(s) _ B(s) B(s)/an

Y(s) = A(s) B ap(s —sy)(s —sz)...(s —sp) B (s—s)(5—52) . (5—5n) (15.2)

Rozkladom racionalnej funkcie Y(s) na parcidlne zlomky mozno dospiet’ k nasledovnému

parcialneho zlomu tejto racionalnej funkcie

K1 4 K2 Kn

Y(s) = .
S—S; S—S§, S—s,

(15.3)
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Predchadzajice vyrazy mozno priamo vykonanim spétnej Laplaceovej transformacie

previest’ do ¢asovej oblasti t, tzn. Ze dostavame tvar odozvy y(t) v tvare
y(t) = Kyes1t + Kyes2t + - + Kpesnt | (15.4)

Priklad ¢é. 15.1:

Predkladajme diferencidlnu rovnicu 3. radu s pravou stranou. Najdime rieSenie y(t) tejto

diferencialnej rovnice metédou Laplaceovej transformacie.
3y() + 21y(t) + 42y(t) + 24y(t) = 3u(t), (15.5)

ak uvazujeme nulové pociato¢né podmienky ako y(0) = y(0) = y(0) = 0 a vstup u(t) = 2.
V pripade, Ze dana diferencialna rovnica ma nenulovy koeficient pri najvysSej derivacii
premennej y(t), je vhodné tymto koeficientom predelit’ celu diferencialnu rovnicu este pred samotnym

aplikovanim Laplaceovej transformacie. Pre naSu diferencialnu rovnicu teda plati, Ze

y(© + 7§(0) + 14y(t) + 8y(t) = u(v). (15.6)

Na transformaciu vyrazov derivacii na l'avej strane diferencialnej rovnice vyuZzijeme vlastnost’
Laplaceovej transformacie pre derivaciu funkcie a podobne vykoname transformaciou vstupného
¢lena u(t) na pravej strane diferencialnej rovnice do roviny s. Pripomeiime, Ze Laplaceovym obrazom
skokovej funkcie vstupného signalu u(t) = 2 je funkcia U(s) = %

Ked'ze vSetky pociato¢né podmienky su uvazované ako nulové y(0) =y(0) =y(0) =0,

potom mozno Laplaceovu transformaciu vykonat’ priamo z definicie vlastnosti derivovania ako

2
s3Y(s) + 7s%Y(s) + 14sY(s) + 8Y(s) = S (15.7)

Dalej vyriesime algebrickl rovnicu a vyjadrime obrazu rieSenia odozvy systému Y(s)

3 2 _2
(s® 4+ 7s“ + 14s + 8)Y(s) = S
2 (15.8)

Y(s) = .
) s(s3 + 7s? + 14s + 8)

Po najdeni racionalnej funkcie odozvy systému pristupime k aplikovaniu spétnej Laplaceovej

transformacii.
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Ako mozno vidiet’ menovatel’ Y(s) je polynomom 4. stupiia a je zrejmé, ze jeho jeden korei je

s1 = 0. Je nutné teda eSte najst’ zostavajuce korene algebrickej rovnice 3. stupia
s3+7s2+14s+8=0. (15.9)

Korene tejto charakteristickej rovnice diferencialnej rovnice mozno najst’ napr. pouzitim
Matlabu a to prikazom roots([1 7 14 8]). Charakteristicka rovnica ma teda 4 rozne realne korene
s1 =0,s, = —4,s3 = —2 as, =—1. Na zaklade vypocitanych korenov mozno uskuto¢nit’ rozklad
na parcialne zlomky. Vysledny rozklad zavedenim neznamych koeficientov Ky, ..., K4, nadobudne mat’

tvar

2 2
Y = =
) s(s3+7s24+14s+8) s(s+4)(s+2)(s+1)
Ky, K K3 Ky (15.10)

PSR Ty o) Sy i

Za ucelom vypoctu tychto neznamych koeficientov Kj, vynasobime tuto rovnicu na jednej

a druhej strane menovatel'om s(s3 + 7s% + 14s + 8)

2 _K1+ KZ + K3 n K4
ss+4)(s+2)(s+1) s  (s+4) (s+2) (s+1) (15.11)

a postupnymi matematickymi operaciami, t. j. usporiadanim ¢lenov pri rovnakych mocninach s mozno

dospiet’ k rovnici 3. stupnia a teda

2=Ki(s+4)(s+2)(s+1)+Kys(s+2)(s+1)+Kzs(s+4)(s+1)
+Kus(s+4)(s+2),
2 =K;(s3+ 752+ 145+ 8) + K,(s3 + 352 + 2s) + K5(s3 + 552 + 4s)
+ K,(s3 + 652 + 8s),,
2 =s3(Ky + Ky + K3 + Ky) + s2(7K; + 3K, + 5K3 + 6K,)
+s(14K, + 2K, + 4K; + 8K,) + 8K; .

(15.12)

Hodnoty koeficientov K¢, K5, K3 a K4 vypocitame metodou neurcitych koeficientov. Tato
metoda spoCiva v porovnanim koeficientov polyndémov na pravej alavej strane pri rovnakych

mocninach s.
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Na zaklade porovnania dostavame ststavu 4 algebrickych rovnic o 4 neznamych v tvare

0=K1+K2+K3+K4,
O=7K1+3K2+5K3+6K4,

15.13
0=14K1+2K2+4K3+8K4, ( )
2 = 8K1 .
Ak tuto ststavu linearnych rovnic prepiSeme do maticového tvaru, potom plati, ze
1 1 1 1][K4e] O
7 3 5 6||Kzl_|0O
14 2 4 8||Ks| |o| (15.14)
8 0 0 O0lLK, 2
Riesenim predchadzajticej sustavy linearnych rovnic su tieto koeficienty
K; = 0.25,K, = —0.0833,K; = 0.5000,K, = —0.6667 . (15.15)

Potom, obraz odozvy systému Y(s) po dosadeni za jednotlivé koeficienty, predstavuje tato

racionalna funkcia

0.25 4 0.0833 + 0.5 + 0.6667
(s+4) (s+2) (s+1)°

Y(s) = (15.16)

Poznamenajme, Ze ak koeficienty polynomu v menovateli tvoria mnozinu realnych ¢isel, medzi
ktorymi sa nevyskytuje ziaden nasobny korefi, potom na vypocet prislusnych koeficientov K; mozno

takisto pouzit’ jednoducht formulu, ktora je definovana na zaklade vzt'ahu

K = y—gliY(S)(s +5s;) . (15.17)

Pouzitim tejto formuly napr. pri vypocte koeficientu K4, bude platit’, ze

2

K, =i
1 s+ )G+ DG+ 1)

2
(s+0)=§=0.25, (15.18)

vypoc¢tom teda dostavame rovnakd hodnotu koeficientu, avSak omnoho rychlejsim spésobom.
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Ak sa pozrieme na vypocitany vyraz odozvy systému Y(s), tak tento obraz je priamo v tvare
odozvy racionalnej funkcie, ktory moZzno na zaklade slovnika Laplaceovych funkcii priamo
transformovat do Casovej oblasti t aplikovanim spdtnej Laplaceovej transformacie, bez nutnosti
akychkol'vek dalsich matematickych uprav. RieSenie diferencialnej rovnice bude definované

nasledovnou funkciou v ¢asovej oblasti t. Odozva systému je zobrazena na Obr. 15.1.

y(t) = 0.25 — 0.0833e™*' + 0.5e72* — 0.6667e " (15.19)

clc
clear

t=0:0.01:10;
y=0.25-0.0833*exp (-4*t)+ ...
0.5%exp (-2*t)-0.6667*exp (-t);

figure (1)
plot(t,y, 'b', 'LinewWidth',2)
grid on

xlabel ("t'"); ylabel ('y(t)")

Obr. 15.1.RieSenie diferencialnej rovnice

15.3 RIESENIE PRE VIACNASOBNY REALNY KOREN

Predpokladajme, ze polynom A(s) ma k nasobny redlny korenn s;. Potom bude platit, Ze

prenosova funkcia odozvy systému Y(s), bude mat’ tento tvar

B(s) _ B(s) _ B(s)/an
A(s) B ap(s —s" B (s—sp™’ (15.20)

Y(s) =

Rozkladom tejto racionalnej funkcie odozvy systému Y(s) na parcidlne zlomky, mozno

zavedenim neznamych koeficientov K; prepokladat’ tento rozklad na parcialne zlomky

K1 K2 Kn

YO = T T oo T s

(15.21)

Vykonanim spétnej Laplaceovej transformacie mozno dospiet’ k tomuto obrazu odozvy

systému y(t) v ¢asovej oblasti t

K, Kn
y(t) — K1e51t + Fte51t + - 4 ﬁtn 1eslt . (15.22)
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Priklad ¢. 15.2:
Predpokladajme diferencialnu rovnicu 3. radu s pravou stranou. N3ajdime rieSenie tejto
diferencialnej rovnice metddou Laplaceovej transformacie.

25(t) + 24y(t) + 96y(t) + 128y(t) = 2u(t), (15.23)

pri uvazovani nulovych po¢iatoénych podmienok y(0) = y(0) = y(0) = 0 a vstupu u(t) = 4.
Podobne ako v predchadzajucom priklade predelime celu diferencialnu rovnicu ¢islom 2 po

oboch stranach a dostavame
y(©) + 12§(t) + 48y(t) + 64y(t) = 4. (15.24)

Vykonajme Laplaceovu transformaciu predchadzajucej diferencidlnej rovnice vyuzitim

slovnika Laplaceovych obrazov a definicii pre Laplaceovu transformaciu
3 4
s3Y(s) + 12s2Y(s) + 48sY(s) + 64Y(s) = . (15.25)
Z danej rovnice po aplikovani Laplaceovej transformacie vyjadrime obrazu riesenia Y(s)

3 2 = 4
(s®+ 12s“ + 48s + 64)Y(s) 5
4 (15.26)

Y(s) = .
) s(s3 4+ 12s2 + 48s + 64)

Ako mozno vidiet’ tak menovatel’ odozvy systému Y(s) je polynomom 4. stupiia a z obrazu Y(s)

je zrejmé, ze jeden koren je s; = 0. Najdime d’alSie korene polynomu riesenim kubickej rovnice
s3+12s2+485s+64=0. (15.27)

RieSenim kubickej rovnice pouzitim Matlabu t. j. prikazom roots([1 7 14 8]) mozno zistit, Ze
tato rovnica ma jeden K = 3 nasobny realny koren s, 34 = —4. Na zaklade vypocitanych korefiov
polynému menovatela odozvy systému mozno dalej vykonat rozklad racionalnej funkcie odozvy
systému Y(s) na parcialnej zlomky. Vykonajme teda rozklad na parcidlne zlomky pre jednej nulovy

a jeden viacnasobny kore.

374|Strana



RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC LAPLACEOVOU TRANSFORMACIOU
Na zaklade vypocitanych koretiov charakteristickej rovnice, musi platit’, ze

Ki, Ko K3 Ky

YO =670 "5 Grd) 6T GraF (15.28)

Prenasobenim nasledovnej rovnice menovatel'om s(s3 +12s% + 48s + 64)

L:ﬁ_k Ka + Ks + Ka (15.29)
s(s+4)2 s (s+4) (s+4)? (s+4)
a d’al$imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k tejto rovnici treticho stupna
4 =K, (s34 12s% + 48s + 64) + K,(s3 + 852 + 165) + K3(s% + 4s) + K,s,
(15.30)

4 = s3(Ky + Ky) + s2(12K; + 8K, + K3) + s(48K; + 16K, + 4K5 + K,) + 64K, .

Na urcenie koeficientov K¢, K, K3 a K4 ako v predchadzajucom priklade pouzijeme metodu
neurcitych koeficientov. Tzn. porovnanim koeficientov polynémov na pravej a l'avej strane rovnice pri

rovnakych mocninach s mozno dospiet’ k sustave 4 algebrickych rovnic o 4 neznamych v tvare

0=K; +K,,

0 = 12K, + 8K, + K3,

0 = 48K, + 16K, + 4K5 + K, ,
4 = 64K, .

(15.31)

Tto sustavu linearnych rovnic mozno potom zapisat’ do tohto maticového tvaru

1 1 0 0][Ky 0
12 8 1 of|Kz| _|o
48 16 4 1HK3\_H. (15.32)
64 0 0 o0JlK, |4

RieSenim predchadzajticej sustavy linearnych rovnic v Matlabe dostavame koeficienty

K, = 0.0625,K, = —0.0625,K5 = —0.2500,K, = —1.0000 . (15.33)

Na zéklade vypocitanych koeficientov mozno dany obraz rieSenia diferencialnej rovnice Y(s)

napisat’ v tvare
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0.0625 -0.0625 —0.25 -1

Y() = T oD GraZ G e

(15.34)

Ako v predchadzajucom priklade, tak aj v tomto pripade je vyraz odozvy Y(s) priamo
definovany v tvare, ktory mozno na zaklade slovnika inverznych Laplaceovych funkcii priamo

transformovat’ do ¢asovej oblasti t. Potom rieSenie diferencialnej rovnice nadobuda tvar

0.25 1
t) = 0.0625 — 0.0625e™4t — ——> te~#t _ _2g=4t
y(® 1 21 (15.35)

y(t) = 0.0625 — 0.0625e*t — 0.25te™*t — 0.5t%e %t

Vypocitané rieSenie diferencidlnej rovnice reprezentované funkciou y(t) je znazornené

na nasledujucom Obr. 15.2.

clc
clear

t=0:0.01:10;

y=0.0625-0.0625%exp (-4*t)- ...
0.25*t.*exp (-4*t)- ...
0.5*t."2.%exp (-4*t);

figure (1)
plot(t,y, 'b', 'LinewWidth', 2)
grid on

xlabel ('t'); ylabel('y(t)")

Obr. 15.2. RieSenie diferencialnej rovnice

15.4 RIESENIE V PRIPADE KOMPLEXNE ZDRUZENYCH KORENOV
S NULOVYMI REALNYMI CASTAMI

Predpokladajme, Ze polynom A(s) ma n/2 dvojic komplexne zdruzenych korenov
tiwg, tiwy, ..., tiw,; snulovymi redlnymi Castami. Potom prenosovu funkciu Y(s), ktord
predstavuje rieSenie systému definovan¢ho diferencialnou rovnicou, mozno napisat’ v tvare racionalne;

funkcie pomeru dvoch polynémov B(s) a A(s) ako

Y(s) = B(s) B(s)
(&)= A(S)  ap(s? + w?)(s? + w3) ... (s2 + w5/2)
B(s)/an (15.36)

(s + wd)(s? + wd) ... (s2 + oofl/z) '
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Rozkladom predchéadzajiicej racionalnej funkcie Y(s) na parcidlne zlomky azavedenim

koeficientov Ky, ..., Ky 2 a Ly, ..., Ly 2 moZno dospiet’ k tejto prenosovej funkeii

K15+L1 K25+L2 KH/ZS+LD/2
s2+wf  s?+ w} s2+wh;,

Y(s) = (15.37)

Takyto tvar prenosove] funkcie Y(s) mozno aplikovanim inverznej Laplaceovej
transformacie previest do Casovej oblasti t, kedy dostivame rieSenie diferencialnej rovnice y(t).
V tomto pripade funkcia rieSenia diferencialnej rovnice y(t) bude obsahovat’ tieto kosinusové

a sinusové vyrazy

L | 7 .
y(t) = K; cos(w t) + w—lsm(wlt) + ot K% cos (oo%t) + —Zsin (oont) . (15.38)

Priklad ¢. 15.3:

Néjdite metodou Laplaceovej transformacie rieSenie tejto diferenciidlnej rovnice 2. radu

s uvazovanim pravej strany.

y(© + 4y(®) = u(®. (15.39)

Vtomto pripade predpokladame nenulové pociato¢né podmienky y(0) =3,y(0) =1
a budiacu harmonicku funkciu u(t) = cos(3t).

Po dosadeni za budiacu funkciu rieSime diferencialnu rovnicu 2. radu v tvare

y(t) + 4y(t) = cos(3t) . (15.40)

Vykonajme Laplaceovu transformaciu predchadzajucej diferencialnej rovnice podl'a slovnika
Laplaceovych obrazov a definicii platiacich pre Laplaceovu transformaciu. Na vypocet Laplaceovej
transformacie n-tej derivacie funkcie y(t) s nenulovymi pociatoénymi podmienkami je nutné

vychadzat’ z tejto definicie pre Laplaceovu transformaciu derivacie funkcie

. {d(n)f(t)

T } = s"F(s) — s"1(0) — s"2f(0) — s" 3P (0) — - — (=D (0). (15.41)

Predchadzajucu Laplaceovu transformaciu derivacie funkcie n-tého radu vyuzijeme pre nas

pripad diferenciilnej rovnice 2. radu.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |377



Musi platit, ze
) S
s?Y(s) —s-y(0) —y(0) +4-Y(s) = Z132 (15.42)
Dosadenim vstupnych pociato¢nych podmienok do predchadzajticej rovnice dostdvame

s2Y(s) —s — 3 + 4Y(s) =

S
219 (15.43)

Vyjadrenim obrazu rieSenia diferencialnej Y(s) z predchadzajicej rovnice mozno dospiet’

k tvaru

(s2 +4)Y(s) = +s+3,

S
s2+4+9
s3 +3s2 4+ 10s + 27 (15.44)

(s2+4)(s*+9)

Y(s) =

Menovatel’ Y(s) je polynomom 4. stupiia a z obrazu Y(s) je zrejmé, Zze korefimi polynému s
dva komplexne zdruzené korene s nulovymi redlnymi Castamiato sy, = +3ia s34 = +2i. Na zaklade
vypocitanych korenov polynému menovatel'a mozno vykonat rozklad racionalnej funkcie Y(s) na

parcialne zlomky. Plati, Zze

s +3s2+10s+27 Kis+L; Kps+1L,
(s2+4)(s24+9)  s249 s2+4

Y(s) = (15.45)

Vynasobenim oboch strandch prechadzajicej rovnice celym vyrazom menovatela

(s2 + 4) (s2 + 9) a d’al$imi matematickymi upravami dostavame tento tvar algebrickej rovnice

s3+3s2+10s+27 = (K;s+ Ly)(s? +4) + (Kps+ Ly)(s2+9),
s3 +3s2 4+ 10s + 27 = K;s3 + 4K;s + Lys? + 4L; + K,s3 4+ 9K,s + Lps? + 9L,
(15.46)
s3+3s2+10s+27 =
=s3(K; + Ky)s® +s2(L; + Ly) + s(4K; + 9K,)s + (4L, +9L,).

Na urcenie koeficientov Kq,Kj,L; a Ly pouzijeme opédt metédu neurcitych koeficientov.

Porovnanim koeficientov polynomov na pravej alavej strane rovnice pri rovnakych mocninach

s dostavame 2 systémy dvoch linearnych rovnic o 2 neznamych v tvare
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K, +K,=1,
4K, + 9K, = 10 (15.47)
a
L+1,=3,
4L, +9L, = 27. (15.48)

Tato sustavu linearnych rovnic mozno zapisat do jedného systému linearnych rovnic

v maticovom tvare

1 1 0 0][Ky 1
4 9 0 0f]|K; 10
00 1 1 Lll_lB (15.49)
0 0 4 9]lL, 27

RieSenim predchadzajucej sustavy linedrnych rovnic v programe Matlab je toto rieSenie
koeficientov

K, =-02,K,=12,L; =0,L, =3, (15.50)
ktoré¢ ked’ dosadime do obrazu rieSenia diferencialnej rovnice Y(s) dostavame racionalnu funkciu v tvare

—0.2s + 1.2s+ 3
s2+9  s2+4

Y(s) = (15.51)

Ak sa pozrieme na vypocitant racionalnu funkciu Y(s), je zrejmé, Ze vyraz Y(s) sa momentalne
nenachadza v tvare, ktory mozno priamo transformovat’ na zaklade slovnika funkcii pre spéatnu
Laplaceovu transformaciu. Aby sme boli schopni previest tieto ¢leny do ¢asovej oblasti t, je nutné

vykonat’ tieto matematické Gpravy

S 1.25+3_ S S 3 2

=-0.2 1.2
sz+9+ s2+4 52+32+

Y(s) = . = .
©) 222 252422 (15.52)

V tomto $tadiu sa uz obraz rieSenia Y(s) nachadza v tvare, ktory je priamo mozné transformovat’

do Casovej oblasti t

3
y(t) = —0.2 cos(3t) + 1.2 cos(2t) + ESin(Zt) . (15.53)

Priebeh riesenia diferencialnej rovnice y(t) je znazorneny na nasledujicom Obr. 15.3.
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clc
clear

t=0:0.01:10;
y=-0.2*cos (3*t)+1.2*cos (2*t)+ ...
3/2*sin(2*t) ;

figure (1)
plot(t,y, 'b', 'LineWidth"',2)
grid on

xlabel ('t'"); ylabel('y(t)")

Obr. 15.3. RieSenie diferencialnej rovnice

15.5 RIESENIE V PRiPAD’E KOMPLEXNE ZDRUZENYCH KORENOV
S NENULOVYMI REALNYMI CASTAMI

Predpokladajme, Ze polyném A(s) je polynémom 2. stupiia v tvare A(s) = a,s? + a;s + a,,
ktory méa dva komplexne zdruzené korene v tvare a + iw. Dalej, predpokladajme, Ze polyném &itatel’a
B(s) je polynémom 1. stupiia v tvare B(s) = bys + by, potom prenosova funkcia odozvy systému

diferencialnej rovnice v Laplaceovom tvare Y(s) bude mat tento tvar

by s+ bo

Y(S) _ B(S) _ bls + bo _ aZ S + a2 _ 615 + BO
TA(s) 2,31, 243,38 s2435+3,
az(s +a25+a2) S +a25+a2 1 0 (15.54)

Upravme zlomok do tvaru takej racionalnej funkcie, aby sa pomocou tabul’ky pre Laplaceove
tvary funkcii dala tato funkcia jednoducho spétne transformovat’ do Casovej oblasti t. Obrazy, ktoré

vyhovujii naSej poziadavke st matematické funkcie tvaru e 2'cos(wt) a e ?'sin(wt), ktorym

s+a

zodpovedaju Laplaceove tvary GraZia? @ Rozkladom danej racionalnej funkcie Y(s) na

[
(s+a)?+w?’

parcialne zlomky mozno dospiet’ k tejto funkcii Y(s)

bys + by bys + by
Y(S) = - — — = 3 _ >
2 b § 1 g (&1 a a 15.55
s2+2%s+(%) +a0-(3) (s+3) +< 50—(71)> ( )
Zavedenim oznacenia pre w = _|dp — (52—1) aa= 52—1, potom mozno Y(s) prepisat do

zjednodusSeného tvaru
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Bls + BO
Y)=————.
(s) Gtalt ol (15.56)
Teraz este upravime Citatel'a obrazu rieSenia diferencialne rovnice Y(s) do tvaru
B B
= ~ S+ = sta+=—a
O LA N S R SO R (15.57)
(s+a)? + w? L (s +a)? + w? L (s +2a)? + w?
a zavedenim transformacie b = B—” — a, potom musi plati, ze
1
~ s+a+b - s+a by b ®
Y(s) = b, - (15.58)

=b, - + .
(s+a)?+ w? L(s+a)?+ w? w (s+a)?+ w?

V tomto $tadiu sme vyraz Y(s) upravili do takého tvaru, ked’ mozno priamo vykonat’ spéatni

Laplaceovu transformaciu tohto obrazu Y(s) do ¢asovej oblasti t a dospiet’ tak k rieSeniu y(t)

- b;b
y(t) = bye 3 cos(wt) + %e_at sin(wt) . (15.59)

Priklad ¢. 15.4:

Néjdime rieSenie nasledovnej diferencidlnej rovmice 3. radu s pravou stranou metédou
Laplaceovej transformacie, ak uvazujeme nulové pociatoéné podmienky y(0) = y(0) =y(0) =0

a skokovu budiacu funkciu u(t) = 2
§(© + 10y(t) + 36y(t) + 40y(t) = u(®). (15.60)
Dosadenim za vstupny signal u(t) rieSime teda diferencidlnu rovnicu 3. radu v tvare,
y(© + 10§(t) + 36y(t) + 40y(t) = 2. (15.61)

Vykonajme Laplaceovu transformaciu s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok

y(0) = y(0) = y(0) = 0, potom diferencialna rovnica v Laplaceovom tvare nadobuda tvar

s3Y(s) + 10s2Y(s) + 36sY(s) + 40Y(s) = z

5 (15.62)
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Dalej vyjadrenim obrazu riesenia Y(s) z predchadzajiicej rovnice dostdvame

2

Y(s) = .
(8) = 57 + 1052 1 365 + 40) (15.63)

Menovatel funkcie Y(s) je polynémom 4. stupia a z obrazu Y(s) je zrejmé, Ze jeho jeden koren

je realnym nulovym korefiom s; = 0. Treba teda eSte vypocitat’ korene rovnice kubického polynému
s3+10s®2+365+40=0. (15.64)

Riesenim tejto kubickej rovnice, ktora ma tri korene, jeden realny koren s, = —2 a dva
komplexne zdruzen¢ korene s34 = —4 + 2i. Polynom, ktory predstavuje kvadraticki formu, ktorej
rieSenim je dana dvojica tychto komplexne zdruZenych korefov s34 = —4 + 2i, moZzno vypocitat’
predelenim polynému vyssicho stupiia s3 + 10s? +36s+40 = 0 polynomom s+ 2. Potom

vysledkom delenia je polynom 2. stupiia
s?2+8s+20=0. (15.65)

Na zaklade vypocitanych korenov mozno prepisat’ obraz riesenia diferencialnej rovnice Y(s) do

tohto tvaru racionalnej funkcie

2 2
s(s3 4+ 10s2 + 365+ 40)  s(s + 2)(s2 + 8s + 20) (15.66)

Y(s) =

a zavedenim neznamych koeficientov K4, ..., K4, vykonat’ rozklad predchadzajticej racionalnej funkcie

Y(s) na parcialne zlomky

2 K, K, Kss + K,
=—+ + . (15.67)
s(s+2)(s?+8s+20) s s+2 s?2+8s+20

Vynasobenim l'avej a pravej strany prechadzajicej racionalnej funkcie Y(s) menovatel'om

s(s + 2)(s? + 8s + 20) dostavame

2=K;(s+2)(s?+8s+20) + K,s(s? + 85 + 20) +
(K3s + Ky)(s* + 2s) . (15.68)
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Dalej postupnymi matematickymi upravami (usporiadanim koeficientov pri rovnakych

mocninach s) mozno dospiet’ k algebrickej rovnici 3. stupna

2 =K, (s® + 852+ 20s + 252 + 16s + 40) + K, (s> + 8s% + 20s) +
(K383 + 2K3s? + Kys2 + 2K,s) ,
15.69
2 = S3(K1 + KZ + Kg) + Sz(loKl + 8K2 + 2K3 + K4) ( )
+ s(36K; + 20K, + 2K,) + (40K;).

Na vyrieSenie koeficientov Ki,K5, K3 a K, podobne ako v predchadzajucich prikladoch
pouzijeme metédu neurcitych koeficientov. Porovnanim koeficientov jednotlivych polynémov na

pravej a avej strane danej rovnice dostavame sustavu 4 algebrickych rovnic o 4 neznamych v tvare

0=K, +K, +Ks,
0 = 10K, + 8K, + 2K; + K,
0 = 36K; + 20K, + 2K3,

2 = 40K, .

(15.70)

Tuto sustavu linearnych rovnic mozno zapisat’ do tohto maticového tvaru

1 1 1 0][Ky 0
10 8 2 1||K:| _|o
36 20 2 OHKJ_H (15.71)
0 0 0 40llK,] 12

a potom rieSenim danej ststavy linearnych rovnic v maticovom tvare mozno vypocitat nezname

koeficienty K1, K7, K3 a K4
K; = 0.05,K, = —0.125,K3 = 0.075,K, = 0.35. (15.72)

Na zaklade vypocitanych koeficientov K4, K5, K3 a K4 zapiSeme obraz rieSenia diferencialne;j

rovnice Y(s) v tomto tvare

0.05 4 —0.125 + 0.075s + 0.35
s+2 s2+8s+20°

Y(s) = (15.73)

Je zrejmé, Ze vyraz Y(s) sa momentalne nenachadza v tvare, ktory mozno priamo transformovat’

na zodpovedajuci inverzny Laplaceov tvar tychto tlmenych trigonometrickych funkcii
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w
S+a

= e 3sin(wt),

(15.74)
= e cos(wt) .

Aby sme boli schopni vykonat' spéitnu Laplaceovu transformaciu musime vykonat tieto

matematické upravy

0.35

_0.05 _0.05 1 s+4+g075 4
Y(s) = —~ 0.125 = —~ 0'1255-1-—2 +0.075 Grh2+4
0.05 1 s+ 4+ 0.66667
== 0.12554_—2 +0.075 Gt D22 =
(15.75)
0.05 1 s+4 0.075 x 0.6667 2
=5 TS T 0O e t 2 GG+4)2+22
0.05 1 s+4
=" 0.12554_—2 + 0.075m + O.OZSW .
Po matematickych tpravach dostdvame Y(s) v tvare
0.05 1 s+4 2
Y(s) =T—0.1255+—2+0.075m+0.025m. (15.76)

V tomto Stadiu sa obraz Y(s) nachadza v tvare, ktory mozno priamo pretransformovat.

Dostavame teda rieSenie tejto diferencialnej rovnice, ktorej priebeh je zobrazeny na Obr. 15.4

y(t) = 0.05 — 0.125e72t + 0.075e~*t cos(2t) + 0.025e~*tsin(2t) . (15.77)
clc 0.05
clear 0.045
£=0:0.01:10; 004r
y=0.05-0.125%exp (-2*t)+ ... .
0.075*%exp (-4*t) .*cos (2*t)+ ...
0.025%exp (-4*t) .*sin(2*t); 0.03 -
figure (1) oo
plot(t,y, 'b', 'LinewWidth',2) .02
grid on
xlabel ('"t'"); ylabel('y(t)") wer
0.01
0.005
ﬂU 1 2 3 4 ; 6 7 8 9 10
t

Obr. 15.4. RieSenie diferencialnej rovnice
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Ulohy na rieSenie:

Problém 15.1:

N4jdite rieSenie nasledujtcich diferencialnych rovnic s uvazovanim uvedenych pociato¢nych

podmienok na zaklade metddy Laplaceovej transformacie.

1.

N

©® N o 1k W

() — 7y(0) + 10y(t) = 20t2 — 28t + 1, y(0) = 0,7(0) = 0
3§(t) — 4y(t) = 25sint, y(0) =1,y(0) =0

9y(t) —6y(t) +y(t) = 4e 3, y(0)=0,y(0) =1

y(t) + 4y(t) = cos2t, y(0) =1,y(0)=1

y(© —4y(® + 5y(t) =sint, y(0) =-1,y(0) = -2

y(t) — 6y(t) + 9y(t) = 9t — 12t + 2, y(0) =1,y(0) =3
y(® +y(@® = 2sint, y(0) =1,y(0) =0

y(t) — y(t) = —5e Y (sint + cost), y(0) =—4,y(0) =5
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16 ANALYZA ODOZVY SYSTEMOV

V tejto kapitole sa budeme venovat’ skiimaniu odozvy dynamickych systémov s vyuzitim
Matlabovskych funkcii. Poznamenajme, Ze pri vySetrovani odozvy dynamickych systémov mozno

rozliSovat’ medzi tromi zakladnymi typmi odozvy, ktoré sa pocitaju v tedrii systému a su to:

1. Odozva na skokovt funkciu u(t),
2. odozva na l'ubovol'ny signal u(t),

3. impulzna odozva h(t).

Analyzu odozvy dynamického systému definovaného diferencialnou rovnicou alebo siistavou
diferencialnych rovnic mozno vykonat pre funkciu skokového signalu u(t) ako aj pre I'ubovolny
vstupny signal u(t), ktorym je spravidla ¢asovo zavisla funkcia. V pripade, Ze vySetrujeme impulzni
odozvu systému, vstupnym signalom u(t) je v tomto pripade impulzna funkcia, ktora je definovana na
zaklade jednotkového impulzu, resp. delta funkcie 8(t).

Medzi typické budiace signaly, ktoré sa vyuzivaju na analyzu odozvy systému, mozno zaradit’
napr. jednotkovy skok, impulzny signal, ramp signal (linearne rastica funkcia s ¢asom t) a d’alSie iné
napr. harmonicky meniace sa signaly definované na zaklade funkcie kosinus alebo sinus. Systém mozno

takisto v pripade analyzy podrobit’ napr. signalu nahodného charakteru.

16.1 ANALYZA ODOZVY SYSTEMU NA SKOKOVY SIGNAL

Podmienkou realizacie a vySetrovania odozvy systému na skokovy (z angl. step) signal u(t)
resp. P'ubovolny signal je nutnost’ poznat matematického modelu, ktory transformujeme vyuzitim
Laplaceovej transformacie do komplexnej s-roviny a ziskame tak prenosovi funkciu systému resp.
prenosovu maticu systému G(s) (v pripade, Ze rieSime systém s viacerymi vstupmi a vystupmi).
Nasledujtci Obr. 16.1 zobrazuje priklad blokového diagramu, ktory charakterizuje systém opisany

jednou prenosovou funkciou G(s).

U(s) Systém Y(s)
— —
Vstup G(s) Vystup

Obr. 16.1. Blokovy diagram definovany prenosovou funkciou systému

Takyto blokovy diagram mdze reprezentovat’ cely systém alebo len ¢ast’ daného systému.
V Matlabe existuju rozne spdsoby, ktorymi mozno systém zadefinovat’ v podobe prenosovej funkcie

G(s) a potom analyzovat.
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V program Matlabe kazdy systém, ktory je dany prenosovou funkciou G(s) mozno zadefinovat’

napr. pouzitim prikazu transfer function (tf), ktory ma tento syntax

sys = tf(num, den) (16.1)
alebo

sys = tf([ by bm-1 - bo L[ anan_y . ag 1, (16.2)

kde by, bn-1, ..., bg aa,, ap_1, ..., ag st koeficienty prenosovej funkcie systém n-tého radu.
Prikaz tf zadeklaruje v Matlabe systém definovany prenosovou funkciou G(s) v Standardnom
tvare (racionalna funkcia podielu dvoch polynomov premennej s). Napr. ak uvazujeme systém opisany

touto prenosovou funkciou

Y(s) 25425

G(S)zU(s)_sz+4$+25' (16.3)

potom tento systém definovany dvoma polyndmami Citatel'a a menovatel'a mozno v Matlabe definovat’
prostrednictvom dvoch vektorov, ktoré predstavuju koeficienty pri mocninach premenne;

s usporiadanych od najvyssieho stupiia k najnizSiemu stupiiu, t. j.

num = [2 25],

den = [1 4 25]. (164)

Systém definovany takymito dvoma polyndmami Citatel'a a menovatela je potom mozné

jednoduchym sposobom zadefinovat’ tymto skriptom v Matlabe
num = [2 25],
den = [1 4 25], (16.5)
sys = tf(num, den) .
V Matlabe potom mozno s takto zadefinovanym systémom vykonavat roézne analyzy, napr.

vypocitat’ skokovii odozvu prikazom step, ktory vyriesi odozvu systému na jednotkovy skok a zobrazi

priebeh odozvy na grafe

step(sys) - (16.6)

Syntax prikazu step mé okrem jednoduchého zapisu aj d’alSie iné moZznosti a variacie pouZitia.
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Prikaz step ma tieto d’alSie moZnosti syntaxu:

y = step(sys) — vypocita odozvu systému na jednotkovy skokovy signal u(t) a rieSenie ulozi

do premennej y(t) bez zobrazenia grafického vystupu.

y = step(num, den) — vypocita odozvu systému na jednotkovy skokovy signal u(t) so

zadefinovanych vektorov Citatel'a a menovatel’a systému num, den.

y = step(K * sys) — vypocita odozvu systému na skokovy signal u(t) s amplitidou K a rieSenie

ulozi do premenne;j y(t) bez zobrazenia grafického vystupu.

[y, t] = step(sys) — vypocita odozvu y(t) a ulozi ¢asovy vektor do premenne; t.

y = step(sys, Tfinal) — vypocita odozvu systému po ¢as Tfinal na jednotkovy skokovy

signal u(t) a rieSenie ulozi do premennej y(t) bez zobrazenia grafického vystupu.

y = step(sys, T) — vypocita odozvu systému po uzivatel'om definovany ¢asovy vektor T =

[Tiin: dt: Thax] na jednotkovy skokovy signal u(t).

step(sys1,sy2, ..., t) — porovnanie viacerych rieSeni viacerych systémov v jednom grafe.

Priklad ¢é. 16.1:

Systém pozostavajuci z pruziny tuhosti k = 100 N.m™, tlmic¢a s konStantou tlmenia b = 20
N.s.m! a kmitajiicej hmoty s hmotnostou m = 10 kg, je znazorneny na nasledujucom Obr. 16.2.
VySetrite odozvu tohto systému na jednotkovy skok, ak uvazujeme, ze tento systém je umiestneny na

nehmotnom voziku ako je znazornené na Obr. 16.2.

u(t)
—>
vozik so zanedbatelnou
| hmotnost'ou
y(t) y(t)
—_ e
k F.
—WW\— o a—
m |:b m
— —
S OB O) | OMNO
¢

Obr. 16.2. Systém hmota-pruzina-tlmi¢ na pohyblivom voziku
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Aplikovanim 2. Newtonovho zdakona pre uvolneny systém vozika mozno napisat’ thto

diferencialnu rovnicu systému

my = —F, — Fy = =b(y — 1) — k(y — u) (16.7)

alebo

my + by + ky = bu + ku. (16.8)

Posledna z tychto rovnic reprezentuje matematicky model daného mechanického systému.
Preved'me tato diferencidlnu rovnicu do Laplaceovho tvaru s uvazovanim nulovych pociato¢nych

podmienok y(0) = y(0) = u(0) = 0 na najdenie prenosovej funkcie systému
(ms? + bs + k)Y(s) = (bs + k)U(s). (16.9)
To znamena, Ze prenosova funkcia G(s) pre tento systém nadobudne tvar

bs + k _ 20s + 100
ms2 +bs+k 10s2 +20s + 100"

G(s) = (16.10)

PretoZze uvazovanému vstupu u(t), ktorym je jednotkovy skokovy signal zodpoveda

v Laplaceovom tvare obraz

1
U(S)=;. (16.11)

potom obraz vystupu odozvy systému Y(s) na zaklade definicie bude dany sti€¢inom prenosovej funkcie

systému G(s) a obrazu jeho vstupného signalu U(s). A teda plati, ze

20s + 100 1 20s + 100
S

Y(s) = G(s) - U(s) = = .
(s) = G(s) - UGS) = 15577205 + 100 10s3 + 20s2 + 100

(16.12)

Aby bolo mozné vypocitat’ funkciu vystupu y(t) v ¢asovej oblasti je nutné vykonat’ inverzni
Laplaceovu transformaciu. Podobnym spdsobom ako sme riesili odozvu diferencialnych rovnic,
vykoname rozklad racionalnej funkcie Y(s) na parcialne zlomky. Rozklad mozno uskuto¢nit’ pouzitim
prikazu residue v programe Matlabe. Prikaz residue vykona rozklad racionalnej funkcie na parcialne

zlomky. Syntax prikazu residue ma tento tvar

[r, p,k] = residue(num, den) . (16.13)

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |389



Tento prikaz vypocita koeficienty (r), ktoré predstavuji koeficienty citatelov zlomkov
racionalnej funkcie, d’alej poly menovatelov (p) a celkovy polyném (K) po deleni dvoch polynémov.
To znamend, Ze prikazy na vypocet parcialnych zlomkov pre na$ pripad mozZno zapisat

v Matlabe tymto spdsobom

num=[2 10];
den=[1 2 10 07];
[r, p, kl=residue (num, den)

-0.5000 - 0.16671
-0.5000 .16671
1.0000 + 0.00001

+
o

p =
-1.0000 + 3.00001
-1.0000 - 3.00001

0.0000 + 0.00001

k =

Potom rozklad obrazu Y(s) na parcidlne zlomky pouzitim vypocitanych parametrov r, p a k

mozno zapisat’ v tomto tvare

20s + 100 —-0.5-0.1667i —0.5+0.1667i 1

Y = = —.
) =105 120271005~ s+1-31 ' s+i+3 s

(16.14)

Pretoze, Y(s) ma dva komplexné zdruZené pély, je vhodné ich skombinovat’ a interpretovat’

prostrednictvom vyrazu v kvadratickej forme ako

—0.5-01667i  —0.5+0.1667i _ —s
s+1—3i s+1+3i  (s+1)2+32° (16.15)

Dal§imi matematickymi upravami racionalnej funkcie odozvy Y(s) mozno dospiet

k vyslednému tvaru odozvy systému v komplexnej rovine s

S
Y -_ =
) s (s+1)2+32
1 s+1-1 1 s+1 1 3 (16.16)

= = += :
s (s+1)?2+32 s (s+1)2+32 3(s+1)2+32
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Potom vysledna odozva Y(s) v Laplaceovom tvare, ktort mozno priamo pretransformovat’ do

Casovej oblasti t ma tvar

v < X s+1_ 1 3
Vs T G+12+32 3(s+1)2 432 (16.17)

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie dostivame ¢asovii odozvu systému y(t)

v tvare

1
y(t) =1 —etcos(3t) + §e‘t sin(3t) . (16.18)

Priebeh rieSenia odozvy rieSeného mechanického systému je znazorneny na nasledujucom

Obr. 16.3.

clc
clear

t=0:0.01:10; 1
y=l-exp(-t).*cos(3*t)+ ...
1/3*exp (-t) .*sin (3*t);

y({t)

figure (1)

plot(t,y, 'b', 'LinewWidth', 2)
grid on
xlabel ('t'); ylabel('y(t)")

Obr. 16.3. Odozva systému y(t) [m]

Pripomenime, ze rieSenie odozvy na jednotkovy skokovy signal mozno takisto vypocitat
pouzitim prikazu step, ktory ked’ aplikujeme priamo na prenosovu funkciu G(s), potom mozno
analytické rieSenie porovnat’ s rieSenim ziskanym prikazom step v programe Matlab. Pouzitim prikazov

v Matlabe zapisanych do tohto skriptu, dostavame identické rieSenie.

clc
clear

num=[20 100];
den=[10 20 10071;
sys=tf (num, den);
step(sys)
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Priklad ¢é. 16.2:

Mechanicky systém, ktory je v rovnovaZznom stave zobrazeny na Obr. 16.4, mozno opisat’
posunutiami x(t) a y(t), ktoré sit merané od rovnovaznej polohy. Predpokladajme, ze sila F(t) je skokova
funkcia a x(t), y(t) si vystupné posunutia bodov systému. Ak pozname vstupné veli¢iny systému

m = 0.1 kg, b,= 0,4 N.s.m!, k; = 6 N.m™, k; = 4 N.m! a vieme, Ze F(t) = 10 N, urcte analytickym

spdsobom rieSenie funkcie odozvy posunutia x(t).

=
AMAA
YYVYYY

lF“’ l F(t)

Obr. 16.4. Mechanicky systém

Pohybové rovnice systému pre uvolnené telesd podl'a Obr. 16.4 st tohto tvaru

mX = F(t) - Fkl - sz B
(16.19)
0 =Frz — Fp2,

dosadenim do systému rovnic za komponentné sily dostdvame

mX + k;x+ k,(x—y) = F(t),

. 16.20
k,(x—y) =b,y. ( )

Vykonajme Laplaceovou transformaciou systému s uvazovanim nulovych pociato¢nych
podmienok y(0) = %x(0) =x(0) =0

(ms? +ky +kz)X(s) = F(s) +k,Y(s),
k,X(s) = (ky + bys)Y(s). (16.21)
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Z predchadzajicej druhej rovnice mozno vyjadrit’ Y(s)

ky
Y(s) = MX(S) (16.22)

a dosadenim Y(s) do prvej rovnice, potom plati, ze

k2
2 _ 2
(ms® +k; +k;)X(s) = F(s) + I+ bys bZSX(S) (16.23)
alebo
[(ms? + Ky + k;) (bys + ky) — k3]X(s) = (bys + kp)F(s). (16.24)

V tomto pripade prenosova funkcia systému G(s) bude mat’ v§eobecny tvar

G(s) X(s) bys + k;
s) = = .
F(s) mbys3 + mk,s? + (k; + ky)b,s + kik, (16.25)
Ak dosadime hodnoty za parametre do odvodenej prenosovej funkcie dostdvame
0.4s+ 4 10s + 100
G(s) = (16.26)

0.04s3 + 0.4s2 + 45 + 24 s + 10s2 + 100s + 600

Kedze sila F(t) je skokovou funkciou s amplitidou 10 N. Obraz tejto funkcie zodpoveda

Laplaceovemu obrazu v tvare

10
F(s) =—

S (16.27)

Vyuzitim odvodenej prenosovej funkcie systému G(s) a Laplaceoveho obrazu sily F(s) mozno

vypocitat’ odozvu systému X(s) a to v tvare

10s + 100 10

X(s) = G(s) - F(s) = 10
(8) = G() " F(S) = 377057 7 1005 £ 600 5 (16.28)
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To znamena, Ze vysledny obraz odozvy X(s) systému bude definovany ako

100s + 1000

X(s) = .
(8) = 57 71053 7 10052 + 6005

(16.29)

Na najdenie inverznej Laplaceovej transformacie odozvy X(s), rozlozime dant funkciu na

parcialne zlomky pouzitim Matlabu.

clc
clear

num=[100 1000];
den=[1 10 100 600 01;

[r, p, kl=residue (num, den)

r =

-0.6845 + 0.22331
-0.6845 - 0.22331
-0.2977 + 0.00001
1.6667 + 0.00001

p:
-1.2898 + 8.89911
-1.2898 - 8.89911i
-7.4204 + 0.00001
0.0000 + 0.00001

k =

Takze, pre funkciu X(s) mozno napisat’ tento parcialny rozklad racionalnej funkcie

100s + 1000
s* + 10s3 4+ 100s2 + 600s
1.6667 —0.2977 —0.6845 + 0.2233i
- S + s+ 7.4204 + s + 1.2898 — 8.899i
—0.6845 — 0.2233i
+ s+ 1.2898 + 8.899i

X(s) =

(16.30)

Ako mozno vidiet, tak vrozklade sa opédt nachadzaju dva komplexne zdruzené korene.
Aby bolo mozZné previest’ tito odozvu inverznou Laplaceovou transformaciou do ¢asovej oblasti t, je

nutné vykonat’ niekol’ko nasledovnych matematickych Gprav.

1.6667 0.2977 4 —1.369(s + 1.2898) — 3.9749
s+ 7.4204 (s +1.2898)2 + 8.8992 ’

X(s) = (16.31)
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K - L6667 _ 02977 s +1.2898
3= s+7.4204 77 (s + 1.2898)2 + 8.8992
3.9749 8.899

" 78.899 (s + 1.2898)2 + 8.8992

a potom d’al§imi matematickymi upravami dostavame,

X(s) = 16667 02977 1369 s+ 1.2898
s + 7.4204 (s + 1.2898)2 + 8.8992
—0.4466 8.899
(s + 1.2898)2 + 8.8992 ’
X(s) = 1.6667  0.2977 N —1.369(s + 1.2898) — 3.9749 16.52)
s+ 7.4204 (s +1.2898)2 4+ 8.8992 ' :
X(s) = 16667 02977 1369 s+ 1.2898
s + 7.4204 (s + 1.2898)2 + 8.8992
3.9749 8.899

"~ 78.899 (s + 1.2898)2 + 8.8992

Vysledny tvar hl'adanej odozvy systému X(s) je dany racionalnou funkciou, ktord mozno priamo

previest’ do ¢asovej oblasti,

g L6667 02977 s +1.2898
(s) = s+7.4204 77 (s + 1.2898)2 + 8.8992
8.899 (16.33)
— 0.4466

(s + 1.2898)2 + 8.8992

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie na predchadzajucu prenosovu funkciu

dostavame rieSenie odozvy v Casovej oblasti, ktorého odozva je zobrazend na Obr. 16.5,

x(t) = 1.6667 — 0.2977¢~ 74204t

16.34
—1.369e12898t ¢55(8.899 - t) — 0.4466 e~ 1-28985in(8.899 - t) . ( )

RieSenie odozvy systému mozno aj vtomto pripade vypocitat pouzitim prikazu step,
definovanim tychto prikazov.

clc

clear

num=[10 100];

den=[1 10 100 600];

sys=tf (num, den); S%$Prenosova funkcia
[y, tl=step(l0*sys);

figure (1)

plot(t,y,'r', 'LineWidth', 2)

xlabel ("t'"); ylabel ('y(t)")
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Obr. 16.5. RieSenie odozvy systému y [m]

Vypocitajme a porovnajme d’alej rieSenia y(t) s odozvou x(t) na jednom grafe. Obraz odozvy

Y(s) mozno urcit’ na zaklade predchadzajucej odozvy X(s) a to tymto sposobom

Yi) Kk
X(s) bys+k,’
X(s) b,s + k, (16.35)
F(s) mb,s3+ mk,s2 + (k; +k,)bys + kyky
Potom prenosova funkcia pre odozvu Y(s) je definovana ako
Y(s) Y(s)X(s) k,
G(s) = = = 3 > ) (16.36)
F(s) X(s)F(s) mbys3+ mk,s? + (k; + ky)bys + kik,
dosadenim za parametre systému, potom plati, ze
X(s) 0.4s + 4 _ 10s + 100
F(s) 0.04s3+ 0.4s%+4s+24 s3 + 10s2 + 100s + 600 (16.37)
a
Y(s) 4 _ 100
F(s) 0.04s3 +0.4s? +4s+ 24 s3 + 10s2 + 100s + 600 (16.38)

Kedze sila F(t) je velkosti 10 N, potom mdzeme silu F definovat’ na zaklade jednotkového

skokového signalu ako F(t) = 10 - u(t), kde u(t) je jednotkovy skok s amplitidou 1 N.
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Predchadzajuce rovnice mozno prepisat’ do tohto tvaru

X(s) 100s + 1000
U(s) s34+ 10s2 +100s + 600

Y(s) 1000
U(s) s3+10s2+100s+ 600

(16.39)

(16.40)

RieSenie porovnania odozvy pre x(t) ay(t) vykondme na zéklade nasledovného skriptu

v Matlabe. Riesenie odozvy je znazornené na Obr. 16.16.

clc
clear

t=0:0.01:5;

den=[1 10 100 600];

sysl=tf([100 1000],den); S%$Prenosova funkcia
sys2=tf([1000],den); S%$Prenosova funkcia

yl=step(sysl,t); %Prechodovéa odozva systému
y2=step(sys2,t); %Prechodova odozva systému

figure (1)
plot(t,vyl,t,vy2, 'LineWidth',2);

grid on

title('Odozva systému na jednotkovy skok')
xlabel ("t (s)")

ylabel ("x(t) y(t)")

text (0.07,2.8, "'x(t)")
text (0.7,2.35,'y(t)")

Odozva systému na jednotky skok
T T T

()

X ¥
T

Obr. 16.6. Odozva systému x(t) [m] a y(t) [m]
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16.2 ANALYZA ODOZVY SYSTEMU NA EUBOVOLNY SIGNAL

V tejto kapitole sa budeme venovat’ vySetrovaniu odozvy dynamickych systémov pri uvazovani
I'ubovol'ného typu budiaceho signalu u(t), ktory predstavuje ¢asovo zavisli funkciu u(t). V pripade, Ze
uvazujeme skimat’ odozvu systému na PubovoPny vstupny signal, napr. na odozvu funkcie sin, cos
a pod., je nutné celu diferencialnu rovnicu previest’ na Laplaceov tvar a to s uvaZzovanim pravej strany
diferencialnej rovnice a budiacej funkcie u(t), ktori je nutné previest’ na Laplaceov obraz U(s). Toto
v pripade hl'adania prenosovej funkcie odozvy méze byt mnohokrat zdihavy proces.

Program Matlab v tomto pripade vySetrovania odozvy poskytuje ovela rychlejsi sposob pre
dynamické systémy a to bez nutnosti hl'adania analytického rieSenia prenosovej funkcie jej rozkladom
na parcialne zlomky. Ako uz vieme, tak v Matlabe existuju prikazy, ktoré umoziuju vysetrit' odozvu
napr. na jednotkovy skok (pouzitim prikaz step) alebo vySetrit’ impulzni odozvu systému (pouzitim
prikazu impulse).

Matlab okrem iného poskytuje aj prikaz Isim, ktory vypocita odozvu linearneho
casovo-invariantného systému na 'ubovol'ny definovany vstupny signal u(t).

Syntax prikazu Isim ma mnohé mozné variacie pouzitia, podobne ako prikaz step, navySe
v pripade tohoto prikazu mozno uvazovat’ vektor pociatocnych podmienok x0. Prikaz Isim mozno

zadefinovat’ v tychto modifikéaciach:
Isim(sys, u, t) — vypocita odozvu systému na signal definovany vo vektore u(t),
Isim(num, den, u, t) — modifikacia predchadzajuceho prikazu,

y = Isim(sys,u,t) / y = Isim(num, den,u,t) — modifikacia predchadzajiceho prikazu

s uchovanim odozvy do premennej y(t),

[y, t] = Isim(sys,u,t)/[y,t] = Isim(num, den,u,t) — uloZenie odozvy y(t) a casového

vektora do premenne;j t,
Isim(sys1,sy2, ..., u,t) — porovnanie viacerych rieSeni systémov na jednom grafe,
Isim(sys, ..., u, t, Xg) — vypocet odozvy systému s uvazovanim pociatoénych podmienok Xgq.

Nasledujuci priklad pouzitia prikazu lIsim, vykresli odozvu systému na vstupny signal

jednotkovej linearne rastucej funkcie (tzv. ramp funkcie), kde u = t.

Isim(sys, u, t) . (16.41)
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Priklad ¢é. 16.3:

Predpokladajme mechanicky systém, ktory pozostdva z hmoty kmitajicej na nehmotnom voziku
z predchadzajiceho prikladu, ktory je zobrazeny na Obr. 16.2. Pre tento systém sme odvodili prenosovu

funkciu v tvare

_ 20s+100
" 10s2 +20s+ 100°

G(s)

(16.42)

Predpokladajme, Ze vstupné veli¢iny st m =10 kg, b =20 N.s.m™, k =100 N.m™ a nech budiaca
funkcia u(t) je v tomto pripade linearne rastiicou funkciou v ¢ase t. j. u(t) = a - t, kde a = 1. Vysetrite
odozvu systému s prenosovou funkciou G(s) na takyto typ vstupného signalu.

Prenosova funkcia systému z predchadzajuceho prikladu bola

2s+ 10

6 =Z3 25+ 10

(16.43)

Pouzitim d’alsich Matlabovskych prikazov vysetrime odozvu tohto systému na ramp funkciu

u(t), ktorej rieSenie je zobrazené na Obr. 16.17.

clc G Odnz‘va ays(ému‘ na ramp fupkciu
clear
Al
num=[2 10];
den=[1 2 10]; 3sr ]

sys=tf (num, den);
£t=0:0.01:4; % Cas simuléacie
u=t;

y=lsim(sys, u, t); %$Prechodova odozva 2
systému

figure (1)

plot(t,y,'b',t,u,'r", 'LinewWwidth',2);
grid on

title('Odozva systému na ramp funkciu') "
xlabel ('t (s)") 0 .
ylabel ("y(t) u(t)") : 1)
text (0.85,0.25, 'y (t) ")
text (0.15,0.8, 'u(t)")

ult)

Obr. 16.7. Odozva systému y(t) [m] na funkciu u(t)=t

Priklad ¢. 16.4:

Jednoduchy kmitajuci mechanicky systém, pre ktory uvazujeme parametre systému m = 1 kg,
b= 3 N.s.m™ a k =2 N.m™! je zobrazeny na Obr. 16.18. Predpokladajme, Ze posunutie hmoty x(t) je
merané od rovnovaznej polohy a v ¢ase t = 0 je hmota m natiahnuta smerom dole tak, ze x(0) = 0.1

max(0) = 0.05 m.s”.
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lF(t) lF(t)

Obr. 16.8. Mechanicky systém hmota-pruzina-tlmic

Urcte pohyb hmoty v prvom pripade, Ze neuvazujeme budiacu silu F(t) , ale uvazujeme len
pociato¢né podmienky. V druhom pripade predpokladajte, Ze na hmotu m pdsobi harmonicky budiaca
funkcia F(t) = 2 - cos(3t).

Diferencialna rovnica systému pre prvy pripad rieSenia s uvazovanim poc¢iato¢nych podmienok

ma tento tvar

mX+bx+kx=0 (16.44)
a pre druhy pripad bude mat’ diferencialna rovnica tvar
mX = F(t) — Fx — Fp, = F(t) — kx — bx
(16.45)

m¥ + bx + kx = F(t).

Vykonajme Laplaceovu transformaciou s uvazovanim pociato¢nych podmienok x(0) = 0.1

m, a x(0) = 0.05 m.s! pre prvy pripad matematického modelu
m[s2X(s) — sx(0) — x(0)] + b[sX(s) — x(0)] + kX(s) = 0
(16.46)

a podobne pre druhy pripad

m[s2X(s) — sx(0) — x(0)] + b[sX(s) — x(0)] + kX(s) = F(s) =

T3z (16.47)

RieSenim z prvej rovnice pre odozvu X(s) dostavame prenosova funkciu
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mx(0)s + mx(0) + bx(0)  0.1s+0.35

X = = )
(s) ms? + bs + k s2+3s+2

(16.48)

ktorti mozno napisat’ aj ako

0.1s> 4+ 0.35s 1

X(s) = —————— . 2,
() s2+3s+2 s

(16.49)

Na zaklade predchadzajuceho prenosovu funkciu X(s) systému, ked’ uvazujeme, Ze systém je

zat'azeny jednotkovym skokom U(s) = 1/s, potom

X(s) _ 0.1s% +0.35s

Gs) = U(s) s2+3s+2

(16.50)

Odozvu X(s) pre systém matematického modelu prvého pripadu vyrieSime nasledujicim

skriptom v Matlabe. RieSenie odozvy je zobrazené na Obr. 16.19.

clc 0.12
clear

num=[0.1 0.35 0]; 0.1
den=[1 3 2];
sys=tf (num, den);

[y, tl=step(sys); 0.08
figure (1) .
plot(t,y,'r', 'LineWidth', 2) {006
xlabel ('t")

ylabel ('x(t) ")

0.04 -

0.02 -

Obr. 16.9. RieSenie odozvy x(t) systému pre prvy pripad [m]

Dalej budeme riesit’ odozvu diferencialnej rovnice pre druhy pripad, ked’ systém je zatazeny

harmonickou budiacou funkciou F(t). V tomto pripade musi platit’, ze

m[s2X(s) — sx(0) — x(0)](s? + 9) + b[sX(s) — x(0)](s? + 9) + k(s2 + 9)X(s)
=2s.
(16.51)

Postupnymi matematickymi upravami mozno dospiet’ k tejto rovnici
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m[s*X(s) + 9s2X(s) — s3 - x(0) — 9s - x(0) — s? - x(0) — 9 - %(0)]
+ b[s3X(s) + 9sX(s) — s? - x(0) — 9 - x(0)] + ks?X(s) + 9kX(s)
=2s,

[ms* + 9ms? + bs® + 9bs + ks? + 9Kk]X(s) (16.52)
= 2s + m[s3x(0) + 9s - x(0) + s - %(0) + 9 - x(0)]
+ b[s?-x(0) + 9 -x(0)],

z ktorej vyjadrime vysledni odozvu systému X(s) v tvare

2s + m[s3 - x(0) + 9s - x(0) + s2%(0) + 9 - x(0)] + b[s? - x(0) + 9 - x(0)]
ms* 4+ 9ms? + bs3 + 9bs + ks? + 9k '

X(s) = (16.53)

Dosadenim za parametre systému dostavame prenosovu funkciu pre pripad ¢. 2

0.1s3 4+ 0.35s% + 2.9s + 1.35

X(s) = )
) = 3+ 1157 + 275+ 18 (16.54)

Tuto prenosovi funkciu X(s) mozno napisat’ takisto v upravenom tvare ako

0.1s* + 0.35s3 + 2.9s% + 1.35s 1

X(s) = Sl
) =13 1121275718 3

(16.55)

Z ¢oho analogicky vyplyva prenosova funkcia systému G(s), ktort mozno pouzit’ na rieSenie

skokovej odozvy prostrednictvom prikazu step v Matlabe

0.1s* 4+ 0.35s3 + 2.9s% 4+ 1.35s

G =
(s) s*+3s3+11s2+27s+ 18

(16.56)

Riesenie odozvy systému pre pripad €. 2, pre systém budeny harmonickou funkciou F(t),

mozno vypocitat’ nasledujucim skriptom. Potom rieSenie odozvy je znazornené na Obr. 16.10.

num=[0.1 0.35 2.9 1.35 0], subplot (2,1,2)
den=[1 3 11 27 18]1: step(sys, t)
sys=tf (num, den) ; clc xlabel ('t")
t=0:0.01:50; clear  yiabel('z(t)"')

u=2*cos (3*t); num=[0.1 0.35 0];

den=[1 3 2];
subplot (2,1,1) sys=tf (num, den);
title('Budiaca funkcia systémuly, t]=step(sys);
plot(t,u,'=z'")
xlabel('t") figure (1) . .
ylabel ('F(t) ") plot(t,y,'r', 'LinewWidth',2)
xlabel ('t")
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Budiaca funkcia

I

x(t)

2 ‘
2 ‘
0 10 1

Odozva systému
T T T

Obr. 16.10. RieSenie x(t) [m] pre budiacu silu F(t)
Priklad ¢. 16.5:
Bezhmotny kmitajuci mechanicky systém je zobrazeny na Obr. 16.11. Posunutia X; a Xg st
merané z rovnovaznej polohy. Odvod'te prenosovu funkciu systému, ak x; je vstup a Xg je vystup
systému. Vypocitajte odozvu X¢(t) na jednotkovy skok Xx;, ak predpokladame, Ze v ¢ase t = 0 bola

poloha x4(0) = 0.

OT x(t)

Obr. 16.11. Mechanicky systém

Diferencialna rovnica opisujuca spravanie sa pohybu daného systému je definovana v tomto

tvare

Fb2 =Fp1 —Fi1 = 0. (16.57)
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Dosadenim za zlozkové sily do predchadzajticej rovnice plati, ze

by (%o +0) — by (%o — X;) —ky(xg —x;) = 0. (16.58)

Potom po matematickej tprave dostavame

by (X — X;) + k1 (Xj — Xo) = byXq . (16.59)

Preved'me tato rovnicu do Laplaceoveho tvaru suvazovanim nulovych pociatoénych

podmienok x4(0) = x71(0) =0

[bys +kq]Xi(s) = (bys + bys + ky)X,(s) - (16.60)

To znamena, Ze prenosova funkcia systému G(s) bude mat’ tvar

Xo(s)  bis+ky
Xi(s) ~ bps+bys+k;

G(s) = (16.61)

Odozvu x((t), v pripade, Ze x;(t) je skokovy signal posunutia ziskame z predchadzajicej

rovnice a to vyjadrenim X(s) v tvare

Xo(s) = G(s)X;(s) = bis + ks %

1 bys + k;
b,s + b;s+ky S

(b, +b)s+ky (16.62)

Rozkladom na parcialne zlomky mozno predchadzajiucu prenosova funkciu Xo(s) previest

na tento tvar

X()—A-{- B _1 b1$+k1
O S T o +by)s+k; s (b +by)s+k;’
Al(by +by)s +ky] +Bs =bys+ky, (16.63)

[A(bz + bl) + B]S + Akl = bls + k]_ .

Z porovnania koeficientov pri rovnakych mocninach premennej s mozno ziskat’ systém dvoch

linearnych rovnic o dvoch neznamych, z ktorého mozno vypocitat’ koeficienty A a B ako

A(b2+b1)+B=b1:>B=_b2,

Ak, =k, > A=1. (16.64)
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Potom hl'adana odozva systému Xg(s) v Laplaceovom tvare je definovand prenosovou

funkciou v tvare

X()_1 b, 1
o = S T, ¥ by s+ Kk /(b +by) (16.65)

Nasledne aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie na predchadzajuci tvar

prenosovej funkcie X¢(s) dostavame

xo(t) =1— b, -Ebl e (bz+by) (16.66)

Poznamenajme, ze v Case t = 0 mozno odozvu systému vypocitat’ ako

b, _by+b—b, b
b, +b;  b,+b;  b,+b; " (16.67)

X0(0)=1-—

Priklad ¢é. 16.6:

Urcte prenosova funkciu X(s)/F(s) pre mechanicky systém zobrazeny na Obr. 16.12, ktory je
zatazeny silou F(t). Sila sa meni skokovo znuly na hodnotu 200 N. Posunutie X(t) meriame od

rovnovaznej polohy. Pre vypo&et predpokladame tieto parametre systému m = 10 kg, by = 5 N.s.m!,
ki=15 N.m, k=10 N.m™.

Ll

AAA
VYVVYY
)

N

| xt) m

lF(" l F(t)

Obr. 16.12. Mechanicky systém
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Diferencialne rovnice matematického modelu su dané ako

mX = _Fb]_ - sz + F(t) )

(16.68)
O = Fbl - Fkl .

Dosadenim zlozkovych rovnic do sustavy diferencidlnych rovnic pre tento systém dostadvame

m¥ = —b; (X —y) —k(x = 0) + F(1),

. (16.69)
0=Db;(x—y)—ki(y—0)
a d’al$imi matematickymi upravami mozno dospiet’ k systému diferencialnych rovnic
(16.70)

b;x—y) =kyy.

Vykonajme Laplaceovu transformaciou s uvazovanim nulovych pociatocnych podmienok

x(0) = x(0) = y(0) = 0 a dostavame

ms?2X(s) + bysX(s) — bysY(s) + k,X(s) = F(s),
bysX(s) — bysY(s) = ky Y(s). (16.71)

Vyjadrenim Y(s) z druhej rovnice plati, ze

b;s
Y(s) = mx(s), (16.72)

ak teraz dosadime za Y(s) do prvej rovnice dostavame

2.2
bis

(ms? + b;s + k,)X(s) — ————X(s) = F(s),
b;s +ky (16.73)

[(ms? + bys + ky)(bys + k) — b?s?]X(s) = (bys + kq)F(s).
Z ¢oho vyplyva prenosova funkcia G(s) systému v tvare

X(s) bys + kg
F(s) mbys3 + mkys2 + by (K, +ky)s + kiky (16.74)
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Dosadenim vstupnych parametrov do prenosovej funkcie dostavame

X(s) 5s+ 15 _ s+3
F(s) 50s3+ 150s2 + 1255 + 25 10s3 + 30s2 + 255+ 5 (16.75)

Odozvu systému X(s) pre jednotkovi silu F(t) = 200 N mozno vypocitat pouzitim

nasledujuceho skriptu v Matlabe, ktorej priebeh je znazorneny na Obr. 16.13.

Odozva systému
120 T I

clc
clear
100
num=[1 3];
den=[10 30 25 5];
sys=tf (num, den); |8
[y, tl=step(200*sys);

figure (1)

plot(t,y,'b', 'LinewWidth', 2) ;
grid on

title ('Odozva systému')
xlabel ('t (s)")

ylabel ("y(t) u(t)")

() uit)

Priklad ¢. 16.7: Obr. 16.13. Odozva systému

Predpokladajme, Ze pozname prenosovi funkciu G(s) kmitajiceho mechanického systému,

ktory predstavuje Stvrtinovy model automobilu podl'a Obr. 16.14 (a)

G(s) = Y(s) _ bs + k
U(s) ms?+bs+k’ (16.76)
uﬂ
11
m
[y : e —
1+

Obr. 16.14. (a) Mechanicky systém, (b) vstupny signal u(t) [m]
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Urcte odozvu systému y(t) hmoty m, ak pozndme vstupné parametre dané¢ho systému
m = 100 kg, b = 400 N.s.m™!, a k = 800 N.m™'. Vstupny signal u(t) je definovany trojuholnikovym
signalom podla Obr. 16.14 (b).

Ak vieme, Ze pre dany systém plati prenosova funkcia G(s) v nasledujucom tvare, potom po

dosadeni vstupnych parametrov musi platit’, ze

Y(s)  bs+k  400s+ 800 _ 4s+8
U(s) ms2+bs+k 100s2+400s+800 sZ2+4s+8° (16.77)

G(s) =

Ked’ze v tomto pripade je vstup u(t) dany signalom podl'a Obr. 16.14 (b) a tento signal nie je
jednoduchym signalom, je nutné predtym, nez vySetrime odozvu daného systému opisat’ takyto zlozity
signal jednoduchymi funkciami pre celt asovt oblast’ t. V Matlabe je potom mozné namodelovat’ dany
signal na zaklade zadefinovania ¢iastkovych vektorov, ktoré definujt jednotlivé aseky vstupnej funkcie
podla Obr. 16.14 (b). Pre nas pripad v Matlabe moZno pouzit’ nasledujuci skript, ktory vytvori budiaci

signal funkciu u(t).

ul=[0:0.02:11;

uZ=[1:-0.02:-11;
u3=[-1:0.02:01;:
ud=0*[4:0.02:8]~
u=[ul u2 u3 udl;

Po zadefinovani vstupného signalu u(t) mozno pristapit’ k vytvoreniu skriptu v Matlabe na
vypocet hl'adanej odozvy systému y(t). V nasledujucom skripte bol na vypocet odozvy pouzity prave

prikaz Isim. Odozva rieSenia je znazornena na Obr. 16.15.

ul=[0:0.02:0.98]; subplot(2,1,2)

u2=[1:-0.02:-0.98]; plot(t,y,'-',t,u,'r', 'LineWidth',2);
u3=[-1:0.02:0]; grid on

u4=0*[4:0.02:871; xlabel ("t'); ylabel('y(t)")

u=[ul u2 u3 u4dl;
t=linspace (0,8, length(u));

sys=tf([4 8],[1 4 8]); %Prenosova funkcia
y=lsim(sys, u, t);

figure (1)

subplot(2,1,1)

plot(t, u,'--r', 'LineWidth',2);
grid on

xlabel ('t'"); ylabel ('u(t)")
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ANALYZA ODOZVY SYSTEMOV

Obr. 16.15. Odozva systému y(t) [m] na vstup u(t) [m]

Priklad ¢é. 16.8:

Urcte prenosova funkciu Y(s)/U(s) mechanického systému zobrazeného na Obr.

16.16.

Vstupom do systému je vertikdlne posunutiec dané budiacou funkciou u(t) v bode P. Podobnym

spdsobom ako v prechadzajicom priklade je tento model prikladom zjednodusenej verzie

pruzno-tlmiaceho systému automobilu alebo motocyklu.

[y
b, |g|-:| _§'§ K,
m Tx(t)
k
P u(t)

T y(t)

T x(t)

Obr. 16.16. Mechanicky systém systému pruzenia

Veli¢iny m; ak; na Obr.

16.16, predstavuji hmotu podvozku a tuhost’ pneumatiky.

Predpokladajme, ze posunutia x a y st merané od rovnovaznej polohy bez absencie vstupu u(t).

Ing. Martin Garan, PhD.
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Dalej predpokladajme, Ze parametre systému sa my; = 50 kg, k; = 5000 N.m™ !,
m, = 200 kg, k, = 1200 N.m ! a b, = 700 N.s.m~ ', Ak vieme, Ze vstupny signal u(t) ma tvar

podl'a Obr. 16.17, vypocitajte a zobrazte odozvu takéhoto mechanického systému.

Obr. 16.17. Vstup u(t) [m]- prejazd cez spomalovac

Matematicky model, ktory opisuje spravanie sa dané¢ho pruZno-tlmiaceho systému
automobilu zobrazeného na Obr. 16.16, ktory je budeny kinematickym budenim funkciu u(t), je

definovany systémom dvoch diferencialnych rovnic v tomto tvare

myX = Fpy + Frp — Fiq

. (16.78)
m,y = —Fpy — Fiy .

Po dosadeni zlozkovych rovnic do sustavy diferencialnych rovnic dostivame tento tvar

matematického modelu

mX = by(y = %) + ko (y = %) — ks (x —u),

. L (16.79)
m,§ = —by(y — %) —ky(y — %),
ktory po vykonani matematickych taprav prejde do tvaru
mlii + b2X + (kl + kz)x = bzy + kzy + klu )
(16.80)

mz'y + bzy + ka = b2X + kzX .

Vykonajme Laplaceovou transformaciou za predpokladu nulovych pociato¢nych podmienok

a dostavame

[m;s? + bys + (k; + k,)]1X(s) = (bys + ky)Y(s) + k,U(s),

(mZSZ + bZS + kz)Y(S) = (bzs + kZ)X(S) , ( 16.81 )

potom vyjadrenim X(s) z druhej rovnice dostavame
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m,s? + bys + k,

stk Y(s). (16.82)

X(s) =

Ak teraz dosadime odvodeny vyraz za X(s) do prvej diferencialnej rovnice systému musi platit’,

(mys? + bys + ky)

bzs + k2 Y(S) = (bzs + kz)Y(S) + k1U(S) . (16.83)

[m;s? + bys + (k; + ky)]

Potom, postupnymi matematickymi upravami mozno dospiet’ k tejto rovnici

[m;s? + b,s + (k; + ky)](m,s? + bys + ky)Y(s)
== (bzs + kz)ZY(S) + kl(bzs + kz)U(S) )

16.84
[mymys* + (m; + my)b,s® + (kymy + ky(my 4+ my))s? + kybys + ki k, |Y(s) ( )
= kl(bzs + kz)U(S) .
To znamena, ze hl'adana prenosova funkcia systému G(s) bude mat’ vysledny tvar
Y(s)
60 =56 =
(16.85)

B ki (b,s + k,)
" mym,st + (my + my)b,s3 + (kymy + ky(my + my))s? + kybys + kiky

Ak teraz dosadime do prenosovej funkcie G(s) vstupné parametre dostavame funkciu

Y(s) 3.5.10°s + 6.10°
U(s) 1.10%s* + 175.103s3 + 1.3.106s2 + 3.5.106s + 6.106 °

G(s) = (16.86)

Ked’ze vstupom u(t) je dany signal podl'a Obr. 16.18, je nutné aj v tomto pripade pre tento
signal identifikovat’ matematické funkcie, ktorymi mozno dany signal opisat’ na ¢iastkovych ¢asovych

usekoch. Tento vstupny signdl mozno v Matlabe modelovat’ na zaklade vektorov zadefinovanych

v tomto skripte.

ul=0.1*[0:0.01:0.99]; %y=0.1*t figure (1)
u2=0*[1:0.01:1.99140.1; plot(t, u,'--r', 'LineWidth', 2)
u3=-0.1*[2:0.01:3]1+0.3; %y=-0.1*t+0.3 grid on

u4=0*[3:0.01:671; xlabel ("t'); ylabel ('u(t)")

u=[ul u2 u3 u4dl;
t=linspace (0,6, length(u));
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Obr. 16.18. Model vstupu u(t) [m] vykresleny v Matlabe

Vypocet rieSenia odozvy systému v Matlabe vykoname pre vSeobecny pripad automobilu
s moznostou zmeny vstupnych parametrov. To znamena, Ze vstupni prenosovu funkciu zadame
v skripte parametricky a vysledny tvare tejto prenosovej funkcie sa vypocita zo zadanych vstupnych
parametrov na zaciatku skriptu. Ako vstupny budiaci signal u(t) budeme uvazovat’ signal zadefinovany

v predchadzajucom skripte Matlabu. Vysledok rieSenia odozvy je zndzorneny na Obr. 16.19.

clc
clear
close all

ml=50;
m2=200;
k1=5000;
k2=1200;
b2=700;

num=k1l*[b2 k2];

den=[ml*m2 (ml+m2)*b2 k1*m2+k2* (ml+m2) kl*Db2
k1*k27;

sys=tf (num, den); %$Prenosova funkcia systému

$Vstup systému

ul=0.1*[0:0.01:0.99]; %y=0.1*t
u2=0*[1:0.01:1.99]+0.1;
u3=-0.1*[2:0.01:3]40.3; %$y=-0.1*t+0.3
u4=0*[3:0.01:671;

u=[ul u2 u3 u4dl;
t=linspace (0,6, length(u));

y=lsim(sys, u, t); %RieSenie odozvy systému

figure (1)

subplot (2,1,1)

plot(t, u,'--r', 'LineWidth',2)
grid on

title('Vstup systému')

xlabel ('t'"); ylabel('u(t)")

subplot (2,1,2)
plot(t,u,'r',t,y,'b', 'LineWidth', 2)
grid on

title ('Odozva systému')

xlabel ('t"); ylabel ('y(t), u(t)")
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Vstup systému
0.1 T ¥ T

0.08 - \ E
/
0.06 - , N .
S o0 v -

0.021- 7/ \ -

0,02 I I I I I

Odozva systému
0.15 -

0.05 - b

y(t), u(t)

0,05 I I I I I

Obr. 16.19. Priebeh odozvy systému y(t) [m] na vstup u(t) [m]

16.3 ANALYZA IMPULZNEJ ODOZVY SYSTEMU

V pripade dynamickych systémov mozno takisto vySetrovat’ impulzni odozvu systému, kedy
vstupnym signal je funkcia definovana v zmysle impulznej funkcie u(t) = 8(t). Matlab na vySetrovanie
impulznej odozvy poskytuje vstavany prikaz impulse, ktory vypocita impulznii odozvu linearneho
casovo-invariantného systému definované¢ho prenosovou funkciou G(s).

Syntax prikazu impulse ma ako v pripade predchadzajucich prikazov step a Isim podobne

viacer¢ variacie pouzitia. Prikaz impulse mozno zadefinovat’ v tychto modifikéciach:
impulse(sys) — vypocita a zobrazi impulznii odozvu systému na jednotkovy impulz 8§(t),

y = impulse(sys) — vypocita impulzni odozvu systému na jednotkovy impulz 8(t) a uloZi

do premenne;j y(t),

y = impulse(sys, Tfinal) — vypocita impulznu odozvu systému na jednotkovy impulz §(t)

s uchovanim odozvy do premennej y(t) po Specificky ¢as Tfinal,

y = impulse(sys, T) — vypocita impulzni odozvu systému na jednotkovy impulz 8(t)

s uchovanim odozvy do premennej y(t), pre zadany vektor ¢asu T,
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[y, t] = impulse(sys) — vypocita impulznti odozvu systému a ulozi rieSenie do premennej y(t)

spolocne s uchovanim ¢asového vektora t,

impulse(sys1,sy2,...,t) — porovnanie viacerych rieSeni impulznej odozvy systémov

na jednom grafe.

Nasledujuci priklad pouzitia prikazu impulse vykresli impulzni odozvu systému na vstupny

signal jednotkového impulzu po ¢as t=30s

Isim(sys, 30) . (16.87)
Priklad ¢. 16.9:

Mechanicky systém zobrazeny na Obr. 16.20 mozno v pociato¢nom §tadiu predpokladat’ ako
systém v pokojnom stave. Systém pozostdva z vozika hmotnosti m = 5Kkg, ktory je pripojeny
k zakladovému ramu prostrednictvom pruZiny s tuhostou k = 1000 N.m™~1. Ak, predpokladame, Ze
v Case t = 0 zacne na vozik posobit’ jednotkovy impulzom &8(t), najdite rieSenie impulznej odozvy

takéhoto systému. Akou impulznou silou mozno systém zastavit’ ?

x(t) ] x(t
— >
Impulzné
S 3(t) 3(t) F,
_> m A'A'A'A'A' _’ m ‘_
@ © © ©

Obr. 16.20. Mechanicky systém vozika

Ak je hmota m uvedena do pohybu impulznou silou, potom rovnica pohybu pre dany systém

bude mat’ tvar

mX = §(t) — Fy (16.88)

a dosadenim za komponentu sily F, dostavame

m¥ + kx = 6(t) . (16.89)
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Zadefinujme int impulznu silu pre zastavenie pohybu a to ako A8(t — T), kde A je nezndma
amplitida impulznej sily a t = T je presne stanoveny okamih tohto impulzu. Potom rovnica pohybu pre
tento systém nadobudne tvar

mX + kx = 6(t) + AS(t —T), x(0) =0, x(0)=0. (16.90)

Laplaceovou transformaciou prevedieme danu rovnicu do Laplaceovho tvaru s uvaZzovanim

nulovych pociato¢nych podmienok x(0) = x(0) =0
(mS2 +K)X(s) =1+ Ae”Ts (16.91)

a vyjadrenim odozvy X(s) dostavame

k k =Ts
X(s) = N Ae™™ 1 m A m¢
YT msZ+k ms2+k  vmk ©\> Vmk o\ (16.92)

Aplikovanim inverznej Laplaceovej transformacie mozno obraz odozvy pretransformovat’ do

Casovej oblasti t a najst’ rieSenie impulznej odozvy x(t)

X Sln * Sln .

Ak je pohyb hmoty m zastaveny v ¢ase t = T, potom x(t) musi byt identicky nulové pre

t > T. Podmienku zastavenia mézeme ziskat’ pre vybrané casy T a amplitudy A

m 31 51
A=1, T=—, T=—7, T=—, ...
\/E \/E \/E (16.94)
m m m

RieSenie v Matlabe pre uvazované vstupné parametre a tri ¢asy T mozno rieSit’ na zaklade

nasledovného skriptu. Priebehy rieSenia s znazornené na Obr. 16.21.

clc

clear

close all

k=1000;

m=5;

A=1;

T=pi/ (sqrt (k/m)) ;
km=sqgrt (k/m) ;
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sl=1/(sqrt(k*m))*tf(km, [1 0O k/m]);

s2=A/ (sqrt (k*m))*tf (km, [1 0 k/m], 'InputDelay', T);
s3=A/ (sqrt(k*m)) *tf (km, [1 O k/m], "InputDelay', 3*T);
s4=A/ (sqrt (k*m) ) *tf (km, [1 O k/m], 'InputDelay', 5*T);

sysl=sl+s2;
sys2=sl+s3;
sys3=sl+s4;

t=0:0.001:2;

pl=impulse(sysl,t); %Impulzna odozva systému
p2=impulse (sys2,t); %Impulznad odozva systému
p3=impulse(sys3,t); %Impulzna odozva systému

figure (1)

subplot (3,1,1)

plot (t,pl, 'LineWidth',2)
grid on

title('Impulznéd odozva systému ¢. 1'")
xlabel ('t"); ylabel('u(t)")
subplot (3,1,2)
plot(t,p2, 'LineWidth', 2)
grid on
title('Impulznd odozva systému ¢. 2')
xlabel ('t'); ylabel('u(t)")
subplot (3,1, 3)
plot (t,p3, 'LineWidth',2)
grid on
title('Impulznd odozva systému ¢. 3')
xlabel ('t'); ylabel('u(t)")
" =107 Impulzna odozva systému c. 1
10 - B
5 |
3 s ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12 14 1.6 18 2
t
063 Impulfné odozYa sys!én‘lu c.2
001 B
£ o
-0.01 - B
_002 L L L L L L L L L
0 02 04 06 08 1 12 14 16 18 2
t
2 Impul‘zné odozYa sys(én‘m €.3
001 B
£ o
-0.01 - B
-0.02 Il Il Il Il Il Il Il Il Il
0 0.2 04 06 08 1 12 14 16 18 2
Obr. 16.21. Odozva systému pre rézne ¢asy T posobenia impulznej sily
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Priklad ¢. 16.10:

Mechanicky systém zobrazeny na Obr. 16.22 je v pociatocnom S§taddiu v pokoji. Posunutie
hmoty m = 10 kg, ktora je pripevnena k pruzine k = 50 N.m! a tlmi¢u b = 20 N.s.m™ je merana od
rovnovaznej polohy. V ¢ase t = 0 je hmota m uvedena do pohybu jednotkovou impulznou silou.

Pouzitim Matlabu vykreslite odozvu dané¢ho systému pre systém bez casového oneskorenia

a takisto pre systém, ktory zacne reagovat’ az po ¢ase T =10 s.

x(t) x(t)
Impulzna F
sila g5(t) 5(t) —
—P m —p m

@ @@ ° §@@|
J777777m777m7777””7777

Obr. 16.22. Mechanicky systém s impulznym vstupom

Diferencialna rovnica pohybu systému s impulznym jednotkovym vstupom 8(t) ma tvar
mX = 6(t) —Fx —Fp, (16.95)
potom dosadenim za sily Fy a F, dostavame
mX + bx + kx = §(t) . (16.96)
Laplaceovou transformaciou pri uvazovani nulovych pociatoénych podmienok musi platit’, Ze
(ms? +bs + k)X(s) = 1. (16.97)

To znamend, ze impulzna odozva systému na jednotkovy impulz pre systém bez ¢asového

oneskorenia bude dana prenosovou funkciou

G(s) = X(s) = (16.98)

ms2 +bs+k’

Zatial’ Co prenosova funkcia pre systém s ¢asovym oneskorenim bude mat’ tento tvar prenosovej

funkcie
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1
6O =XO) = o hs 7k (1699)

Pre zadané vstupy m, k, b vyrieSime danu odozvu systému v Matlabe pouzitim nasledujtcich
prikazov Matlabu. Na rieSenie odozvy pouzijeme prikaz impulse, ktory riesi impulzni odozvu systému.

Riesenie uvazujeme pre ¢as t do 30 s. Priebeh rieSenia odozvy je zobrazeny na Obr. 16.23.

clc
clear
close all

k=50;
m=10;
b=20;
T=10;

t=0:0.01:30;
num=[1];
den=[m b k];

sys=tf (num, den); %$Prenosova funkcia systému
sysT=tf (num, den, 'InputDelay', T); %Prenosova funkcia systému

pl=impulse(sys, t); %Impulzna odozva systému
p2=impulse (sysT, t); %$Impulznd odozva systému

figure (1)

subplot (2,1,1)

plot (t,pl, 'LineWidth',2)

grid on

title('Impulznéd odozva systému
xlabel ('t'); ylabel('u(t)")

Q
—

subplot(2,1,2)

plot (t,p2, 'LineWidth',2)

grid on

title('Impulznéd odozva systému
xlabel ('t"); ylabel('u(t)")

Q
N

a odozva systému ¢. 1
0.03 T

0.02 b

a odozva systému ¢. 2
0.03 T

0.01 - b

u(t)

Obr. 16.23. Odozva systému bez oneskorenia a s ¢asovym oneskorenim T
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Ulohy na rieSenie:

Problém 16.1:

Mechanicky systém zobrazeny na Obr. 16.24 je definovany znamymi parametrami systému
m = 1kg k; = 1000N.m !, b; = 10 N.s.m 1. Vyrieite odozvu takéhoto systému v Matlabe
pre simula¢ny ¢as t € (0,30) s a zobrazte na grafe posunutie a rychlost hmoty v zavislosti od ¢asu t
ato:

a) pre jednotkovy skok sily F =10 N,

b) a takisto pre harmonicky meniaci sa signal sily F = 10 sin wt, ak frekvencia kmitania je

f = 5Hz.
X(t)
—
k,
F(t)
m |—»p

Obr. 16.24. Hmota-pruzina-tlmic

Problém 16.2:

Mechanicky systém, ktory predstavuje systém dvoch kmitajucich hmot je zobrazeny na
Obr. 16.25. Parametre systému si zname, m; = 2kg, m, = 1.5kg, k; = 1500N.m™ 1,
k, = 1000N.m~1,b = 100 N.s.m™1. Vyrieste odozvu takéto systému v Matlabe pre simulacny
Cast € (0,50) s s asovym krokom dt = 0.01 s a to:

a) akvieme, zesily F; = 5N, F, = 15 N sa menia skokovo,

b) pre harmonicky meniaci sa signal sily F; =5 sinwqt, F, = 15 cos w,t, ak frekvencie

kmitania st f; = f, = 3 Hz.

Zobrazte na grafe priebehy posunuti a rychlosti hmoét v zavislosti od ¢asu t.

Obr. 16.25. Dve kmitajuce hmoty
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Problém 16.3:

Mechanicky systém Stvrtinovej Casti automobilu podl'a Obr. 16.26 je budeny zo spodnej Casti
reli¢fom vozovky, pozri Obr. 16.26. Ak pozname parametre systému my; = 250 Kkg,
k; = 10000N.m™!, b; = 1000 N.s.m™1, vyrieste odozvu systému v Matlabe pre simulaény ¢as

t €(0,8) s a zobrazte na grafe posunutie a rychlost” hmoty v zavislosti od ¢asu t.

u(t)“
14

v

14

Obr. 16.26. Prejazd automobilu cez nerovnost

Problém 16.4:

Mechanicky systém Stvrtinového modelu automobilu je zndzorneny na Obr. 16.27. Parametre
systtmu si my; = 230kg, m, = 35kg, k; = 15000N.m!, k, = 6000N.m™ 1,
b; = 800N.s.m~1. Vyrieite odozvu takéto systému v Matlabe pre simulaény ¢as t € (0,10) s
s casovym krokom dt = 0.01 s, ak automobil prekonava spomalova¢ zndzorneny na Obr. 16.27.

Zobrazte na grafoch priebehy posunuti a rychlosti hmoét v zavislosti od casu t.

=3
—
AAAAA
YIVYY
ke
—_—
,

Il
m, of 1 4 5\6 8/9 t
Tx

P u(t)

Obr. 16.27. Stvrtinovy model automobilu pri prejazde cez spomalovac
Problém 16.5:

Na d’alSom obrazku Obr. 16.28 je znazorneny vozik so zanedbate'nou hmotnost'ou, na ktorom
kmita hmota m; = 5 kg na olejovom filme b, = 10 N.s.m™1. Dalsie pruzno-tlmiace charakteristiky

systtmusik; = 1000 N.m™1, b; = 750 N.s.m™1. Vyrieste odozvu takéto systému v Matlabe pre

420|Strana



ANALYZA ODOZVY SYSTEMOV

simula¢ny ¢as t € (0,8) s s Casovym krokom dt = 0.01 s, ak vieme, Ze vozik je budeny signalom

podl'a Obr. 16.28. Zobrazte na grafoch priebehy posunuti a rychlosti hmoty m4 v zavislosti od Casu t.

x(t)
AN u
1%
m,
1 | ! !

Obr. 16.28. Vozik s kmitajucou hmotou

uit)

Problém 16.6:

Pre elektricky systém RLC obvodu, ktory je znazorneny na Obr. 16.29 pozname parametre
R = 10Q,L = 100 mH, C = 150 pF. Vyrieste odozvu systému v Matlabe (t. j. napitie na rezistore,
cievke a kondenzatore), pre simula¢ny ¢as t € (0, 1) s a uvazovany ¢asovy krok dt = 0.001 s:

a) ak sa napétie na vstupe meni skokovou, = 12V,

b) a ak sa napédtie meni harmonicky u, = 12 sin wt pre uvazovani frekvenciu kmitania

f =50Hz.

Zobrazte na grafe vypocitané odozvy systému v zavislosti od Casu t.

Obr. 16.29. Sériovy RLC obvod

Problém 16.7:

Pre elektricky systém, ktory zobrazeny na nasledujucom Obr. 16.30 uvazujeme parametre
Ry = 100Q, R, = 1509, L; = 150 mH, L, = 200 mH, C = 250 pF. Zobrazte, ako sa meni
napditie na kondenzatore pre simula¢ny ¢as t € (0, 1) s a uvazovany ¢asovy krok dt = 0.001 s:

a) ak sa napitie na vstupe meni skokovou, = 24V,

b) a ak sa napitie meni harmonicky u, = 24 sin wt pre uvazovanu frekvenciu kmitania

f =50Hz.

Zobrazte na grafe vSetky vypocitané veli¢iny v zavislosti od ¢asu t.
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Obr. 16.30. RLC obvod

Problém 16.8:

Pneumaticky systém dvoch tlakovych nadob s objemom V; = 12 m3 a V, = 15 m? je plneny
vzduchom shustotou p=1.236kg.m=3 pri tlaka p; =1MPa cez ventil s odporom
R; = 1500 Pa.kg1.s. Proces plnenia mozno povazovat za izotermicky dej. Plyn ma moznost
z nadoby ¢&. 1 pradit’ do nadoby &. 2 cez ventil s odporom R, = 2500 Pa.kg™1.s, pozri Obr. 16.31.
Vypocitajte a zobrazte ako sa meni tlak v jednotlivych nadobach pouzitim Matlabu pre uvaZovany

simulaény ¢as plnenia t € (0,30) s.

Y
A

A
A

i

IE

Qunsi P P P P

\_______/
c, c,

P.
P P

Obr. 16.31. Pneumaticky systém
Problém 16.9:

Hydraulicky systém troch nadob s plochami prierezu S; = 20 m?, S, = 15 m? a S; = 25 m?
je zobrazeny na nasledujicom Obr. 16.32.

Hydraulicky systém nadob, ktoré st postupne plnené kvapalinou rovnakej hustoty
p =1000kg.m3 ato tlakom vyvolanim &erpadlom Ap, ktoré pumpuje kvapalinu cez ventil s
odporom R; = 17 000 Pa.kg~1.s do nadoby ¢&. 1 a cez ventil s odporom R, = 15 000 Pa.kg™1.s
do nadoby ¢. 2 je znazorneny na Obr. 16.32.

Kvapalina ma d’alej moznost’ z nadoby ¢. 1 pradit do nadoby €. 2 v spodnej Casti cez
hydraulicky ventil s odporom Rz = 25 000 Pa.kg™1.s. Z nadoby ¢&. 2 potom kvapalina d’alej pradi
cez hydraulicky ventil s odporom R, = 15 000 Pa.kg~1.s do nadoby &. 3 a napokon vyteka von
do atmosférického tlaku cez ventil s odporom Rg = 23 000 Pa.kg™1.s .

Napiste skript v Matlabe, v ktorom vypocitate ako sa budi mienit’ jednotlivé vysky hladin
v nadrziach €. 1, 2 a 3 pre simula¢ny ¢as plnenia t € (0,300) s ak predpokladame, Ze:

a) tlak v ¢erpadle Ap sa meni skokovou funkciou na hodnotu Ap = 20.10° Pa,

b) resp. ak tlak v &erpadle kolise na zaklade funkcie Ap = 20.10° + 1.10* sin(2nt) Pa.
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P<

Obr. 16.32. Hydraulicky systém
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