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Ucebnica Modelovanie a simuldcia mechatronickych systémov 2 svojim obsahom zastresuje
rozsahy predmetov Mechatronika a Simuldcie mechatronickych systémov, ktoré su vyucované
v bakaldrskom stupni studia odboru Aplikovand mechanika a mechatronika na Strojnickej fakulte STU.
Text tejto ucebnice poskytuje komplexné techniky spracovania a modelovania hlavnych typov
inZinierskych systémov. Zaoberd sa metddami riesenia vyslednych diferencidilnych rovnic réznych typov
fyzikdInych systémov, ako aj poskytufe sprievodné matematické postupy, ktoré sa tykaju reprezentdcie
dynamickych systémov a stanovenia ich charakteristik odozvy. Je nutné poznamenat, Ze obsah tejto
knihy nie je primarne urceny len pre studentov bakaldrskeho studia, ale kniha svojou obsahovou strankou
poskytuje zaujimavé informdcie o spésobe modelovania a simuldcif af pre rocniky inZinierskeho studia.

Kniha Modelovanie a simuldcia mechatronickych systémov 2 poskytuje okrem teoretickych
poznatkov aj velké mnoZstvo praktickych ukdZok zoblasti modelovania a riadenia dynamickych
systémov. Pri vySetrovani sprdvania sa dynamickych systémov sa v ramci ucebnice vyuZivaju moderné
simulacné nastroje softvéru Matlab a Matlab/Simulink. Prevazna cast ucebnice je venovand praktickym
a nazornym ukazkam principu modelovania (t. j. ziskania matematického modelu vo forme diferencidlnej
rovnice resp. sustavy diferencidinych rovnic) zakladnych fyzikdinych systémov ako su mechanicky systém,
elektricky a elektro-mechanicky systém, dalej pneumaticky a hydraulicky systém, ako aj tepelny systém.
Zdbvoau vyuZitia sucasného moderného pristupu simuldcie odvodenych matematickych modelov
na pocitaci, je prevaZnd cast odvodenych matematickych modelov transformovand na systém v tvare
blokovej schémy, ktord je potom simulovand v interaktivnom prostredi programu Matlab/Simulink.

V ucebnici sa okrem simuldcie systémov v Simulinku vyuZivaju aj programovacie techniky pisania
simulacnych skriptov, ktoré sliZia na vysetrovanie odozvy systémov. V ramci tychto skriptov mozZno
postupnou integrdciou diferencidinej rovnice resp. sustavy diferencidinych rovnic v maticovom tvare,
vypocitat a zobrazit' charakteristiku odozvy systému na odpovedajucich grafoch v zdvislosti od casu.

Poznamenajme, Ze na simuldciu modelov a modelovanie je v ramci celej knihy vyuZity softver
Matlab verzie R2019b (vyvinuty spolocnostou MathWorks), dalej nadstavba Matlabu — Control toolbox
(ndstroj sliZiaci na modelovanie a riadenie dynamickych systémov) a taktieZ interaktivny simulacny
nastroj Matlab/Simulink (uréeny na interaktivne modelovanie systémov vo forme blokovej schémy).
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Predhovor

Aj ked na tému simulicia a modelovanie systémov uz bolo publikované velké mnozstvo
vedeckych ¢lankov a prispevkov na rdéznych vedeckych konferenciach, a tejto téme sa venovali viaceré
knizné vedecké publikacie, tato téma simulacie a modelovania systémov je prakticky nevycCerpatel'na.

Napriek tomu, ze pri tvorbe simulacie systémov je metodika postupu skoro vzdy rovnaka,
pozadovany vysledok nie vzdy musi byt identicky. Po€ita¢ova simulacia bola vyvinuta ruka v ruke
s rychlym nérastom a rozvojom pocitacovej techniky, ktora bola postupne zavadzana do bezného
zivota. Prvé vel'ké nasadenie poc€itacovej simulacie bolo vyuzité napr. v projekte Manhattan pocas II.
svetovej vojny (kedy sa jednalo o simuléaciu 12 tazkych guli, realizovanej pomocou algoritmu Monte
Carlo). V tomto pripade sa poc¢itaova simulacia vyuzila na vytvorenie modelu jadrového vybuchu
atomovej bomby, ktorej nest’astné pouzitie nakoniec ukoncilo II. svetovu vojnu.

Poznatok simulacie a modelovania systémov umoznil vedcom z NASA v roku 1961 spravne
vypocitat’ presné letové drahy modulu Apollo 11 pri jeho lete na mesiac. Pri vypoétoch tychto letovych
drah mesaéného modulu sa vtom ¢ase prakticky prvykrat vyuzilo naprogramovanie numerického
principu rieSenia diferencidlnych rovnic, ktoré boli do tohto casu pocitané prakticky rucnym,
analytickym spdsobom a nie vyuzitim simulacie na pocitaci.

Pocitacova simulacia sa Casto pouziva ako doplnok alebo nadhrada na modelovanie systémov.
Existuje v§ak mnoho d’al§ich réznych typov pocitacovych simulacii, ako si simulacia virtualnej
reality, simulicia leteckého trenaZéra, simuldcia priudenia kvapaliny v potrubi a d’alSie iné.
Spoloénym rysom, ktoré vSetky simulacie zdielaju, je pokus generovat vzorku reprezentativnych
scenarov pre dany model, v ktorom je obsiahnuty kompletny zoznam vsetkych moznych stavov
uvazovaného modelu. Pocitacové modely boli povodne pouzivané ako doplnok k d’alSej argumentacii,
ale ich pouzitie sa neskor stalo pomerne rozsirené. Kazdy z nds ma urciti osobnu sktisenost’ s modelom,
modelovanim alebo simuldciou. Uz ako malé deti sme sa hravali s r6znymi modelmi auticok ¢i
vlacikov, pomocou plasteliny sme modelovali objekty od vymyslu sveta a s prichodom pecita¢ovych
hier hravali hry, ktoré simulovali jazdu na motorkéch, autach alebo lietadlach.

Modelovanie a simulacia st vSak vel'mi délezité aj pre vedu a vyskum. Technicki inZinieri,
ekonémovia, prirodovedci, chemici a d’al$i ini vyuzivaju modely dennodenne vo svojej praci
a v sucasnosti sa matematické modely stali ich neodmyslite'nou sucastou prace. Zatial’ ¢o pomocou
modelov mozu chemicki inZinieri bezpecne skiimat’ chemické reakcie r6znych prvkov, na druhej strane
skiimanie zalozené na tvorbe virtudlnych modelov umoznuje znizit' naklady na vyvoj a testovanie
novych produktov. Vd’aka modelom v zmensenej mierke mozno v priebehu kratkeho ¢asu nadobudnit’
a ziskat potrebné informacii o skimanom objekte, ktory je vystaveny predpokladanému
simulovanému prevadzkovému zat’aZeniu.

Modely a simulécie sa vyuzivaju na vel'mi r6znorodé ucely. Pokial mame nad systémom

kontrolu a dobre mu rozumieme, mézeme ho vyuzit’ na porovnanie réznych moznosti postupu, skusat’



rozne varianty a vyhodnocovat zasahy do systému. Simulacia by mala vierohodne zobrazovat
spravanie sa skimaného systému. Tento druh modelovania sa vyuziva hlavne v technickych odboroch
napr. pri konstrukcii dopravnych prostriedkov. Modelovanie a simulacia roznych systémov prinasa v
kombinacii s vel'kym technologickym pokrokom v poslednej dobe obrovské vyhody. Simulacia Setri
Cas, peniaze a mnohokrat méze pomdct ochranit’ Iudské zivoty. V kombinacii s Coraz viac sa
zvysujicim vypoctovym vykonom rastl aj naroky na detailnost’, presnost’ a vierohodnost’ realizovane;j
simulacie. I ked’ vyvoj simula¢nych prostriedkov dnes postupil tak d’aleko, ze v mnohych pripadoch sa
nevyzaduje od pouzivatela znalost programovania, vSetky moderné simula¢né nastroje maji Cast,
v ktorej existuje moznost' doplnenia modelu o vlastné naprogramované skripty, ktoré vyjadruju
$pecifické vlastnosti modelu. Tymto spdsobom mdzeme dany realizovany model vylepsit.

Problematikou modelovania a simulacii matematickych modelov sa zaobera aj tato ucebnica,
ktora prinasa pre buducich mechatronickych inZinierov moZznost’ pochopit’ a naucit’ sa, ako spravne
tvorit’ matematické modely zakladnych fyzikalnych systémov. Na druhej strane poskytuje moznost’
ziskat’ zru€nosti pri tvorbe simulécii a vySetrovani odozvy takychto dynamickych systémov pre rozne
uvazované vstupné budiace signaly s vyuzitim modernych pristupov modelovania a simulicie na
pocitaci. Poznamenajme, ze pri simulaciach sa vyuziva princip interaktivnej prace v prostredi softvéru
Matlab a Matlab/Simulink (modelovanie fyzikalnych systémov v podobe blokovych schém).
Kompletny text ucebnice je logicky zacleneny do nasledujucich 10 kapitol:

Kapitola 1 sa venuje teoretickym zdkladom modelovania systémov. V tejto kapitole su
popisané zakladné pojmy, zakladna klasifikacia systémov, viazby systémov, vlastnosti matematického

modelu a zakladné procesy modelovania.
Kapitola 2 sa venuje teorii simulacie, metodike a postupu simuldcie modelov.

Kapitola 3 je zamerana na teériu dynamickych systémov, tvorbu matematickych modelov

systémov a opis systémov prenosovou funkciou.

Kapitola 4 pojednava o tedrii Laplaceovej transformacie systémov, inverznej Laplaceovej

transformacii a rieSeni linearnych diferencialnych rovnic metdodou Laplaceovej transformacie.

Kapitola 5 je venovana teodrii blokového diagramu. Zaobera sa tvorbou a simulaciou systémov
realizovanych formou blokového diagramu a redukciou zlozitych blokovych diagramov na jeden blok
prenosovej funkcie. V tejto kapitole st takisto popisané zdkladne kniznice Simulinku, ako st Commonly

Used blocks, Sources a Sinks.

Kapitola 6 sa venuje zdkladom simulacie matematickych modelov s vyuzitim Simulinku. Tato

kapitola takisto poskytuje poznatky o modelovani a simulécii systémov s vyuzitim Matlab skriptu.

Kapitola 7 je zamerana na tedriu tvorby stavového opisu systému. V tejto kapitole st vysvetlené
postupy ako z matematického modelu systému, ktory je opisany ststavou diferencidlnych rovnic,

ziskame stavovy opis sustavy diferencidlnych rovnic 1. radu



Kapitola 8 sa venuje te6rii numerického rieSenia diferencialnych rovnic. V tejto kapitole st
vysvetlené numerické metddy, ktoré mozno pouzit na ziskanie numerického rieSenia sustavy
diferencialnych rovnic. Na praktickych prikladoch su vysvetlené sposoby ako ziskat' rieSenie

matematickych modelov pouzitim vstavanych riesi¢ov Matlabu.

Kapitoly 9 a 10 su primarne zamerané na popis tvorby a simuldcie matematickych modelov
s vyuzitim Simulinku. V tychto kapitolach mozno najst’ nazorné priklady modelov z réznej fyzikalne;j

podstaty, ktoré st simulované formou blokového diagramu v Matlab/Simulinku.



Citaty na avod:

,, Zakladné myslienky vedy su vicsinou jednoduché a pravidla sa daju reprodukovat jazykom,
ktory je zrozumitelny kazdemu. *
Albert Einstein

,, Vedecky clovek nema za ciel’ dojst k okamzitemu vysledku. Neocakdva, Ze sa jeho pokrocilé

napady a myslienky lahko uchytia. Jeho praca je ako praca plantdznika — pre budicnost. Jeho

povinnostou je polozZit zaklady a ukdazat cestu tym, ktori pridu po nom.

Nikola Tesla

., Nenecham sa odradit, pretoze kazdy zIly pokus, ktory mam za sebou, je dalsim krokom vpred

«

— krokom k dosiahnutiu uspechu. ‘
Thomas Alva Edison
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1 MODELOVANIE A MODELY

O modelovani sa ¢asto hovori, Ze je viac umenim nez vedou. Istym spésobom sa vSak podoba
tesarskemu remeslu. Kazdy modelar pristupuje k problému inym spdsobom; podla druhu svojho
vzdelania, skusenosti a v neposlednej rade i vkusu alebo prevladajucej mode. Pokial’ je vSak problém
jasne Specifikovany, tzn. ze ak vieme ¢o je ulohou daného modelu, resp. vieme k comu bude dany model
sluzit’ a vSetky udaje st k dispozicii, potom dvaja skiseni modelari pravdepodobne vytvoria uplne

podobné dva funkéné modely.

1.1 UVODNE POJMY MODELOVANIA

Systém je ¢okol'vek, ¢o mozno nejakym spdsobom vyclenit’ v mysleni z reality. Systém je
nieco, ¢o sa nejakym spdsobom 1iSi od svojho komplementu. Aby sme nie¢o vnimali a mohli o tom
premyslat’, musime to najskor rozpoznat, odlisit’ od okolia a od ostatnych javov. Na to, aby bolo mozno
systém vnimat nielen ako jednoduchy jav, musi byt systém skonstruovany a poskladany z nejakych
sucasti. Tieto Casti st spolu nejakym sposobom v ramci systému tesnejSie previazané, neZ sl javy mimo
tohto systému. Ak by to tak nebolo, zlozky systému by stviseli viac s okolitym svetom, ktory sa
nachadza mimo systému, nez so systémom v jeho vnutri, ktory by sa nasledne rozpadol, lebo jeho sucasti
by splynuli s tymto okolitym svetom. Systém existujici v redlnom svete mdézeme (alebo chceme)
nejakym sposobom reprezentovat, nahradit’ nejakym inym systémom, ktory je jednoduchsi,
zrozumitel'nejsi a lepSie zvladnute;si.

Skimanu realitu (systém) budeme nazyvat’ originalom, reprezentiaciou systému, co je
podobne nejaky typ systému, ktory nazveme modelom. Kazdy model je vytvarany za nejakym ti¢elom
Pri procese modelovania zachovame len tie zloZKy, vlastnosti a vzt’ahy systému, ktoré su na tento ucel
podstatné. Trochu presnejsie mozno povedat, Ze systém je takd mnozina prvkov, na ktorej si definované

urcité relacie. Original O a model M musia byt teda také, ze existuje morfizmus (zobrazenie, tvar)
®:0-M, (1.1)

kde zobrazenie ® o¢akavame, Ze bude jednoduchym zobrazenim.

Kazdy model je postaveny na nejakych predpokladoch, ktoré ¢asto nie s uplne realistické.
Akt cenu teda ma jeho analyza a na aké otazky moze model odpovedat’? V tejto situacii sa ukazuje ako
uzito¢né rozlisit’ projekciu a predikciu (predpoved’). Kym predikcia hovori, ¢o sa stane; projekcia
popisuje, ¢o by sa za istych predpokladov mohlo stat’.

S pouzitim gramatickych terminov mozno povedat’, ze predikcia je indikativ a projekcia je
konjuktiv. Napr. zo Struktary nejakej sustavy rovnic vyplyva, aké su hranice alebo trendy vyvoja

modelovaného ekosystému alebo spolo¢enstva pripadne, ked’ cely systém skolabuje.

12|Strana



MODELOVANIE A MODELY

Tieto vysledky mozno l'ahko spochybnit’ poukdzanim na to, ze podmienky vyvoja sa modzu
menit’. Tato kritika je vSak opravnena iba v pripade pouzitia modelu predikcie. Pri projekcii je uplne
bezvyznamna. Projekcia totiz nehovori ni¢ o budicnosti, iba odpoveda na otazku, ako by sa dany
systém spraval, pokial’ by okolnosti alebo podmienky boli nemenné.

Projekcia ukazuje nieCo o stcasnosti modelu, presnejSie povedané o vztahu sucasnych
podmienok a systému, ktory sa v nich vyvija; neodhaluje v8ak jeho budicnost’. VySetrovanie dosledkov
suc¢asného stavu pre budicnost, pokial by sa nemenili okolnosti, je velmi silnym nastrojom
k porozumeniu suc¢asného stavu.

Podobnym sposobom funguje napr. tachometer. Ak tachometer ukazuje hodnotu
90 kilometrov za hodinu, mozno predpovedat, Ze automobil bude za hodinu vo vzdialenosti
90 kilometrov od sucasnej polohy. Tato predikcia je takmer istotne mylna. Projekcia vSak hovori, ze
pokial’ by automobil zostal na priamej vozovke dlhej aspont 90 km a pohyboval sa stale rovnakou
rychlostou v, tak by za hodinu jazdy dosiahol vzdialenost 90 km od sticasnej polohy. Nikto snad’

nespochybiiuje, Ze udaj 90 km/h poskytuje celkom cennt informaciu o aktualnom stave automobilu.

1.2 ROZDELENIE MODELOV

Modely mozno klasifikovat’ podl'a réznych hl'adisk. Prvé z hl'adisk vychadza z povahy modelu;
podla prvého hl'adiska rozliSujeme modely:
e materidlne a

e idealne.

Materialne modely (ikonické modely) su vsetky modely, ktoré mozno principialne uchopit’ do
ruky alebo aspofi ohmatat’ — modely lodi, lietadiel, stavieb, vodnych ciest. Modelom ¢loveka moze byt
napr. kostra, figurina vytvarovana z anatomického gélu, modelom moze byt tiez terc, ktory sluzi k
nacviku ostrej strel’by a d’alSie iné. Za modely tohto druhu mézZeme povazovat’ samozrejme aj pocitace.
Materidlnymi modelmi sa v ramci tejto knihy zaoberat’ nebudeme.

Idealne modely mozno rozdelit' na schematické modely, ktoré predstavuju rézne schémy
elektrickych obvodov, dopravnych sieti, vztahov 0sdb v socidlnom systéme a pod. Na druhej strane
medzi idealne modely dalej radime matematické modely, ktoré su popisované pomocou
matematickych symbolov a taktiez pocitacové modely, ktoré st tvorené nejakym pocitaCovym
programom.

Je zrejmé, Zze medzi matematickymi a pocitaCovymi modelmi neexistuje ostra hranica
— samotny pocitaovy program moéze byt totiz napisany na papieri ako postupnost’ nejakych
matematickych symbolov, ¢astami pocitaCového programu su spravidla aj matematické formulacie.
Z matematického modelu mozno vytvorit’ po¢itatovy model, pokial’ existuji efektivne algoritmy na
rieSenie pouzitych rovnic, algoritmy na vypocet hodnét prislusnych funkcii a vyhodnotenie

matematickych a logickych vyrazov. Napr. programové systémy pre symbolické vypocéty (Matlab,
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Mathematica, ...) umoznuju zapisat' a analyzovat’ matematicky model nielen ru¢ne na papieri, ale
taktiez i vo virtualnom svete.
Zakladnym kritériom na delenie matematickych a pocitacovych modelov je ich spravanie sa
v Case t. Na zéklade tohto hl'adiska delime modely na
e statické (nemeniace sa v Case) a

e dynamické (vyvijajuce sa v Case).

V pripade cisto matematickych modelov je toto rozdelenie trochu problematické.
V matematike ¢as t vo vlastnom zmysle neexistuje. Aj pohyb alebo smerovanie sa vyjadruje pomocou
Cisto strohej formulécie: ,.kazdému € existuje 8, ktor¢ ...““. PresnejSie je teda dynamicky model taky,
v ktorom existuje jedna privilegovana skalarna veli¢ina modelujuca ¢as t. Dynamické modely mozno
d’alej rozlisit’ na
e modely bez pamite a

e modely s pamitou.

U modelov s pamit’ou zavisi stav modelu (nasledujtci stav) na sicasnom (aktualnom) stave,
ale aj na stave v minulom (predchadzajucom) ¢asovom okamziku resp. na vyvoji modelu v minulosti;
u modelov bez pamiite zavisi iba na aktudlnom stave. Matematické resp. po€itaové modely mozno
d’alej delit’ podl'a charakteru veli¢in a premennych v fiom vystupujtcich. Jednou z moznosti je rozdelit’
tieto modely na

e stochastické (v modeli sa vyskytuje aspoil jedna nahodna velicina) a

e deterministické (v modeli sa ndhodna veli¢ina nevyskytuje).

Nahodnou veli¢inou v pripade dynamickych modelov nie je Cas t. Toto delenie je opét’ iba
pomocné, nakol'ko kazdi veli¢inu mozno povazovat’ za ndhodnu velic¢inu; distribuéna funkcia tychto
»henahodnych premennych* nadobuda iba dve hodnoty, konkrétne 0 a 1. Matematické modely d’alej
mozno delit’ na

o diskrétne (veli¢iny nadobudaju spocitatel'ne vel'a hodnot),
e spojité (veli¢iny nadobudaji hodnoty z nejakého kontinua) a

e zmieSané (v modeli sa vyskytuju premenné dvoch typov).

V pripade dynamickych modelov mézeme mat’ modely, v ktorych je Cas diskrétny a ostatné
veliCiny su spojité. Modely so spojitym ¢asom a ostatnymi diskrétnymi veli¢inami alebo modely so
vSetkymi veli¢inami spojitého charakteru a pod. Je teda potrebné rozliSovat,, ¢i sa pri tejto klasifikacii
hovori o ¢ase t ako privilegovanej premennej alebo o ostatnych veli¢inach. Vzhl'adom k tomu, Ze kazdy
digitalny pocita¢ sa mdze nachadzat’ iba v koneCnom pocte stavov — anezalezi na tom, ze ich je
nepredstavitel'ne vela.

Ind moznost’ klasifikdcie matematickych a pocitatovych modelov vychiddza zich vztahu

k okoliu resp. k velicinam, ktoré nie su sicastou modelu. V tomto pripade mozno modely rozdelit’ na
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e autondomne (nezavislé na okoli) a

e neautondémne (explicitne zavislé na nejakej vonkajsej premenne;j).

U dynamickych modelov je najdolezitejSia zavislost’ na ¢ase t; prislusné systémy dynamickych
rovnic sa delia na autonémne a neautonémne podrla toho, ¢i je pri nich explicitne uvedeny cas t alebo
nie. Modely autonomne v Case vyjadruju v pripade ostatnych premennych fundamentalne prirodné
zéakony; napr. rozpad Castic prebieha rovnako vo §tvrtok ako v piatok, na Zemi alebo na Marse. VA¢Sinu
prirodnych procesov modelujeme modelmi autonomnymi v ¢ase a neautonomne v pripade inych
premennych; napr. model zavislosti bodu varu vody na teplote je iny pri atmosférickom tlaku vzduchu
a iny pri nizSom tlaku nez je tento normalny tlak.

Do tohto bodu vsetky uvedené Kklasifikacie vychadzali z charakteru modelov, nie vSak
z matematickych metdd pouzitych pri ich tvorbe. Pri takomto pristupe by sme mohli hovorit’ o modeloch
zalozenych na tedrii mnozin alebo relacnych Struktarach, rovnako na maticovej algebre, na
diferencidlnych alebo diferenénych rovniciach a to oby¢ajnych alebo parcialnych. V tomto zmysle
by modely boli sucast’'ou prislusnej matematickej discipliny. Presnejsie povedané, by vystupovali ako
priklady ilustrujuce pouzitelnost tedrie na riesenie redlnych problémov.

Iny spdsob klasifikacie modelov méze byt zaloZzeny na vztahu medzi modelom a originalom.
Z tohto hl'adiska moZzno rozlisit’ modely

e demonstrativne a

e vysvetl'ujace.

DemonStrativne modely prislusny jav alebo dej len popisuju, ukazuji ako dej vyzera alebo
prebieha, nikdy nevysvetl'uja preco tomu tak je. Napr. Keplerove zakony popisuji pohyb planét okolo
slnka. VysvetPujice modely sa snazia odpovedat na otazku preCo; st zaloZzené na presne
formulovanych predpokladoch ajasne vymedzenych pojmoch, ktoré oznacuju pozorovatelné
a v lepSom pripade i kvantifikované javy. Napr. Newtonove pohybové ziakony spolu s gravitatnym
zékonom vysvetl'uju, preo sa planéty pohybuji konstantnou plosnou rychlostou po kuzeloseckach
s ohniskom v Slnku.

Explikativny model teda redukuje nejaky realny proces na procesy alebo javy inej Girovne.
Tie mézu byt jednoduchsie alebo prvotnejSie, pretoze si konkrétnejSie, I'ahSie pozorovatelné
(napr. vyvoj populacie popisana poctom jedincov, ktori sa narodili a zomreli za sledovany cas) alebo
naopak abstraktnejSie. Pokial’ hovorime o ucelnosti modelu, mézeme uviest’ este jedno klasifikacné
kritérium. Modely mozno delit’ na

e teoretické a

e praktické.

Teoretické modely sluzia k porozumeniu, ako sa nejaky systém za ur¢itych podmienok sprava

alebo preco sa tak sprava. Prakticky model ma predpovedat’, ako sa konkrétny systém bude sprévat,
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pripadne pomoct’ pri rozhodnuti sa pre nejaky zasah do systému. Teoreticky model by mal byt
dostato¢ne jednoduchy, aby z neho bolo vidiet’, preco sa deje to, ¢o sa deje. Vzt'ah medzi hypotézami
a zavermi sprostredkuje porozumenie modelovaného systému. Nahradenim komplexného systému
zlozitym modelom, ktorému nerozumieme, poznanie neprehibi.

Teoretické modely su casto vyjadrené niekolkymi rovnicami, ktoré predstavuju tie
najrelevantnejSie procesy podielajuce sa na niekolkych javoch, ktoré st predmetom skimania.
Prakticky model obetuje jednoduchost’, aby ziskal ¢o najpresnejsiu predikciu spravania sa konkrétneho
systému. Mo6ze obsahovat’ mnoho rovnic odvodenych z mnozstva pozorovanych udajov. Takyto model
je obvykle prili§ komplikovany, aby ho bolo mozné nejako matematicky analyzovat’; tento model vSak
mozno simulovat’ na pocitaci. Delenie modelov na teoretické a praktické je iba pomocnym delenim.
Cisto teoretické a praktické modely predstavuju akési extrémy, skutoéné modely totiz lezia niekde
medzi nimi.

Modely d’alej mozno delit’ na

e linearne a

e nelinearne.

Zakladnou vlastnostou zlozitych systémov je ich nelinearita, ktora sa prejavuje tak, ze malé
zmeny nejakych hodnot vyvolaju velké (skokové, nepredvidatelné) zmeny hodndt inych.
Z nelinearnych vlastnosti alebo vizieb potom vyplyva chaotické spravanie sa systému. Nelinearita sa
stava akymsi zaklinadlom. Slovo ,linearita“ ma totiz prinajmenSom tri rézne vyznamy. O aku
nelinearitu sa jedna, vystihuje prislusné opozitum. Do uvedenej klasifikacie linearity a nelinearity
nezapada rozsirené pouzivanie pojmu ,nelineirna dynamika®“. V linearnej dynamike je odozva
systému na nejaky podnet definovana ako zmena imerna tomuto podnetu, ale v pripade nelinearnej
dynamiky je odozva ¢asto i mnohokrat vicsia, nez v pripade linearnej dynamiky. Systém sa stava
omnoho citlivej$im na pokusy o zmenu kvalitativneho stavu. Vysledkom vyjasnenia pojmu byva
zjednodusenie problému alebo aspon jeho I'ah$ia myslienkova uchopitelnost’. V pripade ,linearity*

vsak mozeme dojst’ k tomu, Ze veci st komplikovanejsie, nez sa na pociatku javili.

1.3 VAZBY SYSTEMU

Predstavme si nejaky systém tvoreny z niekolkych prvkov (napr. nejaké sucasti, ¢innosti,
suciastky elektrického obvodu a pod.), ktoré su spojené vizbou, t. j. vzajomne na sebe zavisia,
ovplyviuju sa (napr. naslednost’ ¢innosti; vodi¢ medzi prvkami obvodu a pod.). Tieto vizby mozu byt
linearne (po prvej Cinnosti nasleduje druhd, po nej tretia, potom $tvrta a atd’.; vSetky stciastky su
zapojené sériovo) alebo nejakd vézba moze byt spitna vizba (napr. po Stvrtej Cinnosti sa vratime

k druhej; niektoré suciastky nemaju len jeden vstup a jeden vystup).
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Spitné viazby mozno d’alej klasifikovat’ ako pozitivne spiitné vizby (tieto st vdcsinou zlé,
¢asto vedu k nejakému kolapsu alebo expldzii) a negativne spéatné vizby (tieto su spravidla lepsie,

¢asto vedu k nejakej rovnovahe).

linearna vazba

» O »O »O »O %
(@)

‘/—\ spatna vazba

» O »O » O »O »O -

K—/k/

(b)

Obr. 1.1. (a) linearna vdzba, (b) spitna vézba

Pojem spétna vézba sa pouziva aj v inom vyzname — jednorazovéa odozva na nejaki akciu alebo
¢innost’ (,,Studenti ndm poskytli spédtnt vizbu*). Z tohto dovodu modze byt vhodné miesto pojmu spétna
vizba u trvale vzijomne sa ovplyviiujucich prvkov (teda v systémovom ponati), pouzivat pojem

,,slucka® alebo ,,systémova slucka*.

1.4 FUNKCNA ZAVISLOST

Zavislost' nejakej veli€iny (tzv. zavislej premennej) na nejakej inej (tzv. nezavislej
premennej) graficky znazornujeme kartézskym grafom; vodorovné osi byvaju hodnoty nezavislej
premennej, na zvislej osi zobrazujeme hodnoty zavislej premenne;j. O zavislosti povieme, Ze je linedrna,
pokial’ vyslednym grafom je priamka; vo vSetkych ostatnych pripadoch tato zavislost nazyvame
nelinearnou.

Toto vymedzenie je vSak prili§ vagne. Napr. nebolo povedané ni¢ o stupnici na osiach X a y.
Zavislost’ na Obr. 1.2 (a) by sme prehlasili za nelinearnu. Pokial’ vSak stupnica na zvislej osi bude
logaritmicka, dostaneme Obr. 1.2 (b); zavislost’ je teda zobrazena priamkou, ktort mozno prehlasit

za linearnu.

y logy

y=2 logy =xlog 2

X log x
(a) (b)

Obr. 1.2. (a) rovnomerna stupnica, (b) logaritmicka stupnica
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Prvé spresnenie definicie linearity spociva v nahradeni obrazku vyrazom. Situdciu na Obr. 1.3,
t. j. zavislost’ premennej y na nezavislej premennej X, ktorej grafom je priamka, mozeme zapisat’
rovnostou

y=2-x+1, (1.2)

teda ako nasobok nezavisle premennej, ku ktorej je pripocitana hodnota 1. VSeobecny zapis linearnej

zavislosti je

y=a-x+b. (1.3)

y =2x +1

>
»

X

Obr. 1.3. Graf zavislosti y = 2x +1

Zavislost' na Obr. 1.2 (a) je zapisana rovnostouy = 2%, teda formulaciou iného tvaru. Rovnost’

y = 2* v§ak mozeme zlogaritmovat’ a teda upravit’ na tvar

logy =x-log2. (14)

Ak teraz oznaCime a = log 2 a z = logy, potom dostavame, Ze

Z=a-x, (1.5)

teda linearnu zavislost’ premennej z na premennej X. Zavislost' na zaklade Obr. 1.2 (a), ktora je
povazovana za nelinearnu — vyjadrend v tvare linedrnej zavislosti.

Zovseobecnenim tejto uvahy je zistenie, ze linearna zavislost’ nejakych veli¢in nie je ich
vnitornou vlastnostou, ale je désledkom oznadenia. Inak povedané, zalezi na tom, o prehlasime za
premenné veli¢iny. VSeobecne neexistuje ziadne pravidlo, ktoré by umoznilo rozhodnit’ sa, ¢o je ta
prava premenna — je to nieco, ¢o sme spocitali alebo namerali, logaritmus nameranej hodnoty alebo

nieco iné.
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Ak teda hovorime o linearnej zavislosti, je potrebné dokladne Specifikovat’, o aké veliciny sa
jedna. Vsetky veli¢iny, ktorymi sme sa doteraz zaoberali, mozno povazovat' za veliiny statické.
ZaujimavejSie a dolezitejSie su veli¢iny dynamické, ktoré vznikaju ako vysledok nejakého procesu
prebiehajuceho v Case t. Napr. pohyb, zmena pohybu (stavu), vznik a zanik posobenia nejakej veliciny,
to vSetko je prejavom nejakej zakonitosti. Veli¢ina v stave zrodu alebo v stave zmeny zavisi na nejakej
inej veli¢ine, na inom vplyve. Této zavislost moze byt linearna alebo nelinearna. Rozhodnut sa, o aky
typ zavislosti sa jednd, je opét’ otazka uhlu pohladu. Poznamenajme, Ze matematicky je dynamicka
rovnica linedrna, pokial spifia princip superpozicie. Pokisme sa tito myslienku ilustrovat
jednoduchym prikladom.

Zostavme matematicky model ucenia sa. Premennu, ktora bude predstavovat akumulaciu
nadobudnutych vedomosti, ozna¢ime ako zakladnu premennt X (v terminologii dynamickych systémov
tato premennu nazyvame stavovou alebo fazovou premennou; v terminologii systémovej dynamiky
jednoducho akumuliciou).

Mnozstvo vedomosti sa bude v zavislosti na uceni v priebehu ¢asu t menit’; preto veli¢inu x
symbolicky zapisujeme ako X = x(t). Potom symbol X(t) oznacuje mnozstvo nadobudnutych
vedomosti v ¢asovom okamziku t. Proces uc¢enia mozno vyjadrit’ ako mnozstvo ziskanych vedomosti
v nasledujucom casovom okamziku alebo vyjadrenim veli¢iny ako x(t+ 1). Najjednoduchsou
predstavou je, Ze v kazdom ¢asovom okamziku alebo jednotkovom ¢asovom intervale sa Student nieco
nauci, takto ziska mnozstvo vedomosti d, ktoré pribudne k vedomostiam, ktoré uz nadobudol v minulom

Case t. Matematicky zapisané

x(t+1)=x(t) +d. (1.6)

Tato formulécia je vlastne zapisom linearnej zavislosti veli¢iny x(t + 1) na veli¢ine x(t); tato

zavislost’ s parametrom d = 1 je znazornena na nasledujicom Obr. 1.4 (a).

x(t+1) t x(t) 1
25 1 o5 |
20 | T
| x(t+1)=x(t)+d 201 x(t) = x(0)+td
15 | 15
10 | 10 |
57 5 T
O 5 40 15 20 25 30t O 5 10 15 20 25 30t

(a) (b)

Obr. 1.4. (a) Graf linearnej zavislosti ¢lena postupnosti, (b) graf linearnej postupnosti
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Grafom je priamka. Pokial’ v nejakom pociato¢nom case t. j. v okamziku t = 0, je mnozstvo

vedomosti x(0), bude mnozstvo vedomosti v ¢ase t dané vyrazom

x(t) =x(0) +t-d, (1.7)

tento vysledok je vyjadrenim vSeobecného Clena aritmetickej postupnosti. Opit’ sme dostali linearnu
zavislost’, tentokrat veli¢iny x(t) na veli¢ine t; tato zavislost’ je znazornena na Obr. 1.4 (b), kded = 1
a x(0) = 1. Predchadzajiici model teraz priblizime realite rozdelenim procesu uéenia na proces
— ziskavania novych vedomosti a proces zabudania. Symbol x(t) bude opit’ ozna¢ovat’ mnozstvo
vedomosti v konkrétnom ¢ase t. Pravidlo, podla ktorého uréime mnozstvo vedomosti v kazdom

nasledujiicom okamziku bude teraz

x(t+1) =x() +b-x(t) —c-x(t), (1.8)

kde b je parameter, ktory bude vyjadrovat’ mnozstvo novo prijatych vedomosti (t. j. rychlost’ ziskavania
novych poznatkov), ¢ je parameter, ktorym budeme kvantifikovat' Ubytok vedomosti (vyjadruje
relativne mnoZstvo zabudnutych vedomosti v &ase t; teda akusi rychlost zabudania). Upravou

predchadzajiuceho vyrazu dostavame
xt+1)=0+b—-c) x(t). (1.9)
Oznacenimr = 1 + b — ¢ dostavame
x(t+1) =r-x((t), (1.10)
teda opét’ linearnu zavislost’ veli¢iny x(t + 1) na veli¢ine x(t); zavislost' sr = 2 je znazornena na
Obr. 1.5.

x(t+1) 4

400 T x(t+1)=x(t)+b-x(t)-c x(t)
300 +

200 +

100 +

Obr. 1.5. Graf linedrnej zavislosti ¢lenov postupnosti; x(t + 1) = 2-x(t)
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V tomto pripade bude mnozstvo vedomosti v Case t dané¢ vyrazom

x(t) =x(0)-rt, (1.11)

vysledok je vyjadrenim vSeobecného ¢lena geometrickej postupnosti.

Zavislost x(t) =x(0)-r® s x(0) =0.01 ar = 2 je znazornena na Obr. 1.6 (a) a (b).
Na Obr. 1.6 (b) je zavislost’ zobrazena v semi-logaritmickom stradnom systéme. Zavislost mnozstva
vedomosti od ¢asu t teda mozno prehlasit’ za nelinearnu, pokial’ za zakladni premennt uvazujeme

veli¢inu x(t) alebo za linearnu, pokial’ za zakladni premennu predpokladame veli¢inu log x(t).

X(t) 4 log x(t) 1
300 +
250 T 1e+02 |
200 1e+01 4
x(t)=0.01-2'

150 T 1e+00 +
100 1+ 1e-01 +

50T 1e-02 +

0 5 10 15 t 0 5 10 15 t

(@) (b)

Obr. 1.6. Graf nelinedrnej postupnosti x(t) = 0.01 - 2%; (a) zobrazenie v linedrnych osiach,
(b) zobrazenie v semi-logaritmickom systéme

Vyvoj veli¢iny x sme vyjadrovali pomocou jej hodnoty v nasledujucom ¢asovom okamziku,
t.j. x(t + 1) sme vyjadrili pomocou x(t). Ind moznost’ ako vyjadrit’ zmenu nejakej veli¢iny, je pomocou
tzv. prirastku tejto veliC¢iny. Zmenu veli¢iny X vcase t vyjadruje jej prirastok

Ax(t) = x(t+ 1) — x(t).

x(t+1)-x(t) | x(t+1)-x(t) |
14 1
121 x(t+1)=x(t)+1 15 5

X(t+1)=2-x(t)

1.0 1

10 4
08 |
5 4
06
o < : : , . : ‘L ‘L ,
5 10 15 X(t) 5 10 15 X(t)
(a) (b)

Obr. 1.7. Graf zavislosti absolitneho prirastku Ax(t) = x(t + 1) — x(t) na hodnote x(t); (a) Ax(t) = 1, t.j.
x(t+ 1) =x() + 1, (b) Ax(t) = x(t), t.j. x(t + 1) = 2 - x(t)
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Model x(t + 1) = x(t) + d teda mozno zapisat’ do tvaru

Ax(t) =d (1.12)

a model x(t + 1) = r - x(t) mozno napisat’ ako

Ax(t) = (r — 1) - x(t) alebo Ax(t) = (b —c)-x(t) . (1.13)

Prva zavislost sd = 1 je zndzornena na Obr. 1.7 (a), druha zavislost’ s parametromr = 2 je

znazornena na Obr. 1.7 (b). Opét’ sa jedna o linearnu zavislost’. Iny mozny spdsob vyjadrenia zmeny

veliCiny X je pomocou jej relativneho prirastku

8®—Mm 1.14
x(t) = X0 (1.14)
Tymto spésobom vyjadrime prvy model vyvoja vedomosti v tvare
6x(t) = d 1.15
x(t) = "0 (1.15)
a druhy v tvare
6x(tH) =r—1 alebo 6x(t) =b-—c. (1.16)

Prva z tychto zavislosti s parametrom d = 1 je zndzornena na Obr. 1.8 (a), druha zavislost’

s parametrom r = 2 je znazornena na Obr. 1.8 (b).

[x(t+1)-x(t)}/x(t)

14 +

08 T 12 + S -

Sy ($)= ax(t)=1
el Sx(t)=1/x(t) ol
04 1 0.8 +
02 T 06 4

0 5 10 15 x(t) 0 5 10 15 X(t)

(a) (b)

Obr. 1.8. Graf zavislosti relativneho prirastku 6x(t) = (x(t + 1) — x(t))/x(t) na hodnote x(t); (a) x(t) =
1/x(0), t.j.x(t+ 1) =x(t) + 1, (b) 6x(t) = 1, t.j. x(t + 1) = 2-x(t)
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Tentokrat sa v prvom pripade jednd o zavislost nelinearnu, ktora generuje linearnu
postupnost’ x(t) = x(0) +t-d; vdruhom o zavislost linearnu, ktora generuje nelinearnu
postupnost’ x(t) = x(0) - r'. Ako je to teraz s linearitou?

V oboch uvedenych prikladoch vyslo, ze pri istom parametre d alebo r bude mnoZzstvo prijatych
vedomosti rast’ nad vSetky medze. To samozrejme nie je mozné; model je nutné priblizit’ este viac k
realite. Tym sa vysvetl'ovanim dostaneme za hranice toho — Co je linearna zavislost’ matematického
modelu. Ak vyjdeme z posledného vyjadrenia 8x(t) = b — ¢, relativny prirastok vedomosti je rozdiel
rychlosti prijimania novych poznatkov a rychlosti zabudania starych poznatkov. Tento rozdiel mozno

chapat’ ako rychlost’ nadobudania vedomosti; oznac¢ime ako v = b — ¢, potom model nadobudne tvar
&x(t) =v, (1.17)

teda relativny prirastok vedomosti je rovny rychlosti nadobudania vedomosti a tato rychlost’ je
konStantna.

Rychlost’ nadobtidania vedomosti v, ale v skuto¢nosti nie je konstanta nezavisla na Comkol'vek.
Tato rychlost’ by mohla zavisiet na aktudlnom mnozstve vedomosti. Cim viac vedomosti mame, tym
obt’iaznejSie mozno prijimat’ nové vedomosti, nakol'ko je komplikovanejsie ukladat’ nové poznatky do
rozsiahlej siete predchadzajacich. Teda ¢im viac poznatkov, tym mensia je rychlost’ b prijimania novych
poznatkov a v dosledku toho je mensia rychlost’ ucenia v. Alebo inak, ¢im viac vedomosti mame, tym
sme star$i, Co znamend, Ze schopnost’ absorbovat’ poznatky sa zniZuje, teda rychlost’ zabudania c je
vicsia; opat’ dosledkom toho je nizsia rychlost’ u¢enia v. Na zaklade oboch uvah vyplyva, Ze veli¢ina
v zavisi na veli¢ine x(t) ato tak, Ze ¢im je vicSie x(t), tym je mensia hodnota v. Opat’ budeme

predpokladat’, Ze tato zavislost’ je linearna a teda

v=—-a-x(t)+V, (1.18)
kde aaVsi kladné konstanty; veliCina V vyjadruje maximalnu mozni rychlost nadobudania
vedomosti, t. j. rychlost nadobudania vedomosti mysl'ou nezatazenou, koeficient a predstavuje
spomalenie tejto schopnosti vplyvom uz prijatych vedomosti. Vysledny model bude mat’ teda tvar

ox(t) =—a-x(t) +V. (1.19)

Relativny prirastok vedomosti zavisi linearne na aktualnom stave vedomosti. Rozpisanim

relativneho prirastku 8x(t) a jednoduchou tipravou vyrazu mozno tento model prepisat’ na tvar

x(t+1)=x(t)-(1+V—a-x(t)), (1.20)
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teda na nelinearnu zavislost’ mnozstva vedomosti v nasledujicom ¢asovom okamziku na aktualnom
mnozstve vedomosti. Mnozstvo vedomosti v Case t uz vSeobecnejsie nie je mozné vyjadrit’ ziadnou inou
formulou. Zo znalosti poc¢iato¢nej hodnoty x(0) mozZno vypocitat’ hodnotu x(1), z tej potom hodnotu
x(2) atd. Zavislost mnozstva vedomosti na Case je pre uvazované hodnoty V=0.5,a=1 a
x(0) = 0.001 znizornena na Obr. 1.9. Ako mozno vidiet, pri tomto zobrazeni sa jedna o zavislost’

nelinearnu. Tato zavislost’ je navySe monoténna; mnozstvo vedomosti rastie s casom t.

x(t)
05 T
0.4 1

03 1 x(t+1)=x(t)(1.5-x(t))
02 1

01 T

Obr. 1.9. Graf postupnosti x(t) generovanej modelom x(t+1)=x(t)(1.5-x(t)) s po¢iatocnou
hodnotou x(0)=0.001
Zaujimavejsie vysledky dostaneme napr. pri vol'be parametrov a = 1 a V = 3. Casovy priebeh
veli¢iny x(t) s pociato¢nou hodnotou x(0) = 0.001 je znazorneny na Obr. 1.10 (a) a priebeh
s po¢iato¢nou hodnotou x(0) = 0.001001 zase na Obr. 1.10 (b).

(a) (b)

Obr. 1.10. Graf postupnosti x(t) generovany modelom x(t + 1) = x(t)(4 — x(t)) s po&iato&nou hodnotou (a)
x(0) = 0.001 a (b) x(0) = 0.001001

Predovsetkym mozno vidiet, Ze zavislost’ je od istého ¢asu nelinearna, na grafe su viditeI'né
skoky hore a dole (matematicky povedané, zavislost’ nie je monoténna). V takomto pripade ziadna
vol'ba stupnice na ziadnej osi nezobrazi zavislost ako linearnu. Mame teda prvy pripad akejsi
nelinearity. Inou vlastnostou asového priebehu je jasna nepravidelnost’ skokov. Dalsia vlastnost,

ktora stoji za pozornost’ je, Ze pri zmene pociatoénej hodnoty x(0) z 0.001 na 0.001001, teda o jedno
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promile, sa obrazok uplne zmenil, prva polovica Obr. 1.10 (a) je Gplne ind, nez prava polovica
Obr. 1.10 (b). Mala zmena pociatoénej hodnoty vyvolala vel'kti zmenu priebehu veli¢iny. Veli¢ina x(t),

ktora je generovana jednoduchym lineaArnym modelom 8x(t) = —a - x(t) + V v konkrétnom tvare

ox(t) = —x(t) + 3, (1.21)

ma vSetky vlastnosti, ktoré charakterizuju chaoes. Veli¢ina generovana tym istym modelom s trochu

inym parametrom V, teda modelom

ox(t) = —x(t) +1, (1.22)

vykazuje vlastnosti také, Ze mala zmena nezavislej premennej vyvola mali zmenu zavislej premenne;j.
Z pohladu na graf mozno o priebehu povedat’ prakticky vsetko. Hodnota x(t) narastie k istej hodnote

(presne k hodnote 0. 5, v§eobecne vyjadrené k hodnote V/a), ktora predstavuje akusi kapacitu mysle.

1.5 VLASTNOSTI MATEMATICKEHO MODELU

Staticky model byva prevazne zapisany nejakych systémom rovnosti, ktoré¢ vyjadruju
Strukturu modelovaného javu v Sirokom zmysle tohto slova . Pre dynamicky model je typické, ze je
tvoreny nejakym systémom dynamickych rovnic. Ich rieSenie popisuje spravanie sa modelovaného

procesu v ¢ase t. Preto byva pozadované, aby model a jeho prislusné rovnice mali nasledovné vlastnosti:

1. existencia rieSenia,
2. jednoznacnost rieSenia,

3. spojita zavislost’ na vstupnych udajoch modelu.

Prvé vlastnost’ je jednoznacne nutna. Model, ktory by nemal rieSenie, nemoze ni¢ modelovat’
— bud’ by modelovany dej nemohol prebiehat’, alebo by boli rovnice nespravne. Poziadavka, aby
existovalo rieSenie, vSak neznamena, Ze toto rieSenie musime poznat’ alebo byt schopni toto riesenie
najst. Na projekciu z modelu Casto plne postacuje matematicka analyza prisluSnych rovnic
(napr. s vyuzitim metod kvalitativnej teorie diferencialnych rovnic) alebo priblizné rieSenie najdené
numerickym spdsobom (¢o je d’alsi dovod, preCo neexistuje ostra hranica medzi matematickymi
a pocitacovymi modelmi).

Pokial’ by model nebol jednoznacne riesitelny, nebol by vhodny na projekciu procesu; nebolo
by totiz jasné, ktoré zjeho viac rieSeni sa bude realizovat. Ak nema model jednoznacné rieSenie
neznamena to vsak, Ze je to zy model.

Nejednoznacény totiz mdze byt aj modelovany dej (pokial’ v§ak netrvame na tom, Ze Laplaceov

determinizmus je pravdivym vyjadrenim skutocnosti). V pripade stochastickych modelov je rieSenim
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nejakd nahodna funkcia, zobrazenie ¢asu t do mnozZiny nahodnych veli¢in. V takomto pripade
pozadujeme, aby bola jednoznacne urcena Casovo zavisla distribuéna funkcia prisluSnej nahodnej
veliciny.

Spojita zavislost’ na vstupnych datach modelu je podmienkou pre praktickil pouzitelnost
modelu. Pokial’ mald zmena vstupu vyvola vel'ka zmenu vystupu, nemozeme ni¢ projektovat’. Vsetky
udaje totiz pozndme len s istou obmedzenou presnostou a pri nespojitej zavislosti rieSenia by sme
dostali vysledky s chybou vi¢sou nez je prijateI'na medza; presnejsie povedané, takéto vysledky dostat’,
je neprijate'né, nakol’ko sa objavuje d’alSia neistota. Pokial’ rieSenie nezavisi na vstupnych tdajoch
spojite a mame istotu, ze model je spravny (alebo mame aspoil dobry dovod si mysliet, ze tomu tak je),
vieme iba to, Ze ni¢ 0 moznej buducnosti nevieme povedat. Populdrna interpretacia je, Ze ,,mavnutie
motylich kridiel nad Tokiom vyvola hurikan na Floride®, ni¢ nevysvetl'uje; naopak predstiera znalost,
ktora principialne nie je mozna.

Typicky priklad nespojitej zavislosti na pociatocnych podmienkach je zndzorneny na
Obr. 1.10 (a) a (b). Mozno vidiet’, ze projektovany priebeh deja sa v oboch obrazkoch zhoduje zhruba
po prvych Strnastich ¢asovych jednotkach. Toto pozorovanie ukazuje potrebu d’al$ej analyzy modelov;
ur¢it’ alebo odhadnut’ ¢as, po aky je pri znamej presnosti poznania vstupnych udajov rieSenie eSte
prijate'né. V kazdom pripade nie su modely, u ktorych rieSenie zavisi na vstupnych datach nespojito,
pouziteI'né na asymptoticku analyzu procesov, t. j. na ur¢enie dlhodobych trendov, ale iba na analyzu

transientnu, t. j. na popis dynamiky v kratkom ¢asovom intervale.

1.6 PROCES MODELOVANIA

Na nasledujucom Obr. 1.11 st schematicky znazornen¢ kroky, z ktorych pozostava zostavenie,

testovanie a pripadne modifikacia modelu.

Uréenie
ciela modelu

\ 4

Je ciel
dosiahnutelny

A

A 4

Zostavenie
modelu

\ 4

Vyhodnotenie

A 4

modelu
/‘L\
Modifikacia Prijatie Zamietnutie modelu
modelu modelu a novy zaciatok

Obr. 1.11. Schéma procesu modelovania

26|Strana



MODELOVANIE A MODELY

Prvy krok, t. j. urcenie ciel’a modelu je podstatnym krokom procesu modelovania; aj napriek
tomu ostava Casto opomenuty. Spoc¢iva v rozhodnuti k ¢omu presne bude dany model uréeny. Od
modelu nemdzeme chceiet, aby bol spravnym modelom do najmensich detailov, ale méZeme trvat’ na
tom, aby bol modelom uzitoénym. Uzito¢nost’ modelu je ur¢ena jeho cielom a hodnotou tohto ciel’a.

Dolezitym aspektom pri zostavovani ciela je rozhodnutie, na akom mieste $kaly medzi
teoretickymi a praktickymi modelmi ma byt model vytvoreny. Teda ¢i chceme pouzit model
k porozumeniu systému a k jeho interpretacii, alebo k predpovedi jeho spravania sa, ktory sa uz bude
vyvijat’ sam alebo pod vplyvom nejakych vonkajsich zasahov. Dal§im délezitym rozhodnutim je, aku
numericka presnost’ budeme od modelu pozadovat. Presna odpoved’ alebo projekcia byva casto
cielom praktickych aplikacii. Pokial je vSak hlavnym ciel'om teoretické porozumenie, méze stacit’, ked’
model poskytne spravne znamienko alebo nejakt init rozumnu kvalitativnu odpoved’; napr. liek A je
skuto¢ne ucinne;jsi ako liek B, systém sa neustali v nejakej rovnovéaznej polohe, ale bude oscilovat’ a pod.

Dalsim krokom je posudenie dosaZitelnosti ciela. Najobvyklejsou prekazkou je ¢as alebo
dostupnost’ udajov. Pokial sa jednd o odhad potrebného Casu, je na mieste pesimizmus, hlavne v pripade
zaciato¢nikov v procese modelovania. Z tohoto dévodu je dobré zaCat s malym projektom, ktory
pripadne moze byt v buducnosti rozSireny na nejaky komplexnejsi projekt alebo s jednoduchym
modelom, ku ktorému moZno neskor pridat’ dopliujice alebo rozsirujuce podrobnosti.

Naproti tomu odhad, toho ¢i st dostupné vsSetky potrebné data, moéze byt optimisticky.
ZaciatoCnici Casto dospeju k zaveru, Ze projekt je neriesitel'ny, lebo chybaji nejaké udaje. Ale modely
mavaju niekol’ko parametrov alebo predpokladov, ktoré maju iba maly alebo ziadny vplyv na relevantné
aspekty spravania modelu. Jediny sposob ako poznat, ¢i nejaké 0Udaje st skutoCne potrebné, je
uskutocnenie analyzy citlivosti (senzitivity) alebo elasticity (kvantifikacie vplyvov jednotlivych
zloziek modelu na vysledné spravanie modelu).

Principu tvorby dynamického modelu bude venovana nasledujica kapitola, vyhodnotenie
modelu zavisi na tom, o aky model sa jedna. Poslednym krokom procesu modelovania je rozhodnutie
sa, ¢i dany model prijmeme a ¢i nie. V druhom pripade je treba posudit, ¢i celu pracu zahodime
a zatneme odznovu, alebo ¢i sa model stanovenému ciel'u aspon priblizil a stacilo by ho nejako
modifikovat’. Na tomto mieste je dobré upozornit’, Ze matematicky model nemusi byt vobec spravny ,
ale moze byt zly, pokial’ zanedbava nejaky dolezity jav alebo de;j.

Jeden model vS§ak mo6ze byt lepsi nez ten druhy v tom zmysle, Ze lepSie dosahuje svoj ciel’, napr.
presnejsie projektuje mozny vyvoj alebo dava lepsi pohlad do problému. Model lepsi z jedného
hl'adiska moze byt na druhej strane horsi z hl'adiska iného. NezanedbateIné je pritom samozrejme
hl'adisko jednoduchosti modelu. Napr. Ptolemaiov model slnecnej sustavy poskytoval presnejSie
predpovede postavenia planét na nebeskej sfére nez Kopernikov; ten vSak bol jednoduchsi, umoznil
slne¢nu sustavu pochopit’ na novo a v dosledku toho po konfrontacii s pozorovanymi udajmi mohol byt’
Keplerov model spresneny. Vlastne Kopernikovou zasluhou nebolo objavenie pravdivej tedrie, ale

nadobudnutie nového plodného aspektu.
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Dalej poznamenajme, Ze nie je nutné sa snazit’ hned’ zostavit' nejaky najlepsi model (vzhl'adom
k stanovenému ciel'n). UZito¢nejSie modze byt zostavenie jednoduchého modelu a az po vyjasneni, ¢o
danému modelu chyba alebo v ¢om nam model nevyhovuje ho moéZzeme modifikovat’. Takéato
postupnost’ pri tvorbe modelov moze byt’ uzito¢nym a pou¢nym vedl'aj§im vysledkom najdenia lepSieho
modelu.

model

L__l___|

Pojmovy
model

| Mentalny |

A 4

Diagram,
predmodel

Model

|
| Pocitacovy
program I

]

Obr. 1.12. Etapy zostavovania modelu

1.7 ZOSTAVENIE DYNAMICKEHO MODELU

Obr. 1.12 zobrazuje vysledky zakladnych etap pri tvorbe modelu. Skuto¢nost, ze nieCo
rozpoznavame ako systém, je vyjadrena pojmom prevzatym z kognitivnej vedy — mame na mysli
mentalny model tohto systému. Mentalny model je tvoreny nazorom systému (sthrnom vsetkych
vnemov, ktoré nam sprostredkovali naSe zmysly) zasadenim do suvislosti informacii uloZenych
v paméti. Uz z tohto vymedzenia je zrejmé, Zze mentalny model jedného systému sa lisi od ¢loveka
k ¢loveku. Aj keby vSetci na model nazerali rovnako, v pamiti maji rézne spomienky a vedomosti.

Vlastné vyjadrenie matematického modelu zacina zamyslenim sa, zakych zloziek sa
Studovany systém sklada, t. j. aké veliCiny (teda pojmy mozno kvantifikovat’) a procesy st v nom
najdolezitejSie. Tie mozu vyplynut’ z vysledkov pokusu alebo pozorovania; takisto z nameranych dat
alebo predpokladov, ktoré si o systéme vytvarame a odvodzujeme z nich vysledky. Zlozky systému je

uzito¢né rozlisit’ na

1. veli¢iny vo vnutri systému (endogénne), ktoré sa v priebehu ¢asu mézu menit,
2. veli¢iny mimo systém (exogénne), ktoré vSak systém ovplyviiuji a mozu sa v Case
menit,

3. wveli¢iny, ktoré sa v dobe Studovaného vyvoja systému nemenia.
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Jedinou dolezitou otazkou je vyber urovne rozliSenia podrobnosti. Napr. za zlozku systému
modzeme vziat’ skupinu obyvatel'ov rovnakého veku (potom si predstavujeme, Ze jedinci vo vnutri tejto
skupiny su identicki, aj ked’ v skuto¢nosti nie si1), jednotlivych obyvatel'ov alebo naopak skupiny este
véacsie (napr. produktivni I'udia a ti ostatni). Tomuto procesu sa hovori agregacia. Prili§ vysoky stupen
agregacie vedie k tomu, ze agregovana zloZka ni¢ nevypoveda o skuto¢nom stave systému; na druhej
strane, mala agregacia s sebou nesie nebezpecie, ze vysledny model bude prili§ komplexny v rozpore
s cielom modelovania.

Podobnym problémom ako agregacia je rozpoznanie premennych, ktorych zmena ovplyviuje
systém len v malej miere. Potom mozno premenné, ktoré sa menia v pricbehu ¢asu, povazovat' za
konstantné. Pri vybere zloziek modelu si treba taktiez rozmysliet, ktoré zlozky systému na sebe
vzajomne pdsobia alebo mozu posobit’. Vysledkom tohoto rozmyslenia, prvej etapy tvorby modelu, je
pojmovy model, zoznam pojmov, ktoré sa v modelu maji vyskytovat.

Uzito¢nym krokom je tieto pojmy vyjadrit’ grafickou formou. Nejakym spdsobom zobrazit
zlozky systému a vazby medzi nimi, t. j. znazornit’, ktora zlozka ovplyviiuje zlozky iné. Vysledkom tejto
etapy je potom schéma systému, diagram jeho Struktiry. Schéma Struktiry je troviiou abstrakcie
niekde medzi systémom a matematickym modelom, ktort nie je mozné d’alej nijako analyzovat alebo
z nej vyvodzovat’ zévery (Struktira systému eSte negeneruje ani nedeterminuje jeho spravanie). Tejto
abstrakcii sa niekedy hovori predchodca modelu.

Pouzivanym spdsobom grafickej reprezentacie systému je tzv. pric¢inny slu¢kovy diagram
(CLD - zangl. casual loop diagram). Ide o hranovo ohodnoteny orientovany graf. Jeho vrcholy
zastupuju zlozky systému, orientovana hrana vedica zo zlozky X do zlozky Il vyjadruje taku vazbu, ze
zlozka X ovplyviiuje zlozku II. Hrany su ohodnotené symbolmi (+) a (-), ktoré vyjadruju ich polaritu;
ohodnotenie (+) hrany veducej zo zlozky X do zlozky I vyjadruje, Ze zlozka X narastd, zosiliuje,
zintenziviiuje zlozku I1, ich ohodnotenie (-) naopak, Ze X zoslabuje I1. Graf samozrejme mdze obsahovat
slucky (to ale nie su sluc¢ky typu CLD). Cyklus v grafe vyjadruje spitna vizbu systému. Ich polarita je
uréena poctom hran s polaritou (-) v tomto cykle; ak je tento pocet parny, povazujeme spitnu vizbu za
pozitivnu (zosiliiujucu), naopak ak je neparny, povazujeme ju za negativnu (vyrovndvajicu).

Pokial’ sa nedari urcit’ polaritu vézby, je to signadlom, Ze pravdepodobne chyba nejaka dolezita
zlozka systému. Napr. cena urite ovplyviyje trzbu; mozno zdoévodnit, preco ju zvicsuje, rovnako
preco ju zmensuje. Je teda potrebné zahrnit’ d’alsiu zlozku systému — predaj. Cena ovplyviiuje predaj
negativne (vyssia cena predaj zmensuje), predaj spolu s cenou ovplyviiuje trzbu pozitivne (zvicsenie
predaja pri pevnej cene trzbu zvysi, zvySenie ceny pri nezmenenom predaji trzbu taktiez zvysi). Spravny
diagram tohoto jednoduchého systému je zobrazeny na Obr. 1.13 vpravo, nie vSak ten vlavo.

Dalsou ddlezitejSou etapou je vytvorenie vlastného matematického alebo poéitatového
modelu. Tu zavisi na tom, v akom tvare model chceme mat, ¢i ako systém dynamickych rovnic, alebo

inych typov rovnic.
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Obr. 1.13. Priklad: polarita vplyvu ceny na trzbu

Podl'a schémy na Obr. 1.11 ma po zostaveni modelu nasledovat’ jeho vyhodnotenie. To mozno
uskutoc¢nit’ v pripade, ze mame model matematicky a dostato¢ne jednoduchy, t. j. mozno ho analyzovat’
matematickym sposobom. To samozrejme nenastava vzdy; mdzeme mat’ napr. komplikovany prakticky
model na presni predikciu. Potom jedinou cestou k vyhodnoteniu modelu je jeho pocitatova
reprezentacia, nejaky program, ktory numericky riesi prislusné rovnice a pod. Po procese modelovania
teda nasleduje simulacia modelu.

K tomuto ucelu mozno ¢asto vyuzit' existujuce programové prostriedky; najjednoduchsie
dynamické modely mozno simulovat’ i v prostredi tabulkovych procesorov (MS Office, OpenOffice
a pod.), na simulaciu a grafickl reprezentaciu rieSenia tych zlozitejSich mozno vyuzit’ prostredie pre
numerické alebo symbolické vypoclty (Matlab, Mathematica, Maple). Pre modely vo forme
piktogramov su priamo uréené programy Vensim, Stella alebo Powersim. V ramci tejto knihy na
simulaciu vyuzijeme najprofesionalnejsi program na trhu — Matlab a jeho nadstavbu Matlab/Simulink,
ktory je primarne ureny na pouzitie pre technickych inZinierov zaoberajucich sa problémami

mechatroniky.

2 SIMULACIA
2.1 HISTORIA POCITACOVEJ SIMULACIE

Pojednanie o vyuziti metdédy pocitacovej simuldcie zacneme pohladom do historie.
Odhliadnuc od teoretickych praci v oblasti pravdepodobnostnej Statistiky, datujeme prvé
vyznamnejSie vyuzitie simuldcie do roku 1930, ked fyzik Enrico Fermi vyuzil simulacie
nahodnych premennych vo vypoctoch, aby popisal vlastnosti novo objavené¢ho neutréonu. V rokoch
1941-1946 v ramci projektu s ndzvom ,,Manhattan Project* veden¢ho fyzikom J. Robertom
Oppenheimerom, bola vyvinuta nuklearna zbran (atbmova bomba) aj s pomocou vyuzitia metddy

Monte Carlo. Metodu simuldcie dalej spopularizovali fyzici Stanislaw Ulam, John von
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Neumann a Nicolas Metropolis. Prave Ulamov stryko, ktory si poziciaval peniaze na ucely
hazardu v monackych kasinach, inSpiroval nazvom svetoznamych oblasti kasin Monte Carlo.
Prave praca s ndhodnymi premennymi vyvoldva spojitost’ s hazardom v kasinach. Rozvoj
kvality i pristupnosti vypoctovej techniky sa pocitacova simulacia a metdéda Monte Carlo postupne
zacala Coraz CastejSie vyuzivat' vo vednych disciplinach ako fyzika, chémia, ekonomia, ale

aj psychologia, socioldgia, ¢i uz odvetviach operaéného vyskumu.

2.2 SIMULACIA MODELU SYSTEMU

Pojem simulécia, pripadne simulovanie mozno definovat’ na réznom stupni v§eobecnosti. Asi
najvSeobecnejSia je definicia pomocou synonym predstierat’ alebo napodobiiovat. Simuldciu
moézeme teda definovat’ ako imitaciu realnych veci, stavov, vzt'ahov alebo procesov. Existuju aj
definicie presnejSie no vyssia presnost’ je dosiahnuta na tikor v§eobecnosti. Literatiura napriklad uvadza
nasledujucu definiciu: ,,Simulacia je numericka metoda zlozitych pravdepodobnostnych dynamickych
systémov pomocou experimentovania s pocitatovym modelom.“. Ide, ale zjavne o Specificky typ
simulacie, ktory nazyvame po¢ita¢ova simulacia. V prevaznej Casti uCebnice budeme pojmom
simulacia rozumiet’ prave simulaciu pocitacovu, pretoze tuto vyuzivame pri modelovani dynamickych
systémov najCastejSie.

Je vobec simulacia vedecka metoda? Pri hl'adani odpovede na tto otazku je vhodné najskor
pripomentt’, ¢o myslime pod pojmom vedeckd metoda resp. metodologia v§eobecne.

Metodolégiu mozno charakterizovat ako uceleny systém filozofickych a vSeobecne
vedeckych teoretickych principov, ¢i vedeckych vypovedi, ktoré¢ sa tykaju sposobu ziskavania
poznatkov o svete alebo spdsobu vytvarania idealizovaného obrazu sveta. Vedecké metédy st aparatom
kazdej vedeckej prace a bez nich nie je mozno ziskat’ pravdivé, presné, vzajomne suvislé (Struktarované)
a systematické poznanie skuto¢nosti, ¢o s zakladné naroky kladené na vedu.

Metody mozu byt Specifické, pouzivané len urcitou vedou alebo vednymi disciplinami; alebo

vSeobecné pouzivane vSetkymi vednymi odvetviami. Pozname nasledovné vSeobecné vedecké metédy:

pozorovanie,

popis a vysvetlenie,
meranie a porovnanie,
experiment,
modelovanie,

analyza a syntéza,
indukcia a dedukcia,

abdukcia.

P AT e e
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Na tomto mieste moéZeme pristipit’ k zodpovedaniu otazky, ktort sme polozili v tivode kapitoly.
Simulacia je vedecka metoda a to preto, Ze predstavuje urCity spdsob ziskavania poznatkov o svete.
Podrla typu simulacie potom zalezi, ¢i tieto poznatky ziskavame o skutoénom svete alebo o svete
idealizovanom (v podobe urcit¢ého modelu). Simulaciu v skuto¢nom svete moZzeme povazovat’ za
synonymum experimentu.

Simulacia, tak ako ju definuje vicS§ina zdrojov, pracuje s urCitym modelom; teda
s idealizovanou podobou skuto¢ného sveta. Tento fakt, samozrejme nevylucuje moznost’ ziskania
poznatkov o svete realnom. Na urcitej trovni zjednoduSenia moéZeme povedat’, ze simulacia predstavuje
experiment s modelom. Simulicia sa teda nachadza na pomedzi uz vymenovanych v§eobecnych
vedeckych metod.

Predpokladom realizacie simulicie je vytvorenie ur¢it¢ho modelu. Realizacia simulacie potom
predstavuje experiment s modelom. Modelovanie, tak ako je definované, sa od simulacie takmer
neodliSuje. Simuldcia, ktora urcite patri do podmnoziny modelovania, umoZziuje rozsirit' zaber
skiimania aj na Specifické typy modelov, v ktorych uvazujeme ndhodne premenné, teda premenné
ktorych hodnota je vysledkom realizécie ur¢itého Specifického typu pravdepodobnostného rozdelenia.

Realizovat’ simuldciu samozrejme mozno aj u deterministickych modelov. A to obzvlast
v pripadoch, kde by bol vypocet (zistenie) vysledku experimentu s danym modelom prili§ zlozity.
Postavenie simuldcie v ramci vSeobecnych vedeckych metéd zobrazuje schéma zobrazena na

Obr. 2.1.

Experiment Modelovanie Simulacia

Obr. 2.1. Postavenie simulacie v ramci v§eobecnych vied I.

V pripade ak by sme modelovanie chapali iba ako proces tvorby modelu, mohli by sme

simulaciu schematicky znazornit’ podl'a Obr. 2.2.

Modelovanie

Obr. 2.2. Postavenie simulacie v rimci v§eobecnych vied I1.
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Okrem pocitacovej simulacie pozname i tzv. simulaciu fyzickd, ¢i interaktivnu. Odlisnost’
tychto typov simulacii tkvie predovSetkym v povahe pouzitého modelu. Fyzicka simulacia na rozdiel
od pocitacovej simulacie vyuziva fyzické objekty, ktorymi je nahradzovany realny svet. Mdze sa
jednat’ o ur¢ité napodobeniny realnych objektov, ¢i celych systémov v podobe réznych trenazérov

lietadiel alebo lodi simulujucich realny svet, ¢i uz virtualnych pocita¢ovych hier a pod.

2.3 ZASADY, METODY A POSTUPY POCITACOVEJ SIMULACIE

Zobrazit realitu pomocou modelu a nasledne s modelom realizovat’ experiment prostrednictvom
pocitacovej simulacie, nic je jednoduchou zalezitostou. Vedecky pracovnik musi okrem znalosti
Studovaného odboru ovladat’ i matematické, Statistické a informatické metddy a postupy. Ani to vSak
nezarucuje, ze prostrednictvom pocitacovej simulacie spravne zachyti zlozitu splet’ vztahov skiimane;j
reality.

Aj napriek faktu, ze korektna pocitacova simulacia zalezi do istej miery na ,.cite, ¢i ,,umeni‘
vedca — analytika, existuji urcité vSeobecné zasady, metody a postupy, ktorych by sa mala realizacia
pocitacovej simulacie pridrziavat. Model sa v pripade pocitacovej simulacie stava v konecnej
podobe pocitatovym programom, ktory by mal zachytit’ Struktiru modelovaného systému, jeho
dynamiku a taktiez jeho pravdepodobnostny charakter.

V procese tvorby Struktiry modelu je dolezitd perfektna znalost' skiimanych systémov,
predovsetkym vzajomnych vztahov medzi entitami, stavovymi premennymi i systémami navzajom.
Precizne vybudovany model so spravne nadefinovanou struktirou je zakladnou podmienkou korektne
realizovanej simulacie. V procese tvorby modelu byvaju vyuzivane takmer vSetky vSeobecné vedecké
metédy. Prave dynamika modelovaného systému je kl'icova z pohl'adu vyuzitia matematicko-
Statistického aparatu. Dolezité je identifikovat’ dynamiku systému a néasledne vybrat’ a nastavit
prisluSny matematicky aparat. Obvyklé si mozZnosti vyuzivaného aparatu podla nasledujice;j

tabul’ky.

Tabul’ka 2.1. Matematicky aparat pouzity v zavislosti na type modelu

Cas spojity Cas diskrétny
Stavy spojité diferencialne rovnice diferen¢né rovnice
Stavy diskrétne simulacie diskrétnych udalosti Markove ret'azce

Pravdepodobnostny charakter vyskytu udalosti, ktoré¢ ovplyvituju stavové premenné, Ci
atributy entit, kladi na model poziadavky aplikovat generovanie nahodnych C¢isel alebo
generovanie hodndot nahodnych veli¢in podla urcit¢tho pravdepodobnostného rozdelenia.

Problematika generovania pseudonahodnych cisel je v dneSnej dobe jednoducho rieSitel'na
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pomocou vyuzitia vypoctovej techniky. K urceniu typu vhodného typu rozdelenia mézeme vyuzit’
testy dobrej zhody napr. test chi-kvadrat, Kolmogorov-Smirnovov test, ¢i jednoduchu vizualnu
analyzu histogramu.

K transformécii ndhodného ¢isla na hodnoty ndhodnych veli¢in mozno vyuzit metodu
inverznej transformacie, zamietaciu metéodu, kompozicni metéodu alebo opédt vhodny pocitacovy
program, ktory s niektorou z vhodnych metéd spolupracuje. Medzi najCastejSie typy
pravdepodobnostnych rozdeleni patri napr. exponencidlne rozdelenie, rovnomerné rozdelenie,
normalne rozdelenie, logaritmicko-normalne rozdelenie, geometrické rozdelenie, binomické

rozdelenie, Poissonovo rozdelenie, hypergeometrické rozdelenie a d’alSie iné.

2.4 METODIKA POSTUPU SIMULACIE

Simulécia predstavuje urcity nastroj, ktorym sa da namodelovat’ realny systém vo virtudlnom
prostredi, kde mdzeme zobrazit' rieSenia v Case t ovela rychlejsie, ako by dany dej alebo proces
prebichal v skuto¢nosti. Simulacia je proces tvorby modelu redlneho systému a uskuto¢nenia
experimentov na tomto modeli, za u¢elom dosiahnutia lepSicho pochopenia spravania sa Studovaného
systému alebo za ti¢elom posudzovania réznych variantov ¢innosti systému.

Pomocou simulacie mozeme testovat l'ubovolné varianty rieSeni daného problému.
Vizualizdcia ndm napomaha lepSie pochopit’ spravanie procesov na vsetkych trovniach. Taktiez nam
odkryva nepresnosti v idajoch pri Studovanych systémoch. Vyuzitie procesu simulacie pri skimani
matematického modelu, ktory je ndhradou realneho systému ma viac vyhod ako nevyhod.

Vyhodou simulécie je, Ze:

e umoziuje skimanie komplexnych systémov (existujucich alebo navrhovanych),
e Setri naklady (nie je nutné vytvarat’ fyzické modely),

e umoziuje spomalit’ alebo urychlit’ ¢as vo virtudlnom priestore,

e umoziuje tvorit experimenty na vytvorenom modeli,

e pri simulécii neovplyviiujeme ¢innost realneho systému,

e pouzitie simulécie umoziuje lepSie pochopenie realneho systému,

e umoziuje vyuzit’ simulaciu napr. pri Skoleni pracovnikov.

Nevyhodou simulacie:

e jeto, Ze vyzaduje pri vytvarani odborné znalosti,

e nie je vzdy zarucené ziskanie optimalnych hodndt skimanych parametrov systému,

o vytvorenic komplexného systému mdze byt mnohokrat ¢asovo naro¢né,

e (im zlozitej$i redalny systém je, tym obt'aznejsia bude tvorba daného matematického

modelu.
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Realny
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Obr. 2.3. Metodika postupu simulécie

Pri vytvarani simulaéného projektu je vzdy potrebné pridrziavat sa zékladnej metodiky a
postupu simulacie systému. Pomocou metodiky simulacie systémov, ktorej schéma je znazornena na
Obr. 2.3, mozeme predpokladat’ rieSenie nasledujucich tloh:

e Analyza problému a systému — rozpoznanie a definicia problému; organizécia
pracovného timu; definicia systému; vymedzenie cielov skimania aujasnenie
predpokladanych ndkladov; zber a Statistické spracovanie udajov a informacii
o skiimanom systéme.

e Formulacia a vytvorenie pojmového modelu — $pecifikdcia ti€elu modelu; urcenie
komponentov, parametrov a premennych modelu, $pecifikacia funkénych vztahov.

e Vytvorenie po€itatového modelu systému.

Simulacia systémov sa pouziva ako nastroj a metdda skiimania existujicich a navrhovanych
systémov. Jej princip spociva vo vyvodzovani isudkov o simulovanom systéme pomocou experimentov

s jeho simula¢nym modelom.
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3 DYNAMICKE SYSTEMY

V tejto kapitole sa budeme venovat’ popisu zakladnych fyzikalnych dynamickych systémov,
ktoré mézeme najst’ v réznych inzinierskych disciplinach. Zameriame sa hlavne na popis, ako vyriesit’
diferencidlne rovnice matematického modelu analytickym resp. numerickym spdsobom. Cela
kapitola knihy bude slizit’ na predstavenie zédkladnych fyzikalnych systémov z réznych inzinierskych
disciplin, ktorymi sa podrobnejsie budeme zaoberat’ v nasledujucich kapitolach.

Pre tieto dynamické systémy bliz§ie vysvetlime princip modelovania a odvodenia
matematickych modelov, ktoré v kone¢nom $tadiu budt charakterizovat’ resp. opisovat’ spravanie sa
rieSenych dynamickych systémov. Kazdy odvodeny matematicky model budeme riesit’ pre roézne
uvazované vstupné signaly, ¢im dospejeme k rieSeniu v podobe odozvy systému. Modelovanie
inzinierskych fyzikalnych systémov si predstavime pouzitim zjednoteného pristupu.

KedZe diferencialne rovnice, ktoré reprezentuju dynamické fyzikalne systémy, mozu
predstavovat’ rozne diferencidlne formy; zameriame sa len na vybrané formy, ktoré st najviac
kompatibilné s matematickymi metodami alebo numerickych postupom ich rieSenia. Numericky
sposob rieSenia bude vkoneCnom dosledku spravidla aplikovany na prevaznu cCast’ simulacie

diferencialnych rovnic matematického modelu v prostredi Matlab/Simulink.

3.1 TYPY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Statické systémy maji odozvu vystupu na vstup taku, ktora je prevazne staticka a nemeni sa
s Casom t, ak je vstup udrziavany ako konStantny. Tieto statické systémy funguju spravidla ako
jednoduché kalkulacky. To znamena, ze vystup ma vzdy rovnaky okamzity vztah so vstupnym

signalom.

Obr. 3.1. Dynamické systémy: (a) automobil, (b) televizor, (c) vodna veza, (d) varny hrniec, (f)
raketoplan
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Dynamické systémy maju takil odozvu na vstupny signal, ktord nie je vzdy okamzite
priamoumerna vstupnému signalu alebo ruSeniu tohto systému. Tieto systémy reagujii na vstupné
signaly, ruSenia alebo pociato¢né podmienky. Priklady dynamickych systémov mozZno najst’ vSade
okolo nas. Mo6Zzu byt napr. pozorované v beznych zariadeniach, ktoré vyuzivame v beznom
kazdodennom Zivote. Niektoré priklady dynamickych systémov st zobrazené na Obr. 3.1. Su to napr.
automobil, televizor, vodna veZa, varny hrniec, ale aj omnoho sofistikovanej$i inZiniersky systém
napr. vesmirna lod’ (raketoplan), ktory dokaze doviest’ astronautov na mesiac alebo obeznll drahu
Zeme.

Dynamické systémy mozeme najst’ prakticky vo vSetkych hlavnych inzinierskych disciplinach.
Medzi tieto systémy radime mechanické systémy, elektrické systémy, fluidné systémy, ako aj tepelné
systémy. Dynamické systémy moéZeme okrem inzinierskych disciplin najst’ taktiez aj mnohych
neinzinierskych disciplinach. Prikladom takychto systémoch mozu byt napr. ekologicky systém,
biologicky systém, ekonomicky systém, dopravny systém a dalSie iné. Tymito dynamickymi
systémami, ktorych matematické modely vedi na podobné diferencidlne rovnice ako v pripade
inzinierskych systémov, sa v§ak zaoberat' nebudeme. Priméarne sa zameriame na vysetrovanie systémov

inZinierskeho typu.
3.1.1 Mechanické systémy

Systémy, ktoré maju vyznamni hmetnost’, vyznacuju sa zotrvacnostou a tuhostou hmoty
resp. obsahuju  komponenty, ktoré st schopné pohlcovat mechanicki energiu, nazyvame
mechanickymi systémami. Tieto systémy su spravidla budené silami alebo momentami sil. Pohyb
resp. polohu jednotlivych telies, zktorych sa tieto mechanické systémy skladaji opisujeme
prostrednictvom transla¢ného alebo rota¢ného posunutia.

Automobil je dobrym prikladom dynamického systému tohto mechanického typu, ktory
vykazuje dynamicka odozvu v pripade, Ze tento automobil zrychl'uje, spomaluje alebo prekonava
zakrutu na ceste pocas svojej jazdy. Teleso automobilu, karoséria a vSetky mechanické Casti automobilu,
ako aj pruzno-tlmiaci systém auta vykazuji dynamicku odozvu polohy vozidla v ¢ase t, ak automobil
prekonava prekazku napr. v podobe spomalovaca (retardéra) na ceste.

Lietadlo, ktoré je d’al$im prikladom mechanického systému, pocas letu vykazuje dynamicku
odozvu letovej rychlosti a vysky v pripade, Ze manévruje a leti vzduchom. Stroj na miesanie farby so
svojim motorom, ktory je zaveseny na pruzinach, taktiez vykazuje dynamicka odozvu polohy ramove;j
konstrukcie, v okamihu ked’ sa toto zariadenie pouziva na mieSanie farby. Hudobny bubon ma
dynamickia odozvu vibracii alebo polohy membrany v ¢ase t. Konstrukény ram budovy podobne méoze
vykazovat' dynamicki odozvu alebo vibraciu z dovodu vonkajSieho zatazenia od sily vetra alebo

pohybu zékladov budovy.
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3.1.2 Elektrické systémy

Elektrické systémy obsahuju elektrické obvody s odporovymi, kapacitnymi a indukénymi
prvkami, ktoré st budené napitim alebo elektrickym pridom. Elektronické obvody modzu taktiez
obsahovat’ aj d’alSie prvky, ako su napr. tranzistory, zosiliova¢e alebo diédy. V beznom Zivote
nemusime dlho hladat, aby sme nasli priklady takychto elektrickych systémov s doélezitymi
charakteristikami dynamickej odozvy. Televizny prijima¢ ma dynamickt odozvu zvazku elektronov,
ktoré vytvaraju obraz na obrazovke televizora. Ladiaci obvod televizora, ktory nam umoziuje navolit’
pozadovany kandl, vykazuje dynamickd odozvu. Omnoho jednoduch$im prikladom elektrického
systému moze byt napr. elektricky spina€, ktory sa vyznacuje dynamickou odozvu elektrického

napitia a elektrického pradu; tato sa objavi v okamihu, ked’ zapneme alebo vypneme svetlo.
3.1.3 Fluidné systémy

Fluidné systémy vyuzivaju otvory, rézne prekazky, riadiace ventily, akumulatory (zasobniky),
dlhé potrubia a akéné Cleny (Cerpadld) na vybudenie tlaku v kvapaline alebo uvedenie tejto kvapaliny
do pohybu. Vodna veza vykazuje dynamicku odozvu hladiny kvapaliny ako funkciu mnozstva
kvapaliny, ktora je pumpovana do tejto veze. A taktiez dynamicka odozvu hladiny ako funkciu
mnozstva kvapaliny, ktora bola ztejto veze odCerpand na pouzitie. Ak zahradna hadica je nahle
blokovana na svojom konci, pofas prudenia vody touto hadicou, narastajici tlak v hadici bude
vykazovat’ dynamicki odozvu. Prad vzduchu cez dutinu v trubici spésobi dynamicki odozvu, ktora
sa prejavi generovanim akustického tonu organovej pistaly. Napokon vodné Cerpadlo bude taktiez

charakterizované istou dynamickou odozvou vystupného tlaku pocas jeho pouzivania.
3.1.4 Tepelné systémy

Tepelné systémy maji komponenty, ktoré predstavuji odpor voci prenosu tepla (kondukciou,
konvekciou a vyZarovanim), ako aj kapacitné komponenty (hmotu a mernu tepelni kapacitu).
Tepelné systémy su budené teplotou a tepelnym tokom. Napr. vyhrevny systém klimatizacie domu
ma dynamicku odozvu teploty, ktora narasta na dosiahnutie pozadovanej hodnoty, ktora bola nastavena
na termostate. Umiestneny varny hrniec s vodou na elektrickom sporaku bude vykazovat’ dynamicka
odozvu teploty vody a hrnca. Velkost hrnea a material, z ktorého je hrniec vyrobeny, mnozstvo vody

v hrnci a taktieZ vel’kost vari¢a, to vSetko hrd vyznamna rolu v tom, ako rychlo sa voda privedie k varu.
3.1.5 ZmieSané systémy

Niektoré z mnohych zaujimavych dynamickych systémov, s ktorymi sa moéZeme v praxi
stretnat, vyuzivaju dva alebo viacero z predchadzajucich spomenutych typov systémov zrdéznych

inzinierskych disciplin. Tieto kombinované systémy nazyvame zmieSanymi fyzikalnymi systémami.
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ZmieSané fyzikalne systémy delime na:
e clektro-mechanické systémy,
e fluidno-mechanické systémy,
e tepelno-mechanické systémy,

o clektro-tepelné systémy.

S0

(c) (d)

Obr. 3.2. Zmiesané dynamické systémy: (a) reproduktor, (b) akény ¢len vysuvania klapky kridla,
(c) spalovaci motor, (d) radiator

Priklady takychto zmieSanych systémov st zndzornené na Obr. 3.2. Elektro-mechanické
systémy su systémy vyuzivajuce elektromagnetické prvky, ktoré transformuju elektricky pruad
(elektrické napitie) na mechanické sily (momenty). Takéto elektromagnetické prvky tychto systémov
vykazuju dynamicka odozvu. Prikladom elektro-mechanickych systémov mézu byt napr. reproduktor
stereo systému, elektromagneticky ovlada¢ prip. elektromotor (translaéného alebo rota¢ného
charakteru). V reproduktore sa meni elektricky prud zo zosiliiovaca na pohyb membrany reproduktora
v kuzeli a neskorsie tlakové kolisanie vzduchu sposobuje, ze poCujeme zosilneny zvuk.

Fluidno-mechanické systémy st systémy, ktoré mézu byt hydraulické alebo pneumatické.
Hydraulické a pneumatické systémy s fluidno-mechanickymi prvkami premeny energie vykazuju
dynamické spravanie sa. Prikladom je napr. hydraulické ¢erpadlo, ventil riadeny akénym clenom
resp. hydraulicky motor. Hydraulicky servo systém, ktory sa pouziva napr. na riadenie letu lietadla
pomocou klapky kridla, je taktiez dobrym prikladom multi-kombinovaného
elektro-fluidného-mechanického systému.

Tepelno-mechanicky systém spalovacicho motora pouzivany v automobiloch, t'ahacoch,

lodiach alebo lictadlach je tepelno-fluidnym-mechanickym systémom (alebo jednoducho
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termo-mechanickym systémom). Tento systém premiena tepelnil energiu na fluidni energiu
a nasledne na mechanicka energiu. To znamend, ze tepelna, fluidna a mechanicka dynamika je
zahrnuta v ramci tohto kombinovaného systému.

Elektro-tepelny systém ohrievaca, ktory vyuziva elektricky prid na ohrev vlakna, ktory potom
ohrieva okolity vzduch vykazuje dynamicka odozvu teploty okolitého vzduchu. Elektricky ohrievac

vody je napokon d’al§im moznym prikladom elektro-mechanického dynamického systému.

3.2 DEFINICIE TYKAJUCE SA DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Na identifikdciu zakladného dynamického spravania sa systémov; v procese analyzy
dynamickych systémov vyuzivame proces modelovania systému. Modelovanie a tvorba
matematického modelu systému je proces, ktory spociva v napisani diferencialnych alebo
algebrickych rovnic, ktoré¢ definujeme na zaklade fyzikalnych zakonov z odpovedajucej fyzikalnej
discipliny, do ktorej dany systém patri. Poznamenajme, Ze v procese modelovania, po samotnom
napisani diferencialnych rovnic, je moznost ziskané matematické rovnice modelu redukovat’ na vhodnu
formu diferencialnych rovnic.

Systém je mnozina navzajom spoluposobiacich komponentov, ktoré su navzajom previazané
takym spOsobom, ze zmena alebo odozva jedn¢ho z komponentov méa vyznamny vplyv na stav inych
komponentov systému. V ramci tejto uc¢ebnice bude systém predstavovat’ skupinu komponentov, ktoré
pochéadzaju z roznych zakladnych inzinierskych disciplin.

Hlavné inzZinierske discipliny fyzikalnych systémov su mechanika, elektrotechnika
a elektronika, fluidna mechanika (zahinajiuca teériu hydraulickych a pneumatickych systémov)
a termodynamika, ktora sa venuje problémom tepelnych systémov. Magnetizmus a optiku taktiez
radime do skupiny zakladnych inzinierskych disciplin, av§ak s tymito typmi systémov sa v rdmci tejto
ucebnice nebudeme zaoberat’.

Spravanie sa systému je charakterizované jeho odozvou na vonkajsie vstupné signaly, rusenia

alebo pociato¢né podmienky, pozri Obr. 3.3, ktory zobrazuje tento vzt'ah.

Pociatocné podmienky

A 4

Vstupy Dynamicky Vystupy
—’ 5
systém g
A
Rusenie

Obr. 3.3. Budenie a odozva dynamického systému

Vystupom myslime zavisla premennu diferencialnej rovnice, ktora predstavuje veli¢inu odozvy

systému. Vstupy systému predstavuji nezavislé premenné diferencialnej rovnice; budenie systému
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alebo budiacu funkciu tohto systému. VonkajSie ruSenie alebo vzruchy predstavuju spravidla tie
vonkajSie vplyvy prostredia, ktoré sa vyskytuju nahodne a neoCakavane. Pociatocné podmienky su
pociatocné hodnoty dynamickych premennych systému. Dynamické premenné systému su tie, ktoré
su definované ¢asovymi derivaciami v matematickom modeli systému.
Matematicky model dynamického systému je spravidla opisany systémom v zmysle
premennych. Tymito premennymi moze byt vo vSeobecnosti €islo, logicka hodnota, ret’azec a iné.
Premenné (systémové premenné) vo vSeobecnosti predstavuju niektoré vlastnosti systému ako
su napr.:
e namerané vystupné velic¢iny vo forme signalov,
e Casové data,
e signaly reprezentujiice vystupné veli¢iny,

o vyskyt udalosti (4&no/nie).

Premenné systému d’alej delime na tri zakladné typy:
e vstupné u(t),
e vnutorné x(t),

e vystupné y(t).

PodPa toku energie delime premenné na:
e prietokové premenné,

e aspadové premenné.

Ako priklad systému a jeho odozvy uvazujme automobil, ktory sa pohybuje po vozovke
a prechddza cez spomalova¢. Relativna poloha kazdého kolesa a telies automobilu vzhl'adom na
vozovku moéze byt uvazovand ako systémova premenna. Diferencidlne rovnice suvazovanim
systémovych premennych moézu byt zapisané na zdklade znalosti hodn6t hmotnosti telies a pruzno-
tlmiacich charakteristik pruzin a tlmicov, ktoré st komponentami tohto automobilu.

Pociatoc¢né podmienky by mohli predstavovat’ hodnoty veli¢in pred prejazdom automobilu cez
dany spomal’ovac. Napokon tvar spomal’ovaca by mohol predstavovat’ vstup systému a aerodynamické
turbulencie by mohli charakterizovat’ uvazované¢ ruSenie daného systému. Na zaklade tychto
predpokladov mézeme odvodit’ matematické rovnice systému a riesit’ posunutia kolies a jednotlivych
casti daného skiimaného automobilu.

Dynamicky systém (z angl. dynamic system) je popisovany casovo zavislymi diferencialnymi
rovnicami; nakol’ko budiica odozva systému je zavisla od sucasného stavu systému, t. j. po¢iatocnych
podmienok systému a jeho sucasného vstupu. Poznamenajme, Ze dynamicky systém moéze vykazovat

¢asovo-premenlivi odozvu aj v pripade, ze vstupné signaly st konstantného priebehu.
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Staticky systém na rozdiel od dynamického systému je definovany na zéklade algebrickych
rovnic, tzn. ze aktualna odozva systému je absolitne uréena na zaklade aktualnej hodnoty vstupu
a nenastava teda Ziadna zmena odozvy tohto systému v pripade, Ze na vstup tohto systému je privedeny
konstantny signal.

Celkova odozva kazdého dynamického systému pozostava vzdy z dvoch typov odozvy. Jednu
z nich nazyvame prechodovou (doc¢asnou) odozvou systému a druhi nazyvame ustalenou (trvalou)
odozvou systému. Prechodova odozva (z angl. transient response) dynamického systému je tou
castou celkovej odozvy systému, ktord sa na vystupe systému y(t) objavi z dévodu zmeny vstupne;j
veli¢iny u(t) alebo z dévodu aplikovania poc¢iato¢nych podmienok systému (hovorime o tzv. vlastnej

nenutenej odozve systému).

yit)

b 0 f N J NITZ ZT_"_
Zavazie hmotnosti

m umiestnené v
Caset=0 zaxl

,Qi ‘):) Pogiatodna y,(0)

=~ | polohavéaset=0

-

t
Poloha y(t) >
po zataZeni 0 prechodova odozva | ustalena odozva

A

(a) (b)

Obr. 3.4. (a) Systém vah so zavazim, (b) prechodova a ustdlena odozva systému

Tato Cast’ odozvy systému prakticky vzdy po uplynuti urc¢itého ¢asu (Casu ustalenia) zanikne.
Prechodova odozva je teda Cast’ odozvy systému, ktora odkazuje na spravanie sa systému, ktory kona
prechod z pociato¢ného stavu na novy konecny stav systému. Na druhej strane ustilena odozva
systému je tou Castou celkovej odozvy systému, ktort systém nadobudne, potom Co zaniknu vsetky
prechodové stavy tohto systému. Rozdiel medzi ustalenou a prechodovou odozvou mozno ukazat’ na
jednoduchom priklade odozvy mechanického systému pruzina-hmeta (napr. systém vah so zavazim),
ktory je zobrazeny na Obr. 3.4.

Néhle umiestnenie zavazia hmotnosti m na podporné vahy podla Obr. 3.4 (a) spdsobi, Ze
systém sa nahle rozkmita apo urcitom case ustali. PoloZzenie zavazia hmotnosti m na vahy
v po¢iatocnom momente (¢ase t = 0) nahle zvacsi posunutie tejto hmoty y(t). Ako mozno vidiet
tak hmota m sa za¢ne v prvom §tadiu pohybovat’ va¢simi vychylkami — hmota osciluje prechodovou
odozvou, az do momentu, ked’ sa vychylka odozvy systému postupne neustali a nedosiahne tzv.

ustaleny stav, t. j. stav oscilacie vychylky v pasme + 2 % ustalenej hodnoty odozvy systému.
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Poznamenajme, Ze ustalena hodnota odozvy je odozva systému, ktorou bude netlmeny systém
oscilovat’ v ustdlenom stave teoreticky nekone¢ne dlhy ¢as, tzn. kym nenastane d’alSia zmena vstupu

u(t). Cas t, pri ktorom systém dosiahne tento ustaleny stav nazyvame ¢asom ustilenia.
3.2.1 Klasicka diferencialna rovnica

Klasicka diferencidlna rovnica s konstantnymi koeficientami obsahuje vyrazy zavislej
premennej y(t) (odozvy systému). Okrem zavislej premennej moze taktieZ obsahovat’ derivacie tejto
premennej, ktoré su navzajom scitavané alebo odcitavané. Prava strana tejto diferencialnej rovnice,
potom predstavuje vstupntl funkciu systému u(t). Odozva systému y(t) moze predstavovat’ odozvu bud’
na vstupné pociato¢né podmienky alebo budenie, ktoré je definované premenlivou budiacou
funkciou vstupu u(t). Priklad takejto klasickej diferencidlnej rovnice 2. radu je dany touto

matematickou formou

d?y(t) dy(t)

i +a; It +a,y(t) = u(t),
y(0) =yo, (3.1)
dy(0)
a0

kde y(t) je premenna odozvy systému, ag,a; su konstanty, ktoré zavisia od systémovych parametrov,
u(t) obsahuje funkciu vonkajSieho vstupu a y, a yo st pociatoéné podmienky systému, ktoré
reprezentuju pociato¢ny stav systému pred Casom t = 0.

Pripomenime, Ze bodka nad premennou y, predstavuje Casovu derivaciu podla t. Cely systém

predchadzajucej diferencialnej rovnice mozno prepisat’ do tejto zjednodusenej formy zapisu:
y(© +ay(t) +apy(t) = u(t),

y(0) =yo, (3.2)
y(0) =yo.-

3.2.2 Diferencialny operator

Na zapis diferencialnej rovnice taktieZ mozno pouzit’ operator derivacie D, ktory na vyjadrenie

derivécie podla casu t definujeme ako

D=—. (3.3)
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Potom vyrazy derivacii v diferencialnych rovniciach mozno zapisat’ ako

dy(t) d?y(t)
Dy = —, D%y = iz

td . 34
i a (3.4)

Pouzitim definovaného operatora derivacie D, mozno pévodnu diferencialnu rovnicu prepisat’

do tohto algebrického tvaru

[D? +2,D +ao] - y(t) = u(®),
y(0) =yo, (3.5)
Dy(0) =y,

3.2.3 Prenosova funkcia systému

Casto je ziaduce vyjadrit odozvu systému v normalizovanom tvare a to ako pomer premennej
vystupu a vstupu systému. Pre linearne systémy mozeme takyto pomer definovat’ v tvare prenosovej
funkcie systému. Prenosova funkcia je definovana ako pomer Laplaceoveho obrazu vystupu Y(s)
k Laplaceovemu obrazu vstupu U(s). Prenosovu funkciu systému, ktory je definovany diferencialnou
rovnicou, mozno urCit na zdéklade Laplaceovej transformacie tejto diferencidlnej rovnice
s uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok. Laplaceova transformacia pdvodnej diferencialnej
rovnice klasického typu suvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok y(0) =0 a y(0) =0

nadobuda tvar
[s2 +a;s +ag] - Y(s) = U(s). (3.6)

Laplaceova transformacia prevadza pdvodny systém diferencidlnej rovnice definovany
v Casovej oblasti t do komplexnej frekvencnej roviny premenne;j s, ktort nazyvame oblast'ou s-roviny.
Vyjadrenim pomeru Laplaceoveho obrazu vystupu Y(s) a vstupu U(s) zrovnice ( 3.6 ), dostavame

prenosovu funkciu G(s) systému v tvare

Y(s) B 1

G(s) = = .
) U(s) s?+4+a;s+a

(3.7)

Vystupno-vstupny vzt'ah premennej vystupu a vstupu mozno taktiez vyjadrit’ v ¢asovej oblasti

t a to pouzitim D-operatora. Z rovnice ( 3.5 ) vyplyva, Ze

y@® 1
u(t) D?+4+a;D+ay

(3.8)
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Zatial' ¢o vyraz prenosovej funkcie ( 5.5 ), ktory sme ziskali Laplaceovou transforméiciou
diferencialnej rovnice ( 3.1 ), je najbeznejSim tvarom prenosovej funkcie definovanej v s-rovine,
v niektorych pripadoch méze byt Ziadlice vyjadrenie prenosovej funkcie v ¢asovej oblasti podla ( 5.6 ).

V pripade, Ze na pravej strane diferencialnej rovnice sa vyskytuji vyrazy derivacii vstupnej
premennej u(t). Potom vysledné prenosové funkcie v s-oblasti (t-oblasti) predstavuji racionalne

funkcie pomeru dvoch polynémov citatel'a a menovatel’a.
3.2.4 Stavové diferencialne rovnice systému

Stavové diferencialne rovnice (stavové rovnice) systému predstavuju matematick(t formu
systému diferencialnych rovnic 1. radu. Stavové premenné su zavisle premenné diferencidlneho
systému 1. radu, ktoré reprezentuju premenné dynamickej odozvy vySetrovaného systému. Ako priklad

stavovych rovnic systému mdzeme uviest’ tito sustavu diferencialnych rovnic 1. radu.

X(t) = ag - x(t) +a, - y(®) + (1),
y(©) = az-x(t) - y(©) - sin(x(D) + g(t),
2(t) = a, - x(t) - z(t) + a5 - e YOt L h(D),

(3.9)
x(0) = xq,
y(0) =yo,
z(0) =z, .

Stupen diferencialnej rovnice alebo dynamického systému je dany poc¢tom nezavislych derivacii
systému. V Kklasickej diferencialnej rovnici je stupen systému dany ako rozdiel medzi najvy$Sou
a najnizSou derivaciou diferencialnej rovnice. Preto rovnice ( 3.1 ) a ( 3.2 ) sti rovnicami 2. radu. Stupen
systému stavovych rovnic 1. radu podl'a ( 3.9 ) je dany poctom nezavislych derivacii premennych
najvysSieho stupiia (v tomto pripade stupiia 1. radu). To znamend, Ze systém definovany na zaklade

rovnic ( 3.9 ) je systémom 3. radu.

3.2.5 Linearna funkcia

Linearna funkcia ma nasledujuce dve vlastnosti. Prva vlastnost’ hovori, Ze ak vynasobime
argument funkcie konStantnym parametrom, potom hodnota funkcie je vynasobend rovnakym
parametrom. Druha vlastnost’ hovori, ze sucet hodnot funkcie pre prvy a druhy argument funkcie, je
taky isty ako hodnota funkcie suctu oboch argumentov. Matematicky zapisana prva vlastnost’ linearnej

funkcie hovori, ze

fla-x) =a-f(x). (3.10)
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Matematicky vyjadrena druha vlastnost’ linearnej funkcie je

f(xq + x5) = f(x1) + f(x5) . (3.11)

Kombinaciou predchadzajucich dvoch vlastnosti mozno zadefinovat’ d’alSiu kombinovant

vlastnost’ linearnej funkcie, t. j.

f(al'Xl +az 'Xz) = a; 'f(X1)+a2 'f(Xz). (312)

Linearna kombinacia premennych je vysledkom suctu premennych nasobenych

koeficientami. Napr. linearna kombinacia dvoch premennych x a y je dana ako

L=a-x+b-y, (3.13)

kde a a b su koeficienty. Linearna rovnica je potom linearnou kombinaciou premennych tejto rovnice.
Linearna diferenciialna rovnica je zase definovana ako linedrna kombindcia jej premennych a derivacii

systémovych premennych. Prikladom takejto linearnej kombinacie méze byt napr.

L=a-x+b-x+c-X, (3.14)

kde a, b a c st koeficienty linearnej diferencidlnej rovnice.

KaZzdy linedrny systém je spravidla popisovany linearnymi algebrickymi alebo linearnymi
diferencidlnymi rovnicami. Na druhej strane nelinearny systém bude definovany nelinearnou
kombinaciou premennych a derivacii systémovych premennych. Typickym prikladom nelinearne;j
funkcie je napr. nasobenie dvoch premennych systému, umocnhovanie systémovej premennej,

trigonometricka funkcia a d’alSie iné.
3.2.6 Analytické rieSenie

Analytické rieSenie diferencialnej rovnice je matematické vyjadrenie zavislej premennej ako
funkcie ¢asu. Tento vyraz moze obsahovat exponencidlne alebo trigonometrické tvary funkcii, ako
aj d’alSie iné matematické tvary funkcii. Analytické rieSenie danej diferencialnej rovnice vyZaduje
poznatok pociatonych podmienok a vstupov ako funkcii Casu. Analytické rieSenie mozno ziskat
aplikovanim matematickych metod na rieSenie klasickych diferencidlnych rovnic alebo pouzitim
technik Laplaceovej transformacie. Linedrne diferencidlne rovnice st I'ahko pochopitelné aich
analytické rieSenie mdzeme bezne ziskat’ aplikovanim Sirokého spektra metod, ktoré sa rozoberaju na

zakladnych kurzoch matematiky, pri po€itani jednoduchych diferencialnych rovniciach.
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Nelineirne systémy na druhej strane, svynimkou malého poctu systémov 1. radu
alebo limitovaného poctu systémov 2. a vysSich radov, nemaju analytické rieSenia. V pripade, ze pre
nelinearny systém nie je mozno ziskat' analytické rieSenie, potom modzeme toto rieSenie ziskat’
numerickou aproximaciou na zaklade vhodnych simulaénych metod a tak vypoditat’ priblizné rieSenie.

PribliZné rieSenie, ktoré¢ predstavuje aproximaciu rieSenia nazyvame numerickym rieSenim systému.
3.2.7 Numerické rieSenie systému

Numerické rieSenie systému diferencidlnych rovnic moézeme vypocitat numerickou
integraciou s vyuzitim pocitaca. Numerickd integricia je proces vypoctu aproximdcie rieSenia
integralu derivacie funkcie numerickym spésobom (algoritmom). Algoritmus pocita rieSenie
diferencialnej rovnice na zaklade malych prirastkov casu. Preto rieSenie diferencialnej rovnice je zname
len pre konkrétne diskrétne ¢asové body t. Vypocétové metody najcastejSie vyuzivaju k vypoctu stavovy
opis diferencialnych rovnic (napr. Matlab/Simulink). Vypocet odozvy dynamického systému tymto

spdsobom je nazyvany ako digitalna simulacia (Cislicova simulacia).
3.2.8 Analdgovy vypocet

Pri anal6govom vypocte je diferencialna rovnica reprezentovana prepojenim linearnych alebo
nelinearnych komponentov a elektronickych integratorov (operacné zosiliiovace s kapacitnou
spatnou vizbou). Analégové pocitanie je zalozené na existencii metddy analogie systémov, ked’ mozno
prakticky pre vsetky diferencidlne rovnice zrdéznych fyzikalnych disciplin najst’ akusi analogiu
s odpovedajucim elektrickym systémom. Elektronické integratory napokon riesia diferencialnu
rovnicu alebo systém diferencidlnych rovnic na zaklade dynamického spravania sa elektrickych
komponentov pre uvazovany dynamicky systém. Takymto sposobom t. j. ndjdenim analogie medzi

systémami, mozeme simulovat’ mnohé dynamické systémy pouzitim analdogového pocitaca.

3.3 MATEMATICKY MODEL DYNAMICKEHO SYSTEMU

Matematicky model systému je matematicka interpretacia vlastnosti a interakcii systému.
V procese tvorby matematického modelovania sa vyuziva matematicky jazyk na opis spravania sa
systému, ktory moéze byt roznej fyzikalnej podstaty (napr. elektricky, mechanicky,
termodynamicky, hydraulicky, pneumaticky, tepelny), okrem iného aj biologickej, ekonomickej
alebo socialnej povahy. Matematicky model je spravidla opisany systémom v zmysle premennych.
Dany model je skupina funkcii, ktoré opisuju vztahy medzi rozlicnymi premennym systému. Problémy
matematického modelovania mézeme klasifikovat’ a realizovat’ ako tzv. biele skrinky (z angl. white-
box) alebo ¢ierne skrinky (z angl. black-box).

Model ¢iernej skrinky (black-box) je taky model, ktory nezahfiia vietky informécie o danom

systéme, matematicky model tohto typu systému nema informéciu o tzv. vnitornych stavoch, ale
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orientuje sa len na opis vztahu medzi vstupmi a vystupmi uvazované¢ho systému. Takyto spdsob

interpretacie systému nazyvame vonkaj$im opisom systému.

u(t)
—
Vstup

y(t)
—
Vystup

Systém

Obr. 3.5. Vonkajsi opis systému

Medzi vonkajsie opisy systémov radime napr. opis diferencialnou rovnicou, opis prenosovou
funkciou, grafom, tabul’kou a d’alSie iné sposoby. Schematicky je vonkajsi opis systému zndzorneny
na Obr. 3.5. Na tomto obrazku je systém zobrazeny s vyznaCenim jeho vstupnych a vystupnych
premennych. Pozrime sa teraz na ten najbeznejs$i typ matematického modelu daného vonkajs$im
opisom, ktoré¢ho matematicky model je definovany diferencidlnou rovnicou. Systém n-tého radu

s jednym vstupom u(t) a jednym vystupom y(t), ktorého prava strana rovnice je jednoducha funkcia

bez derivacii vstupu u(t), méZeme opisat’ touto diferencialnou rovnicou

d(n)y d(n_l)y

-7 -7 3.15
ap T +ap—1 qe-D ( )

d
+-~-+ald—i+aoy=u(t),

kde ay, ..., a, st konstantné koeficienty.
V pripade, Ze uvazujeme dynamicky systém n-tého radu s jednym vstupom u(t) ajednym
vystupom y(t) sderivaciami vstupnej funkcie u(t), potom je takyto systém definovany

najvSeobecnejSou diferencidlnou rovnicou v tvare

any™(© + a1y ") + a1y (D) + agy(©)

(3.16)
= b u™ () + by u® D) + - byuP () + boy(b),

kde ay, ..., a, a by, ..., b, st konstantné koeficienty.

u,(t) yi(t)
u,(t) Systém y(t)
Vstupné —2——p "~ » Vystupné
premenné X, (1), %,(t), ... x.(t) premenné
u,(t : né Wt
()l Stavové premenné | Yi(t) I

Obr. 3.6. Vnutorny (stavovy) opis systému
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Na druhej strane biela skrinka (white-box) je taky model systému, ktorého opis obsahuje
prakticky vSetky informacie o danom systéme a to aj o vnitornych stavoch tohto systému. Takyto typ
systému, ktory vo v§eobecnosti nazyvame vnutornym alebo stavovym opisom systému je znazorneny
na Obr. 3.6. Na tomto obrazku je zndzorneny systém v stavovom opise s m vstupnymi premennymi
u;(t), n stavovymi premennymi X;(t) a K vystupnymi premennymi y;(t).

Systém zadefinovany stavovom opise (z angl. state-space) je popisovany inym sposobom ako
v pripade systému vonkajSieho opisu. Stavovy opis je charakterizovany ststavou diferencialnych
rovnic 1. radu, ktory mozno odvodit’ z jednej alebo viacerych diferencidlnych rovnic 1. alebo vyssieho
radu. Stavovy opis tvoria dve sustavy rovnic. Prvou je sustava diferencialnych rovnic 1. radu
nazyvana tiez rovnicou dynamiky. Druhou rovnicou je sustava linearnych algebrickych rovnic

nazyvana tiez rovnicou vystupu. Tieto dve sustavy rovnic mozno symbolicky zapisat’ ako

x(t) =A-x(t) +B-u(t),
(3.17)
y(t) =C-x(t) + D-u(t),
kde A, B, C, D nazyvame matice stavového opisu, x(t) je stavovy vektor, u(t) je vektor vstupu a y(t)

je vektor vystupu.

3.4 OPIS SYSTEMU PRENOSOVOU FUNKCIOU

Ako sme uz uviedli, kazdy fyzikalny systém reprezentovany diferencidlnou rovnicou mozno
interpretovat aj dalSim ekvivalentnymi sposobmi vonkajSieho opisu. Jednym z ekvivalentnych
spdsobov opisu systému diferencialnou rovnicou je opis jeho prenosovou funkciou. Prenosovi
funkciu pre fyzikalny systém definovany diferenciadlnou rovnicou mézeme ziskat’ aplikovanim metody
tzv. Laplaceovej transformacie.

Predpokladajme vSeobecny systém n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom, ktory

je opisovany touto diferencialnou funkciou n-tého radu

d™y (1) d®Vy(1) dy(t)
an-w+an_1-w+---+a1-T+a0-y(t)=u(t). (318)

Potom prostrednictvom Laplaceovej transformacie oboch stran rovnice s uvaZovanim

nulovych pociatoénych podmienok dostdvame
(ap-s"+ap_q s" 44+ a;rs+ag)Y(s) =U(s). (3.19)

To znamena, Ze prenosova funkcia systému n-tého radu je definovana nasledovnou

algebrickou formou a to ako pomer Laplaceoveho obrazu vystupu Y(s) k obrazu vstupu U(s)
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Y(s) 1

G(s) = = ,
) U(s) ap-s"+ap_q-s™1+--+a;-s+ag

(3.20)

kde ay, ..., a, st konstantné koeficienty, Y(s) je obraz rieSenia v Laplaceovom tvare a U(s) je obraz
vstupu v Laplaceovom tvare.
V pripade, ze uvazujeme systém n-tého radu s jednym vstupom ajednym vystupom

s derivaciami vstupu na pravej strane rovnice v tomto tvare

a -ﬂ’{.a -d(n—_l)y-}-..._}_a -ﬂ+a .
"odtm T g1 Lige Tty 301
dmy dm-Dy du (320
=bm.W+bm_l.W+ “+b1'a+bo'u,
potom jeho prenosova funkcia bude mat’ tvar
Y(s) by :s™+by_q-s™l+--+b;-s+b
G(S)= ()_ m n-1 1 0’ (3.22)

U(s) ap-sh+ap_q st 1+--+a;-s+ag

kde ag, ..., a, a by, ..., by, su konstantné koeficienty, Y(s) je obraz rieSenia v Laplaceovom tvare a U(s)
je obraz vstupu v Laplaceovom tvare.

Predchadzajuca rovnica je najvSeobecnej$im tvarom prenosovej funkcie linearneho systému
n-tého radu sjednym vstupom ajednym vstupom. Pozostdva zdvoch polynomickych funkcii
s premennou S a nazyvame ju prenosovou funkciou vo v§eobecnom tvare (tf). Ak predpokladame
systém n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom s ¢asovym oneskorenim danym hodnotou

T, potom takyto systém je opisany touto diferencialnou rovnicou

d®y(t—1) d®Dy(t — 1) dy(t—1)
an-w+an_1-w ---+a1-T+a0-y(t—T)
d™u(t — 1) dm-Dy(t — 1) du(t—1) (3:23)

+ b,

m' T g Pmel T gD dt

+ by u(t—1).

Potom prenosova funkcia ¢asovo oneskoreného systému s oneskorenim t nadobudne tento

tvar

Y(s) byp:s™+by g s™ T+ 4byrs+b
U(s) ap-st+ayq-st1+--+a;-s+ag

G(s) = e Tt (3.24)
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3.5 PRENOSOVA FUNKCIA V TVARE POLOV, NUL A ZOSILNENIA

Pripomenime, ze predchadzajice prenosové funkcie tvoria jednoduché algebrické formy.
Vo vSeobecnosti st definované dvomi polynémami a to polynomom citatela a menovatela. V pripade,
ze vypocitame korene tychto polynémov Citatel’a a menovatel’a a zapiSeme ich vo faktorovom tvare,
potom mozno ziskat' ekvivalentny tvar prenosovej funkcie v zmysle pélov, nil a zosilnenia.
Diferencialnu rovnicu n-tého radu vo v§eobecnom tvare mozno zapisat’ vyuzitim do tohto faktorového
tvaru
(s —29)(s—23) - (s — 2py)
(s—p)(—pz2)(s—pn) ’

K
G(s) = (3.25)

kde z4, ..., Zz, nazyvame nuly systému, pq, ..., pp nazyvame poly systému a K zosilnenim systému.
Vypoctom korenov Citatel'a dostavame m korenov, pretoze polynom citatel’a je stupiia m a vypoctom
koreniov menovatel'a ziskame n korenov. Konstanty py, ..., py predstavuju korene charakteristickej

rovnice systému

ap-s"+ap_-s"t+--+a;cs+a;=0. (3.26)

Da sa konstatovat’, Ze od charakteristickej rovnice vo vSeobecnosti zavisi tvar odozvy dané¢ho
systému. Hlavne to, ¢i sa dany systém bude spravat’ ako systém stabilny alebo nestabilny. Vypocitané
korene tejto rovnice mozu byt’ vo vSeobecnosti redlne alebo komplexné €isla. Zapisané vo vSeobecnom
tvare ako o; = R, +1i-Im, kde R, je redlna zlozka al,, je imaginarna zlozka komplexného d¢isla.

Podobne z4, ..., Z,, budu korene tejto algebrickej rovnice

bm_sm+bm_1-Sm_1+-~-+b1's+b0=0; (327)

ktoré mézu podobne nadobudnut’ tvar realneho alebo komplexné ¢isla. Ak niektort z vypocitanych
premennych hodnét py, ..., Pn, dosadime za parameter s v pdvodnej prenosovej funkcii G(s), potom sa
da dokazat, ze hodnota prenosovej funkcie G(s) bude konvergovat’ k nekone¢nu. Z tohto dévodu
hodnoty pq, ..., P Nazyvame poélami systému. Podobne, ak s nadobtida hodnotu niektorej z mnoziny
korenov zq, ..., Z,, potom sa da dokazat’, ze prenosova funkcia G(s) bude konvergovat’ k nule. Z tohto
dovodu hodnoty zq, ..., Z, nazyvame nulami systému. Ako v pripade Standardného tvaru prenosovej
funkcie (tf), tak aj v pripade tohto typu prenosovej funkcie mozeme definovat’ prenosovu funkciu pre
systém n-tého radu s ¢asovym oneskorenim. Ak je teda systém definovany prenosovou funkciou
v Standardnom tvare s c¢asovym oneskorenim T, potom prenosova funkcia v tvare polov, nul

a zosilnenia K nadobuda tento tvar

K'(S—Zl)(s_zz)"'(s_zm)'e_-[t. (328)

G(s) = (s—p)(—pz2) - (s—pn)
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3.6 KOMPLEXNE CiSLA, KOMPLEXNE PREMENNE A FUNCIE

Laplaceova transformacia je jednym z mnohych matematickych nastrojov na modelovanie
a analyzu linearnych systémov. Nakol'ko metoda Laplaceovej transformacie je vyzadovana pri Studiu
v tedrii dynamickych systémov, budeme aj my na chvil'u venovat’ pozornost’ zakladnému principu tejto
metddy analyzy systémov. Ked’Ze Laplaceova transformacia je definovana na zaklade komplexnej

premennej definovanej v komplexnej rovine, pozri Obr. 3.7,

||

0 X N Re

Obr. 3.7. Komplexna rovina

predtym nez, sa zaCneme zaoberat Laplaceovou transformaciou, pripomenieme si struéne

matematické zaklady, ktoré platia pre komplexné ¢isla, komplexné premenné a komplexné funkcie.
3.6.1 Komplexné ¢islo

Pouzitim oznaenia j =+v—1 mozno vyjadrit vSetky komplexné C¢&isla v inzinierskych

aplikaciach a matematickych vyrazoch ako

z=x+j-y, (329)

kde z nazyvame komplexnym ¢islom, X a j - y je realna a imaginarna cast’ komplexného ¢isla.
Pripomenme, Ze obe premenné X a y st realne ¢isla, j je imaginarna jednotka komplexného cisla.
Reprezentacia komplexného Cisla z v komplexnej rovine je znazornena na Obr. 3.7. Komplexné ¢islo
z predstavuje jeden bod vkomplexnej Gaussovej rovine. Velkost’ alebo absolutna hodnota
komplexného &isla |z je definovand ako dizka ¢iarového segmentu od poéiatku stradného systému
k bodu z, ako je to zndzornené na Obr. 3.7. Kladny smer merania uhla @ je dany v smere proti

hodinovym ru¢i¢kam. Matematicky zapisané plati, ze

|z| = Vx% +y?,
B =tan! G) .

(3.30)
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Komplexné ¢islo mézeme zapisat’ v algebrickom tvare (pravouhlého suradného systému) ako

z=X+j'y,
(3.31)
z = |z| - (cos0 +j-sin0)

alebo v polarnom suradnicovom systéme ako

z=|z| 40,
(3.32)

z = |z|e®.

Na transformaciu komplexného ¢isla na polarny tvar z algebrického tvaru pouzivame vztahy

lz| = Vx% +y?,

0 =tan?! (g) (333)

a k transformacii komplexnych ¢isel na algebricky tvar z polarneho tvaru vyuzivame tieto vzt'ahy

X = |z]|-cosH,
(3.34)

y = |z| -sin@.

3.6.2 Komplexne zdruZené Cislo

Komplexne zdruzené ¢islo Z pre komplexné ¢islo z = x + j - y je definované ako

2=x—jy. (3.35)
Im X
Z 'y
y
e .
0 Re
-y
z \

Obr. 3.8. Komplexne zdruzené ¢islo
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Komplexne zdruZené Cislo Z ma realnu Cast’ rovnaka ako komplexné ¢islo z a imaginarnu ¢ast’
takt, ktord je zapornou k imagindrnej Casti komplexného Cisla z. Pozri Obr. 3.8, ktory zobrazuje

komplexne ¢islo z a jeho komplexne zdruzené Cislo Z. Poznamenajme, Ze

z=x+j-y=|z|-40 =|z| - (cos® +jsin®),

(3.36)
Z=Xx—j'y=|zl-£2—06=|z|-(cos® —jsinb) .
3.6.3 Eulerov teorém
Ak vyjdeme z Taylorovho rozveja funkcie cos 0, pre ktory plati, ze
g2 o* @° (3.37)
cosb=1 —E'i'z—a'i'
a Taylorovho rozvoja funkcie sin 0
i 93 95 97 ( 3.38 )
sin@ =0 —§+E—ﬁ+ e,
potom musi taktiez platit’, Ze
— G- G-8)° (-0)*
cosB+j-sin6=1+0+ T + T + 2 4o (3.39)
Napokon ak pre rozvoj exponencialnej funkcie e* plati, ze
x? x3
e* = 14X+ttt (3.40)
potom musi rovnako platit, Ze
cosB +j-sind = el , (3.41)

tento vyraz pozname pod nazvom Eulerov teorém. Pouzitim Eulerovho teorému mézeme prepisat’
zéakladna formu komplexného ¢isla v tvare sinusovej a kosinusovej funkcie na exponencialny tvar. Ak

oznat¢ime, ze e 7 je komplexne zdruzené &islo €/, potom plati, ze

et = cosB+j-sin0@ ,
. (3.42)
e = cosO —j-sinb .
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Vyjadrenim vyrazov cos® a sin® zpredchadzajicej sustavy rovnic mozno dospiet’

k nasledovnym exponencialnym tvarom, ktor¢ platia pre funkcie cos 8 a sin 0

e®+e®
0=——7—,
cos >
o0 _ o0 (3.43)
inO =
sin 2

V d’alSom sa pozrieme na operécie s komplexnymi ¢islami. Na popis operacii budeme uvazovat,

ze pozname dve komplexné ¢isla

Zz=X+j'y a w=u+j-v. (3.44)
3.6.4 Scitanie dvoch komplexnych ¢isel

Dve komplexné ¢isla v algebrickom tvare mozno scitat, tak Ze s¢itame ich realne a imaginarne

Casti

z+w=+jy)+U+jv)y=+w)+j-+v). (3.45)
3.6.5 Odcitanie dvoch komplexnych cisel

Dve komplexné cisla v algebrickom tvare mdzeme odcitat, takze odCitame ich reélne

a imaginarne Casti

z—-w=x+jy)-—uU+jv)y=x—w+j-(y—v). (3.46)
3.6.6 Nasobenie dvoch komplexnych ¢isel
Ak je komplexné Cislo nasobené realnym ¢islom a € R, vysledkom je komplexné ¢islo a - z,

aké Ze jeho realna a imaginarna ¢ast’ je nasobna tymto ¢islom
tak h 1 t bna tymt 1

arz=a-(x+jy)=a'x+jra'y. (3.47)

Ak dve komplexné cisla z a w definované v algebrickom tvare st navzajom nasobené, potom
plati, Ze
z2w=x+j'y) +jv)=x-utjyu+jx-v+jiy-v=
(3.48)
xu—y-v)+j-(x:-v+ty-u),
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kde j? = —1. Dalej predpokladajme nasobenie dvoch komplexnej &isel definovanych v polarnom tvare

z=|z|-4£0 a w=|w|-2¢, (3.49)

pre ktoré plati, Ze nasobenim dostdvame

z-w=|z|-|w| 200+ ). (3.50)

3.6.7 Nasobenie komplexného ¢isla imaginarnou jednotkou j

Je dolezité poznamenat, Ze nasobenie komplexného C¢isla imaginarnou jednotkou j, je

ekvivalentné rotacii o uhol 90° v smere hodinovych ruc¢i¢iek. Napr. ak
Z=X+j'y, (3.51)

potom

jrz=j-&+jy)=jx+jiPy=-y+j-x. (3.52)
Ak ozna¢ime imaginarnu jednotku j ako j = 1290° a z = |z|£0, potom
jrz=1£90°|z]- 20 = |z| - 2(6 + 90°). (3.53)

Ako ilustraciu uvadzame grafické zobrazenie nasobenia komplexného ¢isla imaginarnou

jednotkou j, ktoré je zobrazené na Obr. 3.9 (a).

Im r'y Im A

iz 0 90°

Re Re

—IN

(a) (b)

Obr. 3.9. (a) Nasobenie komplexného ¢Eisla j, (b) delenie komplexného &isla j
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3.6.8 Delenie komplexného Cisla

V pripade, Ze je nejaké komplexné Cislo z = |z| - 20 predelené inym komplexnym ¢islom

w = |w| - £, potom plati, Ze

3=|Z|'_49=ﬂ.4(9_¢) (3.54)
wo w2 |wl ' '

Delenie dvoch komplexnych ¢iselz = x + j - yaw = u + j - v zapisanych v algebrickom tvare,

mozeme previest’ tymto spésobom

z _x+j-y_(x+j-y)(u—j-v)_(xu+yv)+j-(yu—xv)=

w o u+jv (+jvVu—-jv) u? + v? (3.55)
_xu+yv+_ yu — xv
Twrrvz Ve

3.6.9 Delenie komplexného Cisla imaginarnou jednotkou j
Poznamenajme, ze delenie komplexného ¢isla imaginarnou jednotkou j, je ekvivalentné rotacii

v smere hodinovych ruci¢iek o uhol 90°. Napr. pre komplexné Cislo z = x + j - y plati, ze

j j ji -1

z X+j- X+jy)j jrx—
_xHiy Ay Y oy—i-x (3.56)

alebo

z |z|-46

i 1-290°

= |z| - £(8 —90°) . (3.57)

Obr. 3.9 (b) graficky ilustruje delenie komplexného cisla z imaginarnou jednotkou j.
3.6.10 Umociiovanie a odmociovanie komplexnych ¢isel
Nasobenim komplexného ¢isla z n-krat samym sebou, dostavame z™
2" = (|z| - 20)™ = |z|" - 2(nb) . (3.58)

1/n

N-ta odmocnina komplexného ¢isla je ekvivalentna umocnovaniu z*/™ a teda plati, Ze

0
Vz =zt = (|z]| - 20)V/" = |z|V/" - L(H) . (3.59)
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3.6.11 Komplexna premenna

Komplexné ¢islo ma realnu a imaginarnu Cast’ takd, Ze obe tieto Casti su konStantné Cisla.
V pripade, Ze realna a imaginarna Cast’ (alebo obe tieto ¢asti) st premennymi, potom komplexné ¢islo
nazyvame komplexnou premennou. V Laplaceovej transformacii vyuzivame tak(to komplexni

premennu s, ktord je definovana ako

s=0+j W, (3.60)
kde o je realna Cast’ a j -  je imaginarna ¢ast’ premennej. Poznamenajme, Ze ¢ a w st realne Cisla.
3.6.12 Komplexna funkcia

Komplexna funkcia F(s), ktora je funkciou komplexnej premennej s, ma realnu a imaginarnu

Cast’ a je definovana ako

F(s) =Fy+j-Fy, (3.61)

kde Fy a Fy sa redlne veli¢iny. Velkost' funkcie F(s) je F(s) = ’F,% + FZ auhol @ funkcie F(s) je

0 = tan™! (?) Uhol je merany proti smeru hodinovych ruciciek od kladnej realnej osi. Komplexne

zdruzena funkcia F(s) =F,—j- Fy. Komplexné funkcie, ktoré sa bezne vyskytujo v analyze
linearnych dynamickych systémov st jednohodnotové funkcie premennej s. Typicka forma takychto

funkcii nadobtida napr. tvar tejto prenosovej funkcie

K-(s+z)(s+2)..(s+2zp)

G = S PG T ry) G+ p)

, (3.62)

kde body z4, z,..., Z,, v ktorych funkcia G(s) nadobtda nulova hodnotu — nazyvame nulami. Body
P1s> P2seess Pn» V ktorych funkcia G(s) nadobuda nekone¢nii hodnotu — nazyvame pélami. V pripade, Ze
menovatel’ obsahuje vyraz (s + p)¥, potom koreit s = —p nazyvame viacnasobnym polom, v opaénom
pripade, ak k = 1 nazyvame tento pol jednoduchym polom. Ako priklad predpokladajme nasledujicu
komplexnu funkciu

K-(s+2)-(s+10)

() =G+ D G5 G157

(3.63)

Tato funkcia G(s) méd dvenuly s = —2as = —10, dvareilne pdlys =0, s=—1a S

—5 ajeden k = 2 nasobny pol s = —15.
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

4 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Metoda Laplaceovej transformicie je metdda, ktorh mozno vyhodne pouzit na rieSenie
linearnych ¢asovo invariantnych diferencialnych rovnic. Jej hlavna vyhoda je, Ze derivacia funkcie
definovanej v Casovej oblasti t, je dana ako sucin komplexnej premennej s a Laplaceovho obrazu
funkcie v komplexnej oblasti s. Vysledkom Laplaceovej transformacie diferencialnej rovnice je teda
algebricka forma premennej s. RieSenie diferencialnej rovnice médzeme ziskat’ pouzitim tabulky
Laplaceovych tvarov bezne pouzivanych funkcii alebo technikou rozkladu raciondlnej funkcie na
parcialne zlomky. DalSou vyhodou Laplaceovej transforméicie je moznost aplikovat' pociatocné
podmienky priamo pri rieSeni diferencialnej rovnice a ziskat’ tak rieSenie rychlejsim spdsobom.

Ak predpokladame ¢asovu funkciu f(t), pre ktorta chceme vypocitat’ Laplaceovu transformaciu,
takt ze f(t) = 0 pre t < 0 a komplexnu premennu Laplaceovej transformacie s ako s = 6 + j - w, kde
o je realna Cast’ a j - w je imaginarna ¢ast’ premennej, potom Laplaceova transformacia tejto funkcie

f(t) je definovana ako

[oe]

L[] = F(s) = J f(t)e~stdt, (4.1)
0

kde £ je symbol operacie Laplaceovej transformacie a F(s) Laplaceova transformacia funkcie f(t).
Inverzny proces najdenia ¢asovej funkcie f(t) z Laplaceovej transformacie F(s) sa nazyva
inverzna Laplaceova transformacia. Symbol oznalenia pre inverzni Laplaceovu transformaciu je

L~1 Potom

L7LF(s)] = f(D) . (4.2)

4.1 EXISTENCIA LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

Laplaceova transformacia funkcie f(t) existuje v pripade, ze Laplaceov integral konverguje ku
konecnej hodnote. Integral bude konvergovat’ vtedy, ak funkcia f(t) je po Castiach spojita na kazdom
konec¢nom intervale v ¢asovom intervale t > 0. Funkcia f(t) bude integrovatel'nou len v tom pripade,

ze existuje taka kladna realna konstanta o, Ze
J e O f(t)|dt < o . (4.3)
0

Mozno pripomenut, e kritérium konvergencie spifiajii napr. funkcie t, sin(w -t),
cos(w-t),t et t-sin(w-t) alebo e ! sin(w - t). Naprick tomu, Ze konvergenéné kritérium
Laplaceovej transformacie spiiia velka mnozina funkcii, je nutné poznamenat’, Ze napr. funkcie typu

t2

2 ey e ey . . . . S
et at-e" toto kritérium nesplhaji; pre tieto funkcie neexistuje Laplaceova transformacia.
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Ak obe funkcie f; (t) a f, (t) spifajii podmienku existencie Laplaceovej transformacie, potom

Laplaceova transformacia f (t) + f5(t) je dana ako

L[f; () + ()] = LIf; (O] + L[ (D)]. (44)

Charakteristiky dynamickych systémov ako su napr. stabilita alebo urovne tlmenia, mézu byt
prevazne vySetrované prostrednictvom odozvy tychto systémov na vonkajSie budenia resp. rusSenia,
ktoré mozno matematicky modelovat prostrednictvom S$pecialnych funkcii. V nasledujucich
podkapitolach si predstavime zakladné budiace vstupné signaly systémov, ako si napr. skokova
funkcia (z angl. step function), linearne rastiica funkcia (z angl. ramp function), impulzna funkcia
(z angl. impulse function). Okrem matematickych popisov tychto funkcii si taktiez uvedieme aj ich

Laplaceove transformacie.

4.2 LAPLACEOVA TRANSFORMACIA TYPICKYCH BUDIACICH
FUNKCII

4.2.1 Exponencialna funkcia

Predpokladajme exponencidlnu funkciu, ktora je zobrazena na Obr. 4.1 (a). Matematicky je

tato exponencialna funkcia definovana ako

t<o0

(O={3 o ;5o (45)

kde A a « st realne konstanty.

f(t) f(t)

f(t)=Ae™ f(t)=Ae"

(@) (b)

Obr. 4.1. Exponencialna funkcia (a) klesajtica, (b) rastiica

at

Laplaceovu transformaciu tejto exponencialnej funkcie f(t) = A-e ™™ mozeme vypoditat

tymto sposobom

(4.6)
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4.2.2 Skokova funkcia

Dalej predpokladajme skokovii funkciu, ktora je zobrazena na Obr. 4.2. Tato skokova funkcia

je matematicky definovana ako

t<o0

0
fr) = {A t>0

(4.7)

kde Aje realna konStanta. Poznamenajme, Ze tato skokova funkcia je Specidlnym pripadom

exponencialnej funkcie f(t) = A - e™*', kde a = 0.

fit)|
f(t)=A

v

Obr. 4.2. Skokova funkcia (z angl. step function)

Laplaceova transformacia skokovej funkcie f(t) = A je dana vztahom
@ A
L[A]=f A-e_Stdt=;. (4.8)
0

Specialnym pripadom tejto skokovej funkcie je jednotkova skokova funkcia (z angl. unit step

function), ktora je matematickd definovana ako

0 t<o0
f(t)=1(t)={1 N (4.9)
a jej Laplaceova transformacia je dana ako
1
L[1 ()] =< (4.10)
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4.2.3 Linearne rastaca funkcia

Dalej budeme predpokladat’ linedarne rastiicu funkciu (z angl. ramp function), ktora je

zobrazena na Obr. 4.3. Tato funkcia je matematicky definovana ako

t<0

0
(0 =1{,., £>0" (4.11)

kde A je realna konstanta.

f(t) |
f(t)=A-t

L 4

Obr. 4.3. Linearne rastuca funkcia (z angl. ramp function)

Laplaceovu transformaciu tejto linedrne rastticej funkcie f(t) = A-t mozeme vypoditat

z definicie Laplaceovej transformacie tymto sposobom

[oe] [oe]

A-t-e_Stdt=Af t-eStdt. (4.12)
0

L[A-t]:f

0

Predchadzajuci integral mdézeme vypocitat matematickou metédou per-partes, ktord je

matematicky definovana ako

b b
fudv=u-v|§—fvdu. (4.13)
a a

V naSom pripade u = t a dv = e, Poznamenajme, Ze v = €5t/ (—s), potom plati, ze

0 —st|®

L[A-t]:A-f

t-e_Stdt=A-[t-
0

® g=st A © A
—f dt =—-f e Stdt=— (4.14)
0 S Jo

—s —s sz’

0
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4.2.4 Harmonicka funkcia

V pripade dynamickych systémov sa mézu vyskytnut' aj harmonicky premenlivé funkcie
sinusového resp. kosinusového typu. V dalSom sa budeme zaoberat’ vypocltom Laplaceovej
transformacie sinusovej funkcie (z angl. sinusoidal function), ktora je zobrazena na Obr. 4.4. Tato

funkcia je matematicky definovana ako

0 t<o0
f(®) ={A-sin(u)-t) t=0" (4.15)

kde A a w su realne konstanty.

>

f(t) 1
f(t)=Asin(o't)

ANVA
VAAVAR

Obr. 4.4. Funkcia sinus

Pripomenme, Ze

el®t = cos(wt) + j sin(wt) (4.16)

e 19t = cos(wt) — jsin(wt) . (4.17)

A taktiez, Ze funkciu sin(wt) a cos(wt) mozno zapisat’ prostrednictvom exponencialnych

funkcii v tomto tvare

1 . .
sin(w - t) = > (0t —eTIot)

1] (4.18)
cos(w-t) = > (0t 4 gTI0t)
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Potom Laplaceovu transformaciu funkcie sinus f(t) = A - sin(w - t) mézeme vypoditat’ tymto

spdsobom

A %, . )
L[A - sin(w - t)] = % . f (ot — e7I0t) . g7St gt =
0

(4.19)
A1 A 1 A-w

Podobnym sposobom mozno vypocitat Laplaceovu transformaciu funkcie kosinus

f(t) = A- cos(w - t), ktora je definovana ako

A-s

L[A- D] = —.
[A - cos(w ] = 5——

(4.20)

4.2.5 Posunuta funkcia

Vypocitajme teraz Laplaceovu transformaciu posunutej funkcie f(t— o) - 1(t— ), kde
a > 0. Tato funkcia je rovna nule pre &as t < a. Specialnym pripadom tejto posunutej funkcie je

neposunuta funkcia f(t) - 1(t), kde a = 0. Obidve tieto funkcie st znazornené na Obr. 4.5 (a) a (b).

A 7'y

f(t)1(t) f(t-o0)1 (t-ct)

T~

0 t 0 a t
(a) (b)

Obr. 4.5. (a) neposunuta funkcia f(t)1(t), (b) posunuta funkcia f(t — a)1(t — @)

Podla definicie Laplaceovu transformaciu posunutej funkcie f(t— a)1(t—a) modzeme

vypocitat’ pomocou tohto integralu

LIft—)1(t—a)] = foof(t —)1(t—a)-e stdt . (4.21)
0

Zamenou nezavislej premennej z Casu t na T, kde T = t — a dostavame, Ze

f Oof(t —)1l(t—a)-eStdt = f oof(r)l(r) - e~s(t+a) g (4.22)
0 -
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Oznacenim, Ze f(t) - 1(t) = 0 pre T < 0, mbéZeme zamenit’ dolni hranicu integrovania za 0.
A potom

f oof(t —a) 1(t—a) e Stdt = f oof(r) 1(1) - eS8 g =
0 0

[oe]

® 4.23
= f f(t)- e ST-e™®dt = e‘“sf f(r) - e Stdt = ( )
0 0

=e % F(s),
kde F(s) = LIf(D)] = [;" f(De dt. A teda

LIft—a) 1t—a)]=e ™™ -F(s), a=0. (4.24)

Tato poslednd rovnica vyjadruje vlastnost’ na vypocet Laplaceovej transformacie posunutej

funkcie casu f(t) - 1(t) o as a, kde a = 0.
4.2.6 Pulzna funkcia

Uvazujme pulzny signal zobrazeny na Obr. 4.6, ktory je matematicky definovany touto

funkciou

A
=1 & 0<t<t0, (425)
0 t<0,t, <t
kde A a ty su realne konstanty.
A
f(t)
A
t, /z;
0 t, t

Obr. 4.6. Pulzny signal
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Pulzny signal v tomto pripade predstavuje skokovu funkciu o velkosti A/ty, ktora zacina
posobit’ v Gase t = 0 a v Case t = tg je k tejto funkcii pripocitana zaporna funkcia — A/tg. To znamena,

ze pulznu funkciu moézeme matematicky zapisat’ ako
A A
ft) =—-1(t) ——-1(t —tq) . (4.26)
to to

Potom Laplaceovu transformaciu pulznej funkcie mozno vypocitat’ tymto spésobom

A A

- (1 —est), .
to'S to's to's( ¢ ) (427)

LIfO] =L [% 1(t)] —L [% 1(t— to)] =

4.2.7 Impulzna funkcia

Impulzna funkcia je Specialny limitny pripad pulznej funkcie. Predpokladajme impulznu

funkciu v tomto tvare

A
fo=1 B 0<t<ty (4.28)
0 t<0,ty<t
F 3
f(t)
A
t—0
0 —pfk— A—POO
t,
0 t

Obr. 4.7. Impulzna funkcia

Predchadzajuci Obr. 4.7 zobrazuje takito impulznu funkciu. Ide teda o limitny pripad pulznej
funkcie zobrazenej na Obr. 4.6, ked’ ty konverguje k nule. Pretoze velkost impulznej funkcie je A/ty
a Cas poOsobenia je tg, plocha pod impulznou funkciou je rovna hodnote A. V pripade, Ze ¢as pdsobenia

konverguje k nule, potom velkost’ A/ty konverguje k nekone¢nu, ale plocha pod impulznou funkciou

zostava rovna hodnote A.
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Poznamenajme, ze veli¢ina impulz je merana jeho plochou. Na zaklade rovnice (4.28 ) moZeme

vypocitat’ Laplaceovu transformaciu impulznej funkcie tymto spésobom

d st
A A (1 —e0)] .
L[f(©)] = lim |—- (1 — e SW)[ = lim dty 28 g, (4.29)
dty * 0

A teda Laplaceova transformacia impulznej funkcie je rovna ploche pod impulzom. Impulzna
funkcia, ktorej plocha sa rovna jednej nazyvame jednotkovym impulzom &(t) (Dirac delta funkcia).

Jednotkovy impulz, ktory sa objavi v &ase t = ty oznatujeme ako 8(t — tg) a spiia tieto podmienky

0 t#t
8(t—t0)={ o g

o (4.30)
f S(t—to)dt=1.

Impulz, ktory nadobiida nekonecne velka hodnotu pocas nulového trvania, je v skutocnosti
matematicka fikcia, ktora sa v realnych fyzikalnych systémov nevyskytuje. Ak vSak velkost’ pulzného
vstupného signalu nadobida pomerne vel'kt hodnotu na malom ¢asovom intervale, potom v takomto
pripade mézeme tento vstupny signal povazovat’ za aproximaciu akéhosi impulzného vstupného
signalu.

Napr., ak sila alebo moment, ktort su aplikované ako vstupny signal f(t), pdsobia na systém

vel'mi kratky ¢as 0 < t < tg, kde hodnota funkcie f(t) je dostatocne vel’ké a taka, ze hodnota |, Ot *f(t)dt

nie je zanedbatel'na, potom tento vstupny signal mozno povazZovat za impulzny vstupny signal.

Impulzny signal dodava systému energiu nekone¢ne kratky cas.

4.3 VLASTNOSTI LAPLACEOVEJ TRANSFORMACIE

4.3.1 Naisobenie funkcie vyrazom e *

Ak funkcia f(t) ma Laplaceovu transformaciu a jej Laplaceova transformacia je F(s), potom

Laplaceovu transformiciu funkcie, ktord vznikne ndsobenim vyrazom exponencialnej funkcie e™**

a funkcie f(t) t. j. f(t) - e, vypocitame ako

[0

Lle - f(v)] = f e - f(t)-eStdt =F(s + a) . (4.31)
0

o

Ako mozno vidiet, tak nasobenie funkcie f(t) vyrazom e ma efekt na zamenu s vyrazom

(s + ) v Laplaceovej transformacii.
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Inak povedané, zamena s vyrazom (s + a) je ekvivalentna nasobeniu funkcie f(t) vyrazom

e ™. Tato vlastnost Laplaceovej transformacie je uzitoénd pre najdenie takych funkcii ako sa

[~¢

e “t.sin(w-t) ae "t cos(w - t). Napr. ak

A-w
L[A - sin(w )] = 5—— =F(s),
s+ w
A (4.32)
'S
L[A-cos(w-t)] = T G(s),
potom Laplaceova transformacia funkcii e - sin(w - t) a e * - cos(w - t) je rovna
Lle™® sin(w - t)] = F(s+ a) = L,
(s + a)? + w?
. (4.33)
L[e_“t ' COS((J) ' t)] = G(S + O() = m .
4.3.2 Pravidlo derivacie funkcie
Laplaceova transformacia derivacie funkcie f(t) je dana vztahom
df(t)
LT =S'F(S)—f(0), (434)

kde f(0) je pociato¢na hodnota funkcie f(t) v ¢ase t = 0. Predchadzaju rovnicu ( 5.38 ) nazyvame
pravidlom derivovania funkcie f(t). Pre funkciu f(t) mézu byt hodnoty f(0 +) a f(0 —) rovnaké alebo

mat rozdielne hodnoty, ako je to znazornené na Obr. 4.8.

A

i) fo+) ft) |
f(0+)
f(0-) 09
\ ) \ .
0 t 0 t

(a) (d)

Obr. 4.8. Pociato¢né hodnoty (a) skokovej funkcie a (b) funkcie sinus

Rozdiel medzi hodnotou f(0 +) a f(0 —) je dblezity, ked’ funkcia f(t) nadobtida diskontinuitu

v Case t = 0, pretoze v tomto pripade derivacia funkcie df (t)/dt predstavuje impulznu funkciu.
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Ak f(0 +) # f(0 —), potom rovnicu ( 5.38 ) je nutné modifikovat’ na tento tvar

df(t)
F] =S F(s)—f(O +)
(4.35)
—df() =s-F(s) — f(0
| =5 F© -0 ).

Na potvrdenie platnosti pravidla derivacie, vypoc¢itame Laplaceov integral — integrovanim po

Castiach (met6dou per partes)

F(s) = f f(t) - e™St dt = f(t) - —‘ f [df(t) (4.36)
Z predavajiceho vyplyva, Ze
F(s)—@ Y %ﬂ (4.37)
a teda
L%(tt)]—s F(s) — f(0). (4.38)

Podobny spésobom mozno odvodit’ pravidlo pre druhu derivaciu funkcie f(t) v tomto tvare

r [dzf(t)

pTe ] =s2-F(s) — s f(0) — f(0), (4.39)

kde £(0) je hodnota df(t)/dt vypocitana v ¢ase t = 0. Napokon pre n-ti derivaciu funkcie f(t)

mozno zadefinovat’ nasledovné vSeobecne platné pravidlo

dn-1£(0)
- dtn—l !

=s"-F(s) —s™1-f(0) —s""2-f(0) —

L [dnf(t) (4.40)

den

kde £(0),£(0), ...,

e 1 predstavu]u hodnoty funkcie f(t), df(t)/dt, ..., d* 1 (t)/dt"*! vypocitané

vcaset = 0.
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4.3.3 Pravidlo kone¢nej hodnoty

Pravidlo konec¢nej hodnoty vyjadruje ustalené spravanie sa funkcie f(t) vzhl'adom na spravanie

s - F(s) v blizkostis = 0. Pravidlo mozZno aplikovat’ len vtedy, ak existuje !im f(t), ktora znamena, ze

f(t) sa ustali na kone¢nej hodnote v Case t — oo. Ak vSetky poly s - F(s) lezia v l'avej pol rovine roviny

S, potom !im f(t) bude existovat’, naopak ak s - F(s) ma poly na imaginarnej osi alebo na pravej strane
—00

roviny s, funkcia f(t) bude obsahovat’ oscilujiice alebo exponencidlne rastiice Casové funkcie, tzn. Ze

lim f(t) neexistuje. Pravidlo koneénej hodnoty pre takéto pripady neplati. Napr. ak funkcia f(t) je

t—oo0

sinusovou funkciou sin(w - t), potom s - F(s) ma poly s = t+jw a pre tento pripad neexistuje Eim f(t).

Pravidlo kone¢nej hodnoty hovori: Ak funkcia f(t) a derivacia funkcie df(t)/dt maja
Laplaceovu transformaciu F(s) a s - F(s), kde F(s) je Laplaceova transformacia funkcie f(t) a existuje

!im f(t), potom
lim f(t) = lims - F(s) . (4.41)

Ako dokaz platnosti predchadzajiceho pravidla konecnej hodnoty vyjdeme z definicie limity

s — 0 integralu Laplaceovej transformacie derivacie funkcie f(t)

lim f [df(t)] est dt=£i_r)%[s-F(s)—f(0)], (4.42)

s—0
ked’ze lina eSt=1a %im f(t) existuje, potom dostavame
S— —00

f [i(t)] dt = f(t)|g = f(e0) — f(0) = hm s-F(s) — f(0), (4.43)

z ¢oho vyplyva, ze

f(o0) = lim f(t) = lim s - F(s) . (4.44)
4.3.4 Pravidlo pociato¢nej hodnoty

Pravidlo pociatocnej hodnoty je naprotivok pravidla o konecnej hodnote. Pouzitim pravidla
o pociato¢nej hodnote mozno najst hodnotu funkcie f(t) v case t= 0+ priamo z Laplaceovej
transformacie funkcie f(t). Pravidlo nedava hodnotu funkcie f(t) priamo v ¢ase t = 0, ale v hodnote

o nieCo vicsej ako je nula.
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Pravidlo pociatoénej hodnoty hovori: Ak funkcia f(t) a derivacia funkcie df(t)/dt majt
Laplaceovu transforméaciu F(s) a s - F(s), kde F(s) je Laplaceova transformacia funkcie f(t) a existuje

lim s - F(s), potom

S—00
f(0+) = lim s - F(s). (4.45)

Ako dokaz predchadzajuceho pravidla pociato¢nej hodnoty, pouzijeme rovnicu pre Laplaceovu

transformaciu £, derivacie df(t)/dt v tomto tvare

[df(t)

L, =s-F(s) —f(0+). (4.46)

Pre ¢asovy interval 0+< t < oo, ak s konverguje k nekone¢nu, e St konverguje k nule. Preto,

lim [df(t)] e Stdt= lim [s-F(s) —f(0 +)] =0 (4.47)
S—00 0+ S—00
alebo
f(0+) = lim s-F(s). (4.48)

4.3.5 Pravidlo integrovania

Ak existuje Laplaceova transformicia integralu funkcie [ f(t) dt, potom pre tato

Laplaceovu transformaciu musi platit’ pravidlo integrovania

f () dt ] 1(0) (4.49)

kde F(s) = L[f(t)] a f~1(0) = [ f(t) dt v ase t = 0. Predchadzajlicu rovnicu ( 4.49 ) nazyvame
pravidlom integrovania. Pravidlo integrovania moézeme dokdzat, vypocitanim Laplaceovej
transformacie funkcie [ f(t) dt, ktory predstavuje funkciu f(t) z definicie Laplaceovej transformacie.

Integral Laplaceovej transforméacie vypocitame metédou per partes

LU f(t) dt] f U f(t) dt e Stdt = U f(t) dt

1
= —f f(t) dt +
S t=0

(4.50)

-1<0>+@_
S

S

1 [ee]
— f f(t) e Stdt =
SJo
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Poznamenajme, ze ak funkcia f(t) zahfila impulznid funkciu vt = 0, potom

f=1(0 +) # £~1(0 —). To znamen4, ze musime predchadzajuce pravidlo podl'a rovnice ( 4.49 ) upravit

L, U f(t) dt] = F(SS) + G +),

S

L [ f (o) dt] - F(SS) ol

S

(4.51)

Ako mozeme vidiet, tak integrovanie funkcie v casovej oblasti t, je zmenené na delenie v oblasti
s. Ak pociato¢nd hodnota integralu je nulova, potom Laplaceova transformécia integralu [ f(t) dt

je dana ako F(s)/s. Pravidlo integrovania mézeme jemne modifikovat’ v zmysle spojitého integralu
funkcie f(t). Ak existuje Laplaceova transformacia spojitého integralu fot f(t) dt, potom mozno tato

Laplaceovu transformaciu vypocitat’ na zaklade tohto pravidla integrovania

¢ F(s)
Lff(t)dt =—=. (4.52)
0 s
Ako dokaz tohto tvrdenia najskdr poznamenajme, Ze
t
f f(t) dt = f f(t) dt — f~1(0), (4.53)
0
kde f~1(0) je konstantna hodnota integralu [ f(t) dt v ¢aset = 0, potom
t
c U £(t) dt] oy, U £(t) dt — f—1(0)] s U £(t) dt] — LIF1(0)] . (454)
0

Na zéklade rovnice ( 4.49 ) a pripomenutim, Ze f~1(0) je konstanta, potom

L[f_l(())] — f_IS(O) . (4.55 )

Dosadenim za Laplaceove transformacie L[ [ f(t) dt] a L[f _1(0)] dostavame, Ze

S S S

t -1 -1
LU £ dt] - F(SS)+f ©_T0O_F) (4.56)
0
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4.4 INVERZNA LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Inverzna Laplaceova transformacia odkazuje na proces najdenia funkcie casu f(t)
z odpovedajucej Laplaceovej transformacie racionalnej funkcie F(s). Na najdenie inverznej
Laplaceovej transformacie existuje nickol'’ko metdd. Najjednoduchsou z tychto metdd je priame pouzitie
tabulky Laplaceovych transformacii pre najdenie Casovych funkcii f(t) odpovedajucich
Laplaceovych transformacii danej funkcie F(s). Druhou metodou je pouzitie rozkladu funkcie F(s) na
parcialne zlomky. V tejto kapitole si uvedieme metodu rozkladu racionalnej funkcie na parcialne

zlomky.

4.4.1 Metoda rozkladu na parciilne zlomky na najdenie inverznej Laplaceovej

transformacie

Ak racionalna funkcia F(s) Laplaceovej transformacie funkcie f(t) je rozdelenda na n

racionalnych funkcii F; (s), F5(s), ..., F,(s)
F(s) = F1(s) + Fo(s) + -+ Fy(s), (4.57)

ktorych inverzné Laplaceove transformacie L™ 1[F;(s)], L7 [F5(s)], ..., L 1[F,(s)] su lahko
identifikovatelné na zaklade tabulky Laplaceovych transformacii, potom inverzna Laplaceova

transformacia £ 1[F(s)] je definovana ako

LTFS)] = L7 FL ()] + L7HFL ()] + -+ L7H[Fy(s)] = (458)
=H® +HO + -+ 60, '
kde f; (t), f5(t), ..., f, (t) st inverzné Laplaceove transformacie funkcii Fy (s), F5(s), ..., Fy(s).
V systémovej analyze dynamickych systémov prenosova funkcia odozvy dynamickych
systémov Casto nadobuda tvar

F(s) = %, (4.59)

kde A(s) a B(s) s polynomy komplexnej premennej s. Poznamenajme, ze stupeni polynému B(s)
spravidla nie je vacsi nez stupeni polynomu A(s). Vyhodou metédy rozkladu na parcialne zlomky je,
ze rozkladom ziskame jednotlivé Casti racionalnej funkcie F(s), ktoré predstavuju velmi jednoduché
funkcie premenenej s; to znamena, Ze nie je nutné sa priamo odkazovat’ na Laplaceove transformacie

funkcii z tabul’ky Laplaceovych transformacii, nakol’ko odpovedajice Laplaceove pary su jednoducho
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zapamétate'né. Pre najdenie rozkladu racionalnej funkcie F(s), je nutné poznat' korene menovatel'a
A(s) takejto funkcie.

Uvazujme racionalnu funkciu F(s) zapisanu vo faktorovom tvare

B(s) K-(s+z)(s+23)(s+2zy)

FS) =26 = Grp)G+p) G+

, (4.60)

kde p1, P2, ---) Pn @ Z1,Z3, ..., Zy SU bud’ redlne alebo komplexne zdruZené cisla.
4.4.2 Rozklad funkcie F(s) na parcialne zlomky pre nenasobné poly

V tomto pripade mdzeme racionalnu funkciu F(s), zapisat’ ako stucet jednoduchych parcialnych

zlomkov v tomto tvare

B(s) ! LY dn

F = = + + .4 ,
(s) A(s) s+p; s+p; S+ pn

(4.61)

kde aq,ay, ..., a, su konstanty. Koeficienty ay pre k = 1, 2,..., n nazyvame zvyskami (z angl. residue)

v k-tom poéle korena s = —py. Hodnotu ap mozno vypocitat’ prenasobenim oboch stran rovnice
(4.61) ¢lenom (s + pg) a dosadenim za s = —py prislusna hodnotu daného polu. Potom
B(s)
(s+pi)- ]
[ A,
:[ - (s+p) + — (S+pk)+"'+ S (s+p) + (4.62)
S+ p1 s+p S + Pk
(S + Pk)] ag -

S=—Pk

Ako mozno vidiet, tak vsSetky vyrazy v predchadzajucej rovnici na pravej strane vypadni

s vynimkou ai. Potom pre koeficient ay plati, ze

B(s)
=|G+p)- AG) (4.63)
S=—Pk

Poznamenajme tiez, ze zatial' ¢o funkcia f(t) je realnou funkciou Casu t a pq resp. po, st
komplexne zdruzené cisla, potom koeficienty a; a a, su taktiez komplexne zdruzenymi ¢islami. Iba

jedno z komplexne zdruzenych Cisel a4 a a, je nutné vypocitat’, nakol’ko to druhé je automaticky zname.
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Ked'Ze inverzna Laplaceova transformicia kazdého k-tého parcidlneho zlomku je znama

a definovana ako

dk
-1 [ ] — . »a— Dkt )
L7 R (4.64)

potom funkciu f(t) mdzeme vyjadrit’ v tomto tvare

f(t) = L7YF(s)] =a,-e Pt +a,-e Pt + ...+ a e Pnt, (4.65)

Priklad ¢. 4.1.

Najdite inverznu Laplaceovu transformaciu racionalnej funkcie F(s)

s+ 3

AT E)

(4.66)

RieSenie:

Parcialny rozklad funkcie F(s) zavedenim dvoch koeficientov a; a a, moZeme zapisat’ v tomto

tvare

F(s) = s+3 S + a, 167
S_(s+1)(s+2)_s+1 s+2’ (467)
kde nezname koeficienty a; a a, mozno vypocitat’ pouzitim rovnice ( 4.63 ) a to ako
_[(+1) s+3 ] _ s+3] —>
N A R D ICE)) N [CR ) | M
(4.68)
_[( +2) s+3 _[s+3 —_q
a2 = |8 G+DGs+2l__, s+l _,~
Potom funkcia f(t)
-1 1] 2 Y —t _ a-2t
() = LR = L7 ||+ o7 || = 2 et e (4.69)
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Priklad ¢. 4.2.

Vypocitajte inverznu Laplaceovu transformaciu prenosovej funkcie G(S)

(4.70)

RieSenie:

Poznamenajme, ze vypoctom korefiov polyndému menovatela mdzeme vyraz v menovateli

zapisat’ v tomto tvare

s2+2s+5=(+1+2) (s+1-2j. (4.71)

Dva korene menovatela st komplexné zdruzené ¢isla. Upravme predchadzajticu kvadraticki

formu na tento tvar

s?2+2s+5=(s+1)%+22. (4.72)

Nakol’ko korene polyndomu tvoria komplexne zdruZeny par, potom prenosova funkcia G(s)

bude dana suctom tlmenych funkcii sinus a kosinus, ktorych Laplaceove transformacie si zname

_at . _ u)
Lle™* - sin(wt)] = m.
(4.73)
L[e~* - cos(wt)] = (s-l—sa-)l_ﬁ'

A teda prenosovu funkciu G(s) mozno napisat’ ako sucet tlmenej funkcie sinus a kosinus

v nasledujucom tvare

2s+12 _ 10+2(s+1) _

G(S)=SZ+ZS+5=(5+1)2+22_
(4.74)

2, st

T G+DI+22 7 (s+ D222

Potom funkcia f(t)
2 s+1
f(t) = £1[G =5-L‘1[—] L —]=

(® [G(s)] Grz+22l 7" ez (4.75)

=5-e7t'sin(2:t) +2-e tcos(2-1).
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4.4.3 Rozklad funkcie F(s) na parcialne zlomky pre viacnasobné poly

Princip rozkladu racionalnej funkcie F(s), ktord obsahuje viacnasobné pély si vysvetlime na

priklade rozkladu nasledujicej racionalnej funkcie

s2+2s+3

Parcidlny rozklad tejto funkcie F(s) bude obsahovat tri vyrazy pre konkrétny jeden

viacnasobny pol s = —1. Funkciu F(s) mozno zapisat’ v tomto tvare

B(s) b3 n b, " b,
A(s) (s+1)3 (s+1)2 s+1’

F(s) = (4.77)

kde koeficienty by, by a b3 mézeme vypocitat’ nasledovnym postupom. Prenasobenim oboch stran

poslednej rovnice vyrazom (s + 1)3 dostavame, ze

B(s)

(s+1)3-E=b3+b2-(s+1)+b1-(s+1)2. (4.78)
Potom dosadenim za s = —1, prejde predchadzajtica rovnica do tohto upraveného tvaru
B(s)
(s+1)3- ] =b;. 4.79
[ A( ) et 3 ( )

Pokracujme d’alej prvou derivaciou oboch stran rovnice ( 4.78 ) podl'a premennej s a dostavame

412390y b s+ 1) 4.80
ds S A(S) — M2 1 S ’ ( . )
nasledne dosadenim za s = —1, mdzeme vypocitat’ koeficient b,
B(S)]
—|[G+1)? =b,. 4.81
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Podobnym sposobom druhou derivaciou oboch stran rovnice ( 4.78 ) podla premennej

s dostavame

B(s)

d2
@ [(S + 1)3 '

Z predchadzajicej analyzy vyplyva, Ze koeficienty b4, by a b3 mozno postupne systematicky

vypocitat’ a to tymto postupom

=[(S+1)3.% = (s + 254 3)5=q1 = 2,
_4a [(S AES;] [ (s2+2s+ 3)]5__1
s+ 2)5__1 o (4.83)
T R R R S
- 5(2)52‘1 =1.

Napokon funkciu f(t) vypocitame inverznou Laplaceovou transformaciou jej ¢iastkovych

parcialnych zlomkov

. g 2 4]0 =
f(t) = L7 [F(s)] = L l[m]+£ 1[_(S+1)2]+L 1[s+1]_ (4.84)
=t?-et+0+et=et(t2+1).

4.5 RIESENIE LINEARNYCH DIFERENCIALNYCH ROVNIC

V tejto podkapitole sa zameriame na rieSenie diferencidlnych rovnic pouZzitim metody
Laplaceovej transformacie. Metoda Laplaceovej transformacie umoziuje vypocitat’ celkové rieSenie
odozvy dynamického systému, ktoré pozostava zo vSeobecného a partikularneho riesenia.

Z matematického hl'adiska m6Zeme toto rieSenie zapisat’ ako
y(® =yo(®) +yp(©), (4.85)

kde y(t) je celkové rieSenie odozvy, yo(t) je rieSenie homogénnej diferencidlnej rovnice a yp(t) je

partikularne rieSenie diferencialnej rovnice.
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Aplikaciou metody Laplaceovej transformacie dospejeme k rovnakému rieSeniu odozvy
dynamického systému ako v pripade pouzitia klasickych metod na rieSenie diferencidlnych rovnic.
Klasické metody vypoctu celkového rieSenia diferencialnych rovnic vyzaduju urCenie integraénych
konstant z uvazovanych pociatoénych podmienok. Na druhej strane v pripade pouzitia metody
Laplaceovej transformacie toto nie je nutné z dovodu, ze pociato¢né podmienky mozeme pri metode
Laplaceovej transformacie priamo automaticky zahrnit’ do rieSenia a to pri samotnej transformacii dane;j
diferencialnej rovnice z asovej roviny t do komplexnej roviny s. V pripade, Ze vSetky pociatocné
podmienky su nulové, potom Laplaceovu transformaciu diferencidlnej rovnice mozno ziskat
jednoducho zdmenou vyrazu derivacie d/dt za s, d/dt? za s? atd’.

Pri rieSeni linedrnej diferencidlnej rovnice pouzitim metédy Laplaceovej transformacie

postupujeme na zaklade nasledovnych krokov:

1. Vykoname Laplaceovu transformaciu kazdého ¢lena diferencidlnej rovnice, ¢im prevedieme
diferencialnu rovnicu na algebricka formu premenne;j s,

2. vyjadrime Laplaceov tvar zavislej premennej Y(s),

3. rieSenie diferencialnej rovnice y(t) v Casovej oblasti t vypocitame inverznou Laplaceovou

transformaciou z Laplaceovho obrazu racionalnej funkcie Y(s).

Priklad ¢é. 4.3.

Vypocitajte rieSenie x(t) nasledujicej diferencialnej rovnice s uvazovanim pociato¢nych

podmienok

X+3%x+2x=0, x(0)=a x(0)=b, (4.86)
kde a a b s konstanty.
RieSenie:

Oznacenim Laplaceovej transformacie funkcie x(t) ako L[x(t)] = X(s) a pouzitim pravidla

derivacie funkcie, mézeme previest’ jednotlivé derivacie do tohto Laplaceoveho tvaru

L[x] = s X(s) —x(0),

(4.87)
L[X] = s?-X(s) —s-x(0) — %(0) .
Potom Laplaceova transformacia danej diferencialnej rovnice nadobudne tvar
[s2-X(s) —s-x(0) —x(0)] +3-[s-X(s) —x(0)]+2-X(s) =0. (4.88)

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |79



Dosadenim zadanych pociato¢nych podmienok do predchadzajicej rovnice dostdvame

[s2-X(s)—a's—b]+3-[s:X(s)—a]+2:X(s) =0 (4.89)
alebo

(s?+3's+2):X(s)=a-s+b+3-a. (4.90)

Vyjadrenim Laplaceovho obrazu X(s) z poslednej rovnice a jeho d’alSou upravou, mézeme

dospiet’ k tomuto vyslednému Laplaceovemu obrazu riesenia diferencialnej rovnice

a-s+b+3-a_a-s+b+3-a_23+b a+b
(s2+3:s+2) (s+1(+2) (G+1) (s+2)°

X(s) = (491)

Potom inverznou Laplaceovou transformaciou predchadzajuceho rieSenia priamo dostavame

celkové rieSenie diferencialnej rovnice x(t)

2a+b _i[atby
s+D] (s+2)]_
=(a+b)-et—(a+b)e %,

x(t) = L~1[X(s)] = £~ [
(4.92)

Priklad ¢. 4.4.
Vypocitajte rieSenie X(t) tejto diferencialnej rovnice s uvazovanim pociato¢nych podmienok
X+2%x+5x=3, x(0)=0, x(0)=0. (4.93)
RieSenie:
3

Ak vieme, ze L[3] = Sa pociato¢né podmienky diferencialnej rovnice x(0) = 0 ax(0) = 0 sa

nulové, potom Laplaceova transformécia diferencidlnej rovnice vedie na tento tvar
3
SZ'X(S)+ZS'X(S)+5'X(S)=§. (4.94)

Vyjadrenim Laplaceovho obrazu riesenia X(s) dostavame

3 31 3 s+ 2
X(S): > = —_—r—— 2—:
s (s?+2-s+5) 5 s 5 s?2+2-s+5
(4.95)
31 3 2 3 s+1
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Potom inverznou Laplaceovou transformaciou Laplaceovho obrazu X(s) musi platit, ze

O =X =3 L[] - o5 |3 [mrs] =
W= SI=5" sl 10 I(s+1)2+22] 5 [(s+1)2+22]
(4.96)
=22 etsin2y — 2+ et eos(20)
=z 1Oe tsin e cos .
Priklad ¢. 4.5.
N4jdite redlnu a imagindrnu Cast’ vyrazu
241-j 497
34+4-j (497)
a taktiez absolitnu hodnotu u a uhol ® komplexného disla.
RieSenie:
241 2+1j 3-4 6+3j—-8+4 10-5 2 1 498
3+4) 3+4 3-4  9+16 25 5 5V (4.98)

potom absoltatnu hodnotu a uhol komplexného ¢isla vypoc€itame tymto spésobom

/ = 0.447,
j:’ V5 (4.99)

Priklad ¢é. 4.6.

Néjdite Laplaceovu transformaciu funkcie

f(t) =t-e3t. (4.100)
RieSenie:

Pretoze,

L[t] = G(s) = Siz (4.101)
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potom odkazanim sa na vlastnost’ Laplaceovej transformacie nasobenia funkcie f(t) vyrazom e~

podl'a rovnice ( 4.31 ) dostavame, ze

1
F(s) =L[t-e7 3] =G ) =——. 4.102
()= Ll e = 65 +3) = 55 (4102)
Priklad ¢. 4.7.
Vypocitajte Laplaceovu transformaciu funkcie
f(t) = sin(wt + 0), (4.103)
kde O je konstanta.
Riesenie:
Poznamenajme, Ze
sin(wt + 0) = sin(wt) - cos ® + cos(wt) - sin®, (4.104)
potom vyuzitim predchadzajuceho vzt'ahu dostavame, ze
L[sin(wt + ©)] = cos O - L[sin(wt)] + sin® - L[cos(wt)] =
w-cos® +s-sin® (4.105)

W
=c0s®———+sin®- =
s2 + w? s2 + w? s2 + w?

Priklad ¢. 4.8.

N4jdite Laplaceovu transformaciu F(s) funkcie f(t), ktora je znazornena na Obr. 4.9. Navyse
vypocitajte limitu funkcie F(s), ak a konverguje k nule.

.

fi(t) |

o [

2a

N

QD |-

Obr. 4.9. Funkcia f(t)
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Poznamenajme, Ze funkciu f(t), ktora je zobrazena na Obr. 4.9, mozeme zapisat’ ako

1 2 1
f() == 1) - - 1(t—a) + - 1(t - 2a). (4.106)
Potom
1 2 1
F(s) = LIFOT = 5 LILO] = = L= a)] + 5 L[1(t — 22)] =
11 21 1
- . ._. - . _.p"2as —
Taz's a? s e a2 s © " (4.107)
1
=T. (1 _2.e—as +e—2a5).
a’s
Ked parameter a — 0, potom pre F(s) musi platit’, Ze
d —as —2as
1—2:e73 4 g—2as E(1_2.e +e )
lim F(s) = lim = lim =
a—0 a—0 als a—0 d 2
E(a S)
25”35 _ 2g. @23 e~as _ g—2as
= lim = lim = (4.108)
a—0 2a-s a—0 a
_ %(e_as —eT?®)  _g.e73 4 5.2
= lim = lim =—s+2s=s5s.
a—0 i( ) a—0 1
da \@

Priklad ¢é. 4.9.

Najdite Laplaceovu transforméciu funkcie f(t), ktora je zndzornena na Obr. 4.10.

»

fi(t)

b+
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Obr. 4.10. Funkcia f(t)
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RieSenie:

Danu funkciu f(t), ktora je zobrazend na Obr. 4.10, moZno matematicky zapisat’ ako

0 t<0
f) =4—-t O<t<a- (4.109)
0 a<t

Poznamenajme, Ze f(t) mézeme predpokladat’ ako sucet troch funkcii fq (t), f5 (t) a f3(t), ktoré

su zobrazené na Obr. 4.11.

f(t) A
N f()=2t1()

a

0 \ t

b
N H=-3(ta)1(t-a)
b} AN

»
L

N f(t)=-b1(t-a)
Obr. 4.11. Funkcie f; (t), f5(t) a f5(t)

To znamena, Ze funkciu f(t) mozno zapisat’ aj tymto spdsobom
b b
f(t) =f,(t) + f,(t) + f5(t) = Et- 1(t) — ;(t —a)-1(t—a)—b-1(t—a), (4.110)

potom Laplaceova transformacia funkcie f(t) je dana funkciou F(s) v tomto tvare

(4.111)

Priklad ¢. 4.10.

N4jdite Laplaceovu transformaciu periodickej funkcie f(t), ktora je zndzornena na Obr. 4.12.
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f(t) 1

0 T/2 T 2T t

Obr. 4.12. Periodicka funkcia f(t)
RieSenie:

Vypocitajme Laplaceovu transformaciu periodickej funkcie f(t) na intervale od 0 po T

N[

T T
f f(t)-e‘Stdt=J e‘Stdt+f (=1) e Stdt =
0 0 ;

= 1 1
et 2_e‘StT_e_fTs—l_}_e‘TS—e_fTS B (4.112)
-sf, —s % —s S
1 1 1 1,12
=— [e_TS —2e72° 4 1] =—- [1 - e_ETS] .
S S
A teda
T 1 L] 1
J, f©-e™tdt 5 [1—e? 1—e2™
1—eTs 1—eTs Y N
s-[1+e2 ] (4.113)
Lo T-s
= Stanh——.
Priklad ¢. 4.11.
Vypocitajte inverznu Laplaceovu transformaciu funkcie F(s)
cs+d
F(s) = (4.114)

(s? + 2as + a?) + b2’

kde a, b, ¢ a d su redlne cCisla a je kladné Cislo.
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RieSenie:

Ked'Ze funkciu F(s) mézeme zapisat’ ako

c(s+a)+d—ca c(s+a) d—ca b
F(s) = = + . , (4.115)
(s+a)? +b? (s+a)? +b? b (s+a)?+b?
potom dostavame, Ze
d—rca
f(t) = c- e @ cos(bt) + a— e 2t sin(bt) . (4.116)
Priklad ¢. 4.12.
Néjdite inverznu Laplaceovu transforméaciu funkcie F(s)
1 (4.117)
F(s) = . ‘
() s'(s?2+2s+2)
RieSenie:
Pretoze,
s2+2s+2=(G+1+)GE+1-j)), (4.118)

potom Laplaceova transforméacia F(s) bude obsahovat’ dva komplexne zdruzené pdly a teda musi platit’,

Ze
1 a, a,s + as
F(s) = =—+4+—"—", 4.119
() s'(s2+2s+2) s s?2+2s+2 ( )
kde a;,a, a a3 vypocitame metddou neurcitych koeficientov z rovnice
1=a; (s?+2s+2)+ (a,s+ajz)-s. (4.120)

Porovnanim koeficientov na oboch stranach rovnice pri rovnakych mocninach s, dostavame, ze

a1+a2=0, 2a1+a3=0, 2a1=1, (4121)
z ¢oho vyplyva, ze
1 1
a1=§, az=_z, ag=_1. (4122)
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Teda prenosovi funkciu F(s) mézeme zapisat’ ako

F(s) = 1 s+2 11 1 1 1 s+1 4123
3= 2 s242s+2 2 s 2 (s+1)2+12 2 (s+1)2+12° (4.123)
Napokon inverzna Laplaceova transformacia funkcie F(s) je
1 1 1
=———-et.sint—=-e7t- . 4.124
F(s) 275 sint 5e cost ( )
Priklad ¢. 4.13.
Urcte inverzna Laplaceovu transformaciu funkcie F(s)
4.125)
F(s) = ———. (
) s-(s? + w?)
RieSenie:
Funkciu F(s) méZeme upravit’ do tohto tvaru
F(s) = 1 1 (1 S ) _
> Cse(s24+w?) w2 \s s24+w?/
(4.126)
11 1 S
w2 s w? 52+ w?
Napokon inverznu Laplaceovu transforméaciu funkcie F(s) vypocitame ako
1
f(t) = L7'[F(s)] = o7 (1 - cos(wt)). (4.127)
Priklad ¢. 4.14.
Vypocitajte rieSenie tejto diferencidlnej rovnice
(4.128)

x+a-x=A-sinlw-t), x(0)=Db,

kde a, b, A a w su konstanty.
RieSenie:

Aplikovanim Laplaceovej transformacie na obidve strany diferencialnej rovnice dostdvame
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w

[s-X(s)—x(O)]+a-X(s)=A-52+—m2

(4.129)

alebo
A-w

(S+a)'X(S):SZ+—w2+b. (4130)

Vyjadrenim X(s) z poslednej rovnice dostavame

A-w 4 b _
(s+a)(s2+w?)  (s+a)
A-w ( 1 s—a )+ b
T aZ+w? \s+a s2+w? (s+a)
A-w 1 A-a w A-w S
(b+ 2 2)' +3 2 <2 2 o2 ) :
a2+ w s+a a4+ w? s2+w? a4+ w? s+ w?

X(s) =

(4.131)

Potom inverzniu Laplaceovu transformaciu rieSenia X(s) mdézeme vypocitat’ ako

x(t) = L7HX()] =
Ao _ 1 s—a b
T a2 4+ w? <s+a_sz+u)2)+(s+a)_ (4.132)

A-w at
= (bt gen)

) A-w
1ol sin(wt) — Tro? cos(wt).
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Tabul’ka 4.1. Tabul'ka Laplaceovych transformacii

10.

11.

12.

13.

14.

A- eat’ A- e—at

A-u(t),u(t)

A sin wt, sin wt

A cos wt, cos wt

A e %sin wt, e~ tsin wt

A e 2cos wt, e 2tcos wt

A-tt

A-t"A-t"

t-eat

tn . e—at

1—e 2t

A-e 3 sin(wt + 0)

Obdiznikovy pulzny signal

Impulz k - 8(t), 6(t)

LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

s2 4+ w2’ s2 4 w2
s s
s2 4+ w2’ sZ 4+ p?

w w

A- ,
(s+a)?+w? (s+a)+ w?

_ (s+a) (s+a)
(s+a)?+w? (s+a)?+ w?

A 1
s2’ s2
n! n!

.Sn+1’ Sn+1

1
(s+a)?

n!
(s +a)nrtt

a
s(s+a)

wcosO+ (s+a)sin®
(s+a)?+ w?

Ing. Martin Garan, PhD.
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Problémy na rieSenie

Problém 4.1.

Odvod'te Laplaceovu transformaciu funkcie

(0 t<0
f(t)_{t-e‘Zt t>0°

Problém 4.2.

N4jdite Laplaceovu transformaciu funkcie

t<0
et t=>0"

f©=1{2.

Problém 4.3.

N4jdite Laplaceovu transformaciu funkcie

0 t<0
f() = {cos(Z - wt) - cos(3 - wt) t=0"

Problém 4.4.

Vypocitajte Laplaceovu transformaciu funkcie f(t) zobrazenej na Obr. 4.13.

f(t) 1

b

0 a atb
Obr. 4.13. Funkcia f(t)

Problém 4.5.

Vypocitajte Laplaceovu transformaciu funkcie f(t) zobrazenej na Obr. 4.14.

f(t) 1

c. _____

~~Vv

0 a b

Obr. 4.14. Funkcia f(t)
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LAPLACEOVA TRANSFORMACIA

Problém 4.6.

Néjdite inverznu Laplaceovu transforméaciu funkcie F(s)

55+ 2

G ner

Problém 4.7.

N4jdite inverzna Laplaceovu transformaciu funkcie F(s)

2s2 +4s+5

F(s) = s-(s+1)

Problém 4.8:

N4jdite inverzna Laplaceovu transformaciu funkcie F(s)

2s+ 10
(s+1)2-(s+4)

F(s) =
Problém 4.9.

N4jdite inverznu Laplaceovu transforméaciu funkcie F(s)

s2+2s+5

FO =261

Problém 4.10.
N4jdite riesenie x(t) diferencialnej rovnice
X+4x=0, x(0)=5 x(0)=0.
Problém 4.11.

Néjdite rieSenie x(t) diferencialnej rovnice

2%+2%x+x=1, x(0)=0, %(0)=2.

Problém 4.12.

N4jdite riesenie x(t) diferencialnej rovnice

X +x=sin(3t), x(0)=0, x(0)=0.

Ing. Martin Garan, PhD.

(4.136)

(4.137)
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(4.140)

(4.141)
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5 BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Matematické modely systémov mozeme simulovat’ aj inym sposobom, aky poskytuju klasické
metody, ktoré sme doteraz vyuzivali. Na simuldciu mozno vyuzit moderné pristupy, ktoré prindsa
softvérovy balik od spoloc¢nosti MathWorks. Tym je nadstavba Matlabu — Matlab/Simulink. Tento
softvérovy balik umoznuje simulovat systémy interaktivnym spésobom v podobe vytvorenych
blokovych schém. Poznamenajme, ze kazdi diferencialnu rovnicu alebo zlozitej$i matematicky model
systému, ktory je opisany sustavou diferencialnych rovnic, moézeme pretransformovat do
odpovedajuceho tvaru blokového diagramu.

Blokové diagramy maji viac vyhod ako nevyhod, odhaluju napr. skryté charakteristiky
dynamickych systémov, ktoré nemusia byt vzdy zjavne identifikovatelné zich matematickych
modelov; a to vzajomny vzt'ah medzi komponentami systému a jeho premennymi. Prostrednictvom
blokovej schémy vytvorenej v Simulinku mozeme interaktivnou pracou simulovat’, vySetrovat’

a analyzovat’ odozvu 'ubovol'ného skimaného matematického modelu systému.

51 TVORBA BLOKOVEHO DIAGRAMU ZO SYSTEMOVEHO
MODELU

V tejto kapitole si ukazeme, ako mdzeme jednoduchym spdsobom z matematického modelu
vytvorit' odpovedajucu simula¢ni blokovi schému, ktori nazyvame blokovym diagramom.
Simulaé¢na schému (blokovy diagram), ktora je odvodena zo zakladnej diferencidlnej rovnice,
prenosovej funkcie, resp. systému diferencialnych rovnic, mozno vytvorit’ jednoduchym navolenim
a nakonfigurovanim funkénych blokov v simula¢nom projekte modelu a ich naslednym pospajanim do
funkéného celku blokového diagramu, ktory odpoveda konkrétnemu matematickému systémovému
modelu. Zakladnych princip tvorby modelovej schémy je zaloZeny na rieSeni systému stavového opisu
v Laplaceovom tvare. Princip, ako vytvorit’ jednoduchy blokovy diagram zo systému si vysvetlime
na nasledujucich ndzornych prikladoch. V prvom rade, predpokladajme systém 1. radu, opisany touto

diferencialnou rovnicou 1. radu, ktory ma jeden vstup u(t) a vystupom tohto systému je y(t)

3-y®O+y® =2-u®. (5.1)

Z tedrie systémov vieme, ze vyuzitim Laplaceovej transformacie mozno pre kazdu linearnu
diferencialnu rovnicu urcit’ jej prenosovu funkciu G(s). Celkovy vstup U(s) diferencialnej rovnice
v Laplaceovom tvare sa musi objavit’ na l'avej strane diagramu a celkovy vystup Y(s) v Laplaceovom
tvare zase na jeho pravej strane. Vykonajme Laplaceovu transformaciu predchadzajicej diferencialnej

rovnice.

3:5:Y(S)+Y(s) =2-U(s) = s-Y(s) ==-[2U(s) — Y(s)] . (5.2)

W] =
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Po matematickej iprave mézeme ziskat’ nasledujucu prenosovu funkciu systému v tvare

Y(s) 2

() =0e 3571

(53)

Blokovy diagram systému vytvorime postupnym rozkladom algebrickej rovnice, ktora je
zapisana v Laplaceovom tvare. Tento blokovy diagram zacneme tvorit na zaklade definovania
jednoduchych matematickych operéacii. V prvom rade matematickou operdciou, ktord reprezentuje

vyraz v zatvorke povodnej diferencialnej rovnice ( 5.2 ). Tato je zapisana v Laplaceovom tvare

2U(s) — Y(s). (54)

U
(S)’b +

2U(s)-Y(s)

Obr. 5.1. Blokova schéma pre operaciu odc¢itanie

Na obrazku Obr. 5.1 je zndzorneny blokovy diagram, ktory odpoveda predchadzajicej rovnici
(5.4). Blok v tvare trojuholnika predstavuje zosilitova¢ (nasobic) signalu. Dalej je v schéme mozné
najst’ tzv. suctovy ¢len — blok, ktory sliizi na vykonavanie operacii s¢itania alebo od¢itania signalov.

Dalej pokradujeme pridanim d’alsieho zosiltiova¢a so silou 1/3, pozri Obr. 5.2. Vysledok
matematickej operacie 1/3 - [2U(s) — Y(s)] sa potom priamo rovna prvej derivacii y(t) (t. j. derivacii

vystupnej premennej y(t)), ktora v Laplaceovom tvare prestavuje vyraz s - Y(s). Matematicky zapisané

W] =

s:Y(s) ==-[2U(s) — Y(s)]. (5.5)

2U(s)-Y(s)

Obr. 5.2. Blokova schéma so zosilfiova¢om
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Na obrazku Obr. 5.2 je zndzorneny blokovy diagram, ktory odpoveda predchadzajicej rovnici
( 5.5). Aby bolo mozné v tomto Stadiu vypocitat’ hodnotu hl'adanej veli¢iny y(t) (priamo zo signalu
derivacie y(t)), je nutné do blokovej schémy zahrniit' jeden spojity integrator a uzavriet' tak
nezapojeny terminal stuétového ¢lena, pozri Obr. 5.3. Tymto spdsobom bol vytvoreny kompletny

blokovy diagram systému, ktory odpoveda tomuto matematickému modelu povodnej rovnice

s-Y(s) ==-[2U(s) — Y(s)] . (5.6)

W] =

U(s) 2U(s)-Y(s) Y(s)
> 1

Y(s)

Obr. 5.3. Finalna blokova schéma

Priklad ¢é. 5.1.

Predpokladajme, Ze systém 1. radu je definovany na zéklade predchadzajucej diferencialnej
rovnice ( 5.6 ), kde vstupny signal systému je skokového charakteru u(t) = 1 a vystupom zo systému
je y(t). Najdite odozvu daného systému metdédou simulacie blokového diagramu v

prostredi Matlab/Simulinku. Ako poé¢iatoéni podmienku uvazujte y(0) = 0.
RieSenie:

V prostredi Matlab/Simulink rieSime tato diferencidlnu rovnicu 1. radu snulovou

poéiato¢nou podmienkou pre uvazovany ¢asovy interval simulacie t € (0,10) s

3-y(t) +y(®) =2-u(t), y(0)=0. (5.7)

Na Obr. 5.4 je znazornena blokova schéma, ktord odpoveda rovnici ( 5.7 ), ktora bola vytvorena

v prostredi Matlab/Simulinku.

@)=
Y

Obr. 5.4. Blokova schéma systému
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Potom riesenie odozvy systému y(t), ktoré bolo vyrieSené pre uvazovany cas simulacie
t = 10s, je zobrazené¢ na dalSom Obr. 5.5. Pre rieSenie simuldcie diferencialnej rovnice bola

uvazovana pociato¢na podmienka, ktora bola aplikovana priamo v bloku spojitého integratora.

Odozva systému =
T T T T T T

Time

Obr. 5.5. Riesenie odozvy systému pre ¢ast=10 s

Priklad ¢é. 5.2.

Predpokladajme systém 2. radu so vstupom F(t) a vystupom y(t), ktory je definovany touto

diferencialnou rovnicou s pociatoénymi podmienkami

y+2-y+3-y=F® =100-sin(2r-5-t), y(0)=1, y(0)=0. (5.8)

Vypocitajte odozvu daného systému metédou simulacie blokového diagramu v

prostredi Matlab/Simulinku.
RieSenie:

Predtym, nez vytvorime blokovy diagram v prostredi Matlab/Simulink, upravime pdvodnt

rovnicu do tohto tvaru stavového opisu systému (tzv. Simulinkovského tvaru).

y=F—2-y—3-y. (5.9)

Vykonajme Laplaceovu transformaciu predchadzajiucej diferencialnej rovnice a preved’me
tato diferencialnu rovnicu do komplexnej s-roviny (poznamenajme, ze pri operacii Laplaceovej
transformécie uvazujeme nulové pociatocné podmienky). Laplaceovou transforméciou dostdvame tento

algebricky tvar

s2-Y(s) =F(s) —2-s-Y(s) —3-Y(s). (5.10)
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Na zaklade odvodenej rovnice ( 5.10 ) pristipime k tvorbe blokovej schémy. Pri tvorbe
blokovej schémy za¢neme s vytvaranim najjednoduchsich matematickych operacii. PoCiato¢ny tvar

blokovej schémy je znazorneny na Obr. 5.6

F(s)

»+ | F(s)-2'sY(s)-3"Y(s)
> - >

r @‘ s'Y(s)
@‘ Y(s)

Obr. 5.6. Pociatocna blokova schéma systému

Postup d’alsej tvorby blokovej schémy je zobrazeny na d’alsich Obr. 5.7 a Obr. 5.8.

F(s) R . .
>+ s*Y(s) | 4 |S Y(s) | 4 Y(s)
P - P — N —
r = S S
s'Y(s)
<)
Y(s)
<
Obr. 5.7. Blokovy diagram s integratormi
F(s) > . .
>+ s*Y(s) 1 s'Y(s) 1 Y(s)
Pl - P — — —0—>
> - s s
s'Y(s)

A

<
N

Al
~N

A

Obr. 5.8. Vysledny blokovy diagram

Na zaklade schematického blokového diagramu, ktory je zobrazeny na Obr. 5.8, mozeme
vytvorit' blokovi schému v Simulinku a simulovat’ tak sprivanie sa matematického modelu pre
uvazovany simula¢ny Cas t. Blokova schéma, ktora bola namodelovana v prostredi Simulink, je
znazornena na nasledujicom Obr. 5.9. V ramci blokovej schémy bol pouzity jeden blok signal

generatora (Signal generator) a dva bloky ur¢ené na definovanie konstant (Constant block).
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

00

F(t)

Signal
Generator
F=100"sin(2*pi*5"t)
Graf=sine
Am=100
Freq=2"pi*5

— <

<l
[

Obr. 5.9: Blokova schéma systému

L

TR S——

y(t)

Vypocitana odozva systému na harmonicky meniaci sa signal funkcie F(t), ktory bol

zadefinovany v Simulinku prostrednictvom Signal Generatora (tento blok umoznuje simulovat’ r6zne

typy signalov, ako st napr. sine, square, sawtooth a random signal, pozri Obr. 5.10), je znazornena

na Obr. 5.11.

ooon|
00

Signal
Genarator

Block Parameters: Signal Generator
Signal Generator

Output various wave forms:
¥(t) = Amp*Waveform(Freq, £)

Parameters

Wave form:

sine ~
Time (t): | Us square
3 sawtooth
Amplitude: | -0 qom

i B}
Frequency:

1 B
Units: | rad/sec v
Interpret vector parameters as 1-D

Q- Cancel Help Apply

Obr. 5.10. Blok typu — Signal Generator

ST T T T
Bl nw i nnnw I itk
b il L1} i 1l il
1? o Odozva systému

I,

Obr. 5.11: RieSenie odozvy diferencialnej rovnice systému

Ing. Martin Garan, PhD.

Strana |97



Priklad ¢é. 5.3.

Predpokladajme systém dvoch diferencialnych rovnic 1. a 2. radu

X{ + 2% — 3%, =10,
Lo (5.11)
X2+3X1+X2=5.

Odvod'te blokovy diagram pre takyto systém dvoch diferencialnych rovnic a rieste odozvu tohto
systému metodou simulacie blokového diagramu v prostredi Matlab/Simulinku pre simulacny cas

t =10s.
RieSenie:

Predtym, nez pre tento systém diferencidlnych rovnic vytvorime blokovy diagram v prostredi
Matlab/Simulink, upravime obidve rovnice do tvaru stavového opisu systému (simulinkovského

tvaru). Matematickou upravou dostavame tento tvar diferencialnych rovnic

i, = 10 — 2%, + 3%, ,
! teo (5.12)
).(2=5_3X1_X2.

Na zaklade predchadzajicich rovnic bola v Simulinku vytvorena simulaéna blokova schéma,

ktora je znazornena na Obr. 5.12.

ddx1 | 8 dx1 x1

Obr. 5.12. Blokova schéma systému
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

RieSenim simuldcie matematického modelu v Simulinku je odozva systému zobrazend na

grafoch, pozri Obr. 5.13.

x1

=20 1 1 1 I 1 1
[i] 1 2 8 4 5 [} 7 8 9 10
Time

Obr. 5.13. Riesenie odozvy systému ststavy diferencialnych rovnic

V tomto bode poznamenajme, ze z kazdej komplexnejSej Casti blokovej schémy, mozeme
jednoduchym spdsobom vytvorit’ subsystém. Tymto spdsobom sa dana blokova schéma sprehl’adni
a stane sa Citate'nejSou. Kazdy takto vytvoreny subsystém je nasledne mozno pouzit’ ako funkciu v
inom mieste blokového diagramu. Princip vytvarania subsystémov z jednotlivych casti blokového
diagramu je vel'mi vyhodny, nakolko znizuje riziko kumuléacie chyb pri velkych matematickych
modeloch, ktoré s tvorené velkym poctom diferencialnych rovnic. Vyhodou je taktieZ moznost
navzajom takéto systémy prepajat’ a definovat’ tak medzi nimi vdzbové spojenia. Pre nas systém

modzeme blokovu schému zjednodusit’ spésobom, ako je to znazornené na Obr. 5.14.

it
Qut1

Subsystém 1 D

Outl

o

Subsystém 2

Obr. 5.14. Zjednodusenie blokového diagramu vyuZitim subsystémov
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5.2 TVORBA BLOKOVYCH DIAGRAMOV V SIMULINKU

Blokovy diagram (blokova schéma) je model, ktory reprezentuje simulovany dynamicky
systém. Ide o logické a funkéné spojenie dvoch alebo viacerych operacnych blokov, ktoré st navzajom
prepojené na zaklade definovanych matematickych operacii. Poznamenajme, Ze samotné prvky
blokového diagramu sa navzajom ovplyviuji. Kazdy jednotlivy blok alebo subsystém reaguje na
operaciu takym sposobom, ze napokon vysledny blokovy diagram ako celok odpoveda spravaniu sa
povodného matematického modelu systému. Na tvorbu blokového diagramu vyuzivame zakladne
matematické alebo logické operacie. Medzi zakladné operacie blokovych diagramov radime zosilnenie
signalu (nasobenie signalu), algebricky sucet/rozdiel signalov, operaciu nasobenia/delenia
signalov, integrovanie a derivovanie signalu. Pripomenme, Ze tvorba blokovych schém v Simulinku
umoziuje taktiez definovat’ dynamicky systém v tvare prenosovej funkcie systému (z angl. transfer
function), resp. v tvare stavového opisu systému (z angl. state-space). Tieto bloky predstavuju
kompletny opis systému a st charakterizované ako subsystémové bloky v ramci celej blokovej schémy.
Z matematického hladiska moézeme kazdu blokovi schému zjednodusit’ andjst’ tak vyslednu
prenosovu funkciu systému, ktora sa stava ndhradou kompletného blokového diagramu systému.

Takuto prenosovu funkciu mozno najst’ postupnym zjednodusovanim blokovej schémy a to
spdsobom jej postupnej redukcie a pravy. Tato spociva v nahradeni zakladnych vézbovych spojeni,
ako su napr. sériové, paralelné, resp. spojenie so spitnou vizbou, jednym ekvivalentnym blokom
resp. subsystémom. V tejto kapitole si teda okrem iného vysvetlime aj princip, ako takéto zlozité

blokové schémy zjednodusovat’ a hl'adat’ ich ekvivalentné subsystémové (prenosové) funkcie.
5.2.1 Zakladné prostredie Simulinku

Predtym, nez si vysvetlime princip ako zjednoduSovat’ blokové diagramy, zameriame sa na
teoriu zakladnych simulinkovskych blokov, ktoré budeme v budicnosti vel'mi ¢asto pouzivat pri
tvorbe blokovych schém matematickych modelov. Simulacia dynamického systému v Matlabe
nadvizuje na proces odvodenia matematického modelu a vytvorenia blokového diagramu, ktory je

mozné uskutoCnit’ v nadstavbe Matlabu, ktoru nazyvame Matlab/Simulink.

Ikona — Start Simulinku

Obr. 5.15. Zakladné prostredie Matlabu R2019b
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Simulaciu matematického modelu realizujeme v simula¢nom okne, v ktorom je blokovy
diagram systému vytvoreny. Zakladné simula¢né prostredie Matlab/Simulinku vyvolame, bud’ priamo
z prikazového riadku — prikazom simulink alebo z nastrojového menu Matlabu, kliknutim na ikonu
Start Simulink, pozri Obr. 5.15. Vyvolanim prostredia Matlab/Simulinku sa zobrazi simula¢né okno

prazdneho simulinkovského modelu podl'a Obr. 5.16.

P4 untitled - Simulink academic use - [u] X
SIMULATION DEBUG MODELING FORMAT APPS. ’%‘ 2l g 0
HOpen ~ [@EE BT
W o &5 5 A
New TS Ty Signal |7 step Data |7
~ EPrint v  Browser Table Back v Inspector
FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE REVIEW RESULTS
) untitied -
H E
£ | ® |Falunttea M IE-
¥ )
EAE Y %
g
B
=
=]
]
O
@3
«
Ready 100%

Obr. 5.16. Simula¢né okno Matlab/Simulinku

5.2.2 Zakladné kniznice Simulinku

V tomto simulaénom okne matematického modelu mozZzno vytvarat blokové diagramy
interaktivnym sposobom pomocou pocitacovej mysi. Pri vytvarani tychto blokovych diagramov volime
predpripravené bloky z prislusnej kniznice simulinkovskych blokov, ktorej explorer sa vola Library

browser. Kniznica Simulinku — Library browser je zobrazena na d’alsom Obr. 5.17.

28 Simulink Library Browser - O X

Simulink

v Simulink -~

Commonly Used Blacks & A%
Conins £ N B8l Yy
Dashboard — —

Discontinuities Commonly  Continuous  Dashboard  Disconfinuites  Discrete
Discrete Used Biocks
Logic and Bit Operations

Lookup Tables B
Math Operations N -]
Messages & Events b

Model Verification logicand Bt Lok Math M Model-Wid
- qic and B up a essages el-Wide
MD::‘&\W:::::‘;Z Operations Tables Operations & Events Utilities

Signal Attributes
Signal Routing ® Jl; £ -}i‘-’-
Sinks Q| [¢c AN
Sources
String Model Ports & Signal Signal Sinks
User-Defined Functions Verification Subsystems. Attributes Routing

Additional Math & Discrete

Quick Insert e o
Communictions Toolox oy [ ™

Communications Toolbox HDL Support
Control System Toolbox Sources String User-Defined Additional Math Quick Insert
Data Acquisition Toolbox Functions & Discrete

DSP System Toolbox

DSP System Toolbox HDL Support

HDL Coder

Image Acquisition Toolbox

Report Generator

Simscape

Simulink 30 Animation

Simulink Coder ©

Obr. 5.17. Kniznica prostredia Matlab/Simulink — Library Browser
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V kniznici simulinkovskych blokov, ktort moézeme vyvolat' priamo z nastrojového menu
kazdého projektu, su vSetky bloky logicky zaélenené do zakladnych tematickych podskupin. Jednou
takouto kniznicou zo zakladnych kniZnic je napr. kniznica Commonly Used Blocks t. j. kniZnica bezne
pouzivanych blokov. Na d’alsom Obr. 5.18 mdzeme vidiet’ vSetky zakladné bloky tejto vel'mi ¢asto
pouzivanej kniznice systémovych blokov. Medzi naj¢astejSie a najbeznejSie pouzivané zakladné bloky

radime simula¢né bloky Constant, Gain, Sum, Product, In/Out, Integrator, Scope a Mux.

% 4 convert #
Bus Constant Data Type Conversion
Selector
KTs
— b
- )D)
Demux Discrete-Time Gain
Integrator
Ground Inl Integrator Logical
‘Operator
’
Mux Outl Product Relational
Operator
79 @
Saturation Scope Subsystem Sum
Switch Terminator Vector
Concatenate

Obr. 5.18. Kniznica Commonly Used Blocks

Dalsie bloky su zaradené napr. do kniznice Continuous, ktora obsahuje bloky uréené na
modelovanie spojitych systémov, pozri Obr. 5.19 (a). Bloky urcené pre pracu s diskrétnymi

systémami su zase zaClenené do kniznice Discrete, pozri Obr. 5.19 (b).

e O 5 R E R ) R =
o f Xzcosmn P ' Yu Z b z Tsz szt |
Delay Difference Discrete Derivative Discrete Filter
Derivative Descriptor State-Space Integrator Integrator, PPy P —
Second-Order j PID(z) } % Y= Cat D, #
¥ > pef Discrete FIR Filter Discrete PID Controlier Discrete PID Controller (2DOF) Discrete State-Space
p TES iw L 3 PIogs) p ; D) p — ] . —
: B ECTEREY Al
1 2+ 05 Hz=03} n
Integrator, Integrator PID Controller PID Controller (2DOF) Discrete-Time Discrete Discrete Enabled Delay
Second-Order Limited Integrator Transfer Fen Zero-Fole
Limited o T
) -]
)“'“"“") 3 ! b 3 5 b b First-Ord ™ Ra:an\ Tapped Del
—_— irst-Order lemory esettable Delay apped Delay
v=Cx e B 541 b Hold
State-Space Transfer Fen Transport Variable % 005 # % 2075 # ;| 2075 P B
Delay Time Delay #0585 095 z
Transfer Fcn Transfer Fcn Transfer Fon Unit Delay
)J\‘/ (5= I 3 First Order Lead or Lag Real Zero
d A= g
Ni; s+ 1) PRES '
Variable Zero-Pole Variable Integer Delay Zero-Order
Transport Delay Hold
(a) (b

Obr. 5.19. (a) KniZnica Continuous, (b) kniznica Discrete

Na Obr. 5.20 je zobrazena d’alsia zakladna kniZnica Sinks, ktora obsahuje vSetky bloky, ktoré
suvisia so zobrazovanim vysledkov simulécii v podobe grafov, resp. zobrazovania hodnét na displeji.

Na zobrazenie grafov mézeme pouzit’ napr. bloky Scope, Floating Scope alebo XYGraph.
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Pripomenime, ze Simulinku mozno zobrazit’ vysledok taktiez v podobe ¢iselnej hodnoty. Na

tento ucel sluzi blok Display. Okrem iného v tejto kniznici Sinks m6Zeme taktiez najst’ blok uréeny pre

riadené zastavenie behu simulacie — Stop Simulation, ako aj d’alSie iné bloky, ktoré si uréené napr. pre

export vypocitanych dat do prostredia Matlabu, ako su bloky To File resp. To Workspace.

Display

To File

=] 8 = o o -
=

Floating Out Bus Element Cutl Scope Stop Simulation Terminator
Scope

To Workspace X¥ Graph

Obr. 5.20: Kniznica Sinks

Na vytvaranie zlozitejSich matematickych operacii moézeme siahnut' po predpripravenych

blokoch, ktoré sa nachadzaji v kniznici Math Operations, pozri Obr. 5.21. V tejto kniznici je mozné

najst’ napr. bloky Add, Sum, Subtract, Divide, Product, Dot Product, Gain, Sign, Trigonometric

Function, Math Function, Sqrt a mnohé iné.

Y0 o
Abs Add Algebraic Constraint Assignment Bias Complex to
Magnitude-Angle
e x 1uk
. b find > 0h )
Complex to Divide Dat Product Find Nonzero Gain Magnitude-Angle
Real-Imag Elements to Complex
R u
S & e B
2z L Pi[2.1]
Math Matrix MinMax MinMax Permute Palynomial
Function Concatenate Running Dimensions
Resettable
Re 1
Product Product of Reak-Imag to Reciprocal Reshape Rounding
Elements Complex sart Function
Sign Signed Sine Wave Slider Sart Squeeze
Sq; Function Gain
2 =} b
Subtract Sum Sum of Trigonometric Unary Minus Vector
Elements Function Concatenate
Weighted
Sample Time
Math

Obr. 5.21. Kniznica Math Operations

Nakoniec spomeiime posledntl z rady zakladnych kniznic Simulinku a tou je kniZnica Sources.

Ide o kniZnicu, ktord obsahuje prakticky vsetky mozné budiace signaly, ktoré dokazeme generovat

pocas simulacie na vysetrovanie spravania sa dynamickych systémov, pozri Obr. 5.22.

Ing. Martin Garan, PhD.

il ©
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Obr. 5.22. KniZnica Sources
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Z tychto zakladnych funkcii budiacich signdlov mézeme spomentit’ napr. bloky Step, Ramp,
Sine Wave, Signal Generator, Clock, Signal Builder, Random Number, Repeating Sequence

a mnohé d’alSie.

5.3 KNIZNICA COMMONLY USED BLOCKS

V tejto kapitole sa blizsie pozrieme a vysvetlime si niektoré najcastejSie bezne pouzivané bloky
z kniZnice Library Browser. Uz vieme, Ze tieto funkéné bloky sa nachadzaji v kniznici Commonly
Used Blocks. Blokom z tejto kniznice budeme venovat’ zna¢nli pozornost’, aby sme sa s nimi blizSie
zoznamili a nadobudli zruénosti, pomocou ktorych budeme schopni vytvarat’ zlozité blokové schémy.
Blokom z tejto zakladnej kniznice ma vel’ky vyznam sa venovat’ aj preto, ze sa vel'mi Casto vyskytuju
prakticky v kazdej jednoduchej blokovej schéme simulovaného systému. Blizsie sa pozrieme napr. na

bloky Constant, Sum, Product, Gain, In/Out, Ground Block, Terminator a d’alSie iné.
5.3.1 Ground Blok

Ground Blok pouZivame na pripojenie blokov, ktorych vstupné porty nie st zapojené
k Zziadnemu z blokov simula¢nej schémy. Poznamenajme, Ze ak sa spusti simulécia s blokmi, ktoré majt
nezapojené porty, potom Simulink zvycajne hlasi chybové varovanie. Predist’ takymto varovaniam
mozeme pouzitim tychto Ground Blokov, ktorych vystup predstavuje signal o nulovej hodnote. Datovy
typ signalu na vystupe tohto bloku je rovnakého typu, aky maja pripojené vstupné signaly na vstupnych
portoch Ground bloku. Pouzitie bloku Ground mdézeme ukazat na nasledujucom priklade

jednoduchého sc¢itania dvoch ¢isiel prostrednictvom suétového ¢lena, pozri Obr. 5.23 (a) az (¢).

B ) BT

Ground ©

Obr. 5.23. (a) Zapojené obidva terminaly, (b) jeden terminal nezapojeny, (c) pouzitie bloku
Ground

5.3.2 Blok Terminator

Blok Terminator pouzivame ako ukoncCovaci blok tych vystupnych portov, ktoré nie s
pripojené na ziadny iny blok. Podobne ako pri vstupnych portoch, ak spustime simulaciu s blokmi,
ktorych vystupné porty nie st pripojené k Ziadnemu terminalu, Simulink zvycCajne hlasi chybovi

hlasku.
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Tymto varovaniam mdzno predist’ pouzitim ukoncovacieho bloku Terminatora. Jeho pouzitie

je demonstrované na nasledujiicom priklade nezapojeného sumacéného bloku, pozri Obr. 5.24 (a) a (b).

.’ . ﬂ

Terminator

(a) (b)
Obr. 5.24. (a) Jeden nezapojeny terminal, (b) pouzitie bloku Terminator

5.3.3 Blok Constant — konStantny blok

Blok Constant resp. blok konsStantného signalu pouzivame na zadefinovanie skokového
signalu funkcie, ktora v ¢ase t = 0 narastie na kone¢nu hodnotu. Tato hodnota sa potom nemeni po

cely ¢as simulacie. Tvar tejto funkcie je znazorneny na Obr. 5.25.

f(t)

Obr. 5.25. Skokova funkcia

Parametre kons$tantného bloku mdézeme menit” v odpovedajucom dialogovom okne bloku

Constant, ktoré je znazornené na Obr. 5.26.

Block Parameters: Constant X
Constant

QOutput the constant specified by the ‘Constant value' parameter. If
'Constant value' is a vector and "Interpret vector parameters as 1-D' is on,
treat the constant value as a 1-D array. Otherwise, output a matrix with the
> same dimensions as the constant value.

Main  Signal Attributes
Constant Constant value:
[

Interpret vector parameters as 1-D

Sample time:

‘lnf |

J Cancel Help Apply

Obr. 5.26. Dialégové okno parametrov Constant
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V tomto Constant bloku moZno zadefinovat’ konstantu, konstantny vektor alebo konStantnu
maticu. Cisla mozu byt realneho alebo komplexného charakteru. Pripomefime, Ze¢ na zadefinovanie
vektorov a matic pouzivame hranaté zatvorky podobne ako v Matlabe, napr. pre vektor [1 2 3] alebo
maticu [1 2i 2; 3 4 -5i]. Na nasledujucom Obr. 5.27 st znazornené priklady definovania konStanty,

konStantného vektora a komplexnej konStantnej matice.

10

Konstanta

S e

Konstantny vektor

12i 2
3 454

Konstantna matica

Obr. 5.27. Priklady definovania bloku Constant

Na zobrazenie vysledkov sme vyuzili blok Display, ktory umoziiuje zobrazovat’ ¢iselné hodnoty
vo forme skalarnych hodnét, ako aj vektorov a matic. Poznamenajme, ze ak chceme rozliSovat
v pripade vektorov, to i sa jedn o stipcovy alebo riadkovy vektor, je nutné v tejto funkcii vypnut

vlastnost’ interpreter parameter as 1-D.

5.3.4 Blok Sum

Blok Sum vykondva matematicku operaciu s¢itania alebo od¢itania podl'a nadefinovanych
portov vstupov. Tento suctovy blok mézeme nakonfigurovat pomocou dialdégového okna; schémou
sekvencie znakov (+), (), ktoré vytvoria vstupné terminaly s prisluSnou matematickou operaciou

sCitania alebo od¢itania. Tieto operatory sa takisto zobrazia na vyslednej ikone sti¢tového bloku.

Block Parameters: Sum %
Sum

Add or subtract inputs. Specify cne of the following:

a) character vector containing + or - for each input port, | for spacer
between ports (e.q. ++|-]++)

b) scalar, >= 1, specifies the number of input ports to be summed.
‘When there is only one input port, add or subtract elements over all
dimensions or one specified dimension

Main  Signal Attributes
Icon shape: |rectangular

List of signs:

‘++H ++

EE
A V.4

Sum

9 G p |

Obr. 5.28. Dialégové okno Sum

106|Strana



BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Tvar ikony stctového bloku mozno menit’ a zvolit’ si medzi radialnym (kruhovym) alebo
§tvorcovym tvarom. Dialogové okno Bloku Sum je zndzornené na Obr. 5.28. Operacia
sCitania/od¢itania sa riadi pravidlom datového typu, ktory je privedeny na vstupné terminaly. Ak s
teda na terminaloch privedené skalarne veli¢iny, potom vysledkom je skalarna veli¢ina. Ak je na
niektory zterminalov privedeny vektor (matica) ana d’alSie ztermindlov su pripojené skalarne
veli¢iny, potom vysledkom je vzdy vektor (matica). Blok Sum umoziuje vykonavat’ aj matematické
operacie s€itavania/odcitania vektorov (matic), v tomto pripade je nutné pri s¢itani (od¢itani) dodrzat’

vzdy rovnaky rozmer danych vektorov (matic). Priklady pouzitia sumaé¢ného bloku su znazornené na

Obr. 5.29.

E'—|_,, 56
;] X — -
=1

: . 7 g 1]
123 -
256

: ] 3l 7 g
123 .

Obr. 5.29. Pouzitie bloku Sum

5.3.5 Blok Product

Blok Produkt sluzi na vykonavanie operacii nasobenia alebo delenia veli¢in privedenych na
vstupnych terminaloch. Tento blok umoziuje vykonavat’ tieto operacie nasobenia/delenia pre Cisto

skalarne veliciny, ale taktiez je pripraveny pre uskutociiovanie maticovych operacii.

Block Parameters: Product X Block Parameters: Product X
Product Product
Multiply or divide inputs. Choose element-wise or matrix product and Multiply or divide inputs. Choose element-wise or matrix product and
specify one of the following: ) X spedify one of the following:

) a) * or / for each input port. For example, **/* performs the operation . a) * or / for each input port. For example, **/* performs the operation
ul*u2fu3*ud, ) - 'ul*uz/uz*ud’,

X b) scalar specifies the number of input ports to be multiplied. ) x b) scalar specifies the number of input ports to be multiplied.

> If there is only one input port and the Multiplication parameter is set to If there is only one input port and the Multiplication parameter is set to
Element-wise(.*), a single * or / collapses the input signal using the ) % Element-wise(.*), a single * or / collapses the input signal using the
specified operation. However, if the Multiplication parameter is set to specified operation. However, if the Multiplication parameter is set to

Product Matrix(*), a single * causes the block to output the matrix unchanged, and Matrix(*), a single * causes the block to output the matrix unchanged, and

asingle / causes the block to output the matrix inverse. Product asingle / causes the block to output the matrix inverse.

Main  signal Attributes
Number of inputs:

Main  Signal Attributes
Number of inputs:

3 o
Muitiplication: | Element-wise(-*) - Multiplication: | Element-wise(.*) -
Q Cancel Help Apply 9 cancel Help Apply

(@)

(b)

Obr. 5.30. Zadefinovanie vstupnych terminalov v bloku Product, (a) pre nasobenie a (b) pre kombinaciu nasobenia a
delenia
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Maticové operacie moézeme zapnut zmenou parametra Multiplication z Element-wise na
Matrix multiply; tento parameter dokdZeme menit’ priamo v dialégovom okne, ktoré prislucha tomuto
bloku Product. Blok Product mézeme d’alej nakonfigurovat” z hladiska poctu vstupnych portov,
ktorym odpovedaju operatory nasobenia/delenia.

Tieto vstupy mozno vytvorit’ bud’ len pre jednoduché nasobenie signalov; zadanim hodnoty
reprezentujicej presny pocet vstupnych terminalov, kedy sa Product blok sprava ako operator
nasobenia; alebo existuje takisto moznost’ kombinovat’ operacie nasobenia a delenia, zadefinovanim
schémy znakov odpovedajticich nasobeniu (*) resp. deleniu (/), pozri Obr. 5.30 (a) a (b). Priklady

vypoctu operacii nasobenia ¢len po ¢lene (element-wise) su znazornené na Obr. 5.31 (a) az (d).

] q 3 |
Element-wise(.*)

(a) (c)
| Al ] 3
¢ | 4| 19 2]
0 8 0
Element-wise(.*) | ‘ | ” ‘

(b) (d

Obr. 5.31. Blok Product — operacie nasobenia (a) skalarnych veliéin, (b), (c) vektorov a (d) matic

Na nasledujtacich Obr. 5.32 (a) az (d) st zobrazené priklady operacii delenia ¢len po ¢lene

(z angl. element-wise), ktoré su realizované prostrednictvom tohto Product bloku.

| 03333 -0.3333| 0.3333] |
Element-wise(.*)
(@) (c)
[ -1 in]| 0.3333]
' el J
Bemontwest) | o gl 4
ement-wise(.")

0.
1.667)
(b)

Obr. 5.32. Blok Product — operécie delenia, (a) skalarnych velicin, (b), (c) vektorov a (d) matic

(d)
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V tomto bloku Product boli pre jednotlivé operacie zadefinované schémy vstupnych
terminalov. Poznamenajme, ze v pripade operacie delenia musi kazdy prvy znak v takejto konfiguracne;j
schéme, predstavovat’ operator nasobenia (*). Operacic delenia a nasobenia sa potom uskuto¢nuji
smerom zhora nadol. Pripomenime, Ze parametrom Multiplication m6Zeme menit’ sposob a typ operacie
nasobenia a delenia. Standardne je tato opericia nasobenia/delenia prednastavena na funkcionalitu
Element-wise (.*), tzn. operaciu ¢len po ¢lene. Druhou moznost'ou je Matrix multiply (¥) — operacia
urCend na vykonavanie maticovych operacii nasobenia/delenia. Priklady pouzitia bloku Product

moézeme najst na Obr. 5.33 (a) a (b).

Riadkovy vektor —Lp . 121
Interpret vector m?:,;fy 456
parameters as 1-D: off 789
Matrix(") ‘ 1H 7H 7‘
Matrix \ 1] 2| 2
o —P
. el | | ¥
3 Matrix(*)
! \ 1] 2 2 {-1 0 3}
Stlpcovy vektor Matrix > 2) 4 4 L5
Interpret vector p| Multiply } SH GH 6} 010
parameters as 1-D: off
Matrix(*)

b
@ (b)

Obr. 5.33. Product Blok — operéacie nasobenia matic a vektorov, (a) nasobenie dvoch vektorov, (b) nasobenie matic

5.3.6 Bloky Bus Creator a Bus Selector

Z d’algich blokov, ktoré sa nachadzajt v kniznici Commonly Used Blocks, spomenieme bloky
Bus Creator a Bus Selector. Ticto dve zakladné funkcie Simulink kniZnice su primarne uréené na
spajanie signalov v jeden zloZeny signal, vytvorenim ktorého vznika tzv. zbernica signalov (spojenie

viacerych signalov v jeden kombinovany signal).

Block Parameters: Bus Creator x
BusCreator
This block creates a bus signal from its inputs.
Parameters
»
Sin gl Number of inputs: |3
[Fiter by nams | @ Find
% I H Signals in the bus Refresh
At | du/dt sin :
Bus dufde Up
Creator Integrator Down
Add
1_ Remove
Lad -
s integrator
( ) Output data type: | Inherit: auto v >
a
[ Require input signal names to match signals above
Q Cancel Help Apply

Obr. 5.34. Blok Bus Creator, (a) pomenovanie signalov, (b) dialégové okno
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Po vytvoreni takejto zbernice signalov, potom z tejto zbernice kombinovaného signalu (napr.
pouzitim funkcie Bus Selector) mozno volit’ signaly, ktoré budi zo zbernice signalov oddelené
a zobrazia sa na vystupe funkcie Bus Selector. Pri vytvarani zbernice signalov pouzitim funkcie Bus
Creator je vhodné, aby kazdy signal vstupujtci do tejto funkcie bol pomenovany (z hl'adiska jeho I'ahse;j
identifikacie). Tzn., ze kazdému signalu, ktory vstupuje do tejto funkcie zadefinujeme jeho nazov a
priradime mu prisluchajuci identifikator (z angl. label) podl'a Obr. 5.34 (a).

Funkcii Bus Creator prislicha dialégové okno, v ktorom mozeme navolit’ pozadovany pocet
vstupnych signalov, ktoré potrebujeme kombinovat’ do jednej vyslednej zbernice signalov. Priklad
takejto zbernice signalov, ktora bola vytvorena pouzitim funkcie Bus Creator, je znazorneny na
Obr. 5.34 (a) a (b). Zbernicu signalov, ktora bola nadefinovana touto funkciou, potom mozno priviest’
ako vstupny signal do funkcie Bus Selector. Bus Selector je funkcia umoziujica navolit' signaly

z privedenej zbernice signélov, ktoré sa potom objavia na vystupnych terminaloch tejto funkcie, pozri
Obr. 5.35(a) a(b).

Block Parameters: Bus Selector x
BusSelector
This block accepts a bus as input which can be created from a Bus Creator, Bus Selector or a block that defines its output
using a bus object. The left listbox shows the signals in the input bus. Use the Select button to select the output signals.
The right listbox shows the selections. Use the Up, Down, or Remove button to reorder the selections. Check 'Output as
" bus' to output a single bus signal.
Sin

Parameters

| Au [Fiter o ra | @ Find Selected signals up

pv » 2
- Si
Ar du/dt Signals in the bus Salact>> m‘t"E ator Down
Bus Bus Sin 9
Refresh Remove
Creator Selector du/de
integrator
o 1
L "
s integrator
[ output as virtual bus
(a) "

Q cancel Help Apply

Obr. 5.35. Blok Bus Selector, (a) vytvorenie zbernice signalov, (b) dialogové okno

Sin g
A\ ol Ak
IRV Y du/dt ’—P
Bus Bus .
<integrator=>
Creator Selector g
L pf 1
B integrator

Obr. 5.36. Blokova schéma pouzitia funkcii Bus Creator a Bus Selector
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Na Obr. 5.36 je znazornend vysledna blokova schéma, v ktorej bola pouzitd funkcia
Bus Creator na spojenie signalov v jeden zbernicovy signal a taktiez funkcia Bus Selector, ktora bola
pouzita na vyextrahovanie signalov z vytvorenej zbernice za u¢elom zobrazenia jednotlivych signalov

na odpovedajucich grafoch. Vysledok zobrazenia v podobe grafov je znazorneny na Obr. 5.37.

V5etky signly =
T T

~
~ =
-

I~ T
e

.,
~.,
~—

Integrator
I

1 1 1 I I | 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time

Obr. 5.37. Zobrazenie priebehov signalov

5.3.7 Bloky In a Out

V kniznici Commonly Used Blocks sa nachadzaju aj d’alsie dolezité bloky, ktora sltizia napr.
na vytvorenie vstupno-vystupnych terminalov pre subsystémy blokovej schémy (ide o uzivatelom
definované funkcie Matlab/Simulink). Medzi tieto funkcie radime bloky In a Out.

Z predchadzajucej prace s funkciami Bus Creator a Bus Selector vieme, ze kazdému signalu

blokovej schémy v Matlab/Simulinku moZeme priradit’ jeho vlastny identifikator, pozri Obr. 5.38.

Signal Properties: Sin X

Signal name: |Sin

[ signal name must resolve to Simulink signal object

|sin|

ﬂ
T Ar

du/dt

w|=

()

integrator

Bus
Creator

Show propagated signals
Logging and accessibility ~ Code Generation
[ Log signal data [ Test point

Logging name

Use signal name

Sin

Data
Limit data points to last
Decimation 2

Sample time -1

Cancel Help

Documentation

Apply

(b)

Obr. 5.38. (a) blokova schéma, (b) nastavenie vlastnosti signalu
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Tento identifikdator (label) moZzeme zadefinovat’ jednoduchym dvojklikom na pozadovany
signal a nadefinovanim nazvu tohto signalu v zobrazenom edita¢nom poli. Druhym sposobom ako
pomenovat’ signal, je prostrednictvom dialégového okna Signal Properties t. j. prikazu z kontextového
menu (toto menu vyvolame kliknutim pravého tla¢itka mys$i na dany signal), pozri Obr. 5.38.

Pouzitim blokov In a QOut, ktorych dialdgové okna st znazornené na nasledujicich
Obr. 5.39 (a) a (b), mozno v tychto dialégovych oknach priradit’ ¢iselni hodnotu portu (z angl. Port
number — poradové ¢islo portu pre dany signal v subsystéme) a taktieZ navolit’ tvar zobrazenia ikony
prislusného bloku. Tvar zobrazenia ikony mdzeme volit’ z troch moznosti, ktorymi st Signal name,

Port number alebo Port number and Signal name.

Block Parameters: In X Block Parameters: Out X
Inport ~ Qutport -
Provide an input port for a subsystem or model Provide an output port for a subsystem or model. The 'Output when

D) For Triggered Subsystems, 'Latch input by delaying outside signal' produces disabled' and "Initial output’ parameters only apply to conditionally
the value of the subsystem input at the previous time step. executed When a c executed is
For Function-Call Subsystems, turning 'On' the "Latch input for feedback disabled, the output is either held at its last value or set to the 'Initial
In signals of function-call subsystem outputs’ prevents the input value to this Out output'.
subsystem from changing during its execution.
The other parameters can be used to explicitly specify the input signal Main  Signal Attributes
attributes.
Port number:
Main  Signal Atiributes B |
Port number: Signal name:
1 :
\ IE
Toon display: [EREnUEeY] ¢ Icon display: | Port number -
Latch input b [ Ensure outport Is virtual
Latch input f em outpu
Interpolate data
Connect Input
. v
Q Gancel || relp | | Aoy 9 concel | [ vep | [ apoly

(a) (b)

Obr. 5.39. (a) dialégové okno bloku In, (b) dialégové okno bloku Out

Bloky In a Out umoziuju vytvarat’ a pomenuvat vstupno-vystupné terminaly na maskach
vytvorenych subsystémov, ktoré pouzivame v Matlab/Simulinku na sprehl'adnenie a zjednodusenie
blokovych schém. Priklad jednoduchého subsystému sjednym vstupom ajednym vystupom je

znazorneny na Obr. 5.40 (c¢). Na obrazkoch Obr. 5.40 (a) a Obr. 5.40 (b) mozno vidiet’ zadefinovanie

parametrov bloku Out.

Block Parameters: Out!
outport

Provide an output port for a subsystem or model. The ‘Output when
disabled and 'Tnital output’ parameters only apply to conditionally
executed subsystems. When a conditionally executed subsystem is
disabled, the output is either held at s last value or set to the 'Inital

Signal Nint Outt [»

Out Main  signal Attributes.

Port number:
2 |
Signal name: Subsystem

[ Ji
Signal Tcon display: |Signal name -
Signal [ Ensure outport is virtual n -
3

In1 Out2
a
(a) ©
9 Cancel Help Apply

(b)

Obr. 5.40. (a) Signaly priradené Out blokom, (b) parametre Out bloku, (c) jednoduchy subsystém
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Poznamenajme, Ze blok Out ma okrem zakladnej funkcionality, ktorou je vytvaranie
vystupnych terminalov zo subsystémov, eSte d’alSiu intt funkcionalitu. Pouzitim tohto bloku Out,
mozeme napr. signl zo Simulinku exportovat’ priamo do zakladného prostredia Matlab Workspace.

Tato funkcionalita funguje v pripade, ze sa funkcia Out pouZzije priamo v zakladnej blokovej schéme.

5.3.8 Bloky Mux a Demux

Dal§im sposobom ako spajat’ viaceré signaly v jeden uceleny komplexny signal, je moznost’
vyuzit’ bloky Mux alebo Demux, ktoré st d’al§imi z rady blokov Commonly Used Blocks kniznice.
V Matlab/Simulinku slizi na kombinovanie viacerych signalov do jedného pol'a signalov blok Mux.
Tento Mux blok sluzi okrem jednoduchého spéjania signalov taktiez na vytvéranie jednoduchych
jednorozmernych poli v prostredi Simulinku. Tento blok umoziiuje jednoduchym spdsobom spajat’
skalarne velic¢iny a vektory do jednorozmerného vektorového pola.

Vstupnym signalom tohto bloku Mux moze byt jednak skalarna veli¢ina, vektor alebo matica.
Mux blok ataktiez blok Demux umoziiujii prostrednictvom dialogového okna nakonfigurovat

pozadovany pocet vstupnych/vystupnych portov, pozri Obr. 5.41 (a) a (b).

Block Parameters: Demux X

Demux

Mux Split vector signals into scalars or smaller vectors. Check 'Bus Selection

Multiplex scalar or vector signals. Mode' to split bus signals.

Parameters Parameters

Number of inputs: Number of outputs:

2 El

M ux Display option: | bar - Display option: | bar -

[ Bus selection made

J Cancel Help Apply
J Cancel Help Apply

Obr. 5.41. (a) Parametre bloku Mux, (b) parametre bloku Demux

Pouzitie funkcionality Mux bloku na spojenie troch signdlov do jedného komplexného signélu

je znazornené na nasledujucom Obr. 5.42.

O
Au
. p —

\/ Ar 1 du/dt

W=

integrator

Obr. 5.42. Pouzitie bloku Mux
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Poznamenajme, Ze Mux blok je vyhodné pouZzivat’ aj vtedy, ak chceme kombinovat’ viaceré
signaly a zobrazit’ ich na jednom spolo¢nom grafe. Na d’alSom Obr. 5.43 je zobrazeny graf, ktory

vznikol spojenym troch signalov do jedného vysledného komplexného signalu.

Sin

— iUt |

= = integrator

Obr. 5.43. Vysledny graf spojenia troch signalov v jeden signal

Demux blok na druhej strane extrahuje jednotlivé signaly z komplexného signalu, ktory je
vytvoreny zloZzenim viacerych signalov alebo prvkov prostrednictvom Mux bloku. Vystupom z bloku
Demux st oddelené signaly, ktoré sa zatriedia medzi vystupné porty podla prislusnych stanovenych
pravidiel. Blok Demux akceptuje ako vstupny signal bud’ vektorové pole (1-D pole), ale takisto je
mozné na vstupny port toho bloku priviest’ signal, ktory predstavuje zbernicu signalov vytvoreni
prostrednictvom bloku Bus Creator. Pocet vystupov funkcie Demux mozno Specifikovat
prostrednictvom zvoleného poétu portov v prislusnom dialégovom okne, pozri Obr. 5.41 (b)

a Obr. 5.44.

Sin [j

Ar | du/dt [:]

<

n|—=

integrator

Obr. 5.44. Demux blok zapojeny v blokovej schéme

Spdsob, akym sa jednotlivé signaly prerozdelia na pozadovanom pocte vystupnym portov
funkcie Demux, zavisi na pocte signalov, ktoré st uchované v danom zloZenom signaly a taktieZ na
zvolenom pocte vystupnych portov tohto bloku. Sposob prerozdelenia signalov si vysvetlime na dvoch

nasledujtcich prikladoch.
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Predpokladajme, ze ¢islo n predstavuje pocet elementov vstupného vektora (skalarnych
hodndt) a ¢islo p predstavuje pocet zvolenych vystupnych portov nastavenych na bloku Demux.

Priklady pouZitia funkcii Mux a Demux su znazornené na Obr. 5.45 (a) az (e).

Mux [l 2 3]

123456789 \ 4 Bl g | 4,—>“ Ell 4||
———— | ——

(e)

(d)

Obr. 5.45. Bloky Mux a Demux, (a) spojenie dvoch skalarnych veli¢in, (b), spojenie skalarnej veli¢iny a vektora,
(c), (d) a (e) pouzitie funkcie Demux

Poznamenajme, Ze pocet portov p nesmie byt nikdy Cislo vicsie, ako je maximalny pocet
vstupnych signalov n. Na zaklade predchadzajuceho zadania mézeme vo vSeobecnosti rozlisit' dva

mozné pripady, ktoré mozu nastat’ pri pouziti tohto bloku Demux:

1. Pripad — ked pocet vstupnych signalov sa rovna poctu vystupnych portov t. j. p = n:

V pripade rovnakého poctu vystupnych portov p, ktory sa zhoduje s poctom vstupnym signalov
n (zadefinovanych v jednom signaly zbernice), ktory vstupuje do bloku Demux, sa na vystupnych
terminaloch objavi prave jeden konkrétny signal ato v presnom poradi, v akom boli tieto signaly

zadefinované v zbernici signalov.

2. Pripad — ked’ pocet vystupnych portov je mensi ako pocet vstupnych signalov t. j. p < n:
V pripade, Ze pocet vystupnych portov p je mensi, ako pocet vstupnych signdlov n
nachadzajucich sa vo vstupnom vektore, Demux blok prerozdeli signaly na vystupné porty na zéklade

nasledovnych dvoch pravidiel

a) Ak plati, zen mod p = 0, ¢o znamena celociselné delenie ¢isla n ¢islom p bezo zvysku,
potom na kazdom vystupnom porte sa objavi prave n/p elementov vstupného vektora a to

v presnom poradi, v akom boli tieto elementy zadefinované vo vstupnom vektore.
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Napr. ak vstupny vektor obsahuje n = 8 signalov a na bloku Demux je prednastavenych
p = 4 vystupnych portov, potom Demux vygeneruje 4 vektory po dvoch elementoch, pretoze
(8/4 = 2 elementy).

b) Na druhej strane ak plati, Ze n mod p = m predstavuje celoCiselné delenie so zvySkom
m, potom Demux vygeneruje prvych m vystupnych portov s poctom prerozdelenych po
m+ 1 elementov adalSich zostdvajucich p —m vystupnych portov s poctom
prerozdelenych po m elementoch vstupného vektora, v presnom poradi ako boli tieto

signaly zadefinované vo vstupnom vektore stupiia n.

Tzn., ak napr. vstupny vektor obsahuje n = 5 signalov a predpokladame, Ze na funkcii bloku
Demux bol zvoleny poéet p = 3 vystupnych portov, potom Demux blok vygeneruje prvé dva
vektory o 3 elementoch; nakol’ko zvySok m = 2 (kedZzenmod p=2)am + 1 = 3 elementy. Na
d’alsich vystupnych portoch sa objavia 2 zostavajlice elementy vstupného vektora (v tomto pripade na
jednom z portov); nakolkop-m = 3- 2 = 1am = 2. Ako prakticku ukazku funkcionality tohto
bloku Demux predpokladajme, Ze vstupny vektor je konstantnym vektorom celych Cisel stupfian = 9
[123 4567 89]. Tento vektor bol zadefinovany v bloku Constant, vypnutim vlastnosti Interpreter
vector parameter as 1-D. Potom na Obr. 5.46 je znazorneny pripad podmienky celociselného delenia

bezo zvysku alebo n mod p = 0 s nastavenym potom p = 3 vystupnych portov.

[1:9]

p<n, n mod p=0, n/p=3

n=9 signélo
e | 1l

Obr. 5.46. Demux pre podmienku n mod p =0

Na d’alsom Obr. 5.47 je znazorneny pripad pre podmienku n mod p = m, t. j. celo¢iselného

delenia so zvyskom, ked’ na bloku Demux bol nastaveny pocet p = 4 vystupnych signalov.

[1:91

p<n, n mod p=m, m=2

n=8 signalov N gl Al 3 |

- .lll 4 5| |
N al 7 |
o ol g |

m L

Obr. 5.47. Demux pre podmienku n mod p=m
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5.3.9 Manual Switch, Index vector a Multi-Switch Port

V niektorych pripadoch pri simulacii systémov je nutné menit’ vstupné veli¢iny signalov podla
uvazovanych variantov rieSenia. Problém variantov rieSenia mozno rieSit’ napr. pomocou prepinania sa
medzi jednotlivymi vstupnymi signalmi, ktoré platia pre dany uvazovany pripad. V Simulinku mozno
takéto stavy simulovat’, napr. pouzitim bloku Manual Switch, tento je zaradeny do kniznice Signal
routing. Manual switch umoziluje prepinanie medzi dvoma vySetrovanymi stavmi, pozri
Obr. 5.48 (a).

V pripade, Ze je nevyhnutné v modeloch riesit’ pripad viac ako dvoch variantov rieSenia
anutnost prepinat sa medzi takymito rieSenymi stavmi, potom moézeme v takychto schémach
v Simulinku vyuzit' d’alSie iné dostupné prepinace, ktorymi st napr. Manual Variant Source resp.
Manual Variant Sink. Tieto prepinade su zobrazené na Obr. 5.48 (b), (c). Dalsim z rady prepinacov
st napr. Index Vector a Multiport Switch. Index Vector a Multiport Switch st bloky, ktoré su

rovnako zaradené do kniZznice Signal routing. Tieto bloky su zobrazené na Obr. 5.48 (d) a (e).

> g gﬁ
— Cla
> 4 0 > E 4
0\‘}> b >—D/_ J *, 3
>O Index >H
. Manual Manual Multiport
Manual Switch Variant Source Variant Sink Vector SL:v:tFé:%
(a) (b) (c) (d) (e)

Obr. 5.48. (a) Manual Switch, (b), Manual Variant Source, (c) Manual Sink, (d) Index vector, (¢) Multiport Switch

Index Vector resp. Multiport Switch vyZaduju nastavit’ dodato¢né parametre, ktorymi su napr.
pocet vstupnych portov a taktiez stanovit' systém poradia ¢islovania indexov — Data port order.
Sposob poriadia indexacie moze byt zalozeny jednak na Cislovani od nuly (zero-based), resp. na

¢islovani od jednotky (one-based), pozri Obr. 5.49.

Block Parameters: Index Vector X
Multi-Port Switch
>_{ Pass through the input signals corresponding to the truncated value of the
1 first input. The inputs are numbered top to bottom (or left to right). The
) )—B\ first input port is the control port. The cther input ports are data ports.
2 Mat . .
049/—> > > ain Signal Attributes
*, 3 Data port order: |Zero-based contiguous -
>—D Zero-based contiguous :
Mumber of data p -
GOne-based contiguous
Index Multiport 1 Specify indices
Vector !
Switch
Q Cancel Help Apply

Obr. 5.49. Parametre blokov Index Vector a Multiport Switch
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5.3.10 Gain blok

Gain blok, ktory je d’alSim blokom kniznice Commonly Used Blocks, je matematickym
operatorom, ktory slazi na zosilnenie hodnoty vstupného signalu. Vstupnym signadlom tohto bloku moéze
byt napr. skalarna veli¢ina signalu, prip. vektor alebo matica. V dialdgovom okne, ktoré prislicha
bloku Gain, modzeme Specifikovat’ typ matematickej operacie nasobenia. Tato je Standardne
prednastavend na matematicka operaciu nasobenia — element-wise (K.x u) t. j. nasobenie ¢len po ¢lene.
Typ operacie mozno taktiez zmenit’ na maticovy typ operacie. Tu existuje viacero moznosti, ako st napr.

Matrix (K * u), Matrix (u * K) a iné. Parameter Multiply umozZiuje zvolit’ nasledujice moZnosti:

1. Element-wise (K.* u) — nasobenie ¢len po ¢lene,
2. Matrix (K * u) — maticova operacia,

3. Matrix (u * K) — maticova operacia,
4

Matrix (K * u)(u vector) — maticova operacia,

kde u je vstupny vektor a K je zosilnenie (Gain), ktorym mdze byt skalarna hodnota, vektor alebo

matica. Dialogové okno parametrov bloku Gain je zobrazené na nasledujicom Obr. 5.50.

Block Parameters: Gain X
Gain

Element-wise gain (y = K.*u) or matrix gain (y = K*u ory = u*K).

Main  signal Attributes ~ Parameter Attributes

> Gain:
1

Multiplication: | Element-wise(K.*u)

Galn Matrix(Ku]

Matrix(u*K)
Matrix(K*u) (u vector)

J Cancel Help Apply

Obr. 5.50. Parametre bloku Gain

Jednoduché priklady pouzitia bloku Gain mdzeme vidiet’ na nasledujucom Obr. 5.51.

(142 —»D—»U ] 7 [ [1:4:2 \ Zl el 4
' | q il f

Riadkovj vektor Elementwise(K."u) Stlpcovy vektor

Matrix(uK)

=
K

142 ] gl g [1-12 W

Riadkovy vektor 2 ~ Element-wise(K.'u) Riadkoryvekor3 —* 1.1

(b) (d)

Obr. 5.51. Priklady bloku Gain, (a) a (b) element-wise nasobenie, (c) a (d) maticové operacie
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5.3.11 Blok Relation Operator

Do tejto chvile sme sa zaoberali prevazne blokmi, ktoré slazili na vykonavanie aritmetickych

operacii napr. s¢itania/od¢itania, nasobenia/delenia a pod. Poznamenajme, ze v kniZznici Commonly

Used Blocks mozeme okrem aritmetickych operatorov najst’ aj logické resp. rela¢né operatory (tieto

sluzia na uskuto¢iiovanie porovnavacich a logickych operacii). V tomto bode sa pozrieme na prvy zo

skupiny operatorov, ktorym je relaény operator alebo Relational Operator blok.

Blok rela¢ného operatora uskutociiuje porovnania dvoch vstupnych signalov alebo jedného

vstupného signalu. Priamo v dialdgovom okne tohto relaéného operatora moézeme zvolit’ typ operacie,

ktora sa vykond relacnym operatorom. Pripomeiime, Ze vysledkom uskutoc¢nenej operacie je logicka

hodnota True (False). Pri pouziti tohto relaéného operatora (podla typu operacie) mézu nastat

nasledujuce mozné pripady vysledkov logickych hodnét:

1. ==

2. ~=

3. <

4. <

5. =2

6. >

7. isInf

8. isNaN
9. isFinite

True (False), ak prvy vstup sa rovna (nerovna) prvému vstupu,

True (False), ak prvy vstup sa nerovna (rovna) druhému vstupu,

True (False), ak prvy vstup je mensi (vacsi) nez druhy vstup,

True (False), ak prvy vstup je mensi (vacsi) alebo rovny druhému vstupu,

True (False), ak prvy vstup je vicsi (mensi) alebo rovny druhému vstupu,

True (False), ak prvy vstup je vacsi (mensi) nez druhy vstup,

True (False), ak sa vstupny signal rovna (nerovna) +/- nekone¢nu,

True (False), ak vstupny signal nie je (je) neurcity vyraz,

True (False), ak vstupny signal je (nie je) ¢islo r6zne nekone¢nu.

Dialogoveé okno parametrov tohto relaéného operatora je zobrazené na nasledujucom Obr. 5.52.

Priklady pouzitia Relational Operator bloku moZeme n4jst’ na d’alsom Obr. 5.53.

)

)

<

b

Relational
Operator

Ing. Martin Garan, PhD.

Block Parameters: Relational Operator »®
Relational Operator
Applies the selected relational operator to the inputs and outputs the result. The top (or left)

input corresponds to the first operand.

Main  Data Type

Relational operator: <=

Enable zero-crossi

J Cancel Help Apply

Obr. 5.52. Parametre bloku Gain
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Obr. 5.53. Priklady pouzitia bloku Relational Operator

5.3.12 Logical Operator

V predchéadzajticej podkapitole 5.3.11 sme sa zaoberali relatnym operatorom — blokom
Relational Operator. Teraz sa pozrieme na logicky operator — Logical Operator, ktory je d’alsim
z rady blokov z kniznice Commonly Used Blocks. Logicky operator vyhodnocuje logické operacie
vstupnych signalov privedenych na vytvorené vstupné termindly tohto bloku. Vstupné signaly su
signalmi logickych hodnét True (1) alebo False (0). Poznamenajme, ze ak privedieme na tieto vstupné
terminaly bloku Logical Operator ¢iselné hodnoty, ktoré su rozne od (1) resp. (0), v takom pripade su
hodnoty rdzne od (0) automaticky uvazované ako logické hodnoty True (1).

Dalej pripomefime, Z¢ vysledkom uskutoénenej operacie tohto logického operatora je vzdy
logicka hodnota True (False). Pri pouziti tohto logického operatora (podla typu zvolenej operacie)

mozu nastat’ nasledujuce mozné pripady vysledkov logickych hodnét:

1.AND True (False), ak vSetky vstupy st True (ak aspoii jeden vstup je False),

2.0R True (False), ak aspoii jeden vstup je True (ak vSetky vstupy su False),

3.NAND True (False), ak ani jeden vstup nie je True (ak vSetky vstupy su True),

4. NOR True (False), ak Ziaden zo vstupov nie je True (ak aspoii je zo vstupov je True),

5. XOR True (False), ak vSetky vstupy st len True alebo False (ak niektoré zo vstupov st

hodnoty True a niektoré si hodnoty False — Exclusive Or),

6. NOT True (False), ak vstupom je False (True) — negacia vstupnej logickej hodnoty.

Dialogové okno parametrov tohto logického operatora je zobrazené na nasledujucom Obr. 5.54
a priklady pouzitia logickych operacii realizovanych pouzitim bloku Logical Operator mozno n4jst na

d’alsom Obr. 5.55.
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Block Parameters: Logical Operator *
Logical Operator

Logical operators. For a single input, operaters are applied across the input vector. For multiple
inputs, operators are applied across the inputs.

Main Data Type

Operator: |AND

;AND >

N Number of]
Logical P
Operator Jeon shapd XOR
NXOR
NOT
< >
9 Cancel Help Apply
Obr. 5.54. Parametre bloku Logical Operator
! 0
([ g N —
! 1

JORL [ 1] 1 pivor f o0

Obr. 5.55. Priklady vypoctu logickych operacii blokom Logical Operator

5.3.13 Math function blok

Poslednym blokom na vykonavanie matematickych operacii z kniznice Matlab/Simulink,
ktorym sa budeme zaoberat’ je blok Math Function resp. blok Matematickych funkcii. Tento blok je
urceny na vypocet jednoduchych matematickych funkcii, ako st napr. exp, log, logl0, square, pow atd’.
Math Function blok je zaradeny do kniznice matematickych operacii — Math Operations.

Math Function blok matematickych funkcii ma $tandardne jeden vstupny terminal, na ktory
mozeme priviest napr. signal skaldrnej hodnoty, vektor a vstupom modze byt taktiez matica.
V pripade, Ze je na vstupny termindl privedeny vektor resp. matica, potom operacia podl’a nastavenej

funkcie v dialégovom okne parametrov pre tento blok sa uskutocni na elementarnej Grovni vektora

a matice.
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Block Parameters: Math Function
Math

Mathematical functions including logarithmic, exponential, power, and

madulus functions. When the function has more than one argument, the

first argument corresponds to the top (or left) input port.

Main  Signal Attributes

Function: |exp =
_.

Output sig|jog

10U

logl0
magnitude”2
square

pow

5)1 conj

reciprocal
hypot
rem

mod
transpose
hermitian

Obr. 5.56. Parametre Math Function bloku

To znamend, ze hodnota funkcie sa vypocita zvlast’ pre kazdy prvok vektora resp. matice,

a vysledkom bude vektor (matica) rovnakého rozmeru, takého tvaru aky vykazoju privedeny signal na

vstup tejto funkcie. Dialdogové okno parametrov bloku Math Function je zobrazené na Obr. 5.56.

Priklady pouzitia Math Function bloku pre vybrané matematické funkcie st ukazané na nasledujicom

Obr. 5.57.
-_, o i 27 789 2009 6] 144
exp
-—’uv q ] g 27 o) 125
pow
-_.uz q ] q g 18] %
square

Obr. 5.57. Priklady vypoctu matematickych funkcii pouzitim Math Function bloku

5.4 KNIZNICA SOURCES

V tejto kapitole sa pozrieme na niektoré vel'mi Casto pouzivané bloky z kniZnice zdrojov —

Sources, ktora je znazornena na Obr.

5.58. Tieto zdrojové bloky primarne sliZia na generovanie

jednoduchych alebo zlozitych budiacich signdlov. Ked’ze sa tieto bloky vel'mi ¢asto vyskytuju ako
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

sucasti prakticky kazdej simulovanej blokovej schémy a to aj pri modelovani matematickych modelov
dynamickych systémov, ma vel’ky takisto vyznam tymto blokom venovat’ zna¢nii pozornost’.

V tejto kniZznici Sources je mozné najst zaujimavé predpripravené bloky rdznych typov
zdrojovych signalov, ktoré umoziiuju generovat a simulovat’ vstupné budiace signaly pre Siroké
spektrum dynamickych systémov. BliZsie sa v tejto kapitole zameriame na bloky zdrojov funkcii Step,

Ramp, Sine Wave, Repeating Sequence a d’alSie iné.

=

©

Band-Limited Chirp Signal Clock Constant Counter

‘White Noise Free-Running
im titled.x
Counter Digital Clock Enumerated From Spreadsheet
Limited Constant
[Csmin b = sl @ » .
From Ground In Bus Element Inl Pulse
Waorkspace Generator
' Mi' @ @
Ramp Random Repeating Repeating Repeating
Number Sequence Sequence Sequence

Interpolated

b4

1
b B ) . b
il

Signal Builder Signal Editor Signal Sine Wave Step

.

Uniform Random Waveform
Number Generator

AN
=i

Obr. 5.58. KniZnica Sources

V tejto kniznici zdrojovych signalov mézeme najst’ aj zdrojovy signal typu Constant, ktory ako
uz vieme sluzi na generovanie jednoduchych signalov kon$tantného charakteru. Tomuto bloku sme
sa venovali v predchadzajicej kapitole. Dal3i zaujimavy zdrojovy blok, ktory ztejto kniZnice
spomenieme, je zdrojovy blok Clock, ktory sluzi na vycitanie aktualneho Casového kroku simulacie.

Parametre tohto bloku mozno najst’ na Obr. 5.59.

[Pa] Block Parameters: Clock X

Clock
Output the current simulation time.

Parameters
[] pisplay time
Decimation:

10
Clock
9 Cancel Help Apply

Obr. 5.59. Parametre bloku Clock
5.4.1 Step blok

Step blok je zdrojovy blok, ktory simuluje skokovy signal funkcie. Tato funkcia sa nachadza
v knizZnici zdrojovych signalov Sources. Skokova funkcia Step zobrazena na Obr. 5.60 je funkcia, ktora

je vysledkom generovania funk¢ného bloku Step. Tuto funkciu mdézeme nakonfigurovat’ na zaklade
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troch vstupnych parametrov, ktorymi si Step time (Cas vzniku skokovej zmeny), Initial value

(pociato¢na hodnota signalu pred vykonanim skokovej zmeny) a Final value (kone¢na hodnota).

f(t)
Final value
Initial value
0 Step time t

Obr. 5.60. Tvar skokovej funkcie - Step

Na d’alsom Obr. 5.61 je zobrazené dialdgové okno parametrov tejto skokovej funkcie Step ,

priklady pouzitia tejto skokovej funkcie Step pre rdzne typy signalov si znazornené na Obr. 5.62.

Block Parameters: Step X
Step
Output a step.

Parameters
j > Step time:
B
Initial value:
o I
Final value:

[ [:

Sample time:

o [E

Interpret vector parameters as 1-D

Enable zero-crossing detection

] Cancel Help Apply

Obr. 5.61. Parametre bloku Step

& scope - o X
File Tools View Simulation Help N
F 8- 4OPr@®|-|a- Q- FA-
Step 1 =

Initial Value:0 1

Step Time: 1
Final Value:1 Step 1 D o
Step 2
Step 2 Scope

Initial Value:10

Step Time: 5
Final Value:20
Step 3
. Step3
Initial Value:-2 o 1 2 B 0 5 6 7 B ) 10
Step Time: 1 Time,
Final Value:3 Ready Sample based | T=10.000

Obr. 5.62. Priklady pouzitia funkcie Step pre rozne typy signalov
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Poznamenajme, Ze step funkciu mozno nahradit’ jednoduchou konstantnou funkciou Constant

a to v tom pripade, ak pociato¢na hodnota signalu sa rovna nule a step time je rovny casut = 0.

5.4.2 Ramp blok

Ramp blok je zdrojovy blok, ktory simuluje linearne rastici signal funkcie s ¢asom t. Tato

funkcia sa takisto nachadza v kniznici zdrojovych signalov Sources. Linearne rastica funkcia Ramp

generovana tymto funkénym blokom je zobrazend na Obr. 5.63.

f(t)

b

Slope

Initial Output

0 Start time

v

Obr. 5.63. Tvar linearne rasttcej funkcie - Ramp

Tato Ramp funkciu mézeme nakonfigurovat’ pouzitim troch vstupnych parametrov, ktorymi st

Start time (pociatoény cas, od ktorého funkcia nadobuda resp. generuje linedrne rasticu funkciu),

Initial output (pociato¢na hodnota konstantného signalu pred generovanim rastucej linearnej funkcie)

a Slope (je smernica sklonu linearnej funkcie). Na d’alsom Obr. 5.64 je zobrazené dialégové okno

vSetkych parametrov takejto Ramp funkcie, ktora generuje linearne rastticu funkciu so sklom 45°.

Ing. Martin Garan, PhD.

Block Parameters: Ramp

Ramp (mask) (link)

Qutput a ramp signal starting at the specified time.
Parameters

Slope:

[

Start time:

[o

Initial output:

[0

Interpret vector parameters as 1-D

J Cancel Help

Apply

Obr. 5.64. Parametre bloku Ramp

Strana |125



Niektoré priklady pouzitia bloku Ramp, ktoré s uréené na generovanie roznych typov signalov
linearne rasttcich funkcii, st znazornené v podobe blokovych diagramov a grafickych vystupov na

d’alsom Obr. 5.65.

4 Scope

/ File Tools View Simulation Help
@-|60OP® |- |A- L Fid-

Ramp 1
T

Slope: 1 \oF T T T T T T ; ;
Start Time: 0

Initial Output: 0 Ramp 1 o |

/ Ramp 2 20/

10~ i

Slope: 3 I | : | | | | . | | 7

Start Time: 1 s
Initial Output: 2 T T ; . |

I | I I I I | I I
[ 1 2 3 4 5 6 7 ) 9 10

/ Time
Rea Sample based [1-10.000
Ramp 3 d =

Slope: -1
Start Time: 5
Initial Output: 10

Obr. 5.65. Priklady pouzitia funkcie Ramp pre rozne typy signalov

5.4.3 Sine Wave blok

Sine Wave blok moZeme zaradit’ medzi d’al$ie vel'mi Casto pouzivané funkcéné zdrojové bloky,
ktory je sucast'ou kniznice Sources. Tento zdrojovy blok slizi na generovanie harmonicky premenlive;
budiacej funkcie sinus. Pomocou tohto bloku mézeme generovat’ signal tvaru sinusovej alebo

kosinusovej funkcie, ktory je definovany na zaklade tejto funkcie
y(t) = Amplitude - sin(Frequency - t + Phase) + Bias, (5.13)

kde Amplitude je amplitida harmonického signdlu, Frequency je frekvencia signdlu definovana pre
periodu Casu T, Phase je fazové posunutie harmonického signdlu v smere ¢asovej osi t a Bias je
posunutie signalu v smere osi y. Priklad v§eobecného harmonického signalu, ktory je definovany tymto

blokom Sine Wave na zaklade predchadzajicich parametrov je zobrazeny Obr. 5.66.

f(t) 1 f(t)=Amp-sin(Freq-t+Phase)+Bias
Amp
\ \ /[ lsis
Phase | | \/ \/ t
T

Obr. 5.66. Tvar harmonickej funkcie — Sine Wave
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Na d’alsom Obr. 5.67 je zobrazené dialogové okno vsetkych parametrov bloku Sine Wave,

ktory generuje harmonickych signal zobrazeny na Obr. 5.66.

Block Parameters: Sine Wave X
Sine Wave

Qutput a sine wave:
0O(t) = Amp*Sin(Freq*t+Phase) + Bias

Sine type determines the computational technique used. The parameters in
the two types are related through:

Samples per period = 2*pi / (Frequency * Sample time)
/\/ > Number of offset samples = Phase * Samples per period / (2*pi)
Use the sample-based sine type if numerical problems due to running for
Sine Wave large times (e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters

Sine type: | Time based -
Time (t): | Use simulation time A
Amplitude:

[t Ii
Bias:

[o It

Frequency (rad/sec):

[t It
Phase (rad):

o I

Sample time:

[o Ik

Interpret vector parameters as 1-D

5_) Cancel Help Apply

Obr. 5.67. Parametre bloku Sine Wave

V dialégovom okne, ktoré prislicha bloku Sine Wave, mézeme zvolit’ typ harmonickej funkcie
(Sine type). Tento mdze byt typu Time Based, ako je zndzornené na Obr. 5.67 alebo Sample Based,

kedy su parametre zalozené na pocte vzoriek signalu generovanych za periodu T podla Obr. 5.68.

[*&] Block Parameters: Sine Wave x
Sine Wave
Output a sine wave:

O(t) = Amp*Sin(Freq*t+Phase) + Bias

Sine type determines the computational technique used. The parameters
In the two types are related through:

Samples per period = 2*pl / (Frequency * Sample time)
Number of offset samples = Phase * Samples per period / (2*pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running for
large times (e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters

Sine type: Sample based -
Time (t): Use simulation time -
Amplitude:

1

Bias:

0

Samples per period:

10

Number of offset samples:
o

Sample time:

0

|| Interpret vector parameters as 1-D

9 Cancel Help Apply

Obr. 5.68. Parametre bloku Sine Wave — Sample Based
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Pocet vzoriek za periodu — Samples per period sa urci na zaklade vzt'ahu

Samples per period = 2 - t/(Frequency - Sample Time), (5.14)

kde Frequency je frekvencia opakovania a Sample Time je vzorkovaci Cas.

Medzi d’alSie parametre, ktoré mozno menit’ v tomto dialdgovom okne bloku Sine Wave,
moézeme spomenut’ napr. parameter vstupného ¢asu Time (t), pozri Obr. 5.67. V pripade parametra
Time (t) mézeme volit’ medzi dvomi pontikanymi moZnostami. Prvou moznostou je pouZitic ¢asu
simulacie (Use Simulation Time); vstupom na generovanie harmonickej funkcie je aktualny ¢asovy
krok. Druhou moznost'ou je pouzitie externého ¢asového signalu (Use External Time); v tomto pripade
externého Casového signalu je nutné priviest’ na vstupny terminal tohto Sine Wave bloku vektor
¢asového signalu, pozri Obr. 5.69. Na Obr. 5.70 st znazornené priklady pouzitia bloku Sine Wave pre

rdzne typy generovanych signalov.

(%3l Biock Parameters: Sine Wave X

Sine Wave

Output a sine wave:
) /\/ > O(t) = Amp*sin(Freqt+Phase) + Bias
Sine type determines the computational technique used. The parameters

Sl ne Wave in the two types are related through:
Samples per period = 2*pl / (Frequency * Sample time)

Number of offset samples = Phase * Samples per pericd / (2*pi)

Use the sample-based sine type if numerical problems due to running for
large times (e.g. overflow in absolute time) occur.

Parameters
Sine type: Time based -
Time (1): Use external signal 2
Amplitude:

Frequency (rad/sec):
[1
Phase (rad):
lo

9 Cancel Help Apply

Obr. 5.69. Parametre bloku Sine Wave

4 scope - o x

File Tools View Smulation Help ~

I: - 40P@®|>-|a- |- |F@A-
pv Sinus =
2 ]
Amplitude: 3 q ]
ey oee [:] 1 ‘ ] ‘ ‘

Frequency: 2*pi

Phase: 0
\_/ Sinus 2 Scope

Amplitude: 2
Bias: 2 ! 7
Frequency: pi T 1
Phase: 0 1t i i | ; i i | T 5|
Reacy Sanpl based [7-10.000

\_/ Kosinus

Amplitude: 1
Bias: 0
Frequency: 1
Phase: pi/2

Sinus 2

%

Obr. 5.70. Priklady pouzitia bloku Sine Wave
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5.4.4 Repeating Sequence blok

BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Repeating Sequence blok patri medzi d’al$ie funk¢éné zdrojové bloky. Tento blok je zaradeny

do kniZnice Sources a slizi na generovanie periodicky opakujicej sa sekvencie vrcholov, ktoré su

definované v konkrétnych po sebe nasledujtcich ¢asovych bodoch. Blok Repeating Sequence mozno

nakonfigurovat’ na zaklade dvoch vstupnych parametrov, ktorymi su Time Values (predstavuju

konkrétne Casové body vrcholov zadefinované v zmysle vektora) a Output Values (charakterizuju

hodnoty funkcie v odpovedajicich ¢asovych bodoch; zadefinovanych vo vektore). Pripomenme, ze

rozmery vektorov Time Values a Output Values musia byt identické, v opacnom pripade

Matlab/Simulink zahlési chybu. Parametre bloku Repeating Sequence st zndzornené na Obr. 5.71.

p

Repeating
Sequence

Block Parameters: Repeating Sequence
Repeating table (mask) (link)

Output a repeating sequence of numbers specified in a table of time-value
pairs. Values of time should be monotonically increasing.

Parameters

Time values:

[c2] E

Output values:

J Cancel Help Apply

[02] B

Obr. 5.71. Parametre bloku Repeating Sequence

Ukazky pouzitia bloku Repeating Sequence pre rézne typy definovanych signalov s

znazornené na Obr. 5.72.

Time Values: [0 2 4]

< Scope

File Tools View Simulation Help

FHEICEY

- Q-G | Fid-

Repeatseq. 1
T

2|

Output Values: [0 2 0] Repeat seq. 1

1.5 —
». 1+ : =
o5 -
P 9| I I I 1 I I I I I |

> 1

\/v Repeat seq. 2

Time Values: [0 12 3]
Output Values: [-1 1 1 -1]

Repeat seq. 3

Time Values: [0 1 2]
Output Values: [3 0 3]

Obr. 5.72. Priklady pouzitia bloku Repeating Sequence
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Sample based |T=10.000
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5.4.5 Pulse Generator blok

Pulse Generator blok patri medzi funkéné zdrojové bloky, ktorym modZeme generovat
periodicky opakujtci sa pulzny signal. Tvar pulzného signalu, ktory sa generuje tymto blokom Pulse
Generator, moZzeme nakonfigurovat’ na zaklade $tyroch vstupnych parametrov. Tymito sG Amplitude
(charakterizuje amplitidu generovaného pulzného signalu), Period (peridda opakovania pulzného
signalu), Pulse Width (Sirka pulzu — percento z peridody pulzného signalu) a Phase Delay (fazové
posunutie signalu v smere ¢asovej osi t).

Dialogové okno s parametrami, ktoré prisliichaju bloku Pulse Generator, mézeme vidiet' na

nasledujucom Obr. 5.73.

Block Parameters: Pulse Generator X
Pulse Generator
Output pulses:
if (t >= PhaseDelay) && Pulse is on
Y(t) = Amplitude
else
Y(t) =0
end

Pulse type determines the computational technique used.

Time-based is recommended for use with a variable step solver, while
sample-based is recommended for use with a fixed step solver or within a
discrete portion of a model using a variable step solver.

Parameters
PUISe Pulse type: | Time based v

Generator Time (t): |Use simulation time ~

Amplitude:

[ i

Period (secs):

[10 I

Puise Width (% of period):
[s i

Phase delay (secs):

o i

Interpret vector parameters as 1-D

Q Cancel Help Apply

Obr. 5.73. Parametre bloku Pulse Generator

Na d’alSom Obr. 5.74 s znazornené priklady generovania r6znych typov pulznych signalov.

4] Scope - a X
File Tools View Simulation Help B
G- SOP®|-| Q-0 |F -
Pulse 1 =
T T
Amplitude: 3 3 T 1
Period: 2 2 —
PulseWidth: 15 Pulse 1 > i |
PhaseDelay: 0
Ll o T T
! 4 Pulse 2
T
Wz
Amplitude: 2
Period: 1
PulseWidth: 50 '
PhaseDelay: 0 . Pulse 3
iF ]
0.5 4
Pulse 3 —’
T T T T T T T T
o 1 2 3 4 5 13 T 8 9 0
Amplitude: 1 Time
Period: 10 Ready Sample based  T=10.000
PulseWidth: 5

PhaseDelay: 2

Obr. 5.74. Priklady pouzitia bloku Pulse Generator
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5.4.6 Random Number blok

Posledny zdrojovy blok, ktory si vysvetlime v tomto $tadiu, je Random Number blok. Ide
o funkény blok, ktory sa pouziva na generovanie nahodného signalu. Nahodny signal je generovany
z normalneho Gaussovho rozdelenia. Vystupny signal predstavuje periodicky opakujucu sa sekvenciu
nahodného signalu. Tvar tohto nahodného signalu mozno menit’ na zaklade vstupnych parametrov,
ktorymi st Mean (stredny priemer), Variance (rozptyl signalu), Seed (pociato¢né Cislo pre generator
nahodnych ¢isel; default hodnota je nastavena na 0) a Sample Time (vzorkovaci ¢as). Parametre bloku

Random Number su znazornené na Obr. 5.75.

Block Parameters: Randomn Mumber X
Random Number

Output a normally (Gaussian) distributed random signal. Output is
repeatable for a given seed.

Parameters

Mean:

@ Ii
> Variance:
1 I:

Random Seed:
Number o B

Sample time:

Jo1 |

Interpret vector parameters as 1-D

J Cancel Help Apply

Obr. 5.75. Parametre bloku Random Number

Priklady réznych nadhodne nagenerovanych signalov, ktoré sti generované pouzitim bloku

Random Number, su znazornené na Obr. 5.76.

4 Scope - o X

File Tools View Simulation Help

@-|BOP® | - a-|H-|FH-
Random 1 =
T T

Mean: 2 s

Variance: 0.5 A
Seed: 0 Random 1 C] ;
M Random 2

Mean: 3
Variance: 0.5
Seed: 0

N Random 3

Mean: 5
Variance: 1
Seed: 2

Scope

Ready. Sample based |T=10.000

Obr. 5.76. Priklady pouzitia bloku Random Number

Pripomenime, Ze v kniZznici Sources sa takisto nachadza aj nahodnych generator Uniform

Random Number, ktory generuje ndhodné ¢isla z normalneho normovaného rozdelenia.
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5.5 KNIZNICA SINKS

V tejto kapitole sa pozrieme na vel'mi ¢asto pouzivané bloky z kniznice zobrazovacov — Sinks,
ktora je zndzornena na Obr. 5.77. Tieto funkéné bloky primarne sliizia na zobrazovanie vystupov
simulacii v podobe grafickych vystupov (Scope, Floating Scope a XYGraph) alebo takisto umoznuji

zobrazovat’ vypocitané ¢iselné hodnoty priamo displeji — blokom Display.

)I:l D A OBl sipnall @ 3 D STOP ) :]
Display Floating Out Bus Element Outl Scope Stop Simulation Terminator
Scope
~
ntitled ; A
3 untitled. mat > simout g O
Tao File To Workspace XY Graph

Obr. 5.77. Kniznica blokov Sinks

V tejto kniZnici Sources mozeme takisto najst’ aj d’alsie zaujimavé funkéné bloky, ktoré sluZia
napr. na uchovanie vypocitanych hodnét do suboru — prostrednictvom bloku To File, ako aj na odoslanie
nasimulovanych signalov do prostredia zakladného Matlab/Workspace — pomocou bloku
To Workspace. V tejto kapitole sa bliz§ie zameriame hlavne na bloky grafickych vystupov Scope,

XYGraph a d’alsie iné bloky.
5.5.1 Display blok

Display blok sluzi primarne na zobrazovanie digitdlnych vystupov v podobe zobrazenych
¢iselnych hodnot na displeji. Pripomenme, ze tento blok sme uz pouzivali v blokovych schémach v
predchadzajucej kapitole, ktora bola venovana bezne pouzivanym blokom — Commeonly Used blocks.
Tento blok dokéaze zobrazit' vystupné signaly vo forme ¢iselnych hodndt pre skalarne veliciny, ako aj
v tvare vektorov a matic. Tento blok je modifikovatelny a je ho mozno rozsirit’ na zobrazenie poli
v smere riadkov a stipcov. V dialégovom okne mozeme navyse $pecifikovat prisluiny &iselny format
(Number display format), ktorym chceme dané vysledky zobrazovat, pozri Obr. 5.78. Display blok

moze byt takisto pouzity na bezkontaktny prenos signalu, ak zaskrtneme policko (Floating Display).

lock Parameters: Displar
Block P Display X
Display

Display Display input values. If the incoming signal is of type string, the 'Numeric
display format’ parameter selection does not affect the display of the string.

Parameters

l:| Numeric display format: | short -

Decimation:

1

LV

[ Floating display

Display1

7] Cancel Help Apply

Obr. 5.78. Parametre bloku Display
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5.5.2 Scope a Floating Scope blok

Scope block sltzi na zobrazovanie grafickych vystupov riesSenych simulacii. Tento Scope blok
sme uz podobne ako blok Display pouzivali v blokovych schémach v predchadzajucich kapitolach.
Teraz sa na tento Scope blok pozrieme blizSie a vysvetlime si vSetky mozZnosti takéhoto grafického
zobrazovaca. Vysledkom zobrazenia grafov pomocou tohto bloku Scope su grafické vystupy zobrazené
v zavislosti od Casu simuldcie t. Priebehy simulovanych veli¢in st zobrazené pre jednotlivé Casové
kroky, v ktorych bola hodnota danej simulovanej veli¢iny vypocitand pocas celej simulacie. Priklad

jednoduchého default grafického zobrazovaca Scope je znazorneny na nasledujicom Obr. 5.79.

4] scope - o X

File Tools View Simulation Help L]
)D Q- BOP® |- |a-|E-|FF-

10

Scope

Ready Sample based

Obr. 5.79. Grafické okno bloku Scope

Ako si mdzeme vSimnut, tak na d’alSom Obr. 5.80 v nastrojovej liSte sa nachadza viacero
prikazov. Kliknutim na prva ikonu v poradi tzv. Configuration properties, ziskame pristup
k rozsirenym nastaveniam grafu. Configuration properties slizi k zakladnym nastaveniam grafov,
ktorymi st napr. nastavenie poctu grafov, pomenovanie osi tychto grafov, ndzvov zobrazovanych grafov
a d’alSie iné moznosti nastaveni. Z tohto nastrojového menu mdézeme menit’ napr. §tyl grafu (Style),

schému zobrazenia viacerych grafov (Layout), ako aj zobrazit’ legendu pre vykresI'ované signaly.

& Scope - o x

File Tools View Simulation Help N

Ready Sample based

Obr. 5.80. Konfiguraéné parametre bloku Scope
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Z nastrojového menu je dalej mozno riadit spustenie/zastavenie simulacie, vykonat
pribliZenie/oddialenie grafu (Zoom, Zoom out/in), uskuto¢nit’ automatické nastavenie rozsahov osi
(Scale X-Axis Limits, Scale X & Y Axes Limits), ako aj uskuto¢nit’ nastavenie Triggerov (Triggers).
Posledna ikona pracovnej liSty umoznuje zobrazit’ nastroj merania veli¢in na grafe pomocou kurzora
(Cursor measurements), zobrazit’ Statistiky signalov (Signal Statistics) alebo hladat’ extrémy
zobrazovanych veli¢in (Peak Finder). Po kliknuti na ikonu Configuration properties sa zobrazi

konfigura¢né okno podl'a Obr. 5.81.

4 Configuration Properties: Scope X
Main  Time Display Logging

[J open at simulation start
[ pisplay the full path

Number of input ports: |L | Layout
Sample time: |-1 ‘
Input processing: Elements as channels (sample based) -
Maximize axes: Off -
Axes scaling: Manual ¥ | Configure ...
J Cancel Apply

Obr. 5.81. Konfiguraéné vlastnosti bloku Scope

V tomto okne mozno nastavit’ automatické otvaranie grafu, ktory sa zobrazi po zacati kazdej
simulacie (Open at simulation start), d’alej mézeme zvolit' pocet vstupnych portov pre signdly
(Number of input ports); Standardne je tento pocet nastaveny na 1 graf. V tomto menu takisto mozno
menit’ skalovanie osi (Axes scaling). Prepnutim Tab Control na liStu s ndzvom Time, ziskame moznost’
modifikovat’ parametre tykajice sa Casovej osi zobrazovaného grafu, na d’al$ej liSte Display ziskame

zase moznost’ modifikovat’ parametre pre zvislé osi grafov, pozri Obr. 5.82.

4\ Configuration Properties: Scope X
Main  Time Display  Logging

Active display: 1 -

Title: | %<SignalLabel>

[ show legend Show grid

[ Plot signals as magnitude and phase

Y-limits (Minimum): |-10 |

Y-limits (Maximum): |10 |

Y-label: [ |

9

Obr. 5.82. Konfiguraéné vlastnosti bloku Scope — Display
V tomto konfiguratnom okne moézeme pre kazdy aktivne zvoleny graf (Active display)
zadefinovat’ nazov grafu (Title), zobrazit legendu grafu (Show legend), resp. nastavit
zobrazenie mriezky grafu (Show grid), ako aj menit’ rozsahy veli¢in zobrazovanych na zvislej osi

Y (Y-limits Minimum/Maximum), v neposlednej rade moZeme menit’ aj nazov tejto osi (Y-label).
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Posledna lista s nazvom Logging, ktora je zobrazena na Obr. 5.83, umoznuje nastavit’
limitovany pocet poslednych bodov, ktoré sa zobrazia na grafe (Limit data points to last). V tejto liste
mozeme takisto nastavit’ decimovanie zobrazovaného signalu (Decimation), resp. odoslat’ vystup grafu
priamo do zakladného prostredia Matlab/Workspace (pomocou parametra Log data to workspace —

navolenim exportnych nastaveni, ktorymi st nazov premennej a jej exportny format).

4\ Configuration Properties: Scope X
Main Time Display Logging

[ Limit data points to last: | 5000

[ Decimation: 2

[ Log data to workspace

Obr. 5.83. Konfiguracné vlastnosti bloku Scope — Logging

Dalej sa pozrieme na moznosti nastavovania §tylov grafov. Vzhlad grafov a signalov mézeme
menit’ nastavenim parametrov v dialégovom okne s nazvom Style, ktoré vyvolame z nastrojového menu

Scope, pozri Obr. 5.84.

File Tools View Simulation Help > 4] Style: Scope - X

@-|e0P® | H-|a- |- F@&-

Figure color: | & .|  Plottype: |Auto v

8- T Axescolors: | &y - |-
o §
[ Preserve colors for copy to clipboard
i §
ot . Active display: |1 v
o s Properties for line: | Channel 1 v
2 b [ Visible
4k §
Line: v ||075 v
o 4
Marker: none ~
8 §
L I | | | | | | | |
0 1 2 3 ) 5 6 7 B B 10 oK SR | Apnly

Ready sample based

Obr. 5.84. Zmena vzhl'adu grafov a signalov — Style

V tomto dialogovom okne §tylov grafu mozno menit’ farbu grafického okna Figure (Figure
Color), styl grafického zobrazenia (Plot type), ktory moZe byt nastaveny na Auto, Lines (iarovy graf),
Stairs (schodovy graf) alebo Stem (kmenovy graf). Simulink takisto umoznuje nastavit’ farbu pozadia
grafu (Axes background color) a modifikovat’ farbu jeho mriezky (Grid colors). Poznamenajme, Ze
pre kazdy aktivne zvoleny graf a konkrétnu Ciaru grafu, mézeme zvolit’ typ ¢iary (Line), hrubku ¢iary
(Thickness), ako aj jej farbu (Line Color) ataktiez odpovedajici Marker. Scope block okrem
nastavenia grafického vzhl'adu, ktory takto mézeme nastavit’ pre individualny graf a Ciaru signalu,

poskytuje moznost’ upravit’ spésob zobrazenia viacerych grafov v jednom grafickom okne Figure.
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Pomocou Scope bloku existuje moznost’ zobrazovat’, bud’ jeden alebo viacero grafov priamo
na jednu ¢asovu os. Simulink vS§ak okrem tohto spdsobu poskytuje moznost’ prostrednictvom grafického
zobrazovaca Scope, zobrazit’ aj viacero grafov separatne na oddelenych osiach. Poznamenajme, ze pred
zobrazenim grafov na roznych osiach vjednom grafickom okne Figure, je nutné zadefinovat
zobrazovaciu schému rozlozenia grafov, ktora sa definuje priamo z nastrojového menu tohto bloku —
prikazom Layout, pozri Obr. 5.85. Nasledujlci obrazok zobrazuje sposob zadefinovania schémy

zobrazenie pre dva grafy pod sebou.

4 Scope - O X
File Tools View Simulation Help ¥

G- eOP®| =- a3 FB-

5 Cancel -1

L I I I I I I | I |
0 1 2 3 4 5 & T 8 9 10

Ready Sample based

Obr. 5.85. Nastavenie zobrazovacej schémy grafov

Poznamenajme, ze na graf mézeme vyslat’ signdly aj bezkontaktnym sposobom — pouzitim
tzv. grafu typu Floating Scope. V takomto pripade Simulink umoznuje vybrat signaly, ktoré sa
zobrazia na prislusnych osiach prostrednictvom tzv. Signal Selectora priamo z nastrojovej listy grafu,
pozri Obr. 5.86. Tymto blokom Signal Selector existuje moznost’ riadit’ zobrazovanie jedného alebo
viacerych signalov na vybranej osi grafu Floating Scope. Matlab/Simulink v tomto pripade pontikne
mnozinu vsetkych dostupnych signalov z blokovej schémy, z ktorych m6zeme navolit’ pozadované

signaly, ktoré chcem na grafe zobrazit’ bezkontaktnym spdsobom.

1% Floating Scope - o x

File Tools View Simulation Help N
0 T T

Signal Selector

Floating
Scope

Ready Sampie based

Obr. 5.86. Parametre Floating Scope
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Na dalsom Obr. 5.87 jednoduchej blokovej schémy si vysvetlime sposob ako v pripade

tejto blokovej schémy odoSleme signaly bezkontaktnym spdsobom na novo vytvoreny graf typu

Floating Scope.
Ay » ! >
S Integrator
Vstupny signal
Floating
Au
> = >
At Derivator = Scope

Obr. 5.87. Jednoducha blokova schéma

Dvoj kliknutim na ikonu Floating Scope, otvorime dialégové okno tohto plavajuceho grafu.
V tomto okne pomocou prikazu Signal Selectora, ktory zvolime z nastrojového menu Floating Scope,

zobrazime manazéra na vyber signalov z aktualnej blokovej schémy, pozri Obr. 5.88.

A4
o=

&

Vstupny signal

.
Integrator

Floating
Scope

Au
’ —_—
Ar Derivator

Obr. 5.88. Zobrazenie Signal Selectora

Pouzitim tohto Signal Selectora potom pomocou kurzoru mysi zvolime a oznacime, ktoré

z vybranych Ciar (wires) chceme zobrazit’ na prislusnych osiach existujucich grafov (Display), pozri

Obr. 5.89.
/./r\\.\ : . .; 1_ = - 1 .
\/ S Integrat .
Vstupny signal N :]
Floating
Au
> = >
At Derivator — Scope

Obr. 5.89. Pouzitie Signal Selectora na vyber signalov
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Vysledok pouzitia Signal Selectora na vyber signalov pre prislusné osi grafu jedného Floating

Scope je znazorneny na d’alSom Obr. 5.90.

Ay St >
Vstupny signal S Integrator
Au Floating
" A iva
Derivator Scope
8] Floating Seope - O x
File Tool View Simulation Help >
9-(40P@® 5 -3 L-O-[F@-

Derivator, Integrator

Ready Samplebased |T=10000

Obr. 5.90. Vysledok zobrazenia signalov pomocou Floating Scope

Medzi d’alSie moznosti bezkontaktného zobrazenia signalu na grafe, mézeme zaradit’ napr.
vytvorenie Viewera, grafického zobrazovaca, ktory vytvorime priamo na sledovanom signély (wire)
resp. moznost’ logovania signalu metodou Log Signal Data. Tymto sposobom moézeme sledovat
hodnotu veliCiny, ktora pretekd monitorovanim miestom kanala (wire) na osi novovytvoreného
Viewera (graficky zobrazova¢ typu sondy). Poznamenajme, ze ak uZz v projekte existuje nejaky
vytvoreny Viewer, potom mozno tento signal odoslat’ na 'ubovol'ne zvolenu os takéhoto existujuceho
zobrazovaca. Viewer mozno vytvorit’ pomocou prikazu Create & Connect to Viewer z kontextového

menu (kliknutim pravého tlacitka na dany signal, ktorého hodnotu chceme sledovat’), pozri Obr. 5.91.

Bu T
» =
Ar Derivator & cul+x
B copy culsC
Paste ct
Delete Del
1
d b »
s Integrator i

Highlight Signal to Source:

Highlight Signal ta Destination

Remove Highlighting Crl+Shift+H
Format »

‘Add Conditional Breakpoint
Show Value Label of Selected Port

)

Log Selected Signals

Viewers & Generators Manager.
e
Create & Connect Viewer

Simulink 3 Scope.
Connect To Viewer Communications  + XY Graph
< e DSP L4

Linear Analysis Foints b

Signal Hierarchy

Properties

Obr. 5.91. Sposob vytvorenia Viewera
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Druhym sposobom ako zadefinovat’ Viewer na pozadovanom signaly, je moZnost' pridat
Viewer pouzitim prikazu Add Viewer, ktory vyvolame priamo z nastrojového menu (oznacenim tohto
pozadovaného signalu, kliknutim na prikaz Add Viewer a nasledne vyberom pozadovaného typu grafu

z ponukaného menu grafov napr. Scope), pozri Obr. 5.92.

= 5 Stop Time [ 10.0 ) . i
= gy 2 4 ® P %
Log Add Signal | ™| [_Normal ~ [ = = =
Signals Viewer Teble @ Fast Restart Back + - Forward Inspector Analyzer
untitied
Add Viewer X
Seard Q=
gl Au SIMULINK
g L e ——
. Ar Derivator
Scope XY Graph
COMMUNICATIONS
z i ]
» L
S Integrator

Constella Eye
Diagram  Diagram

=

Spectrum  Waterfal

ewer Analyzer

Obr. 5.92. Druhy spdsob vytvorenie Viewera — pomocou prikaz Add Viewer

Vysledkom takto uskutocnenej operacie prvym alebo druhym sposobom, je vytvorenie nového

Viewera s jednou ¢asovou osou, pozri Obr. 5.93.

4 Viewer. Scope (Derivater) - O X
File Tools View Simulation Help kl
G- 40P b@ a- [ Fld-
[\/ P Au » ¢
v "] A Derivator T
2 » L >
s Integrator

Ready Sample based

Obr. 5.93. Vysledok vytvorenia Viewera

Na predchadzajucom Obr. 5.93 je zobrazeny jeden Viewer s jednou ¢asovou osovou. Takto
vytvoreny Viewer mozeme d’alej upravovat’ podobnym sposobom, aky sme si vysvetlovali v pripade
jednoduchého Scope alebo Floating Scope. V pripade tohto zobrazovaca existuje moznost’ menit’ napr.
vzhlad grafu pomocou menu Style, resp. nastavovat’ d’al§ie iné rozsirené vlastnosti prostrednictvom

menu Configuration Properties, pozri Obr. 5.94.
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Obr. 5.94. Zobrazenie Viewera po tprave vzhl'adu

Takymto spésobom mézeme do jednej blokovej schémy pridat’ pozadovany pocet Viewerov,
ktoré sa zobrazuju priamo nad signalmi v podobe ikony Scope, pozri Obr. 5.93 a Obr. 5.94. Kliknutim
na tieto ikony, potom mozno takto vytvorené plavajuce grafy zobrazit'. Pripomenme, ze ak uz v blokove;j
schéme existuje nejaky vytvoreny Viewer, potom na tento Viewer moézeme odoslat’ signal z
I'ubovol'ného iného kanala (wire). Na pripojenie d’alSieho kanala k uz existujucemu Vieweru pouzijeme
bud’ prikaz Connect to Viewer, ktory vyvolame z kontextového menu (pravym kliknutim na signal),
alebo pouzijeme prikaz Viewers & Generators Manager (z kontextového menu), ¢im zobrazime okno

manazéra pre organizaciu Viewerov a Generatorov signalov, pozri Obr. 5.95 a Obr. 5.97.
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Obr. 5.95. Spbsob pripojenia signalu k existujicemu Vieweru
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Obr. 5.97. Zobrazenie manazéra Viewers & Generators

Matlab/Simulink pontikne na vyber zo vsetkych existujucich grafov a osi, na ktoré mozno

pozadovany signal pripojit. Vysledok pripojenia signalu k Vieweru, ktory bol vykonany pouzitim

prikazu Connect to Viewer, je zndzorneny na d’alSom Obr. 5.96.
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Obr. 5.96. Vysledok zobrazenia dvoch signalov na jednom Viewery

Ako mozno vidiet' na Obr. 5.96, tak signaly, ktoré sme vyslali na jeden Viewer sa automaticky

zobrazuju na jednej ¢asovej osi. Aby bolo mozné zobrazit’ tieto grafy na individualnych osiach, je nutné

najskor na tomto Viewery nakonfigurovat’ schému rozlozenia grafov (Layout).
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Schému rozloZenia grafov (Layout) méZzeme menit’ priamo z menu Configuration Properties
daného Viewera, kliknutim na tla¢itko Layout a nasledne zvolenim schémy poZadovaného tvaru

rozlozenia grafov, pozri Obr. 5.98. Takymto spésobom mozZno zobrazit schému maximalne 4 x 4

grafov.
——>
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Axes scaling: Manual = Configure ...
Cancel
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T
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Obr. 5.98. Spdsob zmeny schémy rozlozenia grafov pre dany Viewer
Nastavenim tvaru schémy rozlozenia grafov mozno zobrazenie danych signalov na jednotlivé
osi riadit pomocou prikazu Connect To Viewer/Disconnect Viewer, pozri Obr. 5.99. Ak teda
pouzijeme prikaz Connect to Viewer, potom Simulink po vybere existujuceho Scope poskytne
moznost’ zvolit’ konkrétnu os (Display), ku ktorej mozno signal pripojit. PouZzitim prikazu Disconnect

Viewer mozeme aktualne pripojeny signal k niektorej z osi manualne odpojit’, pozri Obr. 5.99.
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Obr. 5.99. Spdsob pripojenia signalu k existujicej osi Viewera
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Vysledok modifikacie prerozdelenia grafov na jednotlivé osi existujicecho Viewera mézeme

vidiet’ na nasledujicom Obr. 5.100.
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Obr. 5.100. Vysledok zobrazenia grafov na osiach Viewera

Pripomenime, ze podobni operaciu moézeme uskutoCnit’ taktiez pouzitim manazéra
Viewers & Generators. V tomto pripade nové grafy napr. typu Scope pridavame kliknutim na ikonu

tvaru plus, ¢o vyvola menu Add Viewer. Z tohto menu volime pozadované typy grafov.
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Obr. 5.101. Vytvorenie grafu pomocou Viewer manazéra
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Navoleny graf sa nasledne zaradi do skupiny grafov v okne manazéra grafov. V hornom okne
sa zobrazuji aktualne pridané Scope v danej blokovej schéme a v dolnom okne sa po kliknuti na
vybrany Scope (v tomto manazérovi Viewerov), zobrazia aktualne pripojené signaly. Postup vytvorenia
nového Scope mdzeme slovne popisat’ nasledovnymi krokmi. Klikneme na ikonu plus, vyberieme typ
grafického zobrazovaca napr. Scope, na ktorom chceme zobrazit' pozadované grafy, napokon vytvoreny
graf sa zobrazi v hornom okne manazéra, pozri Obr. 5.101.

Momentalne nie je danému Scope priradeny ziadny signal na zobrazenie. Parametre kazdého
Scope v manazérovi zobrazovacov mdzeme menit’ pomocou prikazu z nastrojového menu — Open
parameters for Selection. Pomocou tohto prikazu zadefinujeme schému pre dva grafy nad sebou
a tymto nadefinovanym funkénym osiam priradime prisluchajice signaly na zobrazenie z aktualnej
blokovej schémy. Signdly zadefinujeme a priradime jednotlivym osiam pomocou d’alSieho prikazu
z tohto menu — Modify Signal Connections.

Postup priradenia signalov jednotlivym osiam mozno opisat’ nasledovnymi krokmi. Klikneme
na ikonu Modify Signal Connections, vyberieme 'ubovolny signal, ktory chceme zobrazit’ na grafe;
zobrazi sa Connect manazér. V tomto Connect manazéri dalej zvolime aktivnu os (Display) na
zobrazenie signalu, ktord prislacha aktivne zvolenému grafu Scope; nésledne zaskrtnutim signalu
v menu vyberieme signal, ktory pozadujeme na tejto osi zobrazit. Vysledok priradenia signalov

Integrator a Derivator dvom osiam grafu Scope je zndzorneny na Obr. 5.102.
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Obr. 5.102. Vysledok priradenia signalov osiam pomocou manazéra

Pripomenime, Ze vSetky signaly, ktoré boli priradené jednotlivym osiam pomocou prvého
alebo druhého postupu, mozno kedykol'vek modifikovat’ a taktiez zmazat’. Napr. pouzitim prikazu

Delete Viewer (v kontextovom menu) alebo Delete Viewer or Generator (v manazérovi Viewerov).
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5.5.3 XYGraph blok

BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Do tohto bodu sme venovali svoju pozornost’ grafickym zobrazovacom Scope a Floating

Scope. Ako uz vieme, tak tieto bloky z kniZnice Sources umoziuji zobrazovat’ funkcie ¢asovo zavislé

od ¢asu simulacie y = f(t). Teraz sa zameriame na XYGraph blok, ktory je d’al§im z rady grafickych

zobrazovacich nastrojov z kniznice Sinks. Tento typ grafického zobrazovaca umoznuje vykresl'ovat

funkciey = f(x), t.j. funkéné zavislosti X na y. Parametre XYGraph bloku st zobrazené na Obr. 5.103.

10
>

XY Graph

Block Parameters: XY Graph
XY scope. (mask) (link)

Plots second input () against first input (X) at each time step to create an
X-Y plot. Ignores data outside the ranges specified by x-min, x-max, y-min,

y-max.
Parameters

X-min:

x

X-max:

Sample time:

[

2

Cancel

Help

Apply

Obr. 5.103. Parametre XY Graph

Blokova schéma pouzitia bloku XYGraph pre vykreslenie kruznice s polomerom R =1 m je

znazornena na Obr. 5.104. Na modelovanie systému kruznice boli pouzité tieto parametrické rovnice

x = R-sint,

y =R-cost,

kde R = 1 je polomer kruznice a t je aktualny ¢as simulacie.

Sinus

A

Kosinus
Phase: pif2

gf o>

O

XY Graph

(5.15)

4] XY Graph

XY Plot

0.5

X Axis

Obr. 5.104. Blokova schéma pre vykreslenie kruznice

Ing. Martin Garan, PhD.
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5.5.4 To Workspace blok

V niektorych pripadoch je nutné po vykonani simulacie spracovat’ data d’alej v zakladnom
prostredi Matlabu, napr. prostrednictvom skriptu. Simulink umoziuje takyto export dat do zakladného
prostredia Matlabu pouzitim bloku To WorkSpace. Tento blok je zaradeny do kniZznice Sinks.
V pripade uskuto¢nenia exportu dat do WorkSpace Matlabu je nutné zvolit’ nazov premenne;j a takisto
nakonfigurovat’ format ulozenia dat. V tomto funkénom bloku To WorkSpace mdzeme zvolit’ tieto
Styri datové formaty:

e Structure with time: export dat vo formate Struktiry Matlabu s casovym vektorom
simulacie,

e Structure: export dat vo formate $truktiry Matlabu bez casového vektora simulacie,

e Array: export dat do formatu tvaru jednoduchého ¢iselného pol'a,

e TimeSeries: Specidlny datovy format Matlabu s casovym vektorom simulacie.

Parametre bloku To WorkSpace v podobe dialégového okna st zobrazené na Obr. 5.105.

Block Parameters: To Workspace X
To Workspace

Write input to specified timeseries, array, or structure in a workspace. For
menu-based simulation, data is written in the MATLAB base workspace.

Data is not available until the simulation is stopped or paused.

To log a bus signal, use "Timeseries” save format.

Parameters

Variable name:

[simout |

) simout Limit data points to last:
[inf B

To Workspace N

[t IE

Save format: | Timeseries
Log fixed-p-

Sample time (| ATaY
Timeseries

Q Cancel Help Apply

Obr. 5.105. Parametre bloku To WorkSpace

Priklady exportu dat v podobe blokovej schémy pouzitim bloku To WorkSpace su zobrazené
na d’alSom Obr. 5.106.

pv »  sinus_out

Sinus To Workspace
SaveFormat: Timeseries

j » step_out

Step To Workspace1
SaveFormat: Structure With Time

Obr. 5.106. Priklady pouzitia bloku To WorkSpace
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5.5.5 To File blok

V predchadzajucej podkapitole sme si vysvetlili postup ako exportovat’ data v podobe
premennych do zakladného prostredia Matlabu. Teraz si ukazeme, ako m6Zzeme vypocitané data po
vykonani simulacie v Simulinku ulozit’ do datového suboru. Na ukladanie dat zo Simulinku mézZeme
vyuzit blok To File, ktory je d’alsim funkénym blokom kniznice Sinks. Tento blok exportuje data zo
Simulinku a uklada ich do datového stiboru typu Mat-File (suboru s priponou .mat).

Poznamenajme, Ze pri ukladani dat pouZzitim tohto bloku To File, je nutné zvolit’ nazov suboru
a takisto ndzov vystupnej premennej. Podobne ako v pripade bloku To WorkSpace, aj v tomto pripade
je teda nevyhnutné zvolit’ formatu ulozenia dat. To File blok dovol'uje volit medzi dvomi typmi

formatov:

e TimeSeries: Specidlny datovy format Matlabu s casovym vektorom simulacie,

e Array: export dat do formatu tvaru jednoduchého ¢iselného pola.

Parametre bloku To File v podobe dialogoveho okna st zobrazené na d’alSom Obr. 5.107.

Block Parameters: To File X
To File

Incrementally write data into a variable in the specified MAT-file.

The variable may be created as a MATLAB timeseries, an array, or a
MATLAB structure.

MATLAB timeseries may be used for any data type, complexity, or

dimensions. Logging a bus signal produces a MATLAB structure that
. matches the bus hierarchy. Each leaf of the structure is a MATLAB
untitled.mat timeseries object.

- Use Array format only for vector, double, noncomplex inputs. Each column
To File of the array has a time stamp in the first row and a vector containing the
ing data sample in the rows.

Parameters

File name:

[untitied.mat |

Variable name:

[ |

Save format: | Timeseries -
Decimation: sy

[2

sample time (-1 for inherited):
E [E

) Gl | [ [0

Obr. 5.107. Parametre bloku To File

Priklad ulozenia dat do suboru typu Mat-File v podobe blokovej schémy pouzitim bloku
To File je zobrazeny na Obr. 5.108.

pv sin

Sinus
::I—> file.mat

To File

SaveFormat: Timeseries
step To File

Step

Obr. 5.108. Priklad pouzitia bloku To File
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5.5.6 Stop Simulation blok

Poslednym blokom z kniznice Sinks, ktorym sa budeme zaoberat,, je Stop Simulation blok.
Tento blok umoznuje zastavit’ priebeh simulacie v okamihu, ked je na vstup tohto bloku prevedena
nenulova hodnota signalu. Castejsie sa vSak ten blok zvykne pouZzivat v kombinacii s relaénymi
operatormi, ktorych vystupom je hodnota True (1) alebo False (0). V tomto pripade dochadza
k zastaveniu behu simulacie, ak hodnota relaéného operatora nadobudne logickt hodnotu True (1).
Tento simula¢ny blok, ktorého dialogové okno parametrov je znazornené na nasledujicom Obr. 5.109,

nevyzaduje pri jeho pouziti zadanie Ziadnych dodato¢nych parametrov.

Block Parameters: Stop Simulation =
Stop

Stop simulation when input is non-zero.

Cancel Help Apply

Obr. 5.109. Parametre bloku Stop Simulation

5.6 ZAKLADNE SPOJENIA BLOKOVYCH DIAGRAMOV

Uz vieme, Ze blokovy diagram (blokova schéma) je model, ktory reprezentuje simulovany
dynamicky systém a je nahradou matematického modelu, ktory tento systém opisuje. Vo vSeobecnosti
blokovy diagram (schéma) je logické a funkéné spojenie dvoch alebo viacerych blokov, ktoré sa
navzajom ovplyviiuju. Blokové diagramy nemusia pozostavat’ vzdy len zjednoduchych funkénych
blokov, ale sucastou blokovych schém moézu byt aj Subsystémy, ktoré predstavuji zjednodusenia
zlozitych Casti blokovych schém. Poznamenajme, ze prakticky kazda zlozita blokova schéma, alebo jej
sucast’, sa da zjednodusit’ na jeden ekvivalentny Subsystém. Proces zjednodusSovania (redukcie)

blokovych schém spociva v identifikécii a najdeni troch zakladnych spojeni, medzi ktoré radime:

e sériove spojenie blokov,
e paralelné spojenie blokov,

e spitnovézobné spojenie blokov.

V tejto kapitole si vysvetlime princip ako redukovat’ zlozité tvary blokovych schém na
Subsystémy, ktoré po zredukovani (Gprave) budi predstavovat’ vysledni ekvivalentni prenosovi
funkciu systému celej povodnej blokovej schémy. Princip upravy a redukcie blokovej schémy bude
spocivat’ v postupnej uprave a zjednoduSovani blokovej schémy, t. j. postupnym nahradzanim casti
schémy jej ekvivalentnymi blokmi, ktoré predstavuju jeden z troch predchadzajucich spojeni. Tento
proces budeme opakovat’ az do bodu, kedy cela blokova schéma bude predstavovat’ jeden Subsystém

v tvare prenosovej funkcie, ktorti matematicky opiSeme pomocou matematickych operacii.

148|Strana



BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

5.6.1 Suctovy Clen

Suctovy ¢len je jednym z vel'mi Casto vyskytujucich sa ¢lenov blokovych diagramov. Vystup
stuctového ¢len (uzla) je dany algebrickym staétom (rozdielom) signalov, ktoré do tohto ¢lena vstupuju.
Kazdy signal je definovany kladnym alebo zapornym znamienkom, pozri Obr. 5.110. Sactovy ¢len

moze mat’ koneény pocet vstupnym portov, ale vzdy iba jeden vystupny port.

X,(s)+X,(s)-X,(s)

Obr. 5.110. Stétovy ¢len

5.6.2 Sériové spojenie blokov

Sériové spojenie blokov je taky typ vazby, pri ktorej vystupna veli¢ina predchadzajiceho bloku

je vzdy vstupnou veli¢inou nasledujuceho bloku, pozri Obr. 5.111.

U(s - - - Y(s
L, G,(s) Y1'U1= G,(s) ﬂ,ﬂ; G,(s) _(),

Obr. 5.111. Sériové spojenie blokov

Obrazovy prenos sériovej Struktury v Laplaceovom tvare, ktora je zobrazena na Obr. 5.111,

mozeme matematicky opisat’ tymto spdsobom

Y
G(s) = % = G1(8) - G2(S) ... G, (s) . (5.16)

Priklad ¢é. 5.4.

Uvazujme dva bloky zapojené v sériovej vidzbe s tymito prenosovymi funkciami

s+1
s2+s+3"’

Gi(s) = Gy(s) =

2s+ 3’

najdite vysledntl prenosovu funkciu G(s), ktora je ekvivalentnou ndhradou dané¢ho spojenia blokov.
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RieSenie:

Pre vyslednu prenosova funkciu G(s), ktora je ekvivalentnou nahradou sériového spojenia

dvoch blokov, plati, Ze je dana su¢inom prenosovych funkcii G4 (s) a G, (s)

Y(s) 0.5s+ 0.5

G(S) — @ = Gl(S) - GZ(S) = 53 + 2_552 + 355 + 3 .

(5.17)

Prenosovu funkciu G(s) pre zadefinované prenosové funkcie systémov mozno vypocitat

v Matlabe nasledujucim skriptom.

clc
clear

gls=tf([1],[2 3]);
g2s=tf([1 1],[1 1 2]);
gs=series(gls, g2s)
gs=gls*g2s;
gs=minreal(gs)

Vysledkom riesenia predchadzajuceho skriptu v Matlabe je identicka prenosova funkcia, ktorti
sme odvodili vztahom ( 5.17 ). Ako si mozno v§imnut, tak v tomto skripte sme pouzili prikaz series,
ktory slizi na vypocet prenosovej funkcie sériového spojenia dvoch blokov prenosovych funkcii. Tento
prikaz mézeme nahradit’ matematickou operaciou nasobenia tychto dvoch prenosovych funkecii.

Pripomenime, Ze ak na vypocet prenosovej funkcie pouzijeme jednoduché matematické operacie, potom

pre zjednodusenie vyslednej prenosovej funkcie je nutné aplikovat’ prikaz minreal.
5.6.3 Paralelné spojenie blokov

Paralelné spojenie blokov je taky typ vézby, pri ktorej vstupna veli¢ina je rovnaka pre vsetky

bloky a vystupné veli¢iny jednotlivych blokov, sa bud’ s¢itavaju alebo od¢itavaju, pozri Obr. 5.112.

A

Gi(s)

U(s) o> Y(s)

G(s) |—>

y

H+

y

G.(s)

Obr. 5.112. Paralelné spojenie blokov
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Obrazovy prenos takejto paralelnej Struktiry mézeme matematicky zapisat’ tymto spdsobom

Y
G(s) =%=iG1(S)iG2(S)---iGn(S)- (5.18)

Priklad ¢. S.5.

Uvazujme dva bloky zapojené v sériovej vizbe, ktoré su definované prenosovymi funkciami

G1(s) a Gy(s)
2s+1

3
G =77 GO=gG5-

s+1

Najdite prenosovu funkciu G(s) = Gq(s) + G, (s), ktord je ekvivalentnou ndhradou daného

paralelného spojenia takychto dvoch blokov.
Riesenie:

Pre vyslednti prenosova funkciu G(s), ktora je ekvivalentnou nahradou paralelného spojenia

dvoch blokov, plati, Ze je dana si¢tom prenosovych funkcii G1(s) a Gz (s)

Y(s) 552 +3s+7

G) = 5y = 1O + 6 = F 5.5

G (5.19)

Prenosovu funkciu G(s) pre zadefinované prenosové funkcie systému vypocitame v Matlabe

nasledujucim skriptom.

clc
clear

gls=tf([3],[1 11);
g2s=tf([2 1],[1 @ 2]);
gs=parallel(gls, g2s)

gs=gls+g2s;
gs=minreal(gs)

Vysledkom rieSenia predchadzajuceho skriptu v Matlabe je identicka prenosova funkcia, ktora
sme odvodili vzt'ahom ( 5.19 ). Ako si mozno v§imnut, tak v tomto skripte sme pouzili prikaz parallel,
ktory sluzi na vypocet prenosovej funkcie paralelného spojenia dvoch blokov prenosovych funkeii.
Tento prikaz mézeme nahradit’ jednoduchou matematickou operaciou suctu/rozdielu prenosovych
funkcii. Pripomenme, ze aj v tomto pripade, sme v zavere skriptu na vypocet pouzili jednoduché
matematické operacie, a teda bolo nutné pre zjednodusenie vyslednej prenosovej funkcie aplikovat

prikaz minreal.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |151



5.6.4 Integrovanie signalu

Predpokladajme signal u(t), ktory je integrovany od pociatoéného ¢asu t = 0 po jeho

I'ubovol'nti kone¢nt hodnotu t. Matematicky zapisané v tvare

t
y(t) = J u(t) dt . (5.20)
0

Ak teraz vyuzijeme a aplikujeme nasledovnu vlastnost’ Laplaceovej transformacie, ktora je

plati pre funkciu u(t), ktora je integrovana podl'a ¢asu t

t
L{f u(t)dt}=1-U(s), (5.21)
0 S

na predchadzajiacu rovnicu ( 5.20 ), potom pre prenosovi funkciu integratora bude platit’, ze

Yo 1 (5.22)

1
Y(S)ZEU(S):>EZS

Spojity integrator, ktorého definiciu sme si takto odvodili, je vel'mi délezitym prvkom

blokovych schém. Pouziva sa vel'mi ¢asto v blokovych schémach na spojité integrovanie signalov.
oo s (o . . . , . . 1
Spojity integrator je vo vSeobecnosti definovany jednoduchym blokom prenosovej funkcie tvaru S

a jeho schematicka znacka ma tvar podl'a Obr. 5.113.

us) | 4 | Y®
—> ; —>

Obr. 5.113. Spojity Integrator

5.6.5 Spitnovizobné spojenie

Nasledujuci Obr. 5.114 zobrazuje regula¢ny obvod alebo spitnovdzobné spojenie (z angl.
feedback). Vstupom do tejto Struktury je signal U(s), zatial’ ¢o vystup Y(s) je privedeny ako vstupny
signal do bloku H(s), ktorého vystup C(s) je d’alej porovnany v si¢tovom clene so vstupnym signalom
U(s), ktory je taktiez privedeny ako vstupny signal do tohto stctového ¢lena. Chybovy signal E(s),
ktory je vystupom zo suctového Clena, je definovany ako E(s) = U(s) — C(s) a d’alej privedeny ako

vstupny signal do nasledujticeho bloku prenosovej funkcie G(s).
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Nakol’ko v suétovom ¢lene podla Obr. 5.114 su vstupné signaly navzajom od¢itavané, tento
typ spétnej vizby nazyvame zapornou spitnou vizbou.

U(s)

Y(s)
E(s) G(s)

+

C(s)

H(s)

Obr. 5.114: Schematické znazornenie zapornej spitnej vazby

V tomto pripade spitnej viizby podl'a Obr. 5.114 existuju dve prenosové funkcie uzavretého

regulacného obvodu. Prvou z tychto prenosovych funkeii je prenosova funkcia G(s) hornej vetvy
spatnej véazby, ktora je definovana touto prenosovou funkciou

Y
G(s) = % . (5.23)

Druhou prenosovou funkciou tohto regulacného obvodu podla Obr.

5.114 je prenosova
funkcia, definovana pre otvoreny regulaény obvod podl'a Obr. 5.115.

E(s)
— G(s)

C(s)
-  H(s)

—>

Obr. 5.115: Otvoreny regula¢ny obvod

Prenosova funkcia, ktora plati pre otvoreny regula¢ny obvod podl'a Obr.
vzt'ahom

5.115, je dana
cs)
E = G(S) H(S) .

(5.24)

Potom prenosovi funkciu uzavretého regulacného obvodu, ktora opisuje vzt'ah medzi vstupom
U(s) a vystupom Y(s), moézeme urcit’ na zaklade vztahu

E(s)=U(s)—-C(s)
Y(s) = G(s)E(s) =

C(s)=H(s)Y(s)
= G(s)[U(s) — C(s)] =

GOUE -HEYEL )
Ing. Martin Garan, PhD.
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Dal$imi matematickymi tipravami predchadzajicej rovnice dostdvame

[1 + G(s)H(s)]Y(s) = G(s)U(s) . (5.26)

Na zéklade predchadzajuceho odvodenia je teda prenosova funkcia pre zapornu spétni vizbu

definovana vztahom

Y(s) G(s)
U(s)  1+G(s) H(s) (5.27)

a pre kladnu spéitnu vizbu vztahom

Y(s) G(s)
UG)  1—G(s) H(s) (5.28)

Priklad ¢. 5.6.
Uvazujme dva bloky zapojené spolu v Struktiure zapornej spéitnej vazby. Prenosové funkcie

blokov st dané tymito prenosovymi funkciami G4(s) a Gy (s)

G1(5)=m, GZ(S)=S+1. (529)

N4gjdite prenosovi funkciu, ktord je ekvivalentnou nahradou daného spétnovézobného
spojenia tychto dvoch blokov.
RieSenie:

Pre vyslednu prenosovu funkciu G(s), ktora je ekvivalentnou nahradou spojenia so spitnou

vézbou tychto dvoch blokov G4 (s) a Gy (s), musi platit, Ze

1
o= ®__ G® _ Z¥zsrr 1
U(s) 1+G1(S)'G2(S) 14 s+1 s24+3-s+3’ (5.30)

s2+2:-s+1
G =\
(s) s2+3:s+3

Prenosova funkciu G(s) pre zadefinované prenosové funkcie systémov Gq(s) a Gy(s)

vypocitame v Matlabe nasledujucim skriptom.
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clc
clear

gs=tf([1],[1 2 2]);
hs=tf([1 1],[1]);
ts=feedback(gs, hs)

ts2=gs/(1+gs*hs);
ts2=minreal(ts2)
Vysledkom riesenia predchadzajaceho skriptu v Matlabe je identicka prenosova funkcia, ktorti
sme odvodili vztahom ( 5.30 ). Ako si mozno v§imnut’, tak v tomto skripte sme pouzili prikaz feedback,
ktory sluzi na vypocet prenosovej funkcie spéitnovizobného spojenia dvoch blokov prenosovych

funkcii. Tento prikaz mozno nahradit’ matematickou operaciou, ktora je definovana rovnicou ( 5.27 ).

5.7 REDUKCIA BLOKOVEHO DIAGRAMU

Redukciou blokového diagramu myslime nahradenie povodnej blokovej schémy jednym
ekvivalentnym blokom prenosovej funkcie. Poznamenajme, ze v pripade niektorych zlozitych
blokovych diagramov neexistuje moznost’ takuto redukciu blokovej schémy vykonat a zjednodusit
priamo na jeden ekvivalentny blok. Tento problém mdze nastat’ z dévodu existujucej nejednoznacnosti
danej blokovej schémy; kedy neexistuje moznost identifikovat niektoré zo znamych troch
ekvivalentnych spojeni, ktorymi su spominané sériové, paralelné alebo spéitnoviazobné spojenie.

Problém v pripade tychto zlozitych blokovych diagramov nastava vtedy, ak jednoznacnosti
urcenia blokového spojenia konkrétnej Casti schémy brani napr. problematické umiestnenie uzlového
bodu. Redukcii blokovej schémy v niektorych pripadoch moéze takisto branit’ problematické
umiestneniec suctového clena, ktory je umiestneny tak, Ze neumoznuje redukciu z dovodu
nejednoznacénosti existencie troch zakladnych spojeni. Ukazka takéhoto problematického miesta je

zobrazena na Obr. 5.116.

H,(s) Problematické mesto
u S
©)3 N G/(s) o G.(s) e
H.(s)

H,(s) |«

Obr. 5.116. Problematické miesto v blokovej schéme

Ak sa pozrieme na Obr. 5.116, v tomto pripade je nevyhnutné danu blokova schému dalej
upravit’, ak chceme njst’ jej ekvivalentnti prenosovu funkciu. Na tpravu blokovej schémy mozeme

vyuzit subor pravidiel na ipravu blokovych schém, ktoré je uvedend v nasledujucej tabul’ke.
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Tabul’ka 5.1. Pravidla na tipravu blokovych schém

S Presunuzlazablok
I,/ ~ A o Ag

1. A ! . Y AG ’ T >
WG —»

A

AG

Presun uzla pred blok

AG

/ S~o
~. A
A Y B G1
3 - 6, ——35
—IG. |
G,
Presun su¢tového ¢lena pred blok
= AG-B
4 Ay
G
B
11G |[¢&——

Priklad ¢. 5.7.

Predpokladajme blokovy diagram podla nasledujuceho Obr. 5.117. Najdite ekvivalentnti

prenosovu funkciu G(s), ktora nahradi celt tiito blokovi schému jednym ekvivalentnym blokom.

U(s) + 1 1 - Y(s)
s+3 s
+

v

10

Obr. 5.117. Blokovy diagram
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

RieSenie:

V predchadzajicej blokovej schéme na Obr. 5.117 mozno identifikovat’ dva typy zakladnych

spojeni, prvym z nich je zaporna spitna vizba a druhym je paralelné spojenie.

Zaporny Feedback Paralelna vdzba
U(s) | + 1 1 + Y(s)
—_— P> —_ —
s+3 s
. +
10

Obr. 5.118. Redukcia blokovej schémy

Blokovli schému v prvom kroku zredukujeme na zaklade vyznacenych spojeni podla
Obr. 5.118. Prenosové funkcie pre tieto dve zakladné spojenia, ktorymi st zaporna spétna vizba

a paralelné spojenie, su definované na zaklade tychto vzt'ahov

1
_ s+3 _ 1 _1 s+ 1
Gl(s)—1+ 10 ~s+13’ H(s)—s+1— s (5.31)
s+3
Sériové spojenie
U(s) Y(s)
» G,(s) » G,(s) >

Obr. 5.119. Blokova schéma po vykonani prvej redukcie

Vykonajme eSte jednu redukciu aktualnej blokovej schémy, ktord je znazornend na
predchadzajucom Obr. 5.119. Ako si mozno v$imnut, tak nahradou spojenia blokov G1(s) a G, (s) je

v tomto pripade sériové spojenie, ktoré mozno definovat’ touto vyslednou prenosovou funkciou G(s)

1 s+1_ s+ 1
+13 s s2+413s’

G(s) = G1(s) - Go(s) = S (5.32)

Ak pozname definicie prenosovych funkcii systémov jednotlivych blokov, potom mézeme danu
blokovll schému simulovat’ v Simulinku. Blokova schéma diagramu podl'a Obr. 5.117, ktora bola

namodelovana v prostredi Matlab/Simulink, je zobrazena na nasledujiicom Obr. 5.120.
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+ 1 1
Step _ s+3 s
Step Time: 0
Final Value: 1
Intial Value: 0

v
|
+

w2 Diagram

vy

10

s+1
£+ 135 Gls)

G(s)

Obr. 5.120. Blokova schéma rieSena v Simulinku

Na d’alSom Obr. 5.121 je potom znazornené porovnanie grafického riesenia odozvy systému na
jednotkovir skokovi zmenu v podobe blokového diagramu a prenosovej funkcie systému. Ako
mozno vidiet, tak vysledok rieSenia simulacie v podobe tohto blokového diagramu je absolttne
identicky s rieSenim simulacie, ktora bola realizovana jednym blokom pomocou ekvivalentnej

prenosovej funkcie systému G(s), definovanej podla ( 5.32).

Diagram
T

Gls)

I I I I I I I I I
) 1 2 3 4 5 ) 7 8 9 10
Time

Obr. 5.121: RieSenie simulacie blokového diagramu v Simulinku

Priklad ¢. 5.8.

Predpokladajme blokovy diagram dynamického systému sjednym problematicky

umiestnenym uzlom, ktory je znazorneny na nasledujicom Obr. 5.122.

Hy(s)

U(s) + y

Gi(s)

H.(s)

F N

Obr. 5.122. Blokovy diagram
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Néjdite takt ekvivalentnu prenosovu funkciu tohto dynamického systému, ktora nahradi celt
blokovii schému jednym ekvivalentnym blokom prenosovej funkcie G(s). Predpokladajme, ze

prenosové funkcie jednotlivych blokov su zndme a definované tymito racionalnymi funkciami

s+ 2

= —. 5.33
s2+3 ( )

2 1 2
, G2(s) = ——, Hy(s) =§; H(s) =S— H3(s)

1
Gl(s)_s s+1 +3’

+3
RieSenie:

V zadanej blokovej schéme podl'a Obr. 5.122 mozno identifikovat’ jeden problematicky uzol,
ktory brani moznosti jednoznacne urcit’ zakladne spojenia v tejto blokovej schéme. Aby bolo mozné
tuto blokova schému redukovat’, je nutné tento blokovy diagram upravit’ vyuzitim pravidiel na upravu
blokovych schém. Problematickym bodom v tejto schéme je uzol. Prekreslenim povodnej schémy

presunutim problematického uzla za blok G,, dospejeme k ekvivalentnému blokovému diagramu podl'a

Obr. 5.123.

H,(s) [+ 1/G,(s)
U(s) + + Y(s)
Gi(s) Gy(s) >
+
H,(s)
H,(s) |e

Obr. 5.123. Upravena ekvivalentna blokova schéma

Prekreslenim pdvodnej blokovej schémy moézeme vykonat prva redukciu upraveného
blokového diagramu, nahradenim jedného sériového spojenia a jednej kladnej spétnej vazby, ako je

to vyznacené na Obr. 5.124.
Sériova viazha G,,(s)

Kladny feedback G,,(s)
u(s) + - Y(s)

G,(s) > Gy(s) <
+4+ |
Hi(s)

Hy(s) |e

Obr. 5.124. Prvé redukcia upravenej blokovej schémy
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Po vykonani prvej redukcie blokovej schémy zobrazenej na Obr. 5.124 mdZeme vyznacené
blokového spojenia zredukovat a nahradit’ ekvivalentnymi blokmi, ktoré odpovedaju tymto

prenosovym funkciam

G, (s) _ H3(s)
6o nLe ' 205"

G11(5) = (5.34)

Prvou redukciou blokovej schémy dostavame nasledujuci tvar zjednodusenej blokovej schémy,

ktory je znazorneny na Obr. 5.125.

Zaporny feedback G,(s)

G,os) |«
Sériové spojenie G,,(s)
U(s S
)y o G(s) |—] G.(s) Ye)
H,(s) |«

Obr. 5.125. Zjednoduseny tvar blokovej schémy

Vykonanim d’alSej redukcie blokovej schémy, t. j. ndjdenim vyznacenych dvoch zdkladnych
spojeni podl'a Obr. 5.125, mdzeme blokovy diagram d’alej zjednodusit’ nahradenim jednym blokom
G44(S), ktory charakterizuje zaporna spéitni vizbu ajednym blokom Ggz34(s), ktory predstavuje

sériové spojenie. Prenosové funkcie tychto zakladnych spojeni su definované ako

G33(s)
1+ G33(s)Gp2(s)

G33(s) = G1(5)G11(5), Gys(s) = (5.35)

Touto redukciou, ktori sme vykonali nadobudla blokova schéma nasledujuici zjednoduSeny tvar

spojenia dvoch blokov G33(s) a G44(s), ktory je znazorneny na Obr. 5.126.

Zaporny feedback G(s)

us) 5 . Y(s)

H,(s) |«

Obr. 5.126. Tvar blokovej schémy po druhej redukcii
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Napokon vykonanim poslednej redukcie blokovej schémy podl'a Obr. 5.126, ktora predstavuje

spojenie zapornej spéatnej viazby, dostavame tento tvar vyslednej prenosovej funkcie systému

Gya(s) 2s* + 653 + 652 + 18s

G(s) = = .
() = T Gou(s) H,(5) S04 755+ 1757 4 2857 1 3257 + 95 — 54

(5.36)

Predchadzajucu prenosovu funkciu G(s) mozeme vypocitat’' na zaklade zapisania jednoduchych
matematickych vyrazov, ktoré boli odvodené pre jednotlivé zakladné spojenia pocas postupnej redukcie
zadanej blokovej schémy. Odozvu dynamického systému na jednotkovi skokovil zmenu, ktory je

opisany touto prenosovou funkciou vypocitame pomocou nasledujiuceho skriptu v Matlabe.

clc

clear

gls=tf([1],[1 3]);
g2s=tf([2],[1 1]);
hls=tf([1],[1 @]);
h2s=tf([2],[1 3]);
h3s=tf([1 2],[1 @ 3]);

gll=g2s/(1-g2s*hls);
g22=h3s/g2s;

g33=gls*gll;
g44=g33/(1+g33*g22);
Gs=minreal(g44/(1+g44*h2s));
step(Gs,10)

Riesenie odozvy systému na jednotkovy skok, ktory je definovany prenosovou funkciou
( 5.36 ), ktort sme vypocitali pouzitim predchadzajiceho skriptu na zaklade odvodenych vztahov, je

znazornené na nasledujicom Obr. 5.127.

Step Response

Amplitude
[ ]

—

1 2 3 4 5 6
Time (seconds)

Obr. 5.127. Odozva systému riesena v Matlabe

Spravnost’ vypocitanej skokovej odozvy systému, ktort sme vypocitali skriptom v Matlabe pre
systém zadefinovany v tvare odvodenej prenosovej funkcie systému G(S), overime simuldciou

povodného blokového diagramu v prostredi Simulinku podl'a Obr. 5.122.
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Blokovéa schéma, ktora bola vytvorena z tohto povodného blokového diagramu a simulovana

v prostredi Simulink, je znazornena na nasledujucom Obr. 5.128.

0|

Step
Step Time: 0
Final Value: 1
Intial Value: 0

' T :D
25* + 657 + 657 + 185

L+ 758 + 175 +285° + 326 + 95 — 54 G(s)

G(s)

Obr. 5.128. Blokova schéma systému v Simulinku

Na dalsom Obr. 5.129 je znazornené rieSenie simuldcie v podobe odozvy systému na
jednotkovu skokovi zmenu prechadzajucej blokovej schémy. Ako mozno vidiet, tak vysledok riesenia
tejto simulacie realizovanej simulaciou blokového diagramu v Simulinku, je absolitne identicky
s odozvou systému na jednotkovi zmenu, ktorti sme vypocitali prostrednictvom skriptu v Matlabe,

pozri Obr. 5.127.

Diagram
600
500 /
- //
300
e
200 //
100 -/4
Gis)
I A
500
oo /
oo /
v
o W
100 /
n __----—'-P
(1] 1 2 3 4 5 [ 7 8 a 10
Time

Obr. 5.129. Odozva systému rieSena v Simulinku
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Priklad ¢é. 5.9.

Redukciou blokového diagramu najdite ekvivalentni prenosovi funkciu G(s) pre blokovi

schému, ktor4 je zobrazena na Obr. 5.130.

U(s),

Y(s)

Gi(s)

Gy(s)

G.(s)

Obr. 5.130. Blokovy diagram

Predpokladajme, Ze definicie prenosovych funkcii blokov, ktoré tvoria Casti tejto blokovej

schémy, st zname a predstavuju ich tieto racionalne funkcie

2 6 1
Gy(s) = g,Gz(S) = s-l——4’G3(S) =2,G4(s) = 12 (5.37)

RieSenie:

Upravou blokovej schémy podl'a Obr. 5.130 na zéklade pravidiel na Gipravu blokovych schém
podla tabulky, mézeme presunit’ vyznaCeny problematicky uzol za blok jednotkovej prenosove;j
funkcie G(s) = 1. Touto Gpravou dostavame nasledujuci tvar ekvivalentnej blokovej schémy, ktory je

znazorneny na Obr. 5.131.

U(s),

Y
G(s) N G,(s) _O_(’s)

1 ]
| |
G,(s) |« I

Gy(s)

Obr. 5.131. Upraveny blokovy diagram

Predchadzajucu blokovi schému mézeme zjednodusit’ postupne v Styroch krokoch, zamenou
jej Casti za ekvivalentné bloky. Prvy blok, ktory ozna¢ime ako Gq1(s), bude predstavovat spojenie
kladnej spatnej vizby. V schéme je d’alej mozno nahradit’ sériové spojenie jednym blokom, ktory

oznac¢ime ako Gy3(s). Nasledne d’alsim zjednodusenim nahradime spojenie zapornej spétnej vazby,
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ktoré nahradime blokom Gz3(s). Napokon vysledna prenosova funkcia systému G(s) bude, dana
spojenim jednej kladnej spitnej vizby. Matematicky su vsSetky prenosové funkcie vymenovanych

blokov, ktorymi sme nahradili zékladné spojenia v povodnej blokovej schéme, definované tymito

vzt'ahmi
_ G2 (s)
G11(s) = 1+6G.05) Gy (s)’
Ga2(s) = G1(s) - G11(s),
_ G, (s) (5.38)
6200 =126,0 6o
G33(s) 12s + 24

G(s) =

1+ Gas(s) - Ga(s) 3+ 1252 —4s— 36

Odozvu systému na jednotkovi skokovi zmenu pouzitim predchadzajicich vztahov, budeme

rieSit’ pouzitim nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc

clear
gls=tf([2],[1 @]);
g2s=tf([6],[1 4]);
g3s=tf(2);
gas=tf([1],[1 2]);

gll=g2s/(1+g2s);
g22=gls*gll;
g33=g22/(1-g22*g3s);
Gs=minreal(g33/(1+g33*g4s));
step(Gs,10)

Priebeh rieSenia vypocitanej odozvy systému na jednotkovlli zmenu je zndzorneny na

nasledujucom grafe Obr. 5.132.

Step Response

(]

Amplitude

w
=

0 1 2 3 4 5 6 T 8
Time (seconds)

Obr. 5.132. Odozva dynamického systému v Matlabe
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BLOKOVE DIAGRAMY DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Spravnost’ vypocitanej skokovej odozvy systému, vypocitanej v predchadzajucom skripte
Matlabu pre systém, ktory bol zadefinovany v tvare odvodenej prenosovej funkcie systému G(s),
overime simulaciou povodného blokového diagramu podl'a Obr. 5.130. Blokova schéma, ktora bola
vytvorena z povodného blokového diagramu a simulovana v prostredi Simulink, je znazornena na

nasledujucom Obr. 5.133.

>+
j — - >+ N 2 ) 6
Step + > ; Diagram
Step Time: 0 > Tl os+4 : D
Final Value: 1
Intial Value: 0
NZ‘L
1
s+2
R 125+ 24
£ 41252 —45-36 Gfs)
G(s)

Obr. 5.133. Blokova schéma Simulink

Na d’alsom Obr. 5.134 je znazornené rieSenie odozvy systému na jednotkova skokovli zmenu
prechadzajucej blokovej schémy. Ako mozno vidiet, tak vysledok rieSenia takejto simulacie, ktora bola
realizovana simulaciou v prostredi Simulinku, je absolutne identicky s odozvou systému, ktort sme

vypocitali prostrednictvom jednoduchého skriptu v Matlabe, pozri Obr. 5.132.

107 Diagram
T T T T T T T
2.5
2k
5L
1k
0.5
| | | |
w107 Gts)
T T T T T
2.5
oL
5
1k
D5
| 1 | 1 | 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 L} 10
Time

Obr. 5.134. Odozva systému rieSena v Simulinku
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Problémy na rieSenie
Problém 5.1.

Redukciou blokového diagramu, ktory je znazorneny na Obr. 5.135, najdite ekvivalentnii

prenosovu funkciu G(s), ktora nahradi celt tiito blokova schému jednym funkénym blokom.

Gy(s)

Y(s
+ e (s)

Gi(s)

Gy(s) |«

Obr. 5.135. Blokovy diagram

Predpokladajme, Ze definicie prenosovych funkcii blokov, ktoré tvoria Casti tejto blokovej

schémy, su zname a predstavuju ich tieto prenosové funkcie

2 1
,G3(s) = :G4(S) == - (5.39)

2s 6s+1
Gi(8) = =7, Ga(9) = —

s+1 s2+4’

Problém 5.2.

Predpokladajme blokovy diagram dynamického systému, ktory je znazorneny na Obr. 5.136.
Néjdite taka ekvivalentnu prenosovu funkeiu tohto dynamického systému, ktora nahradi celt blokovi
schému jednym ekvivalentnym blokom prenosovej funkcie G(s). RieSenie odozvy porovnajte so

simulaciou schémy v Simulinku

H,(s) G,(s)
U(s) . S\ Y(s
M 3 Gy(s) N Gis) ¢ &)
H.(s)
H.(s) |«

Obr. 5.136. Blokovy diagram

Predpokladajme, ze pozname tieto prenosové funkcie jednotlivych blokov v zakladnej blokovej

schéme

s+ 2

—_—. 5.40
s2+3 ( )

1 1
G1(s) = —=, Gy(s) = 1 Hi(s) =—, Hz(S) =s+_3' H3(s) =
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MODELOVANIE A SIMULACIA MATEMATICKYCH MODELOV SYSTEMOV

6 MODELOVANIE A SIMULACIA MATEMATICKYCH
MODELOYV SYSTEMOV

Uloha matematického modelovania je dolezitym krokom v analyze anavrhu fyzikalnych
systémov. Ako uz vieme, tak na popis spravania sa systémov pozname rézne sposoby interpretacie
matematickych modelov. Model m6Zeme interpretovat’ napr. sastavou diferencialnych rovnic (ODE),
ktorych vypoéty analytického rieSenia st mnohokrat asovo naroéné a zdihavé, navyse nie vzdy musi
takéto analytické rieSenie pre tieto sustavy diferencidlnych rovnic existovat.

Dal$ou metddou, ktort sme si predstavili na vypodet odozvy systémov, bola metdda riesenia,
ktora vyuziva principy Laplaceovej transformacie - realizdcia systému vo frekvencnej oblasti. V tomto
pripade transformujeme sustavu diferencialnych rovnic pouzitim Laplaceovej transformacie z casovej
oblasti t do komplexnej s-roviny. Vysledkom je prenosova funkcia alebo prenosova matica systému
G(s), ktort mozno vyuzit' v Laplaceovom tvare na vypocet odozvy systému na 'ubovolny vstupny

signal u(t) a to pouzitim znameho vztahu

Y(s) = G(s) - U(s), (6.1)

kde u(t) je l'ubovolny signal definovany v Casovej oblasti t, ktory mdzeme previest’ pouzitim
Laplaceovej transformacie do s-roviny na signal U(s). Vysledkom je racionalna funkcia alebo matica
racionalnych prenosovych funkcii vystupu Y(s), ktora napokon aplikovanim inverznej Laplaceovej
transformacie, transformujeme do Casovej roviny t.

V predchadzajucej kapitole sme si ukazali, ze kazdy dynamicky systém modzeme takisto
reprezentovat’ a simulovat’ formou blokového diagramu, ktorého odozvu potom rieSime simulaciou
v podobe blokovej schémy napr. v prostredi Matlab/Simulink.

Dynamické systémy okrem tychto spomenutych spdsobov realizacie mézeme modelovat’ este
d’al§imi spdsobmi, ktoré st vyuzivané v tedrii riadenia systémov. Systém mozno zadefinovat’ v tvare
jeho stavového modelu. Stavovy model systému definuje dynamicky systém spdsobom vnitorného
opisu resp. stavového opisu (z angl. state-space), t. j. opisu v zmysle jeho vnitornych stavovych
premennych. V tomto pripade ziskame pri definovani systému prehl'ad o tom, ako sa menia jeho
stavové premenné resp. stavy pocas celej doby simulécie.

Stav systému vo vSeobecnosti odkazuje na minuly, sii¢asny alebo budici stav dynamického
systému, ktory vyplyva z matematickej interpretacie stavového opisu systému. Stav systému definuje
mnozina stavovych premennych x;,X,,...,X,, ktoré st pouzit¢é na matematick(l interpretaciu
stavovych rovnic modelu dynamického systému. Vsetky stavové rovnice v tomto sposobe vnatorného
opisu systému su definované sustavou diferencialnymi rovnicami 1. radu.

Pripomeiime, Ze stavové premenné systému definujeme v podobe stavového vektora systému

ako mnozinu ¢asovo zavislych premennych x(t) = [X4,X3,...,X,]T. Ak v poéiatoénom ase t = 0
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pozname hodnoty pociatocnych hodnoét tychto premennych a systém bol vybudeny budiacim signalom
u(t), potom na zéklade stavového opisu systému mozno urcit’ a opisat’ stav skimaného dynamického
systému v 'ubovolnom cCase t > t.

Poznamenajme, Ze mnohokrat dochadza k nespravnej zamene stavovych premennych za
vystupné premenné, aj ked’ rozdiel medzi vystupnym a stavovymi premennymi je zrejmy v tom, ze
hodnoty vystupnych premennych su spravidla merateIné v kazdom pripade, zatial ¢o hodnoty
stavovych premennych nie vzdy musia byt takto meratelné.

Pripomenme, Ze kym premenna u(t) charakterizujiica vstupny vektor, je spravidla riadite'na
v kazdom case t > tg, tak potom premenna y(t) predstavujuca vystupny vektor, je sice pozorovatelna
v kazdom cCase t > t, ale neexistuje moznost’ takuto vystupni premennu riadit’. Stavovy model

systému vo vSeobecnosti pozostava z dvoch rovnic a to

stavovej rovnice

x(t) =A-x(t) +B-u(t) , (6.2)

a vystupnej rovnice

y® =C-x(t) +D-u(®), (6.3)

kde A, B, C a D st matice stavového opisu, X(t) je stavovy vektor systému, u(t) je vektor vstupov

a y(t) je vektor vystupov.

Priklad é. 6.1.

Predpokladajme hydraulicky systém, ktory je tvoreny hydraulickym zasobnikom kvapaliny,
v ktorom udrziavame konstantny objem roztoku V = 2.1 m3, ktorého koncentracia C(t) je asovo
zavisla veli¢ina, pozri Obr. 6.1. Hladina kvapaliny v tomto zasobniku je udrziavana na konstantnej
hodnote, o je docielené rovnomernym pritokom a vol'nym odtokom kvapaliny cez vystupny otvor
priamo do atmosférického tlaku.

Do zasobnika neustale priteka roztok znamej koncentracie Co = 1.85 kg. m~3 s konitantnym

objemovym pritokom g = 0.085 m3. min~!

a odteka sobjemovym odtokom ¢ nezname;j
koncentracie C(t). Najdite matematicky model systému v tvare stavového opisu systému a rieSte
dynamicka odozvu takéhoto hydraulického systému na skokovi zmenu vstupného pritoku qgq, ak vieme,
7e v ¢ase t = 0 bolo pociatoéna koncentracia roztoku v zasobniku C(0) = 0.925 kg.m~3. Odozvu

daného systému realizujte prostrednictvom napisania skriptu v Matlabe.
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C,

Obr. 6.1. Hydraulicky systém

RieSenie:

Pri rieSeni tlohy a tvorbe matematického modelu budeme uvazovat’ nasledujtce zjednodusenia

dan¢ho hydraulického systému:

1. dokonalé premieSanie roztoku,
2. konS$tantna hustotu roztoku,

3. akonstantnu vysku hladiny v nadrzi.

Predpokladajme, ze dany hydraulicky syst¢tm je v pociatotnom S$tadiu v

relaxovanom ustalenom stave, t. j. musi platit’, Ze v ¢ase t = 0 je v nadrzi roztok s koncentraciou
C(t) =C(0) = 0.925 kg.m™3, pre t<O0. (6.4)

Aplikovanim zakona zachovania hmeotnosti musi pre dany hydraulicky systém zéasobnika

platit’ tato diferencialna rovnica
d
7t P V) =pdo —pas. (6.5)

Ked'Ze na zaklade predpokladov uvazujeme ustalenu hladinu h(t) v nadrzi, potom musi platit,

. dv P . o « . . ;o
e = 0. Ak teda plati, Ze hustota roztoku p v zasobniku je konstantna, potom pre objemovy pritok qgq

a odtok qq musi platit’, Ze

P'qo—pP 91 =0=qp=q; =4q. (6.6)
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Dalej zadefinujeme diferencialnu rovnicu, ktora opisuje, ako sa meni koncentracia C(t) v nadrzi

v zavislosti na ¢ase t. Koncentraciu roztoku v zasobniku mozno definovat’ touto diferencialnou rovnicou
d
a(c'v)=co'%_c'(h- (6.7)

KedZe vieme, Ze objem v zasobniku V sa nemeni a takisto sme dokazali, Ze q9 = q1 = q,

potom musi platit, ze

V-dC— “(Co—C
79 C-0. (68)

Predchadzajucu rovnicu, ktora opisuje zmenu koncentracie C(t) v zasobniku, je d’alej mozno

upravit’ do tohto vysledného tvaru stavovej diferencialnej rovnice 1. radu

dC_q'C c
a—v(o— ). (6.9)

Celkové rieSenie tejto diferencidlnej rovnice vo vSeobecnom tvare je definované touto

matematickou funkciou

_ q.
Ct)=Cy+K-e V", (6.10)

kde K je neznama konstanta, ktord mdzeme vypocitat’ na zaklade znamej pociatocnej koncentracie

roztoku C(0), ktora sa nachadzala v nadrzi v case t = 0. Musi teda platit’, Ze
C(t=0)=Cy+K-1=C(0) = K=C(0) —Cyp, (6.11)

kde Cy je integradna konstanta, ktorej hodnotu vypocitame na zaklade predpokladaného tvaru funkcie
partikularneho integralu. Tvar vypocitaného rieSenia odozvy systému, ktoré je definované touto

exponencidlnou funkciou

C(O) = Co + [C(0) — Ty - € V", (6.12)

mozno overit’ simulaciou odvodenej diferencialnej rovnice ( 6.9 ) pomocou nasledujuceho vypocétového

skriptu, ktory napiSeme v programe Matlab.
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clc
clear
close all

C=0.925; %Pociatocna koncentracia roztoku

tmax=100;
n=(tmax-t)/dt;

for n=1:n
X1(n,:)=[t Cl;
dC=qg*(Ce-C)/V;
C=C + dt*dC;
t=t+dt;

end

plot(X1(:,1),X1(:,2), 'LinenWidt',2)
xlabel('t(s)")

ylabel('C(t)")

title('Zmena koncentrdcie roztoku v zasobniku')
grid on

V tomto skripte sme na vypocet odozvy systému vyuZzili metédu postupnej integracie
diferencialnej rovnice. Priebeh vypocitanej odozvy, ktora opisuje, ako sa meni koncentracia roztoku

v zasobniku v zavislosti na Case t, je znazornena na nasledujucom Obr. 6.2.

Koncentréacia roztoku C(t)
T T

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
Time

Obr. 6.2. Zmena koncentracie roztoku v zasobniku

Predchadzajuci model systému, ktory sme odvodili v tvare stavového opisu systému a riesili
prostrednictvom predchadzajuceho skriptu v Matlabe, mézeme taktiez simulovat’ a riesit’ aj v podobe
nasledujucej blokovej schémy, ktora bola vytvorena v prostredi Matlab/Simulink, pozri Obr. 6.3.
Simulaciou takejto blokovej schémy dostavame identicky vypocitani odozvu systému, ktora je

znazornena na d’alSom Obr. 6.4.
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Obr. 6.3. Blokova schéma rieSend v Simulinku

Koncentracia roztoku C(t)
T T

Time

Obr. 6.4. Riesenie odozvy systému vypocitané v Simulinku

6.1 STANDARDNY TVAR PRENOSOVEJ FUNKCIE V SIMULINKU

Ako sme ukazali na predchadzajucich prikladoch, tak proces modelovania linearnych
dynamickych systémov predstavuje zlozity proces od najdenia matematickych vzt'ahov popisujucich
vztah medzi vstupnou a vystupnou premenou, d’alej proces transformacie diferencialnej rovnice
pomocou Laplaceovej transformacie a nasledne vypocétu inverznej Laplaceovej transformacie,
ktora transformuje odozvu systému do ¢asovej oblasti t. V predchadzajucich prikladoch sme prevazne

uvazovali systém ako €iernu skrinku, ktoré¢ho schéma je znazornena na Obr. 6.5.

u(t) , y(t)
System  e—
Vstup Vystup

Obr. 6.5. Vonkajsi opis systému
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Takyto typ realizacie systému sme nazvali vonkaj$im opisom systému, ktory je najcastejSie
definovany touto jednoduchou diferencialnou rovnicou s jednym vstupom u(t) a jednym vystupom

y(t) bez derivacii vstupnej funkcie u(t) na pravej stane diferencidlnej rovnice

d™y () d Yy () dy(®)
an'w+an—1'w+--'+al'Tﬁ'ao'}’(t)=u(t)- (6.13)

Aplikovanim Laplaceovej transformacie na obe strany tejto diferencidlnej rovnice s

uvazovanim nulovych pociato¢nych podmienok dostdvame tuto algebricka rovnicu
(aps™ +ap_1s" 1+ -+ a;s+ag) - Y(s) = U(s), (6.14)

potom prenosova funkcia tohto systému n-tého radu je definovand touto algebrickou formou ako

pomer obrazu vystupu Y(s) a obrazu vstupu U(s)

Y(s) 1

G(s) = = .
) U(s) aps™+a,_¢s"1+--4+a;s+ag

(6.15)

Pripomenime, Ze ak dynamicky systém je systémom n-tého radu s jednym vstupom a jednym
vystupom, ktory uvazujeme s derivaciami vstupnej funkcie u(t) na pravej strane, potom diferencialna

rovnica takéhoto systému nadobudne tento tvar

d™y(t) d" Yy () dy(t)
@ T gmn T tar gt y(® 16
C O dmyg dm=Dy(p) du(o) (6.16)
—bm'w'i' m_l'w+"'+b1'T+b0'u(t)
a teda prenosova funkcia tohto typu systému potom vedie na tento tvar racionalnej funkcie
Y(s) bps™+by_s™t+--+bs+b
G(s) = (s) bp m-1 1 0 (617)

U(s)  aps™+ap_;s"1+--+a;s+ag

v Matlabe na zadefinovanie takejto prenosovej funkcie G(s) existuje prikaz tf(] |, [ ]), ktory ma tento

syntax

Gs = tf([ by b1 ... by bol,[am am—1 - a3 2] ) - (6.18)
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V prostredi Simulinku existuje pre definovanie tohto typu prenosovej funkcie (Standardného
tvaru tf) ekvivalentna nahrada v podobe tzv. Transfer function bloku, ktory je zaradeny do kniZnice
Continuous. Tento je urCeny primarne pre modelovanie spojitych systémov. Parametre tohto Transfer
function bloku predstavuju koeficienty ¢itatel'a a menovatel’a povodnej prenosovej funkcie. Dialogové

okno parametrov tohto bloku je znazornené na nasledujucom Obr. 6.6.

Block Parameters: Transfer Fen x

Transfer Fcn

The numerator coefficient can be a vector or matrix expression. The
1 denominator coefficient must be a vector. The output width equals the
number of rows in the numerator coefficient. You should specify the
) n 1 > coefficients in descending order of powers of s.
S Parameters
Transfer Fcn Numerator coefficients:

[ B
Denominator coefficients:
[in B

Absolute tolerance:

[auto |

State Name: (e.g., 'position’)

Q e | e |

Obr. 6.6. Transfer function blok a jeho blokové parametre
Na Obr. 6.7 je znazornena blokova schéma a rieSenie odozvy systému, ktory bol simulovany

touto prenosovou funkciou systému

Y(s) 2
U(s) 100-s24+5-s+6 "

G(s) = (6.19)

Ako si mozno vSimnut, tak v tejto blokovej schéme bol ako vstupny signal u(t) pouzity

harmonicky signal jednoduchej funkcie sinus y(t) = sin(t).

4] Scope — o x
file Tools View Simultion Help '

- |30OP® - |Q-[C-Fld-

oA =

M - s | D
100s*+ 55+ 6

Transfer Fcn

0 1 2 a & 5 [ 7 [] ] 10
Time

IReady Sampie based 110,600

Obr. 6.7. Ukéazka simulacie odozvy dynamického systému na harmonicky meniaci sa vstupny signal u(t)
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Dalej predpokladajme systém n-tého radu s jednym vstupom u(t) a jednym vystupom y(t),
ktory je ¢asovo oneskorenym systémom s hodnotou ¢asového oneskorenia t. Uz vieme, Ze takyto typ

systému opisujeme touto diferencidlnou rovnicou n-tého radu

d™y(t—1) d®Dy(t - 1) dy(t—1)
an-w+an_1 .W-{_ ---+a1 -T+a0 'y(t—‘[)
B d™uy(t —1) d™-Dy(t—1) b du(t—1) (6.20)
G A T
+Dby-u(t—1),
ktorého prenosova funkcia G(s) nadobuda tento tvar
Y(s) bps™+b,_;s™1+--+b;s+b
G(s) = (s) _ bm n-1 ! 9. e-tt, (6.21)

U(s) aps"+ap_;s"1+--+a;s+ag

V prostredi Matlabu pouzivame na zadefinovanie tohto typu systému s ¢asovym oneskorenim

modifikovany prikaz tf v tvare

Gs = tf([ by, bjy—1 -- b1 bol, [ @ am—1 - a7 ag], 'InputDelay’, T), (6.22)

kde hodnota T>0 predstavuje casové oneskorenie systému t. Poznamenajme, ze ak by sme potrebovali
takyto typ systému s casovym oneskorenim realizovat' v prostredi Simulinku, tak funkény blok
prenosovej funkcie, ktory definuje tento systém s casovym oneskorenim bohuzial neexistuje.
Oneskorenie akéhokol'vek dynamického systému vSak mozeme rieSit kombinaciou dvoch blokov,
ktorymi st bloky Transfer Function a Transport Delay. Blok Transport Delay mozno najst

v kniznici Continuous, pozri Obr. 6.8.

AV o) N[

1005 + 55 + 6 \/

Transport
Delay

Delay Time: 2

>;0/\\/> )j\>

> yn
Variable Variable
Time Delay Transport Delay

Obr. 6.8. Definovanie systému s ¢asovym oneskorenim v podobe blokovej schémy v Simulinku
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Na d’alsom Obr. 6.9 je zndzornenie rieSenie odozvy systému s Casovym oneskorenim T = 2 s,

ktory bol simulovany pre systém prenosovej funkcie G(s) podla rovnice ( 6.19).

2 N Iemml
Y yo——— NI » ]
1005° + 55 + 6 /
Transport
Delay
Delay Time; 2

Fla Tools View Si

@-a0p

o

& T ' o W

Jreeay Sample based T=10000

Obr. 6.9. Definovanie systému s ¢asovym oneskorenim v podobe blokovej schémy v Simulinku

V Simulinku existuju tri typy blokov, ktorymi mozno realizovat’ casové oneskorenie systému.
Jednym ztychto blokov je blok, ktory nazyvame Transport Delay blok, ktory sme pouzili
v predchadzajicej blokovej schéme. Ak pouzijeme tento typ bloku, potom oneskorenie systému sa
v priebehu simulacie nemeni, zostava konsStantné.

V praxi vSak mdzu nastat’ aj situdcie takych systémov, pri ktorych nastava premenlivé casové
oneskorenie alebo zdrZanie (systémy, ktoré reaguji s premenlivym reakénym ¢asom). V takomto
pripade, nie je vhodné pouzit’ jednoduchy Transport Delay blok, ale musime siahnut’ po d’alsich dvoch
typoch blokov, ktorymi st Variable Time Delay blok (kde cas ty predstavuje ¢asové oneskorenie)

alebo Variable Transport Delay blok (kde ¢as t; predstavuje dopravné oneskorenie), pozri Obr. 6.10.

" P& Black Parameters: Variable Transport Delay x

Variable Time/Transport Delay ~ Varlable Time/Transport Delay ~
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Apply a delay to the first Input signal. If the delay type Is variable time
delay, the second Input specifies the delay time To. The block
implements the function y=u(t-To(t}). Tf the delay type is variable
transport delay, the second input specifies the instantaneous delay time
Ti at the input. The block can be used to simulate the variable transport
delay phenomenon such as incompressible liguid flow in a pipe. Best
accuracy Is achieved when the delay Is larger than the simulation step.
size,

Parameters
Select delay type: Variable time delay -
Maximum delay:

10

Initial output:

]
Tnitial buffer size:
1024

(] use fixed buffer size
Handle zero delay
I Direct feedthrough of Input during linearization
Pade order {for linearization):
0

Q oK Cancel Help Apply

(@)

Apply a delay to the first Input signal. If the delay type Is varlable time
delay, the second Input specifies the delay time To. The block
implements the function y=u(t-To(t)). If the delay type is variable
transport delay, the second input specifies the instantaneous delay time
Ti at the input. The block can be used to simulate the variable transport
delay phenomenon such as incompressible liquid flow in @ pipe. Best
accuracy Is achieved when the delay s larger than the simulation step
size,

Parameters

Select delay type: Variable transport delay
Maximum delay:

10

Initial output:
0
Initial buffer size:

1024

| use fixed buffer size
[] Direct of input during

Pade order (for linearization)
1]
Absolute tolerance:

auto H

Q cancel Help Apply
(b)

Obr. 6.10. Parametre bloku: (a) Variable Time Delay a (b) Variable Transport Delay
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V pripade prvého typu bloku, ktorym je Variable Time Delay, sa vystup y(t) v danom ¢asovom
kroku ur¢i na zaklade hodnoty vstupu u(t — ty) v predchadzajicom ¢asovom kroku. Poznamenajme,

ze tento ¢asovy krok je dany rozdielom aktualneho ¢asu t a ¢asového oneskorenia t. Plati, ze

y(® =ult—to) =ut—-1). (6.23)

V pripade druhého typu bloku, ktorym je Variable Transport Delay, sa vystup bloku y(t) ur¢i
na zéklade vstupného signalu u(t) v predchadzajucom casovom kroku, ktory sa rovna rozdielu

aktualneho Casu t a dopravného oneskorenia tq(t). Plati teda, Ze

y(®) =ult—tq(), (6.24)

Simulink v tomto pripade vypocita hodnotu dopravného oneskorenia tq(t), rieSenim tejto rovnice

t
1
drt=1. 6.25
-ft—td i) ( )

Takyto typ blok s dopravnym oneskorenim modzeme pouzit napr. na modelovanie toku
kvapaliny v potrubi, ktorej rychlost’ je premenliva v ase. Pripomefime, Ze Cas oneskorenia t;(t)
mozno v tomto pripade vypoditat, ak pozname dizku potrubia L a rychlost’ pridenia kvapaliny v;(t).

Teda

L
ti(t) = ol (6.26)

Priklad ¢. 6.2.
Priklad pouzitia bloku s premenlivym casovym oneskorenim — Variable Time Delay si
ukézeme na jednoduchom praktickom priklade rieSenia odozvy posunutia kolies automobilu so znamym

razvorom L, ktory sa pohybuje rychlostou v(t) po nerovnej vozovke, pozri Obr. 6.11.

v(t) rychlost’
4+—

Obr. 6.11. Automobil pohybujuci sa rychlostou v(t) po nerovnej vozovke
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Auto sa pohybuje pozdiz vozovky rychlostou v(t). Na prednej naprave kolesa je nain§talovany
snima¢ polohy vertikalneho posunutia predného kolesa H;(t). Ak predpokladame, Zze podvozok
a vozovka nikdy nestratia kontakt, potom vertikalne posunutie zadného kolesa H, (t) mozeme odvodit’
ako ¢asovo oneskorené posunutie predné¢ho kolesa H;(t). Rieste odozvu takéhoto systému formou

blokovej schémy v Simulinku.
Riesenie:

Okamzité Casové oneskorenie t;(t) vertikdlneho posunutia zadnej napravy H,(t) moézeme
vypocitat’ pouzitim vztahu ( 6.26 ), kde L je vzdialenost’ medzi kolesami a v(t) je aktualna rychlost’,
ktorou sa dany automobil pohybuje. Priebeh zmeny vertikdlneho posunutia zadnej napravy mozno
simulovat’ blokovou schémou, meranim vertikalneho posunutia prednej napravy. Blokova schéma je

znazornena na Obr. 6.12.

¥

o=

x(t) Poloha predného kolesa i | \/ Merané vertikalne posunutie predného kolesa D
»

Profil cesty
Amplitude:2
Bias:2
Frequency:1

2 Vertikélne
posunutie

. ” . zadného
Axialna vzdialenost kolesa

y
x

Fixna axialna vzdialenost kolesa

1

OkamZité oneskorenie

h 4
kS

| E— Type:Variable transport delay
Rychlost auta Maximum Delay:1000

Time values:[0 2 4]
Output values:[1 15 1]

Obr. 6.12. Blokova schéma simulécie polohy vertikalneho posunutia kolies zadnej napravy

Riesenie simulacie vertikalneho posunutia kolies zadnej napravy automobilu, ktoré bolo

simulované pouzitim predchadzajucej blokovej schémy, je znazornené na Obr. 6.13.

Merané vetrikaine posunutie predného kolesa
T T T T

Okamz g oneskorenie
T T

o 1 t 1 t |

Vertikalne posunutie zadného kolesa
T

Obr. 6.13. Riesenie simulacie vertikalnej polohy kolies zadnej napravy automobilu
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Priklad ¢é. 6.3.

Predpokladajme, Ze potrubim znamej dizky L = 20 m prudi kvapalina rychlostou v(t), ktora
sa v ¢ase t = 5 skokovo zmeni z podiatoénej hodnoty vg = 10 m.s™! na hodnotu v = 20 m.s™ 1,
Teplota kvapaliny, ktora vstupuje do potrubia sa meni s asom t; tito zmena teploty je definovana
linearnou funkciou tvaru Tj(t) = 3 - t — 10. Ak vieme, ze teplotu kvapaliny na vystupe potrubia T,
mozno modelovat’ ako dopravné oneskorenie teploty Tj, ktori sme namerali na vstupe potrubia,
vytvorte takll blokovll schému v Simulinku, ktora dokaze tento proces pradenia kvapaliny potrubim so

zmenou teploty vhodne simulovat’.
RieSenie:

Proces pradenia kvapaliny, ktorej teplota sa meni pri pradeni potrubim znamej dizky L, mozeme
simulovat’ vytvorenim nasledujucej blokovej schémy v Simulinku, v ktorej pouzijeme na oneskorenie

procesu zmeny teploty kvapaliny blok — Variable Time Delay, pozri Obr. 6.14.

/ Teplota na vstupe T=-3t-10 °C Teplota na vstupe T=-3'-10°C

Teplota na vstupe
Initial output: -10

Slope: 3
Start time:0
»

h 4

h 4

Dika potrubia

Teplota na
»

. Okamité oneskorenie ] vystupe
Rychlost toku g

Type:Variable transport delay

Rychlost toku Maximum Delay:1000
Step Time:5 Initial Qutput: -10

Final Value:20

Initial Value:10

Obr. 6.14. Blokova schéma pradenia kvapaliny so zmenou teploty dizky

Ak predpokladame, Ze v ¢ase t = 0 je potrubie prazdne a v ase t = 2 nie je na vystupe ziadny
tok kvapaliny, potom vystupnu teplotu pred t = 2 mbézeme povazovat za pociato¢nu teplotu kvapaliny.
Cas oneskorenia teploty kvapaliny vieme vypoéitat’ pouZitim tohto vztahu. Napr. v dase t = 0 musi
platit, ze

20

ti(t)=m=m=

2s. (6.27)

Vysledok rieSenia simulacie v podobe zmeny teploty kvapaliny na vstupe a vystupe
v Simulinku podl'a blokovej schémy Obr. 6.14, je znazorneny na nasledujacom Obr. 6.15, na ktorom

je takisto zobrazeny graf okamzitej zmeny dopravného oneskorenia.
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Teplota na vstupe T=-3'1-10 "C =]
I I I

Okamzité oneskorenie
I

Teplota na vystupe
I

10— —

L L | L | | L | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Time

Obr. 6.15. Vysledok simulacie zmeny teploty

6.2 PRENOSOVY TVAR ZERO-POLE-GAIN V SIMULINKU

Predpokladajme systém n-tého radu sjednym vstupom u(t) ajednym vystupom y(t)

s derivaciami vstupného signalu

d™y (1) d™ Yy(t) dy(t)
anm tan-1 Tgmen Tt ar T T y® (625)
d™y(t) dm-Dy(t) du(t) '
=bm g FPmer Tgmen Tt b T Hheu(®,
s prenosovou funkciou systému G(s)
Y(s) byps™+by_s™1+--+b;s+b
G(s) = = m-1 29 (6.29)

U(s) aps"+ap_qs1+--+a;s+a,

Tuto prenosovu funkceiu G(s) mézeme vypocitanim korefiov polyndomu v Citateli a menovateli

upravit’ na tento tvar prenosovej funkcie nul, pélov a zosilnenia (z angl. zero-pole-gain)

Y(s) _ K(s —21)(s = %) ...(s = Zm)

6 =00 = PGP G —pn) ’

(6.30)

kde zq, ..., Zy st nuly systému a pq, ..., pn predstavuju poly systému. V Matlabe na zadefinovanie

takéhoto typu systému existuje prikaz zpk(| ], [ |, K), ktory ma tento syntax

Gs = zpk([z1 23 ... Zm], [P1 P2 Pnl K). (6.31)
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Pre systém n-tého radu s ¢asovym oneskorenim T, ktory je opisany touto diferencialnou

rovnicou n-tého radu

Myt — -1yt — _
an'%+an—l'ddt+(_tl)r)+"'+al'$+ao'}’(t_r)
d™y(t — 1) d™-Dy(t—1) du(t—1) (6.32)
= m.W m_l.w ...+b1.T
+ by u(t—1),

je prenosova funkcia G(s) definovana touto racionalnou funkciou

Y(s) RS (s—z)(5—23) ...(s—2Zp,) '

— — -1t
) =30 = PGP G -pn (633)

Takyto typ systému n-tého radu s ¢asovym oneskorenym T mdzeme v Matlabe zadefinovat’,

pouzitim modifikovaného tvaru prikazu zpk, ktory ma tento syntax

Gs = zpk([ 21 2, ... Zm],[P1 P2 Pn] K 'InputDelay’,T) . (6.34)

Ekvivalentnou nahradou prikazu zpk z prostredia Matlabu je blok Zero-Pole, ktory definuje

prenosovu funkciu v Simulinku. Tento blok je zaradeny do kniznice Continuous, pozri Obr. 6.16

Block Parameters: Zero-Pole X
Zero-Pole
Matrix expression for zeros. Vector expression for poles and gain. Output
(S — 1 ) width equals the number of celumns in zeros matrix, or one if zeros is a
> > vector.

S(S + 1 ) Parameters
Zeros:

Zero-Pole L] I

Poles:
[ro-11 [
Gain:
[ Ji:

Absolute tolerance:

|autu | g

State Name: (e.g., 'position”)

J Cancel Help Apply

Obr. 6.16. Zero-Pole blok a jeho blokové parametre

Na d’alsom Obr. 6.17 je znazorneny priklad blokovej schémy, ktora simuluje odozvu systému

definovaného prenosovou funkciou v tvare zero-pole-gain.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana | 181



4] scope - o o=
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|
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IReady Sample based T-10.000

Obr. 6.17. Priklad rieSenia odozvy systému na skokovii zmenu, ktory bol definovany prenosovou funkciou

Nuly a poly systému su vo v§eobecnosti komplexné Cisla tvaru s; = Re + 1 - Im, ktoré¢ mozno
pre kazdy systém zobrazit’ v komplexnej Gaussovej komplexnej rovine ako mapu rozlozZenia nul
a polov systému. Na zaklade polohy zobrazenych pélov v Gaussovej rovine mozno posudit’ stabilitu
daného dynamického systému, t. j. spravanie sa systému po jeho vychyleni z rovnovaznej polohy a
zaniku vSetkych prechodovych stavov. Systém sa v tomto pripade mdze spravat’ ako stabilny (ustali sa
v rovnovaznej polohe) alebo ako nestabilny (rozkmitd sa nad vSetky medze). Dynamicky systém
povazujeme za stabilny len v takom pripade, ak sa vSetky zobrazené poly systému nachadzaju v lavej
Casti Gaussovej pol roviny. Matematicky, potom pre vSetky korene menovatela prenosovej funkcie

G(s) musi platit,, Ze ich realne zlozky su zdporné

Re<0 . (6.35)

Ak aspoti jeden z korefiov menovatel’a nespliia predchadzajucu podmienku, t. j. plati, Ze jeho

realna zlozka
Re =20, (6.36)
potom tento dynamicky systém bude zaru¢ene systémom nestabilnym (Re > 0) alebo systémom, ktory

sa nachadza na hranici stability (Re = 0). Pripomenme, Ze graficky méZeme rozlozenie pélov a nil

zobrazit’ v komplexnej rovine pomocou prikazu Matlabu pzmap.

Priklad ¢. 6.4.

Zobrazte rozloZenie polov a nul systému, ktory definovany touto prenosovou funkciou

(6.37)
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RieSenie:

Vypoctom korenov Citatel'a a menovatel'a prenosovej funkcie H(s) moézeme dokazat, ze dany
systtm ma dve redlne nuly 2zq=-2.808,z, =—-0.2192 a dva imaginarne poély
p1=-1.5+1.6583i,p, = —1.5 —1.6583i. KedZe obe redlne zlozky komplexnych korenov,
ktoré predstavuji poly systému su zaporné hodnoty, potom mozno ocakavat, ze tento systém sa bude
spravat’ charakterom stabilného systému. Pouzitim nasledujiceho skriptu v Matlabe zobrazime
rozloZenie nul a pdlov systému v Gaussovej rovine, ako aj vypocitame odozvu tohto dynamického

systému na jednotkova skokovli zmenu.

clc
clear
close all

H=tf([2 5 1],[1 3 5]);
nuly=roots([2 5 1])
poly=roots([1 3 5])

figure(1)
subplot(2,1,1)
pzmap(H)

subplot(2,1,2)

[y, t]=step(H);
plot(t,y,'-r', 'LineWidth",2)
xlabel('t(s)")
ylabel('y(t)")

title('Odozva systému')

Vysledok zobrazenia polohy nul a pdlov systému v Gaussovej rovine a taktieZ priebeh rieSenia

odozvy systému na jednotkovy skok, je znazorneny na Obr. 6.18.

Pole-Zero Map

(]

®

E'3
L

Imaginary Axis (seconds"]

-2.5 -2 -1.6 1 0.5

Real Axis (seconds'w)

Odozva systemu

Obr. 6.18. Zobrazenie rozlozenia polov a nil v Gaussovej rovine (hore), odozva systému na jednotkovy
skok (dole)
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Priklad ¢é. 6.5.

V tomto priklade predpokladajme diskrétny systém so vzorkovacou frekvenciou Ty = 0.1 s,

ktory je definovany v stavovom opise prostrednictvom tychto matic stavového opisu

A=[gf§ -8.9]' B= 821]' ¢c=[10 5] D=[0], (6.38)

zobrazte rozloZenie nul a polov takéhoto diskrétneho systému a vypocitajte jeho skokova odozvu.
RieSenie.

Dany systém je diskrétnym systémom 2. radu s jednym vstupom a jednym vystupom, ktory
ma jednu nulu systému z; = —0.6333 a dva imaginarne poly p; = —0.9, p, = 0. 1. Zadefinovanim
nasledujuceho skriptu v Matlabe zobrazime rozlozenie tychto polov anuly v Gaussovej rovine

a vypocitame odozvu tohto diskrétneho systému.

clc
clear
close all

%Stavovy opis systému
A=[0.1 0; 0.2 -0.9];
B=[0.1;0.1];

C=[10 5];

D=[e];

%Diskrétny systém
sys=idss(A, B, C, D, 'Ts', 0.1);
tf(sys)

figure(1)
subplot(2,1,1)
pzmap(sys)

subplot(2,1,2)
step(sys)

xlabel('t")
ylabel('y(t)")
title('Odozva systému')

Pomocou tohto skriptu sme vypocitali prenosovu funkciu H(s) pre tento diskrétny systém

v tomto tvare

1.5z71 4+ 0.95z72
1408z 1—-0.09z72"°

H(s) = (6.39)

Na d’alsom Obr. 6.19 je zobrazené rieSeniec odozvy systému a takisto rozloZenie nil a polov

v Gaussovej rovine.
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Pole-Zero Map

o 0.

& S S e
£

(=]

©

=

=-0

P . .
-1 0.8 0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis

Odozva systemu

1.5 L ﬂ“ Y ]

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5
t (seconds)

Obr. 6.19. Zobrazenie polov a nul v Gaussovej rovine (hore) a odozvy systému (dole)

Priklad ¢é. 6.6.

Uvazujme jednoduchy mechanicky systém podla Obr. 6.20 (a), ktory pozostava z hmoty

1 3 tlmi¢a s kon$tantou tlmenia

s hmotnostou m = 10 kg, pruziny s tuhostou k = 3000 N.m™
b = 30 N.s.m 1. Predpokladajme, Ze na tento systém posobi sila F(t), ktord sa meni skokovou
zmenou znuly na kone¢ni hodnotu F = 1000 N. RieSte odozvu tohto mechanického systému
simulaciou v podobe blokového diagramu v Simulinku a zobrazte odozvu systému na skokovli zmenu
sily F(t).

X X

« L S

_E'— f————
b A

(a) (b)

Obr. 6.20. Mechanicky systém (a) model, (b) uvolnenie systému
Riesenie:

Mechanicky systém podl'a Obr. 6.20 (a) najskoér uvolnime, ako je to znazornené na Obr. 6.20

(b) a potom aplikovanim II. Newtonovho zakona, mozeme dospiet k tejto diferencialnej rovnici

m-%=F(t) —F —F, (6.40)
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kde Fy = k-x a F, = b X st zlozkové rovnice systému, ktorych dosadenim dostdvame tento tvar

diferencialnej rovnice systému podl'a Obr. 6.20 (a)
m-X¥X=F—-k-x—b-x. (6.41)

Aby bolo mozné tato diferencidlnu rovnicu d’alej riesit’ a simulovat metodou blokového
diagramu v Simulinku, upravime jej tvar do tzv. simulinkovského (blokového) tvaru. Simulinkovsky
tvar diferencialnej rovnice ziskame takym spOosobom, Ze premennu s najvyssou derivaciou
osamostatnime na pravej strane a vsetky ostatné vyrazy diferencialnej rovnice prenesieme na jej druhti

stranu. Aplikovanim tohto postupu na predchadzajiicu diferencialnu rovnicu dostavame

x=1-[F—k-x—b->'<]. (6.42)
m

Pomocou tohto tvaru diferencialnej rovnice mozno zostavit' blokovy diagram. RieSenie
odozvy, ktor budeme simulovat’ prostrednictvom tohto blokevého diagramu, porovname s rieSenim

odozvy pre systém zadefinovany blokom prenosovej funkcie G(s)

Y(s) 1

G'(S)zF(s)_m-sz+b-s+k' (6:43)

V prostredi Simulinku zadefinujeme parametricky model systému, parametre systému

nakonfigurujeme priamo v Model WorkSpace Explorery, ako je to znazornené na Obr. 6.21.

[& Model Explorer - u] X

File Edit View Taols Add Help

e el ~ & ~ [H ~
odel Hierarchy (@ #8 == contents of: Model Workspace (only) Filter Content: Model Workspace
~ P Simulink Root Column View: |Data Objects ~| showbDewails  4abect(s) - \Vorkspacedata
£ Base Workspace Data source:  MATLAB Code
v [%a pra_s* Name Valie DataType Dimensions Complexity Min Max Unit MATLAB Code
58 Modet Workspace e w000

@ Configurations (==[3 30 1 F=1088;
I | 2|b=3e;

Hm Kk=3000;

2 mele;

Reinitialize from Source

Create Model Mask

Revert Help Apply
Contents Search Results

Obr. 6.21. Model Explorer Simulinku
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Odozvu systému v Simulinku vyrieSime na zaklade blokovej schémy podl'a Obr. 6.22, v ktorej
vykoname porovnanie dvoch rieSeni. Prvé rieSenie systému vypocitame pouzitim bloku prenosovej
funkcie Transfer Function. A druhé rieSenie odozvy systému budeme simulovat’ blokovym
diagramom, ktory vytvorime z odvodené¢ho matematického modelu. Tito metédu budeme nazyvat’ tzv.

metédou postupného integrovania.

I

Final Value:F
Step Time:0

1

Obr. 6.22. Blokovy diagram mechanického systému

Ako si mozno vsimnut, tak v blokovej schéme sa nachadzaji dva spojité integratory a d’alSie
iné bloky, ktorymi su suctovy blok Add abloky typu Gain, ktoré slizia na zosilnenie signalu.
Poznamenajme, Ze Casti blokovej schémy, ktora sa nachadza pod blokom systému prenosovej funkcie
(Transfer Function), mozno opit’ vytvorit’ jeden Subsystém so vstupno-vystupnymi terminalovymi
blokmi In a Out, ako je to znazornené na Obr. 6.23. Tymto subsystémom blokového diagramu, ktory

vytvorime postupom vysvetlenym v kapitole (9.6), potom mozno dantl blokovll schému zjednodusit’.

F

D

Obr. 6.23. Subsystém blokového diagramu
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Zjednodusena blokova schéma s vytvorenym Subsystémom, v ktorom sa nachadza cast’

blokovej schémy modelu nadobudne tvar podl'a Obr. 6.24.

E g m-s'+b-s+k 'D

Final Value:F
Step Time:0 »

Subsystem

Obr. 6.24. Zjednodusena blokova schéma

Porovnanie rieSenia odozvy systémov pre obidva typy matematickych modelov, ktoré boli
simulované na skokovll zmenu sily F(t) pre simulacny ¢as t = 2 s, je zndzornené na Obr. 6.25. Ako
si mozno v§imnut tak obe rieSenia odozvy su identické tak v pripade systému realizovaného prenosovou

funkciou, ako aj systému rieSeného metédou postupného integrovania.

RieSenie odozvy prenosovou funkciou [
T T T

Riedenie odozvy systému postupnou integraciou
I I I I

0 02 04 06 08 1 12 14 18 18 2

Obr. 6.25. Porovnanie odozvy systému na skokovu zmenu

Priklad ¢. 6.7.

Predpokladajme mechanicky systém podla Obr. 6.26, ktory pozostiva zdvoch hmot
m; = 2 kg, m, = 3 kg, dvoch pruzin s tuhostami k; = 5N.m™1, k; = 7 N.m™! a dvoch tlmi¢ov
s konstantami tlmenia b; = 40 N.s.m™!,b; = 30 N.s.m™1. Predpokladajme, Ze tento systém je

zat'azeny pdsobiacou silou F(t), ktora sa meni skokovo na hodnotu F = 5 N. Zobrazte odozvu tohto
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dynamického systému pouzitim matlabovského skriptu, pre systém definovany v tvare stavového

opisu. Ako stavovy vektor uvazujte vektor v tvare X = [X1, X1, X2, X3 ].

X, X,
—> _—
k, k,
WWW —MWW\— -
m, m, |—»
i = |

Do s

Obr. 6.26. Mechanicky systém s dvomi hmotami

RieSenie:

Predtym, nez pristiapime k tvorbe matematického modelu, si dany mechanicky systém dvoch

telies uvol'nime, nahradenim komponentov systému za vnttorné G¢inky sil, pozri Obr. 6.27.

—
Fk1 Fk2 Fk2
— e <+ .
m, m, |—

A S

Obr. 6.27. Uvol'neny mechanicky systém
Nahradenim komponentov systému silovymi ucinkami sil, mézeme pre tieto sily definovat

zlozkové rovnice v tomto tvare

Fiy = kg x4,

Fp1 =by %y,

(6.44)
Fro =kz - (xz —%1),
Fpz = by~ (X2 —%1) .
Potom pre hmotu m4 na zaklade II. Newtonovho zakona musi platit, Ze
my "Xy = Fp + Fpp — Frg — Fpg (6.45)
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a dosadenim zlozkovych rovnic do predchadzajucej rovnice dostavame
my Xy =Kyt (Xg —x1) + by (X2 —X1) — kg "X; — by "X (6.46)
a podobnym spdsobom pre hmotu m;, musi platit,, ze

my - X, = F — Fiy — Fpz,
.. . . (6.47)
m, X, =F—ky - (X3 —%x1) —by - (X2 —%q).

Teda matematicky model tohto systému tvori stistava tychto dvoch diferencialnych rovnic

m;-X; =Kk, (X —%x1) +by - (X, —%1) —Kk; x4 —by - %y,
. o (6.48)
m, X, =F—ky (X3 —%x1) —by - (X2 —%q).

Predchadzajuci systém dvoch diferencidlnych rovnic mozno prepisat do tohto

simulinkovského tvaru diferencialnych rovnic

1 .
ji1=_m [k (xp —x1) + by (X —%1) =Ky %3 — by " %4],
1
(6.49)

1
ji2=m_'[F—kz'(Xz—X1)—bz'(5<2—5<1)]-
2

Za ucelom transformacie predchadzajucej sustavy dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu na
systém stavového opisu, pristipime k volbe stavovych premennych v zmysle stavového vektora x.

Pre tento dynamicky systém zadefinujeme Styri stavové premenné X1, X5, X3, X4 V tomto tvare

(6.50)

X4=X2:X3=X2=X4.

Na tychto zvolenych stavovych premennych mozno predchadzajuci systém diferencidlnych
rovnic 2. radu prepisat do tvaru stavového opisu systému diferencialnych rovnic 1. radu.

Aplikovanim zvolenych stavovych premennych dostavame tento systém v stavovom opise
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X1 =X,
1
X; =% = —[ky " (X3 — %) + by - (x4 —xz) =Ky X1 — by " %3],
1
(6.51)
X3 = X4,
S 1
X4 =X, = —|[F—ky - (x3 —=x1) = by - (x4 —x3)],
m;
ktory prepiSeme do tohto vysledného maticového tvaru
-0 1 0 0 0
X1 _kyt+ky  bit+by ko by | orxg 0
X2| _ my my my m; | X2 .
9 il 0 o 1 |'|xs|t] ][O (652)
W |k b ke b la) |
m, m, m, m, | z

Takto zapisany systém v maticovom tvare stavového opisu budeme teraz simulovat’ napisanim

nasledujticeho skriptu v Matlabe, v ktorom vypocitame odozvu systému metédou postupnej integracie.

clc

clear

close all

t=0;

dt=0.01;

tsim=10;
n=round((tsim-t)/dt);

%Parametre systému
k1=5;
k2=7;
ml=2;
m2=3;
b1=40;
b2=30;
A=[0 1 0 0;-(k1+k2)/m1 -(bl+b2)/m1 k2/ml ...
b2/m1;0 @ 0 1;k2/m2 b2/m2 -k2/m2 -b2/m2];
B=[0;0;0;1/m2];
C=eye(4);
D=[0];
X=[0 @ 0 0]"';
F=5;
for i=1:n
dx=A*X+B*F;
X=X+dx*dt;
X1(i,:)=[t, X'1;
t=t+dt;
end

figure(1)

subplot(2,2,1)

plot(X1(:,1),X1(:,2),'b", "LineWidth", 2)
axis([0 10 0 1])

xlabel('t")

ylabel('X1")

title('Odozva X1'")
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subplot(2,2,2)
plot(X1(:,1),X1(:,3), " 'r"', 'LineWidth"', 2)
axis([@ 10 0 0.15])

xlabel('t")

ylabel('X2")

title('Odozva X2=dx1')

subplot(2,2,3)

plot(X1(:,1),X1(:,4),'b"', "LineWidth", 2)
axis([@ 10 © 1.5])

xlabel('t")

ylabel('X3")

title('Odozva X3=x2")

subplot(2,2,4)
plot(X1(:,1),X1(:,5), 'r"', 'LineWidth"', 2)
axis([@ 10 © ©.3])

xlabel('t")

ylabel('X4")

title('Odozva X4=dx2")

sys=ss(A,B,C,D);
t=0:dt:tsim;
y=step(F*sys,0:dt:tsim);

figure(2)

subplot(2,2,1)

plot(t,y(:,1),'b", 'LineWidth', 2)
axis([0 10 0 1])

xlabel('t")

ylabel('X1")

title('Odozva X1')

subplot(2,2,2)

plot(t,y(:,2),'r", "LineWidth", 2)
axis([@ 10 @ 0.15])

xlabel('t")

ylabel('X2")

title('Odozva X2=dx1')

subplot(2,2,3)

plot(t,y(:,3),'b", "LineWidth", 2)
axis([@ 10 © 1.5])

xlabel('t")

ylabel('X3")

title('Odozva X3=x2")

subplot(2,2,4)

plot(t,y(:,4),'r", LineWidth", 2)
axis([@ 10 @ 0.3])

xlabel('t")

ylabel('X4")

title('Odozva X4=dx2")

Na nasledujucich Obr. 6.28 (a) a (b) je zndzornené porovnanie dvoch rieSeni odozvy systému,
ktoré¢ boli vypocitané simuléciou v predchadzajuicom skripte Matlabu. Prvy typ odozvy systému
zobrazeny na grafe Obr. 6.28 (a), bol vypocitany metédou postupnej integracie diferencialneho
systému zapisaného v stavovom opise, ktora bola pocitana pomocou cyklu for, pozri predchadzajici
skript. Druha odozva systému zobrazena na Obr. 6.28 (b), bola vypocitana pouzitim prikazu step pre
dany systém, ktory bol zadefinovany d’alsim matlabovskym prikazom, ktory slizi na zadefinovanie

systému v stavovom opise. Tymto prikazom je prikaz ss(A, B, C, D), pozri predchadzajuci skript.
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- 4 Figure2 - O X
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Obr. 6.28. Odozva systému, (a) rieSena metédou postupnej integracie, (b) rieSend pomocou prikazov ss a step

Priklad ¢é. 6.8.

Na Obr. 6.29 je zndzorneny mechanicky systém, ktory je zatazeny silou F = 1 N. Tento
mechanicky systém je tvoreny dvomi hmotami a pruzinami, a takisto jednym tlmiacim ¢lenom. Ak
pozndme vstupné parametre systému m; = 2 kg, m, = 3.5 kg, tuhosti pruzin k; = 10 N.m™1,
k, = 20 N.m™! a hodnotu tlmenia b = 1.5 N.s.m™1, odvod’te matematicky model systému a rieste

odozvu tohto systému prostrednictvom skriptu v Matlabe pre uvazovany simulacny ¢as t = 20 s.

yi(t) Y(t)

e o

AN\
e

F(t)
-

:

Obr. 6.29. Systém s dvomi hmotami
RieSenie:

Predtym, nez pristipime k odvodeniu matematického modelu systému, si dany mechanicky

systém dvoch telies uvol'nime. Uvolneny mechanicky model systému je znazorneny na nasledujucom
Obr. 6.30.
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F F(t)

Obr. 6.30. Uvol'nené telesa mechanického systému

Podl'a Obr. 6.30 na uvolnené telesda posobia vnutorné a vonkajsie sily, pre ktoré mozno

zadefinovat’ tieto zlozkové rovnice

Fra =kq "y,
Fro =k (2 —y1), (6.53)
Fb=b'(}"2—}"1)-

Na zaklade II. Newtonovho zakona potom pre hmotu m,, musi platit, Ze

my - §; = Fgp + Fp — Fiq,

. ‘ ‘ (6.54)
my -y =k (V2 —y) +b- G2 —y1) —ki'yy
a pre hmotu m, musi platit’ tato diferencialna rovnica
m, -, = F(t) — Fxp — Fy,
. _ _ (6.55)
my -y, =F() —ky* (y2—y1) —b- 2 —y1)-
To znamena, Ze dostavame tito sustavu dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu
my -y =k  (y2—y) +b- 2 —y1) —ki-yq,
(6.56)

m, -y, =F(t) =k, (y2 —y1) —b (2 —y1) -
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Upravou predchadzajicej sustavy diferencidlnych rovnic do simulinkovského tvaru

dostavame

.. 1 ) )
Y1=m—1'[kz'(YZ_Y1)+b'(yZ_Y1)_k1'Y1] ,
(6.57)

1
y2=—m [F) —ky - (y2 —y1) = b -2 —y)] .
2

Ststavu diferencialnych rovnic ( 6.58 ) upravime premiestnenim vsetkych jej clenov, ktoré

obsahuji nezname veli€iny na 'ava stranu tychto rovnic

m;-y; —b (2 —y1) —ky (y2—y1) +tkyy1 =0,

) o (6.58)
m; -y, +b- (Y, —y1) + Ky - (y2 —y1) = F(D)
a nasledne tento systém prepiSeme do tohto maticového tvaru
o ml b DB T Bl =)
AR+
[ 0 myf [y, [— -k, k, F(t) (6.59)

Stavovy opis kazdého dynamického systému mozno odvodit’ zo v§eobecného zapisu systému

v maticovom tvare, ktory bol odvodeny zo ststavy diferencialnych rovnic. Plati teda, ze

M-§j(®) +B-y(t) + K-y(t) = F(),
M-j(t) =F(t) —B-y() —K-y(®),
(6.60)
Mt-M:-5t) =M 1-Ft) =M 1-B-y(t) —M~1-K-y(t),

O =M 1-F)—M1-B-y(t) —M1-K-y(t).

Aplikujme teraz predchadzajiicu rovnicu na matematicky model dynamického systému, ktory

je zapisany v maticovom tvare ( 6.59 ). Inverzna matica hmotnosti M~! tohto systému ma tvar

1
— 0
e N (6.61)
* o
2

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |195



Pre systém v maticovom tvare ( 6.59 ), ktory prenasobime inverznou maticou hmotnosti M~1

z pravej strany, musi platit’, Ze

1
371] _ [m1
Y2 0

m;

1 (lFeol ~

1
) — 0 )
0] my b —b] Y1]
1 |-b bl
m
EEE z (6.62)
ml [kl + kz _kz] y1]
1 —kz kz YZ

Dal§imi matematickymi Gipravami dostavame tento vysledny matematicky model systému

b
- [rel-| ™
m;

b k1 +k,

my | [5’1] _
v | s K [ (6.63)
m;

ktory budeme simulovat’ a riesit’ v Matlabe napisanim nasledujiceho skriptu.

clc
clear
close all

B=[b/ml1 -b/ml;-b/m2 b/m2];

K=[ (k1+k2)/m1 -k2/ml;-k2/m2 k2/m2];

%Pociatocné podmienky
Y=[0.1;0.1];
dy=[0;0];

%Cas simuldcie

t=0;

tsim=20;

dt=0.01;
n=round(tsim-t)/dt;

%Metdda postupnej integriacie
for i=1:n
X(i,:)=[t Y' dY'];
ddY=[0;F/m2]-B*dY-K*Y;
dY=dY+dt*ddY;
Y=Y+dt*dY;
t=t+dt;
end
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figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X(:,1),X(:,2:3), LineWidth"',2)
xlabel('t[s]")

ylabel( 'Posunutia y1,y2")
legend('yl','y2")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(X(:,1),X(:,4:5), LineWidth',2)
legend('dy1', 'dy2")

xlabel('t[s]")

ylabel('Rychlosti dyl,dy2")

grid on

Riesenie odozvy daného systému je znazornené na nasledujucich grafoch v podobe priebehov

posunuti a rychlosti, pozri Obr. 6.31.

0.2

=
o

Posunutia y1.y2
o

t[s]

Rychlosti dy1,dy2

. I I I . I I I
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
1[s]

Obr. 6.31. Odozva systému na skokovii zmenu sily F(t)

Modifikujme, teraz rieSenie tym, ze budeme uvazovat’ harmonicky meniacu sa zat'azujtcu silu
F(t). Predpokladajme, Ze tato harmonicka sila F(t) je definovana funkciou F = Fy * sin(w - t), kde
Fy = 10 N je amplituda signalu a f = 10 Hz je budiaca frekvencia. Poznamenajme, Ze v tomto pripade
nie je nutné napisat’ novy skript v Matlabe, ale v pdvodnom skripte postacuje vykonat’ ur¢ité zmeny,

pozri vyznacené Casti v nasledujicom skripte Matlabu.

clc
clear
close all

FO=10;
f=10;

ml=2;

m2=3.5;

b=1.5;

k1=10;

k2=20;

B=[b/ml1 -b/ml;-b/m2 b/m2];

K=[ (k1+k2)/m1 -k2/ml;-k2/m2 k2/m2];
%PocCiatocné podmienky

Y=[0.1;0.1]; dY=[0;0];
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%Cas simuldcie

t=0;

tsim=20;

dt=0.01;
n=round(tsim-t)/dt;

%Metdda postupnej integracie
for i=1:n
X(i,:)=[t Y' dY'];
F=FO*sin(2*pi*f*t);
ddY=[0;F/m2]-B*dY-K*Y;
dy=dy+dt*ddy;
Y=Y+dt*dY;
t=t+dt;
end

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X(:,1),X(:,2:3), 'LineWidth',2)
xlabel('t[s]")

ylabel('Posunutia y1,y2")
legend('y1l','y2")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(X(:,1),X(:,4:5), LineWidth',2)
legend('dyl", 'dy2")

xlabel('t[s]")

ylabel('Rychlosti dy1l,dy2")

grid on

Riesenie odozvy systému v pripade harmonicky meniacej sa sily F(t) je znadzornené v podobe

priebehov posunuti a rychlosti na grafoch podl'a Obr. 6.32.

Posunutia y1,y2

_0-15 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
ifs]
0.2 T T T T T T T T T
| i Il
dy2
% 01t ' ‘ | | | I | U||'Hllm|
% l{ I
g2 |
=
01 | i | I | | || ! | |
I | i |
| l
0.2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
i[s]

Obr. 6.32. Odozva systému na skokovii zmenu harmonicky meniacej sa sily F(t)
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Na predchadzajucich grafoch odozvy, ktor sme riesili pre ¢as simulaciet = 20 s, neexistuje
moznost’ identifikovat’ as ustalenia systému. Tento ¢as viak mozno uréit predizenim ¢asu simulacie
napr. na hodnotu t = 220 s, ked’ vieme na odozve systému zreteI'ne identifikovat’ pasmo ustalenia po
uplynuti ¢asu priblizne t = 200 s. Od tohto casu odozva systému nadobuda charakter kmitania vstupnej

budiacej funkcie.

01 015

—1

y2

Vychylka y1
o
Vychylka y2
o

Rychlost dy1
)
Rychlost dy2

-0.05

-0.1

-0.15

0 50 100 150 200 250
1ls]

Obr. 6.33. Ustalenie odozvy systému

Priklad ¢é. 6.9.

V tomto priklade budeme uvazovat model vlacika, ktory pozostava z lokomotivy a vozna podla
Obr. 6.34. VIacCik tvoria dve hmoty lokomeotivy avoziia, definované znamymi parametrami
m; = 1kg, m, = 0.5Kkg, ktoré sii navzijom prepojené pruzinou znamej tuhosti k = 1 N.m™1,
Systém vlacika je zatazeny silou F = 1 N, ktora predstavuje tahovu silu rusia. Pri pohybe kolies vlacika
predpokladime existenciu valivého trenia, ktoré budeme popisovat stéinitefom f = 0.02 s.m™1.
Najdite stavové rovnice systému a rieSte odozvu tohto systému prostrednictvom skriptu v Matlabe.

Ziskané riesenie v prostredi Matlabu overte simulaciou blokovej schémy v Simulinku.

Obr. 6.34. Systém vlacika

Ing. Martin Garan, PhD. Strana | 199



RieSenie:

Nahradou skuto¢ného systému je model dvoch hmoét znazorneny na nasledujacom Obr. 6.35,

ktoré su spojené pruzinou s tuhost'ou k.

X,

F k
— m W ™

A b, 7% | b,

Obr. 6.35. Mechanicky model vlacika

Predchéadzajiici mechanicky model dvoch hmoét spojenych pruzinou uvolnime nahradenim

vnutornych a odporovych sil, ktoré posobia na jednotlivé hmoty, pozri Obr. 6.36.

X, X,
4_
F F. F,
«— m |— “— m,

Fb‘l Fb2

Obr. 6.36. Uvol'neny mechanicky systém vlacika

Na jednotlivé hmoty podl'a Obr. 6.36 pdsobi sila od pruziny Fy a takisto odporové sily valivého
trenia Fyq = f-my - g- X4 a Fyp = f-m, - g- X, ktoré zavisia jednak od sucinitel’a valivého trenia f,
tiaze jednotlivych telies (normalovych sil) charakterizovanych hmotami m4 a m, a rychlostou pohybu,
ktorou sa dana hmota pohybuje. Na zaklade predchadzajiceho mozno definovat’ tieto zloZkové rovnice

daného systému

Fp =k (%1 —x3),
Fpp =f-m;-g-%q, (6.64)

Fb2=f'm2'g').(2.
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Aplikovanim I1. Newtonovho zakona pre hmotu m4, musi platit’

ml'X1=F—B1')’(1—Fk,

(6.65)
my-X; =F—f-my-g-% —k-(x; —x2),
kde By = f - mq - g a pre hmotu m, musi platit’, Ze
mz'iz =_B2'X2+Fk,
(6.66)
mz'XZ =_f'm2'g'X2+k'(X1_X2),

kde B, = f-my; - g . To znamen4, Ze dostdvame sustavu dvoch diferencialnych rovnic 2. radu

my X =F—fmy-g % —k (x; —x3),

(6.67)
m, 'XZ = _f'mz 'g'XZ +k'(X1 _Xz),
ktortt mozeme prepisat’ do tohto simulinkovského tvaru
, 1 .
¥p=—I[F-f-m g% -k (x—x)],
my
(6.68)
X =—[-f-my-g % + k- (x; —x2)].
m;

Zo systému diferencialnych rovnic zapisanych simulinkovskom tvare mozno odvodit’ stavovy
opis systému. Predtym, nez pristipime k odvodeniu stavového opisu systému, zadefinujeme stavové

premenné, ktoré zapiSeme do tohto tvaru stavového vektora

xT = [x1,v1,%5,v2]", (6.69)

kde premenné x4 a X, budu predstavovat’ vychylky hmét m; a m; daného systému a premenné v4 a v,
budu charakterizovat rychlosti pohybu tychto hmot.

Vykonanim matematickych tprav s uvazovanim zvolenych stavovych premennych, ktoré
aplikujeme na predchadzajuci odvodeny systém sustavy diferencidlnych rovnic 2. radu ( 6.68 ),
modzeme odvodit’ nasledujici matematicky model systému v stavovom opise, ktory ma tvar sustavy

diferencidlnych rovnic 1. radu.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |201



dt

d F k k

avl——l— -g-vl——-x1+—1-x2,

q . (6.70)
2" T Ve

d k

avz——f gV, +—2 xl—m—z-xz

Poznamenajme, Ze v pripade stavového opisu systému mozno predchadzajiicu sdstavu
diferencialnych rovnic 1. doplnit’ o vystupnt linearnu rovnicu. Tvar tejto linearnej vystupnej rovnice
sa riadi tvarom zvoleného vystupného vektora y. Pre blizsie informacie ohl'adom stavového opisu pozri
kapitolu 7, ktora sa tomuto stavovému opisu venuje podrobnejSie. Ak si za vystup systému zvolime iba

rychlost’ lokomotivy vq, potom vystupna rovnica stavového opisu nadobudne tento tvar

y=v;. (6.71)

Predchadzajuce odvodené rovnice stavového opisu modzeme prepisat’ do maticového tvaru
a tymto spdsobom identifikovat’ Styri zdkladné matice stavového opisu A, B, C, D, ktoré charakterizuju
spravanie sa dan¢ho systému, blizSie pozri kapitolu 7. Prepisanim systému diferencidlnych rovnic 1.
radu ( 6.73 ) a linearnej vystupnej rovnice ( 6.71 ) do maticového tvaru, dostdvame tento stavovy

zapis systému

r 0 1 0 0 1 0
: k k
d X1 )'(1 . _fg _ 0 X1 i
a Vi _Ivi| _ mq mq . Vi + F(t)
de|X2| %2 | O 0 0 1 X2 n(;l ’
Va VZ i _i _ \p
'm0 Tm, T 0 (6.72)
X1
Vi
y=[0 1 0 O]'X2 + [0] - F(b).
V2

Predchadzajuci systém zapisany v stavovom opise budeme rieSit pomocou nasledujuceho
skriptu v Matlabe s uvazovanim vstupnych hodnodt a parametrov matematického modelu podla
zadania. V tomto skripte Matlabu vyrieSime odozvu posunuti a rychlosti jednotlivych telies systému

pouzitim met6dy postupnej integracie, pozri cyklus for v nasledujucom skripte.
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clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
k=1;

ml=1;

m2=0.5;

F=1;

=0.02;

g=9.81;

%Matice stavového opisu

A=[0 1 0 @;-k/ml -f*g k/ml1 0;0 © @ 1;k/m2 @ -k/m2 -f*g];
B=[0;1/m1;0;0];

c=[0 10 0];

D=[0];

X=[0 @ @ 0]'; %vektor pociatocnych podmienok

%Cas simulacie

t=0;

tsim=35;

dt=0.02;
n=round(tsim-t)/dt;

for i=1:n
X1(i,:)=[t X'];
dx=A*X+B*F;
X=X+dt*dx;
t=t+dt;

end

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X1(:,1),X1(:,2:2:4), 'LineWidth",2)
xlabel('t")

ylabel('x1, x2")

title('Posunutia')

legend('x1',"'x2")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(X1(:,1),X1(:,3:2:5), "LineWidth',2)
xlabel('t")

title('Rychlosti')

ylabel('vl, v2')

legend('vl','v2")

grid on

%RieSenie skokovej odozvy prikazom ss
sys=ss(A,B,C,D);

figure(2)

[y, t]=step(sys);

plot(t,y, 'LineWidth"',2)

xlabel('t")

title('Odozva vypocitand prikazom step')
ylabel('vl")

grid on

Riesenie odozvy systému, ktoré bolo vypocitané v predchadzajicom skripte metodou
postupnej integracie, je znazornené na Obr. 6.37. RieSenie odozvy systému definovaného v stavovom
opise, ktory bol v skripte realizovany prikazom Matlabu ss a nasledne podrobeny analyze skokovej

odozvy prikazom step, je znazornené na Obr. 6.38.
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Obr. 6.37. Riesenie odozvy systému definovaného v stavovom opise

Odozva vypocitana prikazom step
3.6 T T T T T
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0 5 10 16 20 256 30 35
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Obr. 6.38. Riesenie odozvy systému vypocitanej prikazom step

Dalej pre nami odvodeny matematicky model, ktory sme prepisali do tohto simulinkovského

tvaru
. 1 .
Xy =—[F—f-my-g-% —k- (X —x2)],
my
(6.73)
Rp = —[~f-my-g- % +k-(x; —x3)],
mj

vytvorime v prostredi Simulinku matematicky model v podobe simula¢nej blokovej schémy. Parametre

systému zadefinujeme prostrednictvom Model Explorera.
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Parametre systému podla zadania, ktoré boli zadefinované priamo v lokdlnom Modelovom

Workspace matematického modelu prostrednictvom Model Explorera, si znazornené na Obr. 6.39.

Model Explorer - m] *
File Edt View Tools Add Help
] HF~E~-I- m
Model Hierarchy |9 | | = Contents of: Model Workspace {only) Filter Contents Model Workspace
~ Py simulink Root _ Workspace data
Column View: | Data Objects ~ | Show Details Sobject(s)
Base Workspace Data source: | MATLAB Code -
Pr4_9b
— Name Value DataTy Dimensions Complexi Min Max Unit ument Storg
v [Pl prao e prexty ks MATLAB Code:
— B+ 0.02 O Autol
B Model workspace | ont O At 1 k=1;
@ Configurations o a 2 m11;
Subsystem K : O Auto - m2=0.5:
Hm 1 O Auto o éz’_
Hm os O Autol 5 g=9.81;
Reinitialize from Source
Create Model Mask
S D Revert Help Apply
Contents Search Results

Obr. 6.39. Zadefinované parametre systému v Modelovom WorkSpace

Tieto parametre, ktoré sme zadefinovali nam umoziuju vytvorit’ parametricky model blokovej
schémy. Na zaklade rovnic systému zapisaného v simulinkovskom tvare ( 6.73 ), kde na l'avej strane
rovnice sa nachadza premenna s najvy$$im stupnom derivacie, mozno vytvorit' a zostavit' blokovi

simula¢nu schému zobrazentl na Obr. 6.40.

dxi

P x1
pooo
00 k(x1-x2)
> x2
F Signal
Generator Subsystem
'm1*g » x1
x| "
2 >
dx1 "
k(x1-x2) L
F
k(x1-x2)
dx2
@2 %2

Obr. 6.40. Blokova schéma systému vlacika
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Poznamenajme, ze ako budiacu funkciu, ktora predstavuje silu tahu lokomotivy F(t), sme
v tomto modeli realizovali funkciou §tvorcového pulzného signilu, ktora bola zadefinovana pouzitim
nového zdrojového bloku Signal Generator. Tento blok Signal Generator sme zatial’ eSte nepouzili
v ziadnej blokovej schéme. Ide o typ zdrojového bloku, ktory mozno vhodne pouzit’ na modelovanie
Styroch typov signalov (wave form), ktorymi su sine wave, square (Stvorcovy signal), sawtooth
(pilovity signdl) arandom (nahodny signal). V naSom pripade sme na modelovanie periodicky
meniaceho sa Stvorcového signalu zvolili signal square, pre ktory sme zadefinovali amplitidu signalu

F = —1 a frekvenciu kmitania f = 0. 002 Hz, pozri Obr. 6.41.

Block Parameters: Signal Generator x
Signal Generator

oooo Qutput various wave forms:

- *

00 > Y(t) = Amp*Waveform(Freq, t)
Parameters

Slgnal Wave form: | square -

Generator

Time (t): | Use simulation time -
Amplitude:

B! Ji

Frequency:

[0.002 IE

Units: |Hertz <

Interpret vector parameters as 1-D

J Cancel Help Apply

Obr. 6.41. Parametre bloku Signal Generator

RieSenie priebehov posunuti Xq,X, arychlosti dx; pre simulacny c¢as t = 1000s, st

znazornené na nasledujtcich grafoch, pozri Obr. 6.42.

F I - T

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
Time

Obr. 6.42. Riesenie odozvy systému
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Poznamenajme, Ze rovnako ako v Matlabe pozname funkcie na definovanie prenosovych

funkcii a stavového opisu, tak v Simulinku je rovnako pripraveny blok na rieSenie systému v

stavovom opise, ktory je pomenovany nazvom State-Space. Tento blok, ktoré parametre st znazornené

na Obr. 6.43, je zaradeny do kniZnice Continuous.

State Space

State-space model:
dx/dt = Ax + Bu

x= Ax+ Bu
y=Cx+Du

y=Cx+Du

Parameters

h
>

Block Parameters: State-Spacel ®

State-Space1

Initial conditions:

o

Absolute tolerance:

‘aum

State Name: (e.g., 'position”)

a

Cancel

Help Apply

Obr. 6.43. Parametre bloku State-Space

Ak vyuZzijeme Cast’ prechddzajiiceho skriptu, ktory sme v Matlabe pouzili na zadefinovanie

matic A, B, C, a D stavového opisu, tak ze skopirujeme tato Cast’ skriptu do lokalneho WorkSpace

modelu v Simulinku podl'a Obr. 6.44, potom mozno parametre A, B, C, a D prisluSnych matic vyuzit

na zadefinovanie systému prostrednictvom bloku State-Space.

& Model Explorer N %
File Edit View Tools Add Help
=] Hll~E -~ m
Model Hierarchy & = E Contents of: Model Workspace (only) Model Workspace
v 3 Simuiink Root _ Workspace data
) Column View: | Data Objects ~ | Show Detaits 10 object(s)
£ Base Workspace Data source: [0 TRAEEE -
A ‘U" Name Value DataType  Dimensions Complext o
fe:
Model Workspace Ha [0100;-1-0.196210;0001;20-2
@ Configurations Hs 011007 1 k=1;
e mi00] 2 ml=1;
o o m2=0.5
b F 1 4 F=1;
o f 0.02 f=0.02
Ha 9.81 g=0.81
o & 1
ﬁ ”‘; ;5 tice stavového opisu
m 9 s-k/ml -f*g k/ml 8;8 @ B 1;k/m2 @ -k/m2 -F*g];
18 B=[8;1/m1;8;8];
11 c=[e 1 @ o];
12 D=[@];
Reinitialize from Source;
Create Model Mask
< i Revert Help Apply
Contents Search Resuits
Obr. 6.44. Vstupné parametre modelu
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Tieto parametre A, B, C, a D moZno zadat’ ako vstupné parametre bloku State-Space, pozri
Obr. 6.45 na lavej strane. Vstupom do tohto bloku je vstupny budiaci signal (definovany v zmysle
vstupného vektora u(t) stavového opisu systému). Na vystupe sa objavi vystupny vektor y(t), ktory je
definovany v zmysle linearnej vystupnej rovnice stavového opisu. Blokova schéma, ktora riesi

ekvivalentni odozvu systému definovaného v stavovom opise je znazornena na Obr. 6.45.

Block Parameters: State-Space %
State Space
State-space madel:
dx/dt = Ax + Bu
y=Cx+Du
Parameters
oooo x= Ax+ Bu ) N
00 » > : :
y=Cx+Du dx1 [ i
B:
F Signal b |
Generator1

Initial conditions:
[0oo00) [E

Absolute tolerance:

|autc |

State Name: (e.g., 'position”)

\_) Cancel Help Apply

Obr. 6.45. Blokova schéma s nadefinovanymi parametrami bloku State-Space

Po spusteni simulacie dostavame uplne identickii odozvu rychlosti lokomotivy, akil sme
vypocitali v predchadzajicom modeli blokovej schémy pre ¢as simulacie t = 1000 s, pozri Obr. 6.46
a Obr. 6.42. Ako si mozno vS§imnut, tak na vystupe dostavame priebeh len pre jednu zo stavovych

veli¢in vy, ktorti sme pozadovali zobrazit’ vo vystupnom vektore y(t).

Obr. 6.46. Riesenie odozvy rychlosti lokomotivy
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Problémy na rieSenie
Problém 6.1.

Predpokladajme hydraulicky systém nadoby podl'a Obr. 6.47. Ak vieme, ze do nadoby prudi
kvapalina hustoty p = 1000 kg. m~3 s objemovym pritokom q; = 0.5 m3.s™ 1, odvod’te matematicky
model takéhoto hydraulického systému a rieste odozvu systému metddou postupnej integracie v skripte

v Matlabu.

q1c
—

Obr. 6.47. Hydraulicky systém

Pri tvorbe simuldcie uvazujte tieto parametre systému, hy = 1m, h, = 0.5m, S = 3 m?,

R; = 10000 Pa.m3.s , R, = 20000 Pa.m™3.s. Simuléciu rieste pre simula¢ny &as tg,, = 100 s.

Problém 6.2.
Odvod'te matematicky model RLC obvodu, ktory je zobrazeny na Obr. 6.48, prepiSte do
maticového tvaru a rieSte metddou postupnej integracie v skripte Matlabu, ak vieme, Ze vstupné napétie

sa meni harmonickou funkciou u, = 12 - sin(w - t), kde w =2 -w-faf = 50 Hz.

T c
L
Obr. 6.48. RLC obvod

Pri tvorbe simulécie uvazujte vstupné parametre systému Ly = 100 mH, L, = 200 mH, C =

20 pF, R = 100 Q. Simulaciu rieste pre simulacny cas tgj, = 1.
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Problém 6.3.

Predpokladajme pakovy mechanizmus, ktory je zobrazeny na Obr. 6.49. Tento pakovy
mechanizmus pozostava z paky hmotnosti M = 15 kg (zanedbatel'nej hrubky) a d’alSich dvoch hmot
m; =10kg, m; =20kg. Hmota my; je budend harmonicky meniacou sa silou
F(t) =100 - cos(w-t) + 20, kde w =2 -m-f af = 5 Hz. Pouzitim metddy uvoltiovania odvod'te
matematicky model tohto systému, zapiSte do maticového tvaru a rieste odozvu metédou postupnej

integracie v skripte Matlabu.

(1)

m,

Y ckccis

Obr. 6.49. Pakovy mechanizmus

Pri tvorbe simulicie uvaZujte vstupné parametre systému k; = 1000 N.m™!,

k, =2000N.m™!,a=1.5m,b = 0.5 m. Simuldciu rieite pre simula¢ny ¢as tgy, = 10 s.

Problém 6.4.

Pre pakovy mechanizmus z predchadzajticeho prikladu, ktory je zobrazeny na Obr. 6.49,
odvod'te stavovy opis v zmysle stavového vektora xT = [xq,Vq,X5, V2, @, @ |T. Porovnajte rieSenie
ziskané metodou postupnej integracie tohto systému, ktory je zapisany v stavovom opise s rieSenim

systému v predchadzajucom priklade.
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7 STAVOVY OPIS SYSTEMU

Uz vieme, Ze na systém sa mozeme pozriet aj z in¢ho pohl'adu, ako len z pohl'adu diferenciilne;j
rovnice alebo prenosovej funkcie systému, ktory vo vSeobecnosti nazyvame vonkajSim opisom
systému. Systém mozno definovat’ aj inym sposobom a to prostrednictvom jeho vnutornych stavov,
t. j. zadefinovanim tzv. stavovych premennych systému. Tieto premenné st vo vSeobecnosti
eliminované v oboch predchadzajucich reprezentacidch matematického modelu ako v pripade opisu
diferencidlnou rovnicou, tak aj v pripade opisu prenosovou funkciou. Nakol'ko v tomto pripade sa na
systém pozerame len z pohl'adu matematickych vzt'ahov medzi jeho vstupom u(t) a vystupom y(t).

Analyza systémov v zmysle vstupno-vystupného vztahu vSak neposkytuje informaécie
o spravani sa dan¢ho systému v jeho vnitri, t. j. nevieme povedat’ ako sa menia stavy systému resp.
jeho vniitorné premenné pri roznych prevadzkovych podmienkach. Pre lepsie pochopenie fungovania
a spravania sa vySetrovan¢ho systému je preto omnoho vyhodnejsie pouzit’ a zadefinovat systém v tvare
stavového opisu (z angl. state-space). V tomto pripade reprezentacie systému, ktory je zadefinovany
stavovymi premennymi pri analyze takéhoto systému, poskytuje matematicky model viac informacii
o0 jeho spravani sa.

Stavovy opis systtmu mozno odvodit' pre I'ubovolny systém priamo z vonkajSieho opisu
systému, ktory je opisany napr. jednou diferencidlnou rovnicou alebo stistavou diferencialnych
rovnic, ako aj systétmom prenosovych funkeii v Laplaceovom tvare. Uz vieme, ze kazdy takto
zadefinovany systém mozno transformovat’ na odpovedajuci tvar stavovych diferencialnych rovnic
1. radu.

Na niektorych predchadzajucich prikladoch sme sa uz sice z praktického hl'adiska venovali
tvorbe jednoduchého stavového opisu systémov, ktory sme pouzili na rieSenie odozvy systémov, v tejto
kapitole sa predsa len pozrieme na stavovy opis systému podrobnejSie a vysvetlime si princip jeho
tvorby odvodenia pre I'ubovolny dynamicky systém. Okrem iného si vysvetlime, ako vhodne volit
vnutorné (stavové) premenné systému, a ako tieto premenné zahrnut do celkovej reprezentacie
systému. Princip tvorby stavového opisu systému si vysvetlime na jednoduchych prikladoch, v zavere

si predstavime vSeobecny Standardizovany tvar stavového opisu systému pre systém n-tého radu.

Priklad ¢. 7.1.

Predpokladajme systém jednosmerného elektrického motora podla nasledujuceho Obr. 7.1.
Elektricka ¢ast’ tohto elektromechanického systému je reprezentovana elektrickym obvodom statora,
v ktorom generujeme magnetické pole so vstupnym napétim u,. Tato elektricka Cast’ motora je d’alej
charakterizovana elektrickym odporom R, elektrickou indukénost'ou armatury L, a elektromotorickym
napitim ep,. Mechanicka ¢ast’ je reprezentovana rotacnym mechanickym systémom, ktory predstavuje

moment zotrvaénosti I, viskdzny timi¢ B. Mechanicka ¢ast’ motora je zat'azovana krutiacim momentom
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M,, od motora akrutiacim momentom M; od zataze. Najdime stavovy opis systému tohto

elektromechanického systému.

d@ T O Il ) 9=

Obr. 7.1. Jednosmerny elektricky motor
RieSenie:

Diferencidlne rovnice systému mozno odvodit pouzitim Kirchhoffovych zikonov, ktoré
aplikujeme pre elektricki ¢ast’ systému v kombinacii s II. Newtonovym zakonom pohybu, ktory
pouzijeme pre mechanicki cast systému. Odvodené diferencidlne rovnice previazeme
elektromechanickymi vazbovymi rovnicami. Pre elektricky obvod aplikujeme I1. Kirchhoffov zakon

pre napiitia, pre jednu uzavretu sluc¢ku elektrického obvodu musi platit’, Ze

di,

Ra'ia+La'dt

+ep,—u,=0. (7.1)

kde i, je elektricky prad, u, je elektrické napdtie, R, je elektricky odpor a L, je elektricka indukénost’.
Pre mechanickia ¢ast’ tohto elektromechanického systému mozno napisat’ tito momentovi

rovnicu pre rotacny mechanicky systém

I'QZEM' (7.2)

I-§ =My, —M_—B-¢,

kde a je uhlové zrychlenie systému, ¢ je uhlové natoCenie, B je konStanta tlmenia, I je moment
zotrvacnosti hmoty k tazisku, M,, a My, je kratiaci moment od motora a zataze. Dosadenim tychto
vézbovych rovnic e, = Ko -0 =K@ a M, = K, - i,, ktoré popisuji vztah medzi elektrickou

a mechanickou Castou systému do rovnice, dostavame tuto sustavu dvoch diferencidlnych rovnic

di
La-d—:‘+Ra-ia+Ke-¢=ua,
(7.3)

I-9+B-¢—K,-iy = —M,.

212|Strana



STAVOVY OPIS SYSTEMU

KedZze vrovniciach sa nevyskytuje Ziadna tuhost’ systému, ale len tlmenie B, potom

predchadzajticu sustavu rovnic mézeme taktiez vyjadrit’ v zmysle uhlovej rychlosti w

di
La-d—s+Ra-ia+Ke-m=ua,
(7.4)

-6 +B-w—K iy =M.

Poznamenajme, ze v sustave SI su fyzikalne jednotky parametrov K; (pre mechanicka Cast’
motora) a K, (pre elektricku ¢ast’) rovnaké a spravidla identické. Z pohl'adu zjednoduSenia systému
budeme uvazovat, ze K; = K, = K. Potom mozZno predchadzajuci systém diferencidlnych rovnic
zjednodusit’ na tento tvar
di

a .
R, K-w=u,,
dt+ a1y + w = U, (75)

-6 +B-w—K-i, = —M,.

Ly -

Tato sustava rovnic popisuje vztah medzi vstupnym napétim u, a vystupnou uhlovou
rychlostou w elektrického motora. Aj ked’ vSetky premenné systému st iy, w, a, @, My, M,,,, e, a
u,, ako si moZzno vSimnut, tak nie vSetky su napokon obsiahnuté vo vyslednom vonkajSom opise
systému, ktory sme odvodili v rovniciach ( 7.5 ). Niektoré z tychto systémovych premennych zanikli
v procese zjednoduSovania systému resp. aplikovania matematickych uprav aboli postupne
z vysledného matematického modelu eliminované. Dalsiu redukciu premennych mozno docielit’ napr.

kombinaciou tychto dvoch diferencialnych rovnic 1. radu v jednu diferencialnu rovnicu vyssieho radu.

7.1 STAVOVE PREMENNE

V predchadzajucom priklade sme identifikovali $tyri vnttorné premenné {a, ¢, M, ep}, dve
vstupné premenné {M;, u,} a dve vystupné premenné {w, i, }. Prvi skupinu premennych, ktoré tvoria
vnutorné premenné climinované z vysledného modelu pocas modelovania, spolu so vstupnymi
premennymi {w, i,} moZzno to mnoZzinu nazvat’ stavovymi premennymi systému {i,, ®, o, @, M, e, }.

Celkovh mnozinu, ktoru tvoria vSetky stavové premenné spolu so vSetkymi vstupnymi
a vystupnymi premennymi nazyvame mnozinou systémovych premennych. Tato mnozinu v pripade
elektromotora z predchadzajuceho prikladu tvoria tieto premenné {i,, &, @, My, ep, My, u,, w}.

Poznamenajme, Ze i ked’ kone¢ny pocet premennych bol vo vyslednom matematickom modeli
zredukovany len na mnozinu S$tyroch premennych {i,, Mp,u,, w}, tito zredukovana mnozina
reprezentuje tento systém ako celok. Tato podmnozina, ktord je ziskana z minimalneho poctu vybranych

premennych, predstavuje v tomto pripade mnozinu linedrne nezavislych premennych.
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MnozZina linearne nezavislych premennych pozostdva z minimalneho poctu systémovych
premennych, ktoré st nutné na opis daného systému. Je nutné poznamenat’, Ze takdto mnoZina
premennych, vSak nie jedinou moznou mnozinou premennych, ktort je pre systém mozno zostavit'.
NakoTlko pre kazdy systém existuje v skutocnosti nekonecne vel'a mnozin zavislych premennych, ktoré
mozno pouzit’ ako stavové premenné systému.

Napr. pre systém elektromotora z predchadzajuceho prikladu mozno najst’ tieto mnoziny
premennych {i,, Mj, u,, ®}, {i, @, @ My, u,}, {i,, M, ep, My, u,, ®} asamozrejme aj dalsie iné,
ktoré mbézeme pouzit’ pri tvorbe stavového opisu systému. V pripade, Ze si za mnozinu nezavislych
premennych vyberieme prvi z uvedenych mnozin {i,, My, u,, @}, potom na zéklade tychto premennych

mozno pdvodny matematicky model ( 7.5 ) prepisat’ do tohto stavového opisu systému

di, . di, u, Ry K
La-a+Ra-1a+K-w=ua = EzL_a_L_a.la_L_a w,
(7.6)
-6+ Bw—K-i, = —M do M _B 4%
® + Bw iy = L T ety

Tato ststava rovnic tvori matematicky model systému. V tomto pripade ide o sustavu dvoch

diferencialnych rovnic 1. radu, ktoré v teérii systémov nazyvame stavovymi rovnicami systému

di, u, R, K
at L, L, 2L
(7.7)
do_ M, B K.
a1 1977

Priklad ¢. 7.2.

RieSme odozvu predchadzajuceho systému jednosmerného elektrického motora v nezat'azenom
stave, ktory je definovany predchadzajiicim modelom stavového opisu ( 7.7 ). Ako vstupné parametre
systému predpokladame tieto hodnoty I = 0.01 kg.m?, B=0.1N.s.rad" 1, K, = 0.01V.s.rad™ !,
Ki=0.01NmA1R,=1Q,L,=0.5H, u,=1VaM_, =0N.m.

RieSenie:

Zapisanim predchadzajiceho systému stavovych rovnic do maticového tvaru dostavame

d la] _ [la] = — _IE_: _L_Ka ia Lla 0 Ua
&[w]_[d)]_A.X(t)-l_B.u(t)_ E _E [oo]+ 0 _l [ML]' (7.8)
I I I
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Stavoviu rovnicu systému zapisanu v maticovom tvare doplnime o linearnu vystupnu rovnicu

systému v tomto tvare

y=C-x(t) +D-u(t),

y=w=[0 1][13]+[o o][l\lji].

(7.9)

Potom simulaciu takéto systému pre ¢as simulacie t = 3 s s uvazovanym casovym krokom

dt = 0. 01s bez existencie zat'aze M, moZeme riesit’ nasledujicim skriptom v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre
I-0.01;

b=0.1;

K=0.01;

Ra=1;

La=0.5;

ua=1;

ML=0;

f=1;

%Matice stavového opisu
A=[-Ra/La -K/La; K/I -b/I];
B=[1/La ©;0 -1/I];

c=[0 1];

D=[0 0];

X=[0 0]'; %vektor pociatocénych podmienok

%Cas simulacie

t=0;

tsim=3;

dt=0.01;
n=round(tsim-t)/dt+1;
F=[ua; ML];

for i=1:n
X1(i,:)=[t X'];
dx=A*X+B*F;
X=X+dt*dx;
t=t+dt;

end

figure(1)
subplot(2,1,1)

plot(X1(:,1),X1(:,2),'b", LineWidth',2)

xlabel('t")

ylabel('ia [A]")
title('Elektricky prud")
grid on

subplot(2,1,2)

plot(X1(:,1),X1(:,3),'r", 'LineWidth",2)

xlabel('t")
ylabel('w")

title( 'Rychlost w')
grid on
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V predchéadzajiicom skripte Matlabu sme v tivode tohto skriptu zadefinovali vstupné parametre
elektromechanického systému podl'a zadania. V d’al$ej ¢asti skriptu boli zadefinované matice stavového
opisu A, B, C, D, podl'a predchadzajiicecho matematického modelu definovaného v maticovom tvare.
Takyto systém, ktory je definovany v stavovom opise rieSime priamo zo v§eobecnej definicie systému

v stavovom opise metddou postupného integrovania v cykle for s kone¢nym poctom opakovani

%(®) = A-x(0) + B-u(t), (7.10)

kde A a B s matice stavového opisu, X(t) je stavovy vektor a u(t) je vektor vstupov. Pri integrovani
sme uvazovali nulové po¢iatoéné podmienky stavového vektora x(t). Vysledkom simulacie st priebehy
stavovych premennych elektrického prudu i, a uhlovej rychlosti mechanickej Casti w, zobrazené na

nasledujicom Obr. 7.2.

Elektricky prad
T

L
15 2 25 3
t

Rychlost w
T

Obr. 7.2. Odozva elektrického motora bez zat’aze

Riesenie odozvy systému pre c¢as simulacie t = 3 s s krokom dt = 0.01s, ak uvazujeme

existenciu nenulového zatazového momentu My, = 0.005 N. m, je zndzornena na Obr. 7.3.

Elektricky prid

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
t

Rychlost w
0.05 T

0.04
0.03

0.02 -

w

0.01

-0.01

-0.02

-0.03
0

t

Obr. 7.3. Odozva elektrického motora so zat'azou
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7.2 STANDARDIZOVANY TVAR STAVOVYCH ROVNIC

V metdde analyzy stavovych premennych sa na zapis tychto premennych pouzivaju Standardné
symboly, ktoré st urc¢ené pre definované stavové premenné x(t). Zapis stavovych premennych je takisto
Standardizovany. Pod’'me ukazat’, ako takyto Standardizovany tvar stavovych premennych najdeme
pre nasledujuci systém diferencialnych rovnic. Uvazujme rovnice z predchadzajuceho prikladu

elektromotora v tomto tvare stavového opisu

di, u, R, K
at L, L, 2L
(7.11)
do_ M, B K.
a1 1977

Tvorbu Standardizovaného stavového opisu systému za¢neme volbou alebo oznacenim

stavovych premennych symbolmi v Standardizovanom tvare

Xlzia:i{l:iam

(7.12)
X2=(1):>X2=(i).

Potom predchadzajice stavové rovnice ( 7.11 ) mozZno prepisat’ do tohto §tandardizovaného

tvaru
u, Rj K
X{=———"X1 —— Xy,
1 oL 1 L. 2
(7.13)
M, B K
XZ_____.XZ + - X1

Tieto dve diferencidlne rovnice 1. radu moézeme dalej schematicky zapisat’ do tohto

maticového tvaru systému

Ra

1 | T T — 0

[i;]z ELa _]E E:]+ I(')a 1 [1311] (7.14)
I I I

, , L. . , i X1 . .,
Vystupné premenné iy a @ zapisané vo vystupnom vektore y = [ (3] = [Xz] sa priamo rovnaju

stavovych premennych X{,X,. Vo vSeobecnosti vystupny vektor moze byt 'ubovolnou linearnou
1, X2 Yy

kombinaciou stavovych premennych a takisto vstupnych premennych. Tvar stavovych matic C a D
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X
zavisi od tvaru vystupného vektora y(t). Potom ak predpokladame vystupny vektor v tvare y = [x;]’

tak vystupna rovnica stavového opisu nadobudne tento tvar
y=[al=lo 1[al*[0 ol i) (715)

Tieto dve systémové rovnice v maticovom tvare tvoria stavovy model systému jednosmerného
motora. Pod’'me teraz zovseobecnit’ pripad stavového opisu pre systém n-tého radu s jednym vstupom

a jednym vystupom, ktorého Struktira je schematicky znazornena na Obr. 7.4.

ut) Stavovy opis Y(t)

_ s:ystemu
Vstup X(t)=A-x(t)+B-u(t) Vystup
y(t)=C-x(t)+D-u(t)

Obr. 7.4. Stavovy opis systému n-tého radu s jednym vstupom a vystupom

Pripomenime, Ze v Standardizovanej forme stavového opisu je vektor vstupnych premennych
oznaceny symbolom u(t) a vektor vystupnych premennych oznaceny symbolom y(t). Potom stavovy
model systému n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom mozno vo vSeobecnom tvare

zapisat’ tymito dvomi rovnicami

x(t) =A-x(t)+B-u(t),
(7.16)
y(t) =C-x(t) + D-u(t),

kde x(t) je stipcovy vektor n x 1, ktory nazyvame stavovym vektorom, u(t) je vstupny vektor jednej
premennej, y(t) je vystupny vektor jednej premennej. Dalej sa v tomto stavovom opise nachadzaju

tieto matice stavového opisu:

e matica A —rozmeru n X n, ktorl nazyvame maticou systému,
e matica B — rozmeru n x 1, ktora predstavuje vstupnu maticu stavového opisu,
e matica C —rozmeru 1 X n, ktor nazyvame vystupnou maticou stavového opisu,

e amatica D —rozmeru n x 1, ktora sa nazyva maticou prepojenia medzi vstupom u(t) a
vystupom y(t).

Prvli zrovnic stavového opisu nazyvame aj rovnicou dynamiky, ktora je reprezentovana

systétmom n diferencidlnych rovnic 1. radu.
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Druht rovnicu nazyvame rovnicou vystupu, tito popisuje vzt'ah medzi vstupom a vystupom.

Poznamenajme, Ze vSetky vektory a matice stavového opisu mozno zapisat’ v tomto symbolickom tvare

X1 dq1  dq .. a?n'
x© =72, a=|" % '
Xn dn1  an2 dnn
b, & (7.17)
B=lb:2‘,c=[c1 €z = C],D= df
by d

Pripometime, Ze systémové premenné zapisané vo vektoroch x(t), u(t) a y(t) st funkcie zavislé
od Casu t, zatial’ ¢o matice A, B, C, a D obsahuji vZdy konstantné koeficienty. Predchadzajuce rovnice
stavového opisu boli odvodené pre linecarny systém s jednym vstupom jednym vystupom, ktoré
v tedrii systémov oznacujeme ako tzv. SISO systémy (z angl. single input single output system).

Poznamenajme, Ze technika stavovych premennych poskytuje omnoho vSeobecnejsiu metodu,
a to aj pre dynamické systémy nelinearneho charakteru. V pripade, ze systém, ktory opisujeme
stavovym opisom, je nelinearneho charakteru, potom stavové rovnice X(t) budi vo vSeobecnosti

zavislé od premennej X(t) a vstupnej premennej u(t). Matematicky zapisané
x(t) = f(x(t),u(v)), (7.18)
kde f je mnoZzina nelinearnych rovnic. Poznamenajme, Ze stavovy opis systému moZzeme taktiez

odvodit’ pre systémy s viacerymi vstupmi a viacerymi vystupmi. Uvazujme teraz systém s m vstupmi

a r vystupmi podl'a Obr. 7.5.

u,(t) yi(t)
u,(t) Stavovy opis v.(t)
systemu
¢ X(t)=A-x(t)+B-u(t) ¢
&0 y(t)=C-x(t)+D-u(t) il
Vstupy Vystupy

Obr. 7.5. Stavovy opis pre systém s viacerymi vstupmi a vystupmi

Potom povodne jednoprvkovy vektor u(t) v predchadzajiicom pripade sa stdva vstupnym

vektorom signalov u;(t) pre i = 1, m a y(t) vystupnym vektorom signalov y;(t) pre j = 1,r.
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Stupen systému n sa rovna poctu vSetkych stavovych premennych. Takyto systém s m
vstupmi a r vystupmi ma tvar identického stavového opisu zapisaného vo v§eobecnom tvare, ktory sme

definovali pre systém s jednym vstupom a jednym vystupom.

x(t) =A-x(t) +B-u(),

(7.19)
y(t) =C-x(t) + D-u(t),

kde x(t) je stipcovy stavovy vektor nx 1, u(t) je stipcovy vstupny vektor rozmeru mx 1, y(t) je

stipcovy vystupny vektor rozmeru rx 1. Dalej sa v tomto stavovom opise nachadzaju tieto matice

stavového opisu:

e matica systému A —rozmerun x n,
e vstupna matica stavového opisu B — rozmeru n x m,
e vystupna matica stavového opisu C — rozmeru r X n,

e a matica prepojenia medzi vstupom a vystupom D — rozmeru r X m.

V rozsirenej forme mozno vSetky vektory a matice stavového opisu zapisat v tomto

symbolickom tvare

X1 Ug Y1 d11 A1z .- a;n
x(t) = Xz , u(t) = uz , y(t) = Yz A= 3?1 afz
Xn Um Yr dn1 dnz -+ Ann
by by .. by ¢ Cio e Cin Ay dyp o dy (7.20)
g = |Pa1 b:zz : o i"Dzld?l d:22 _
bn1 b;lZ w. bpm Cri Cr2 o Cpp d;"l d;z dl:m

7.3 FAZOVE PREMENNE

K reprezentacii stavovych premennych z predchadzajuceho prikladu elektromotora sme zvolili
ako premenné elektricky prud, uhlova rychlost’ a d’alSie iné. Z inzinierskeho pohl'adu je takato volba
obycajne vel'mi ziaduca, avSak nie vZzdy nutna z matematického hl'adiska, z dévodu, Ze takto zvolené
stavové premenné nemusia vzdy priamo koreSpondovat’ s fyzikalnou veli¢inou.

Jedna z mozZnej volby stavovych premennych, ktory zmatematického hladiska vychadza
z vhodného tvaru stavovych matic A, B, C, a D, zavadza volbu stavovych premennych v zmysle

vystupnej premennej y(t) a to aZ po stupeti (n-1) derivacii y ™~V (0.
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Takato Specialna mnozina stavovych premennych, ktoré takymto spoésobom ziskame, sa
nazyva mnozinou fazovych premennych. Aby sme ukazali, ako takato mnozinu fazovych
premennych odvodime pre jednoduchy dynamicky systém, predpokladajme pripad jednosmerného
motora z predchadzajicej tlohy s jednym vstupom u,, kde moment od zataze povazujeme za nulovy

M, = 0. To znamena4, Ze tento systém je opisany tymito stavovymi rovnicami

di, u, R, K
at L, L, 2T,

(721)
dwo B +K )
a1 T

Usporiadanim vyrazov v druhej diferencialnej rovnici a vyjadrenim elektrického priadu i,

mozno dospiet’ k tomuto vztahu
==—+="w, 7.22
2o (722)
ktory zderivujme podl'a ¢asu t

4, 1 do B do (7.23)

. : , di . , , . , ,
a nasledne dosadime za vyraz d—: prvej z rovnic stavového opisu, spolu s dosadenim vyrazu ( 7.22 ) za

premennt i, a vykonanim tychto matematickych Gprav

di, u, Ry | K
at L, L, 2L
(7.24)
I d2w+B do u;, R, [I d(o+B ] K
K dz 'K dt L, L, Ik a K ®l" 1, %
modzeme dospiet’ k diferencidlnej rovnici vy$sieho radu premennej w v tomto tvare

d’w [Ra+B dw RaB+ K2 _ K
a2 L, Tl e T, T YT e (7.25)
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Porovnanim so v§eobecnym tvarom diferencidlnej rovnice premennej w, mozno identifikovat’

hodnoty koeficientov pdvodnej diferencialnej rovnice pri odpovedajicich derivaciach premennej w

20 [Ra B] dw [Ra-B KZ] K
w =

—_— —_— —_]  — + . . ,
TR TN TR FE T T L, 'a
(7.26)
d’w dw
W+a1-a+a0-m=b1-ua,
kde
_[Ra+B] _[Ra'B, K2 LK
al_ La I' aO_ I'La I'La’ 1_I'La' (727)

Pretoze, systém je systémom 2. radu, je nutné zvolit’ dve stavové premenné, ktorymi mozno

dany systém zapisat’ do stavového opisu. Pre opis systému definujme tieto premenné

X1 =w,
(7.28)
Xz = (1) = Xz = Xl .
Potom stavové rovnice dynamického systému elektromotora nadobudnu tento tvar
X =Xy,
(7.29)
Xz = _ao Xl_al'X2+b1 ua

Predchadzajuci systém v stavovom opise mozno zapisat’ do tohto maticového tvaru systému

[Z] - [—20 —;] ' [2] + [l?l] Ua (7.30)

Tato sustavu rovnic, ktord je zapisand v maticovom tvare, doplnime o linedrny systém
vystupnej rovnice. Ako vystupny vektor y si zvolime jednu premenni w, t. j. y = W = X41. To

znamena, Ze vystupna rovnica systému prejde do tohto maticového tvaru

y=w=x =1 0][:;]"'[8]'1121- (7.31)

222 |Strana



STAVOVY OPIS SYSTEMU

Toto je priamo vyzadovana reprezenticia stavovych premennych, ktoré boli zvolené
z fyzikalneho hladiska. V d’alSom sa zameriame na zovSeobecnenie stavového opisu systému pre
systtm n-tého radu sjednym vstupom u(t) ajednym vystupom y(t), ktory je opisany touto

diferencialnou rovnicou n-tého radu

d™y(©) dVy(t) dy(t)
T+an_1-W+m+a1-T+a0-y(t)=u(t), (7.32)

kde ay, ..., a,_4 st konstantné koeficienty.

Potom fazové premenné pre tento typ systému n-tého radu, ktorych pocet je n, mozno navolit’

tymto spdsobom

1=y,
dy :
Xz = E = Xz = X1 )
d?y .
X3=W=>X3=X2, (733)
_ d=by _dxyg
Xp = —dtn_l = Xp = dt .

Pre takyto vyber stavovych premennych, napokon dostavame tento maticovy zapis stavového

opisu pre v§eobecny systém n-tého radu s jednym vstupom a jednym vystupom

x(t) =A-x(t) +B-u(t) ,

X1 0 1 0 0 .. 0 X1 0

X5 0 0 1 0 .. 0 X2 0

I Y : S S ) I BN BTG

Xn-1 0 0 0 0 O 1 Xn-1 0

X —ap —a; —ap - v —ap.g Xn 1 (7.34)
X1
X2

y®O =C-x()+D-u®)=[1 0 0 .. O0]-| ¢ [+[0]- u(t).
Xn-1
Xn
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Matice stavového opisu tohto vSseobecného systému n-tého radu s jednym vstupom a jednym

vystupom nadobudaju tento v§eobecne platny tvar

0 1 0 0 0
0 0 1 0 0
A= : )
0o 0 0 0 0 1
_ao _al —a2 cee coe _an_l (7.35 )
0
B=[%, c=[1 o0 o0 .. 0, D=[0].
1

Priklad ¢. 7.3.
Uvazujme mechanické spojenie bezne pouzivané pre spojenie dvoch vlakovych stuprav, ktorého

pripad je znazorneny na Obr. 7.6.

Obr. 7.6. Mechanické spojenie dvoch vlakovych suprav

Ekvivalentny zjednoduSeny model mechanickej vdzby systému je znazorneny na dalSom
Obr. 7.7. Tento model pozostava z dvoch hmot my; = 10 000 kg, m,; = 15 000 kg, jednej pruziny s
tuhostou k = 5000 N.m™1, tlmi¢a s konitantou b =1500N.s.m™!. Na jednotlivé hmoty
posobia sily F; = 10 kN a F, = —10 kN. Odvod’te matematicky model tohto systému a rieste jeho

odozvu.
Y4 Y,

« L

B F.

) m, m, —>

—
AR ° 25

Obr. 7.7. Ekvivalentny model mechanickej vizby
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RieSenie:

Predtym, nez pristapime k tvorbe matematického modelu, telesd v prvom kroku uvolnime,

nahradenim komponentov mechanického systému za vnutorné sily, pozri Obr. 7.8.

Yi Y.
F\ F\ ’_>
_> <—
_Fy, i,
m1 2
F, F,
_» <—

L SR

Obr. 7.8. Uvol'nené telesa hmot mechanickej vazby

Dalej budeme pokracovat’ napisanim tychto zlozkovych rovnic systému pre model mechanickej

vizby. Pre zlozkové sily podl'a Obr. 7.8 musi platit’

Fr =k (y2 —y1),

) ) (7.36)
Fp=b- (2 -y1).
Potom aplikovanim II. Newtonovho zakona pre hmotu m,, musi platit’, Ze
ml'y1=F1+Fb+Fk,
.. . . (7.37)
my -§; =F +b- (2 —y1) +k-(y2 —y1)
a pre hmotu m, musi platit’ tdto diferencialna rovnica 2. radu
m; -y, =F; —Fp —Fg,
.. . . (7.38)
my -y, =F, —b- (¥, —y1) —k-(y2 —y1)-
To znamena, Zze dostavame tento systém dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu
my -y =F1+b-(2—-y1) +k-(y2—y1),
(7.39)

m; -y, =F,—b-(y,—y1) — k- (y2—y1).
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PrepiSme predchadzajuci systém rovnic 2. radu do tohto tvaru simulinkovskej formy rovnic

1
371=m—[F1+b'(}"2_}"1)+k'(Y2_Y1)] ,
1
(7.40)

1
y2=—m [F —b- (¥, —y1) —k-(y2 -yl .
2

Potom zapisanim povodného matematického modelu t. j. systému dvoch diferencialnych

rovnic do maticového tvaru dostavame

my-§; =F +b- (Y, —y1) +k-(y2—y1),
m, -y, =F,—b-(y,—y1) — k-2 —y1),
(7.41)

R [ R A1 B e [ R 1

Ak podobnym spdsobom ako v predchadzajucich prikladoch vypocitame z matice hmotnosti

systému M inverznii maticu M~1, ktora nadobudne tento tvar

1
— 0
e N (7.42)
* o
2

ktorou prenasobime maticovy tvar pdvodného systému ( 7.42 ) z pravej strany, mozno dospiet’ k tomuto

maticovému tvaru systému

F, b b k k

Y1) _ [mq| | my mq| [y1] | my my| Y1

[yz]‘ F|7| b b 5’2] k ok . - (743)
m; m; M m; Iy

Tento systém zapisany v maticovom tvare budeme opéit riesit’ a simulovat’ prostrednictvom

napisania nasledujuceho skriptu v Matlabe.
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clc
clear
close all

%Vstupné parametre
F1=10000;

F2=-10000;

m1=10000;

m2=15000;

b=1500;

k=5000;

B=[b/ml -b/ml;-b/m2 b/m2];
K=[k/ml1 -k/ml;-k/m2 k/m2];

%PocCiatocné podmienky

Y=[0.1; 0.1];

dy=[0;0];

t=0;

dt=0.1;

tsim=50;

n=round(tsim-t)/dt;

for i=1:n
X1(i,:)=[t Y' dY'];
ddY=[F1/m1;F2/m2]-B*dY-K*Y;
dY=dY+dt*ddY;
Y=Y+dt*dY;
t=t+dt;

end

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X1(:,1),X1(:,2:3))
xlabel('t")
ylabel('Posunutia y1,y2")
title('Posunutia')
legend('y1l','y2")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(X1(:,1),X1(:,4:5))
xlabel('t")
ylabel('Rychlosti dyl,dy2")
legend('dyl', 'dy2")
title('Rychlosti')

grid on

Riesenie odozvy systému pomocou predchadzajiiceho skriptu v Matlabe je znazornené na

Obr. 7.9.

Posunutia

Posunutia y1,y2

0 5 10 15 20 25 30 35 40 a5 50

Rychlosti
——ay1

dy2

Rychlosti dy1,dy2
°

I3

Obr. 7.9. Odozva systému mechanickej vizby vlakovej stpravy
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Dany mechanicky systém budeme d’alej simulovat’ vytvorenim blokovej schémy v Simulinku.

Ako budiace sily F; aF, budeme predpokladat’ pulzujuce periodicky opakujiuce sa signaly, pozri

Obr. 7.12. Model blokovej schémy, ktora je zobrazena na Obr. 7.10, bol vytvoreny na zaklade tohto

simulinkovského modelu systému

1
yl=m_1'[F1+b'(YZ_Y1)+k'(YZ_Y1)] ,

(7.44)

1
yo=—"[F2=b-2—y1) — k- (y2—y)l .
m;
P y2
k(y2-y1)
>yl
F1
F1 Signal +
Generator
Amp= F1 " y1
Freg=0.02 . a1 ]
y2
Kly2-y1) dyt |
ky2-y1)
F2 g dy2 L

F2 Signal >
Gens:g?:ﬂ dy2 '. ¥2 2
Amp=-F2 g b{dy2-dy1)
Freq=0.02 1

Na d’alsom Obr.

Obr. 7.10. Blokova schéma pre mechanické vlakové spojenie

7.11 je znazornena odozva simulacie systému na pulzujuce periodicky

opakujuce sa signaly sil F; a F,, ktoré boli definované pre frekvenciu kmitania f = 0.02 Hz.

v 3]
N Fal Tal
[\ [\ AVASaa) [\
~/ N\ \N~~ \NA\
\" v A
i A~ A~ )
M [\~ [V [V V™
1 \ AA— AW \ A~ \
; A a A o A
Ao IV A e N A VA e N A VA~ N AT U A A
MY VYITHUMY TV [ VY= M T\UMY /Y
v V
1 N A f‘\/\ FaX A\f\r\ N\ A J,n\/\ N A
i VY v \Vikd VY T\V v Vi
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Poznamenajme, Ze signaly sil F; aF,sa poCas trvania simuldcie t= 200s prejavia
200x0.02 =4 t. j. celkovo 4-krat vplnych cykloch opakovania. Pri rieSeni sme uvazovali
ckvivalentné vstupné parametre, podobné ako v predchadzajucej simulacii, ktoré boli zadefinované

priamo vo Workspace Modelu.

% 10" F1 E
T T T T T T T T T
1_
05 .
ok d
Los - I I I I I I I I |
= 4
1 1 1 1 1 1 1 1 1
«10? F2
T T T T T
] d
05k I I I I I I I I d
o .
Los - 1 1 1 1 1 1 I I .
Ak
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 &0 20 100 120 140 160 180 200
Time

Obr. 7.12: Priebehy vstupnych sil F1 a F2

Priklad ¢. 7.4.

Obr. 7.13 znazoriiuje mechanicky systém, ktory pozostdva ztroch kmitajucich hmot
m; =0.5kg, m, =1kg, m3=0.5kg, troch pruzin s tuhostami k;=0.1N.m™ 1,
k, = 0.15N.m™ 1, k3 = 0.05 N.m™! a jedného tlmica s konstantou tlmenia b = 0.5 N.s.m~1. Ak
predpokladame, zZe hmota m4 je budena kinematickym kmitanim zakladu u(t) = —0.01 - sin(w - t),
ana hmotu mj3 poésobi harmonicky meniaca sa sila F(t) = 0.25-cos(w-t+m) + 0.5, kde

w = 2n- f,f = 5 Hz, vypocitajte rieSenie systému simulovanim v Matlabe a Simulinku.

u(t) Y, Y, Y.
’—» ’—» .

k, k, VIV F(t)

MWW m, —>

At 25 b 2

Obr. 7.13. Kmitajtci systém s tromi hmotami
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Vprvom kroku vSetky telesd systému uvolnime nahradenim komponentov systému

odpovedajucimi vntitornymi silovymi uc¢inkami, ako je to zobrazené na nasledujicom Obr. 7.14.

i - -
Fk3 Fk3
Fk1 FkZ Fk2 F(t)
«— m —> +— m - . m, |——
b b

e Rt A

Obr. 7.14. Uvolneny systém telies

Pre uvol'neny systém hmot na Obr. 7.14 mozno napisat’ tieto zlozkové rovnice systému

Fio=ky-(yp—w),
Fro =k (y2 —y1) ,

(7.45)
Frs = ks (y3 —y2),
Fpb =b-(y3 —v2) -
Aplikovanim I1. Newtonovho zakona pre hmotu m, musi platit’
my -y = Frp — Fiq
.. (7.46)
my -y =k, (y2—y1) — kg (y1—u),
pre hmotu m, musi platit,, ze
my -y, = Fys + Fp — Fia
} ) ) (7.47)
my -y, =Kg:(y3—y2) +b-(¥3—y2) —kz (y2 —y1)
a napokon pre hmotu mg plati, ze
m3 - y3 = F(t) — Fy3 — F ,
(7.48)

m;-§3 =F(t) —ks (y3—y2) —b (3 —y2) -
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To znamena, Zze dostavame tento systém troch diferencidlnych rovnic 2. radu
my-§1 =Ky (Y2 —y1) k- (y1 —w),
my -2 =Kg (Y3 =y2) +b (3 =y2) —kz " (y2 = y1) , (7.49)

mg -3 =F() —k3* (y3 —y2) —b- (3 —y2) ,

ktory prepiSme do tejto formy simulinkovského tvaru

7 — 1 . . — — . —
Y1—m_1 [ky - (y2 —y1) — ki - (v — W],

1

V2 =m_2'[k3'(Ys—Y2)+b'(5’3—§’2)—k2'(YZ—Y1)] ) (7.50)
1

Y3 =—"[F(O) — k3 (y3—y2) = b (3 —y2)] .
mgz

PrepiSme teraz predchadzajuci systém ( 7.49 ) do tohto maticového tvaru

my -y =k, (y2—y1) —ky-(y1 —w),
m; -y, =ks (y3—y2) +b- (3 —y2) — ko (y2—y1) ,
ms -3 =F() —k3* (y3 —y2) = b (3 —y2) ,

. ) (7.51)
m; O 0 V1 0 0 0 V1 ks +k; -k, 0 V1
[0 m; 0]'92'*'0 b —b]'}"2+ -k, Kk +Kk; —ksl'[YZ]
0 0 mgl lysl lo b bl [y 0 ks ksl Ly
0k
e
u
1 0

Vypoéitanim nasledujucej inverznej matice hmotnosti M~1, ktort vypogitame priamo z matice

hmotnosti systému M

-1
— 0 0
my
1
M~t=|[0 — 0 (7.52)
2
1
0o 0 —
ms |
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a prenasobenim povodného systému touto inverznou maticou systému M~1 z pravej strany, mozno

dospiet’ k tomuto systému zapisaného v maticovom tvare

TR 2
N Y P
V1 my F(t) o — —-——|[n k,  kp+k; ks 1
=0 o [V]-] me omeffy|-f -2 -2y, (7.53)
V3 1 4 b V3 M2 e M1 lys
— 0 0 —— — ks ks
m3 m; m; 0 —m— m—
L 3 3 B

Tento systém zapisany v maticovom tvare budeme najskor riesit’ a simulovat’ prostrednictvom

napisania nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc
clear
close all

F0=0.25;

f=5;

omega=2*pi*f;

ue=-0.01;

ml=0.5;

m2=1;

m3=0.5;

k1=0.1;

k2=0.15;

k3=0.05;

b=0.5;

B=[0 © 0;0 b -b;0 -b b];
K=[k1+k2 -k2 @;-k2 k2+k3 -k3;0@ -k3 k3];
Q=[9 k1;0 0;1 0],

%Pociatocné podmienky
Y=[0.1; 0.1; 0.05];
dy=[0;0;0];

tsim=200;

t=0;

dt=0.1;
n=round(tsim-t)/dt;

for i=1:n
X1(i,:)=[t Y' dY'];
F=F@*cos(omega*t + pi)+0.5;
u=-0.01*sin(omega*t);
ddY=Q*[F; u]-B*dY-K*Y;
dY=dY+dt*ddY;
Y=Y+dt*dY;
t=t+dt;

end

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X1(:,1),X1(:,2:4), " 'LineWidth",2)
xlabel('t")

ylabel( 'Vychylky y1 y2 y3")
legend('y1','y2',"'y3")
title('Vychylky")

grid on
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subplot(2,1,2)
plot(X1(:,1),X1(:,5:7), " 'LineWidth",2)
xlabel('t")

ylabel('Rychlosti dyl dy2 dy3")
legend('dyl','dy2', 'dy3")
title('Rychlosti')

grid on

Riesenie odozvy systému rieSeného pouzitim predchadzajiceho skriptu, je znazornené v podobe

vypocitanych vychyliek a rychlosti na nasledujtcich grafoch, pozri Obr. 7.15.

Vychylky
T

@
<}

Vychylky y1y2 y3
a4 e N
o (6.} [=} (&)

L

o

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Rychlosti
T

dy1
dy2 [
dy3

: / N/ NN

Rychlosti dy1 dy2 dy3

I I I
100 120 140 160 180 200
t

Obr. 7.15. Riesenie odozvy systému troch kmitajiicich hmot

Dalej budeme uvazovany systém riesit’ formou blokovej schémy v Simulinku. Predtym, nez
vytvorime blokovia schému, niajdime stavovy opis tohto systému volbou systému fazovych
premennych a porovnajme riesenie v Simulinku vypo¢tom pomocou metédy postupnej integracie s
rieSenim systému zapisaného v stavovom opise. Pri tvorbe blokovej schémy budeme vychadzat

z povodného matematického modelu, ktory sme zapisali do tohto simulinkovského tvaru

7 — 1 . . — — . —

Y1—m_1 [ky - (y2 —y1) — ki - (v — W],
1

5}2=m_2'[k3'(Y3—Y2)+b'($’3—5’2)—k2'(Yz—Y1)]: (7.54)
1

§3=—"[F() = k3 (y3—y2) —b- (3 —y2)] .
mg

Pre odvodenie stavového opisu systému, ktory je definovany predchadzajucim systémom

diferencialnych rovnic, za¢neme s touto vol'bou fazovych stavovych premennych podla ( 7.55).
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X1 =VY1,
X =y1 =X =Xq ,
X3 =Y2,
X4 =Y2 = X4 =X3 ,
X5 =Y¥3,

X6=Y3:>X6=X5 .

Potom stavové rovnice systému nadobudnu tento tvar

).(1=X2 ,

1
5(2=5’1=m_'[kz'(xs—xl)—kl'(x1—u)] )

1

1

mj

1

X3 = X4 ,
X4 =2
X5 = Xg ,
X6 =3

=—[F(t) — k3 (x5 —x3) = b (x¢ —X4)] ,

ms

(7.55)

(7.56)

—[k3-(Xs —%X3) + b (xg —x4) — k3 (X3 —x9)] ,

prepisanim tychto stavovych rovnic do maticového tvaru, mozno dospiet k tejto prvej rovnici dynamiky,

ktora obsahuje matice A a B.

X2
X3
X4
X5
Xe

S O O O O e

%(t) = A-x(t) + B-u(®)

0 0 0 0 1
Kk
— 0 0 0
my
0 1 0 0
k, + k; b ks b
m; m; m; m;
0 0 0 1
ks b ks b
mg mg3 mg3 mg3

X1
X2
X3

X4

X5

r 1
wBlb—‘OOO o O

o oooglfo
iy

] (7.57)

Tuto predchadzajicu sastavu diferencialnych rovnic 1. radu doplnime o vystupni rovnicu,

ktora bude obsahovat’ matice C a D stavového opisu. Pri tvorbe tejto rovnice budeme predpokladat’, ze

vystupny vektor y(t) ma identicky tvar so stavovym vektorom x(t), potom musi platit’, ze
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y(t) =C-x(t) + D-u(t) ,

X197 1 0 0 0 0 07 X171 [0 O

X2 01 0 0 0 0] [%X2] |0 O (7.58)
=X:«;zoo1100_X3+00_[F(t)]
Y=o 0 0 1 0 ol [x]|T]o of luw]"

xs] 10 0 0 0 1 oflxs| o 0

xel Looo 0o 0 0 1dkxd Lo o

Systém budeme riesit’ nasledujucou blokovou schémou v Simulinku podl'a Obr. 7.16, v ktorej
porovname dve rieSenia. Prvé rieSenie ziskame metodou postupnej integracie s vyuZzitim subsystémov

a druhé rieSenie ziskame vypoctom prostrednictvom bloku State-Space.

Diferenciélne rovnice
Zlozkové rovnice

2
. . @
@
u(t) k
Fk1

Amp=u0
DRI Freq=omega
@ 2
@
:
k2
DR2
@ )

F()

F(t)=F0*cos(omega‘t+pi)

Y1

v

7

B

Integréciou

&)
v

E]

a3

AL

K3

_n
©g >
-]
]
&5 1
G 3

E]

r

Obr. 7.16. Blokova schéma pre rieSenie odozvy systému troch kmitajucich hmot

Ako si mozno vSimnut, tak pri tvorbe blokovej schémy bol na sprehl'adnenie tejto schémy
pouzity princip tzv. bezkontaktného prenosu signalov medzi blokmi simulinkovskej schémy. Tento
bezkontaktny prenos signalov mozno uskutocnit’ a zadefinovat’ pre prenos medzi l'ubovolnymi signalmi
v kazdej blokovej schéme. Na realizovanie bezkontaktného prenosu signalov (t. j. prenosu bez pouzitia
wires — kablov) pouzivame bloky From a Goto, ktoré su zahrnuté v kniznici Signal Routing.

Blok Goto sluzi na zadefinovanie unikatnej systémovej premennej v Simulinku, ktora musi
mat jedine¢ny nazov (tzv. Goto Tag), zadefinovany v dialdgovom okne parametrov tohto bloku, pozri

Obr. 7.17.
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[%a] Block Parameters: Goto7 X
Goto
Send signals to From blocks that have the specified tag. If tag visibility is

'scoped', then a Goto Tag Visibility block must be used to define the visibility
of the tag. The block icon displays the selected tag name (local tags are
[A] enclosed in brackets, [], and scoped tag names are enclosed in braces, {}).
Parameters
Goto7 Goto tag: A Rename All... Tag visibility: |local v
Corresponding blocks: refresh

Icon display: Tag @

I Cancel Help Apply

Obr. 7.17. Parametre bloku Goto

Pri definovani novej unikatnej premennej v tomto bloku Gote mozno navyse zvolit’ sposob
viditelnost' (Tag Visibility) tejto premennej vramci projektu daného blokového diagramu. Vo
vSeobecnosti mdzeme volit’ z troch moznych parametrov, ktorymi st Local, Scope a Global. Parameter
Local umoznuje nastavit’ viditeInost’ signalu len v ramci jedného okna blokového diagramu, v ktorom
bola tato premenna definovand, zatial ¢o parameter Global dovoluje nacitavat’ prenasané signaly
prakticky vo vSetkych bodoch blokovej schémy, a to aj v takom pripade, Ze su tieto signaly vyvolavané
v ramci blokov subsystémov.

Pripometime, Ze premenné, ktoré su prenasané takymto bezkontaktnym spésobom, mozno
nacitavat’ v 'ubovol'nom mieste blokového diagramu, ato jednoducho pouzitim inverzného bloku

From. V dialégovom okne parametrov tohto bloku, ktoré je zndzornené na d’alSom Obr. 7.18, sa

zobrazia aktualne zadefinované premenené, z ktory mozno volit’ pozadovany Goto Tag na nacitanie.

Block Parameters: From X
From

Receive signals from the Goto block with the specified tag. If the tag is
defined as 'scoped' in the Goto block, then a Goto Tag Visibility block must
[A] > be used to define the visibility of the tag. After 'Update Diagram’, the

block icon displays the selected tag name (local tags are enclosed in
brackets, [], and scoped tag names are enclosed in braces, {}).

From Parameters

Goto tag: ‘A V‘ Update Tags

Goto source: none

Icon display: Tag o

? ] Cancel Help Apply

Obr. 7.18. Parametre bloku From

Poznamenajme, ze v blokovej schéme na Obr. 7.16 boli Casti tejto blokovej schémy
zjednodusené a zahrnuté do logickych prvkov subsystémovych blokov, aby sa dand schéma este viac
sprehl’adnila a stala jasne CitateI'nou. Tieto subsystémy predstavuji definicie diferencialnych rovnic
sustavy systému, ktorymi st DR1, DR2 a DR3. Tvary blokovych diagramov, ktoré definuju schémy

jednotlivych diferencidlnych rovnic su znazornené na d’alsich Obr. 7.19 (a), (b) a (c).
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@&

Fk2
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Fk1

@

Fk3
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(b)

dy3
F(t)

Fk3
> =
(©

Obr. 7.19. Bloky subsystémov, (a) DR1, (b) DR2 a (c) DR3

Dalsie $tyri subsystémové bloky Fyq, Fiz, Fi3 a F, boli pouzité na zadefinovanie zlozkovych
rovnic daného diferencialneho systému. Priklad jedného z tychto blokov Fi4, ktoré maji v skutoénosti

podobny tvar blokovej schémy, je znazorneny na Obr. 7.20.

Fk1

Obr. 7.20. Subsystem F;

Na dalSom Obr. 7.21 je zobrazena Cast’ blokovej schémy, ktorad riesi systém definovany

Vv stavovom opise.

<
A 2 4

F
v2
¥3

i |_> S§s

G
|

Obr. 7.21. Rie$enie odozvy systému v stavovom opise
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Pre naclitanie vstupnych parametrov do lokdlneho WorkSpace modelu, bola pouzita
nasledujica Cast’ skriptu napisaného v Matlabe. Tento skript bol zadefinovany priamo v Model
exploreri daného blokového diagramu. Ako budenie systému predpokladajme silu F(t), ktora je
definovana funkciou F(t) = 100 - cos(w -t + m), kde w = 2m-f a f = 5 Hz. Kinematické budenie

systému je definované funkciou u(t) = —0.01 - sin(w - t).
%Vstupné parametre

FO=100;

f=5;
omega=2*pi*f;
phase=pi + pi/2;
ue=-0.01;
ml=0.5;

m2=1;

m3=0.5;
k1=1000;
k2=2000;
k3=1500;
b=10;

%Stavovy opis systému

A=[0 1 0 @ 0 O;
-(k1+k2)/m1 © k2/m1 © © 9;
00010 0;
k2/m2 @ -(k2+k3)/m2 -b/m2 k3/m2 b/m2;
00000 1;
0 0 k3/m3 b/m3 -k3/m3 -b/m3];
B=[0 0;0 k1/ml1;0 0;0 0;0 0;1/m3 0];
C=eye(6);
D=zeros(6,2);

Pripomenime, Ze parametre systému je taktiez mozné nacitat’ priamo z Globalneho Workspace
Matlabu. RieSenie odozvy systému, ktora bola vypocCitand metédou postupnej integracie je

znazornené na Obr. 7.22. Identické rieSenie ziskame rieSenim systému pouzitim bloku State-Space.

‘
o5ty [

“ N | W H‘ W W HH' | Iw I l”“ l‘ ”u\ (AR AR AN R !i

‘ 4

\
.

‘\“”I‘ | “IMH H A \‘MH\ \\ A H\H\\MH\HMH
By R

0.2

¥3 dy3
T T T T i T T T

‘ T T 5|

02f

]IHL\HHH‘HIMHMJ, \ quMM 'n U I A A A AT A AR AR AR
R (I

it + it - . - :
o z 7 . 8 10 12 W 15 18 20 0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
Time Time

Obr. 7.22. Priebehy posunuti a rychlosti systému troch kmitajici hmot s harmonickym budenim sily F(t)
a kinematickym budenim zakladu u(t)
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Priklad €. 7.5.

Urcite stavovy opis systému jednoduchého elektrického RLC obvodu, ktory pozostiva z
jedného rezistora R = 100 (), kondenziatora znamej kapacity C = 200 pF ajednej cievky s
indukénostou L = 300 mH, pozri Obr. 7.23. Rieste odozvu tohto elektrického systému simulaciou

pomocou blokovej schémy v Simulinku, ak vieme, Ze vstupné napétie u,

a) sav prvom pripade meni skokovou zmenou na hodnotu u, = 12V a

b) vdruhom pripade je definované pulznym periodickym signalom s amplitidou
u, = 12V a frekvenciou f = 0.2 Hz.

Obr. 7.23. Elektricky RLC obvod

RieSenie:

Matematicky model tohto RLC obvoedu za¢neme tvorit’ napisanim tychto zlozkovych rovnic

. Ug — Uy
I = R ,
1
iin'f(uL_uc)'dtt (7.59)
) d du,
IC:C'&(UC_O)zc'E’

ktoré platia pre jednotlivé elektrické prady pretekajlicimi komponentami toho elektrického obvodu.
Vyuzitim I. Kirchhoffovho zikona, ktory plati pre dva uzlové body elektrického systému podla

Obr. 7.23, mdzeme napisat’ ticto dve uzlové rovnice

(7.60)
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Dosad'me vyrazy zlozkovych rovnic do tychto uzlovych rovnic, potom dostivame sustavu

dvoch diferencialnych rovnic v tomto tvare

U —up 1
R L

' J(uL - uc)dt'
(7.61)

1 du,
I-f(uL—uc)-dt=C-E.

Kombinaciou predchadzajucich dvoch rovnic vjednu diferencidlnu rovnicu, dostdvame

diferencialnu rovnicu, v ktorej sa vyskytuju viaceré nezname veliciny

u, —u, du,
=C-—. .
R it (7.62)

Tuto diferencialnu rovnicou mézeme d’alSimi matematickymi upravami previest’ na rovnicu

jednej nezname;j. Postupnymi matematickymi upravami dostavame rovnicu pre napétie uy,

1
iL:E'f(uL—uc)'dt,

=L —=L-—=1LC- = 7.63
tL e dt dt dez (7.63)
d?u,
up, = LC TS + uc

Dosadenim odvodeného vyrazu, ktory plati pre wu; apostupnym vykonanim dalSich
matematickych operacii, mozno dospiet k vyslednému tomuto matematickému modelu jednej

nezavislej premennej u,

u, —u, c du,
R dt’
d?u
u, — |LC _dt26+uC _duc (7.64)
RC Codt
2u, du,
LC- dtz +RC.E+UC = U,
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Tato vysledna diferencidlna rovnica 2. radu

d?u, du,
LC-dt2+RC-E+uC=ua, (765)

ktorti sme odvodili popisuje vzt'ah medzi vystupnym napitim u, ktoré nameriame na kondenzatore
s kapacitou C a vstupnym napétim u,, ktoré je privedené na zdroj elektrického obvodu.

Preved’'me thto diferencialnu rovnicu na stavovy opis systému. Pre vytvorenie stavového opisu
systému budeme volit’ premenné vo forme fazovych stavovych premennych. Stavovy opis systému
zacneme tvorit’ Upravou predchddzajicej diferencidlnej rovnice 2. radu do tohto simulinkovského

tvaru

—u, . (7.66)

(7.67)

To znamena, Ze stavovy opis systému tohto RLC obvodu nadobudne tento vysledny tvar dvoch

stavovych rovnic 1. radu

).(1=X2 B
.1 R 1 (7.68)
XeZpcttaTp e T

Prepisme tuto stistavu dvoch rovnic do tohto maticového tvaru

X(t) = A-x(t) + B-u(t) ,
. 0 17 .. [0
=L g bef2

7.69
' [ua] ’ ( )

ktory doplnime o linearny systém vystupnej rovnice. Pripomeiime, Ze tvar matic C a D vystupnej

rovnice zavisi od tvaru navolenych premennych vo vystupnom vektore y(t).
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Potom napr. pre rdzne Styri zvolené pripady vystupnych vektorov yq, Vo2, ¥3 a y4, mdzeme

dospiet’ k tymto tvarom vystupnych rovnic, ktoré boli zapisané v maticovom tvare pomocou stavovych

maticCaD

y(t) =C-x(t) + D-u(t),

yo=lu =11 0[] +10]-[u]
o= =18 OB ) .
l.lc 1 0 Xy 0
= |Uc]| = . . al,
2 N O L
Uc 1 0 0
y4=[ ac ]=[o 1] ]+ 0] uad .
Uc — Uy 1 0 -1

Vsimnime si, Ze matica D stavového opisu je prevazne nulovou maticou, ktora nadobuda tvar
na zaklade poctu vystupov a vstupov systému. Rovnako si mézeme vSimnut, Ze ak uvazujeme na vstupe
inu premennd, ktora nie je premennou zadefinovanou v stavovom opise napr. vstupné napitie u,, potom
matica D straca tvar nulovej matice.

Ak si teraz pre nas systém RLC obvodu zvolime druhy pripad vystupného vektora y,, potom

vSetky matice stavového opisu tohto systému nadobudnu tento tvar

0 1 0
1 Rl B=|1] c=[* 9 p=[9. .
_— ——] [E] [0 1] [o] (7.71)

Vypocet rieSenia simulacie odvodeného matematického modelu RLC elektrického obvodu
vykoname dvoma spOsobmi v nasledujiicej namodelovanej blokovej schéme v Simulinku, ktora je
znazornena na Obr. 7.24.

Ako si mozno v§imnut’, tak v tejto schéme st paralelne zadefinované dva identické matematické
modely systémov. Prvym z matematickych modelov je model, ktory predstavuje blokovy diagram
zostaveny zo zakladného matematického modelu systému. Tento budeme riesit metddu postupnej
integracie. Druhym matematickym modelom bude model zadefinovany prostrednictvom matic
stavového opisu A, B, C, a D, ktor¢ho odozvu vyrieSime pouzitim bloku stavového opisu systému —
State-Space. Pripomenime, ze z dovodu porovnania rieSenia v oboch pripadoch, je nutné zabezpecit’
identické vstupné budiace signaly napdtia u,. Budiaci signal tohto napitia u, je preto vytvoreny na

jednom mieste blokovej schémy, a z tohto miesta d’alej prenasany bezkontaktnym sposobom.
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ua
Initial Value=0
Final Value=ua
Step Time=0
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Obr. 7.24. Blokova schéma na rieSenie odozvy RLC obvodu

Stavovy opis

Riesenie simulacie pre periodicky opakujici sa signal vstupného napétia je zobrazené na
nasledujucom Obr. 7.25.

N[ N/ \/ [\ [ '\ N/ N/ \/
N\ \J \J \J \J \J \J \J NJ \J
AN ™ AN AN AN AN AN AN N, AN
J | | | | | | / | | N
s V/ ~ e s s~ V/ /-~ -

0 01 0z 03 04 05 06
Time

Obr. 7.25: Riesenie odozvy RLC obvodu na vstupny pulzny signal

Podobne ako v predchadzajucom priklade, tak aj vtomto pripade boli vstupné hodnoty

parametrov simulacie nacitané do Workspace Modelu prostrednictvom tohto skriptu Matlabu.

%Vstupné parametre %Stavovy opis systému
R=100; A=[0 1;-1/(L*C) -R/L];
C=200e-6; B=[0;1/(L*C)];
L=300e-3; CC=eye(2);

ua=12; D=zeros(2,1);

f=10;
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Riesenie simulacie v pripade skokovej zmeny vstupného napétia u, je zobrazené na d’alSom

Obr. 7.26.

ua

uc

12

10)

T
N I

lsoo— f f f f f f f T T
400
ls0o|

l200f—

I

100f~

Obr. 7.26. Riesenie simulacie pre pripad skokovej zmeny napitia

Priklad ¢é. 7.6.

Rotujici disk so znAmym momentom zotrvacnosti k osi rotacie I, = 0.5 kg.m? rotuje pri
pOsobeni zatazujuceho krutiaceho momentu M = 0.25 N.m, pozri Obr. 7.27 (a). Disk je z jednej
strany fixovany k pevnému zakladu prostrednictvom torzného hriadela. Ak predpokladame, Ze dany

hriadel’ mozno modelovat ako kombinaciu torzného tlmica s konStantou tlmenia bq, =
0.5 N.m.s.rad™! a torznej pruziny s tuhostou ko =0.1N.m. rad™!, potom odvod’te matematicky

model, najdite stavovy opis systému a rieste odozvu tohto rotaéného systému v zmysle stavového opisu

simulaciou v skripte Matlabu.

M
7
' 7
( 50]¢ 7
/]
___ LN R /
® |0 /]
7
b ——
(a) (b)
Obr. 7.27. (a) Rotujuci disk, (b) ekvivalentny mechanicky model
RieSenie:

Mechanicky systém zobrazeny na Obr. 7.27 (b) uvolnime nakreslenim obrazca uvolnenia,

ktory mozno néjst’ na Obr. 7.28.
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Obr. 7.28. Uvol'nené teleso rotujuceho disku

Ak natoCenie rotatné¢ho disku opiSeme uhlovym natoenim ¢, potom mozno pre hmotu
reprezentovani momentom zotrvacnosti I, napisat’ tieto zlozkové rovnice, ktoré platia pre kratiace

momenty posobiace v torznej pruzine a torznom tlmici

Mk(P=k(p'((p—0)=k(P'(p,

. . (7.72)
Mpp =bg (@ —0)=by ¢ .

Potom aplikovanim II. Newtonovho zakona mozZno odvodit’ tento matematicky model

I+$=M— Mgy — My,
['o=M—-ky-0—by ¢, (7.73)
I"§+by-¢+ky-9=M,

ktory prepiSeme do simulinkovského tvaru ako

L1 .
(p=T-[M—b(p-(p—k(p-(p]. (7.74)

Preved'me tato diferencidlnu rovnicu 2. radu na stavovy opis systému volbou tychto

stavovych fazovych premennych

X1=9,
(7.75)
X2=(p=>X2=X1.
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Potom pre stavovy opis systému rotujuceho disku budu platit’ tieto stavového rovnice

X1 =Xz ,
>'<z=%-M—bT"’-x2—kT"’-X1, (7.76)
ktoré prepiSeme do tohto maticového tvaru
() =A-x() +B-u(v) ,
[j(‘;] - [‘%T(P ‘tT(p] )+ ? o (7.77)

za Uu¢elom najdenia matic A a B stavového opisu. Tuto ststavu dvoch diferencialnych rovnic 1. radu
v stavovom opise doplnime o d’al$iu rovnicu vystupu y = C - x + D - u. Predpokladajme opét’ viaceré

mozné pripady pre vystupné tvary vektorov yy, ¥2,y3. Pre tieto vektory vystupna rovnica nadobuda tvary

y() =C-x(t) + D-u(t) ,

yi=[e]=[1 0] ;(Z +[0]-[M],

y2 = [ﬁ] - [(1) (1) ' 2 + [8] -[M], (7.78)
P 1 0 Xy 0

Y3=[¢]=0 1]-X2+0.[M]_
M 0o ol 7 1

Ak si z tychto troch vystupnych vektorov yq,y2,y3 zvolime napr. druhy pripad vystupného

vektora y,, potom pre skimany systém rotacného charakteru budu platit’ tieto matice stavového opisu

0o 1 0
_Ke _b_@]' =H» c=[5 3 o=[3]- (7.79)
I

Odozvu systému pre systém definovany v stavovom opise predchadzajucimi maticami A, B, C
a D, budeme riesit’ metodou postupnej integracie systému v stavovom opise pomocou nasledujuceho
skriptu v Matlabe. Simuldciu v tomto skripte budeme simulovat’ pre simulaény ¢as tg, = 200s

s ¢asovym krokom dt = 0.01 s.
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Na grafoch zobrazime odozvu systému v podobe uhlového natoCenia ¢p a uhlovej rychlosti @,
ktorou skiimany rotujuci disk rotuje.
clc
clear

close all

%Vstupné parametre systému

1
OO0 0O0
= U N

5;

“ ee e

WEIJ'HZ

)
%Stavovy opis systému

A=[0 1;-k/I -b/I];
B=[0;1/1];
C=eye(2);
D=zeros(2,1);

%Vektor pociatocnych hodndt
X=[0; 0.1];

%Cas simulacie

t=0;

tsim=200;

dt=0.1;
n=round(tsim-t)/dt;

for i=1:n
X1(i,:)=[t X'1;
dX=A*X+B*M;
X=X+dt*dX;
t=t+dt;

end

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(X1(:,1),X1(:,2), LineWidth',2)
xlabel('t")

ylabel('Natocenie")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(X1(:,1),X1(:,3),'r", 'LineWidth",2)
xlabel('t")

ylabel('Uhlova rychlost')

grid on

%RieSenie vypocitané prikazom step
sys=ss(A,B,C,D);
[y, t]=step(M*sys,[@:dt:tsim]);

figure(2)

subplot(2,1,1)
plot(t,y(:,1), 'LineWidth',2)
xlabel('t")
ylabel('Natocenie")

grid on

subplot(2,1,2)
plot(t,y(:,2),'r", 'LineWidth"',2)
xlabel('t")

ylabel('Uhlovd rychlost")

grid on
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RieSenie odozvy, ktoré bolo vypocitané tymto skriptom v Matlabe, je zndzornené na

nasledujicom Obr. 7.29.

Natocenie

I I I I I I I .
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Uhlova rychlost

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
t

Obr. 7.30. Riesenie odozvy rotujiceho disku — natocenia ¢ [rad] a
uhlovej rychlosti w [rad.s™']

74 URCENIE  MATIC  STAVOVEHO  OPISU  ZMATIC
MATEMATICKEHO MODELU SYSTEMU

Predpokladajme vSeobecny systém diferencidlnych rovnic T'ubovolného dynamického
systému, ktory je opisany ststavou n diferencialnych rovnic 2. radu. Matematicky model takéhoto

systému, ktory odvodime v maticovom tvare mozno symbolicky zapisat’ touto rovnicou
M-y(t)+B-y(t) +K-y() =F(t) , (7.80)

kde M je diagonalna matica hmotnosti (n x n), B je Stvorcova matica timenia (n x n), K je $tvorcova
matica tuhosti (n x n), F(t) je stipcovy vektor vstupov (n x 1) a y(t) je stipcovy vektor vystupov
(nx1).

Potom matice stavového opisu systému A, B, C a D, ktoré sme sa do tohto momentu ur¢ovali
mechanickym spésobom, nie je vZdy nutné pocitat’ tymto ruénym sposobom, t. j. navolenim stavovych
fazovych premennych; tieto matice stavového opisu A, B, C a D m6zeme urcit’ automaticky priamo
z matic matematického modelu kazdého dynamického systému, ktory zapiSeme do maticového tvaru
prostrednictvom matice hmotnosti M, matice timenia B, matice tuhosti K. Tieto tri matice systému je
nutné doplnit’ o d’alSiu maticu, ktoru oznacime symbolom S. Tato matica S je odvodena z koeficientov,
ktoré sa nachadzaju pri vstupnych budiacich funkciach na prave;j strane diferencialnych rovnic.

Matica S je modifikovatelna matica, vo vSeobecnosti nadobudne vzdy formu dant poradim
vstupnych budiacich signalov, ktoré st zadefinované vo vstupnom vektore F(t). V tomto vektore F(t)

musia byt uvedené vsetky budiace signaly, usporiadané v 'ubovol'nom poradi; oznaéme tento kone¢ny
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pocet vstupnych signalov ako p. Potom rozmer matice S bude zavisiet’ prave od poctu tychto vstupnych
signalov p a takisto od poctu nezavislych vystupnych premennych zapisanych vo vektore y(t).

Z predchadzajiiceho vyplyva, ze matica S bude mat’ prave tol’ko stipcov, kol’ko méa dany systém
vstupnych budiacich funkcii, ktoré su definované vo vektore F(t) a prave tolko riadkov r, kolko je
neznamych veli¢in vo vystupnom vektore y(t). Poznamenajme, Ze pre takto zadefinovany vSeobecny
dynamicky systém, ktory nemusi byt zasadne systémom mechanického charakteru, ale aj systémom
z inej fyzikalnej podstaty, mdzeme potom matice stavového opisu A, B, C a D vypocitat’ priamo z matic
M, B, K a S. Ak teda predpokladame dynamicky systém stupnia n s p vstupnymi budiacimi funkciami

vektora F(t), potom maticu A stavového opisu mozno symbolicky zapisat’ a vypocitat’ pomocou tychto

prikazov Matlabu
0 .. 0 1 0
!0 -~ 0 0 -~ O
A_0...0 0o .. 1|’
-M"1xK —-M"1xB (7.81)
A = [zeros(n) eye(n); —inv(M) X K — inv(M) X D]
a podobne maticu B stavového opisu definovat’ a vypocitat’ tymito prikazmi
0 0
0 0
B=
0 .. 0o’
M™1xS (7.82)

B = [zeros(n, p); inv(M) X S] .

Matica C stavového opisu, ktorej tvar v skuto¢nosti zavisi na dodrzani identického poradia
premennych vystupného vektora y(t) (poradie tohto vektora je odvodené z poradia diferencialnych
rovnic zapisanych v maticovom tvare systému), nadobudne bud’ tvar jednotkovej matice — rozmeru
2 x n ak vystupny vektor je uvazovany v tvare vektora y; (t), resp. rozmeru n x n ak vystupny vektor

ma tvar y, (t), tzn. ze

1 .0
C= [ 0] ;o oyvi® =1 - ¥r V1 o ¥ )T=>C=eye(2xn),
0 o0 1 (7.83)

y,(=[V1 - ¥r]T = C=eye(n),

kde vo vektore y (t) sa najskor nachadzaju usporiadané premenné yyq, ya, ..., ¥y @ potom ich derivacie
V1, V2, ---, Vr. Rozmer poslednej matice D stavového opisu bude taktiez zavisiet' od tvaru vystupného

vektora y. Tato nulova matica D nadobudne rozmer 2n x p pre vektor yq, resp. n x p pre vektor y,, tzn.
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0 .. 0
D=]: -~ 0] ., yvi=l1 o« ¥yr V1 - YelT = D =zeros(2xn,p),
0 0 0 (7.84)

y,=[Y1 - Yr]T = D = zeros(n,p) .

Ak pozname matice syst¢ému M, K, B a S, potom mdzZeme na zéklade predchadzajtcich definicii

vypocitat’ matice stavového opisu A, B, C a D tymto vSeobecne platnym skriptom v Matlabe.

%Zadefinujeme tvar vektora vstupu F(t)
F=[F1;F2;...;ul;u2];

%Zadefinujeme matice systému M, K, D a S

K=[ 1;
D=[ 1;
S=[ 1;

M=diag([ prvky diagonalnej matice ]);
n=length(M); %vypocita stupen systému
p=size(F,1); %vypocitame alebo zadame pocet vstupov

%\Vypocet matic stavového opisu
A=[zeros(n) eye(n);-inv(M)*K -inv(M)*D];
eig(A)

B=[zeros(n, p);inv(M)*S];

C=eye(2*n);

D=zeros(2*n, p);

Priklad ¢é. 7.7.

Predpokladajme mechanicky systém zobrazeny na Obr. 7.31. Systém pozostava z dvoch
kmitajicich hmot my = 15 kg, m, = 30 kg, ktoré¢ st budené harmonickymi premenlivymi silami
F;(t) = Fip-cos(wq-t), Fy(t) =Fyp-cos(w, t), kde F;9 =100N,f; = 5HzF,; = 200N,
f, = 6 Hz. V spodnej Casti tohto mechanického systému je hmota m,, ktora je budena premenlivym
kinematickym posunutim u(t). Tato budiaca funkcia kopiruje reliéf vozovky a definovana sinusovou

funkciou u(t) = uy - sin(w;z - t), kde ug = 0.05 m, f; = 1 Hz.

T F.(t)=F,.cos(ot)
m L LY®

K, b,
T -|-F2(t)=F20cos(o>2t)
m | LY0

u(t)=u,sin(w,t)

Obr. 7.31. Mechanicky systém dvoch kmitajucich hmot
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Ak  predpokladame, e daldie parametre systému si by = 100 N.s.m™!,
b, = 150 N.s.m 1, k; = 3500 N.m 1, k, = 4500 N.m™1, odvod'te stavovy opis tohto systému

a najdite jeho odozvu simulaciou blokovej schémy v Simulinku.
Riesenie:

Predtym, nez za¢neme s tvorbou matematického modelu systému, si jednotlivé hmoty tohto

systému uvolnime nakreslenim obrazca uvolnenia, pozri Obr. 7.32.

T F.(t)
Ty

m1
le l F.,

Obr. 7.32. Uvolnené telesd mechanického systému

Dalej napiSeme tieto zlozkové rovnice systému, ktoré predstavujt sily v pruZinach a timi¢och

Fri = ki (y1 —y2),
Fp1 =by - (5’1 _}"2);

(7.85)

Fro =Kz - (y2 —u(®),

Fpz = bz (2 — u(®)).

Aplikovanim II. Newtonovho zikona pre hmotu m; musi platit’, Ze
my Y1 =F1(t) — Fxs — Fp1, o (7.86)
my §; =F1(0) =Ky - (y1 —y2) =by - (71 — ¥2)
a pre hmotu m; dosadenim zlozkovych rovnic do systému dostavame, ze

my - §; = F2(t) + Fiqg + Fp1 — Fio = Fi2 (87)

my -y, =F,(0) +ky - (y1 —y2) + by (71 —¥2) —ky - (y2 —w) — by - (y, — 0.
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Tzn., Ze matematicky model tvori tento systém dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu

my -y =F (0 -k (y1 —y2) —br -1 —¥2),

o . . . . (7.88)
my -y, =F,(0) + ki (y1—y2) +by- (31 —y2) k- (y2 —w) = by - (2 — W) ,
ktory upravime a zapiSeme do tohto vysledného simulinkovského tvaru
. 1 o
y1= m; [F1(©) — ki~ (y1 —y2) =by- (1 —¥2)] ,
(7.89)

1
V2 =m_2'[Fz(t)+k1'(Y1—YZ)+b1'(Yl—YZ)—kz'(YZ—u)—bz'(5’2—11)] :

N4jdime teraz matice stavového opisu A, B, C a D, metédou, ktori sme opisali na zaciatku
tejto kapitoly, t. j. vypoctom tychto matic priamo z matic systému M, K, B, a matice S, ktora prislucha
vstupnému vektoru F(t). Predtym, nez pristapime k vypoctu tychto matic, je nutné si stanovit’ tvary
vstupného a vystupného vektora. Pre nas pripad budeme predpokladat’, ze vstupny vektor F(t)

a vystupny vektor y(t) maju tieto tvary usporiadanych premennych

F1 (D V1
FT(t) = 112(%) a yT= i',j . (7.90)
u(t) V2

Poznamenajme, ze vystupny vektor y(t), ktory sme si zvolili, nadobudne tvar, ktory za¢ina
poradim vychyliek y4, y, na zaklade definovaného poradia diferencialnych rovnic celej sustavy, ktory
je doplneny o derivacie tychto vychyliek v tom istom poradi. Tento tvar vystupného vektora suvisi so
zadefinovanim tvaru matic C a D vo vypoctovom skripte Matlabu. Pripometnime, ze matice C a D
mozeme urcit’ aj vlastnym spésobom, t. j. zadefinovanim vlastného tvaru vystupného vektora y(t), ak
vSak dodrzime tvar vystupného vektora y(t) podla ( 7.90 ), potom matice C a D nadobudnil presne
rovnaky tvar, ktory sa riadi kritériam zadefinovanymi podl'a ( 7.83 ) a ( 7.84).

Predtym, nez za¢neme tvorit maticovy tvar systému, upravime si povodny systém

diferencialnych rovnic usporiadanim vyrazov zndmych a neznamych veli¢in do tohto tvaru
my - §1 + Ky (y1 —y2) + by (1 —¥2) = F1(0)

my -y, =Ky (y1 —y2) = by (1 —y2) + Ky -y, + by -y, (7.91)
= Fz(t)+k2 'u(t)‘l'bz 'l:l(t)
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Po matematickej uprave mézeme systém prepisat’ do tohto maticového tvaru

M-y +B-y®+K-y®) =S-FO) ,

F, (D)
o 2 i _bﬁl bl_flbz] e _kl; kl_j-(lk 2] =18 ¢ kz 02 112((:)) AR
i)

Z predchadzajuceho maticového tvaru systému moézeme identifikovat’ tieto matice systému M,

K B,a$S

_ [my 0 _ bl ] [ '_kl ]
M_[O mz]’ B_[—b1 b1+b2 K= ki ky+kp)

7.93
s_[L 0 0 (73)
[0 1 1 b

ktoré teraz vyuZzijeme na napisanie simula¢ného skriptu v Matlabe. V tomto skripte Matlabu z tychto
zadefinovanych matic systému M, K, B, a S vypocitame matice stavového opisu A, B, C a D, pouzitim

vypoc¢tovych vzt'ahov, ktoré sme uviedli v ivode kapitoly 7.4.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
ml=15; m2=30;

k1=3500; k2=4500;

b1=100; b2=150;

%Budiace funkcie

F10=100; f1=5; omegal=2*pi*f1;
F20=200; f2=6; omega2=2*pi*f2;
ue=0.05; f3=10; omega3=2*pi*f3;

t=0:0.01:10; %Cas simulacie
F1=F10*cos (omegal*t);

F2=F20*cos (omega2*t);
u=ud*sin(omega3*t);
du=u@*omega3*cos(omega3d*t);
F=[F1;F2;u;du]; %vystupny vektor

%Definovanie linearnych charakteristik tlmenia a pruzenia
xk1l=[-1,0,1]; ykil=[-k1,0,k1];
xk2=[-1,0,1]; yk2=[-k2,0,k2];
xbl=[-1,0,1]; ybl=[-bl,0,bl1];
xb2=[-1,0,1]; yb2=[-b2,0,b2];

%Zadefinovanie matic systému M, B, K a S
M=diag([ml m2]);

n=length(M); %Stupen systému
p=size(F,1); %pocet vstupov systému

K=[k1l -k1;-k1 k1+k2];

B=[bl -bl;-bl bl+b2];
S=[1 0 @0 0;0 1 k2 b2];
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%Vypocet matic A, B, C a D stavového opisu

A=[zeros(n) eye(n); -inv(M)*K -inv(M)*B];
eig(A) %vypocet vlastnych hodnét matice A
BB=[zeros(n, p); inv(M)*S];

C=eye(2*n);

D=zeros(2*n, p);

%Zadefinovanie systému v stavovom opise

sys=ss(A,BB,C,D);
y=1sim(sys, F, t); %vypocet odozvy systému

%VypocCitanda odozva systému
figure(1)

subplot(2,2,1)

plot(t,y(:,1),"'-r', 'LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('yl")

subplot(2,2,2)

plot(t,y(:,2),'-b", 'LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('y2")

subplot(2,2,3)

plot(t,y(:,3),"'-r', LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('dy1")

subplot(2,2,4)

plot(t,y(:,4),'-b"', 'LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('dy2")

%Zobrazenie vstupnych budiacich funkcii systému
figure(2)

subplot(3,1,1)

plot(t,F1,'-b', "LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('F1(t)")

subplot(3,1,2)

plot(t,F2,"'-g', 'LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('F2(t)")

subplot(3,1,3)

plot(t,u,'-r', 'LineWidth',1.5)
grid on

xlabel('t")

ylabel('u(t)")
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Obr. 7.33. Riesenie odozvy vypocitanej skriptom Matlabu

Na Obr. 7.33 je zndzornené rieSenie odozvy systému predchadzajicim skriptom Matlabu.
Vytvorme teraz blokovii schému na rieSenie simuladcie daného systému. Predchddzajuci skript
vyuzijeme taktieZ pre nacitanie vstupnych parametrov, ktoré¢ zadefinujeme v pracovnom Workspace

modelu. Pri tvorbe blokovej schémy budeme vychadzat’ z tohto simulinkovského modelu systému

1
1= m_[Fl(t) — Fy1 — Fpal
1
(7.94)

1
2 = —[F2(t) + Fxq + Fyy — Frp — Fip] .
m;

<

<

Vstupné signaly Diferencialne rovnice Zlozkové sily

lI
iy
=S

F1

n n
N Xz

F2

DR1 Vystup integracia

Zlozkové sily

1
o ]
ki k1 2 [:]
| @ D
Fb Fb AT q

—

1 Rozdiel

. Stavovy opis systému

i=Ax+Bu
y=Cx+Du

?ﬁ
B

n du

Vystup SS

E H l l-"

Obr. 7.34. Blokova schéma simulacie systému dvoch kmitajacich hmot
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V blokovej schéme, ktora je znazornena na Obr. 7.34, boli pre zjednodusenie prenosu signalov
pouzité bloky Goto a From. V tychto blokoch bol nastaveny parameter Global, ktory zabezpecil
viditelnost’ premennych vo vsetkych pouzitych subsystémoch modelu. Tymito boli subsystémy
diferencialnych rovnic DR1 a DR2, ktorych blokové diagramy st znazornené na Obr. 7.35 a Obr. 7.36.

F1

D

dy1

y

Fk1

Fb1

Obr. 7.35. Subsystém DR1

Obr. 7.36. Subsystém DR2

Dalsie subsystémy, ktory sme vyuzili na zadefinovanie zlozkovych sil Fyq, Fiz, Fy1, Fyz, boli

realizované bezkontaktnym prenosom signalov simulovanych veli¢in yq, yo, dyy, dy,, pozri Obr. 7.37.

yk1 Fk1=k1(y1-y2) yk2
Fk2=k2(y2-u)
dy1
dy2
y1 v
Fk’b Fk’b 4

xb1

yo1 Fb1=b1(dy1-dy2) Fb2=b2(dy2-du)

Obr. 7.37. Subsystémy zlozkovych sil — ulozené v subsystéme zlozkové sily
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Kazdy subsystém zlozkovej sily, ktory bol pouZity v blokovej schéme ma identicky tvar
blokového diagramu. V tychto subsystémoch sme namiesto zosilfiovacieho bloku Gain pouzili
aproxima¢ny blok pod nazvom Lookup Table Dynamic, ktory je zaCleneny do kniznice Lookup

Tables. Parametre tohto bloku Lookup Table Dynamic st znidzornené na Obr. 7.38.

Block Parameters: Lookup Table Dynamic x
Lookup Table Dynamic (mask) (link)
Approximate a one-dimensional function using a selected lookup method.
) X Main  Signal Attributes
Lookup Method: |Interpolation-Use End Values A
) xdat Y > Interpolation-Extrapolation
Interpolation-Use End Values
) ydat Use Input Nearest
Use Input Below
Lookup Use Input Above
Table
Dynamic
J Cancel Help Apply

Obr. 7.38. Parametre bloku Lookup Table Dynamic

Tymto blokom Lookup Table Dynamic moZno aproximovat funkciu jednej premennej
y = f(x) na zéklade zvolenej metody aproximacie, ktora moze byt typu Interpolation-Extrapolation,
Interpolation-Use End Values, Use Input Nearest, Use Input Below alebo Use Input Above; pre
blizsie informécie, pozri Help Matlabu. V naSom pripade tato funkciu vyuzijeme na vypocet funkcii
zlozkovych sil Fy alebo F,, ktoré su definované ako su€in vstupnej vychylky y resp. rychlosti y
a sucinitel’a tuhosti k resp. timenia b. Teda plati, ze F, = k(y) -y aF, = b(y) ' y.

Parametre tuhosti K(y) resp. tlmenia b(y) sa pre odpovedajuce vychylky y resp. rychlosti y

odcitaju priamo z grafu aproximovanej krivky definovanej pre mnozinu dat Xga¢ @ Yqag, pozri Obr. 7.39.

Yea —> k=F(x), b=f(x) '

K,bf-————-—

|
‘{\ linearna funkcia
k=f(x), b=f(x)

!
!
: >
-1 0 1 Xgar—» X, X

nelinearna funkcia
k=f(x), b=f(x)

Obr. 7.39. Aproximacia funkcie v bloku Lookup table

Vyhodou pouzitia takéhoto bloku Lookup Table Dynamic na vypocet zlozkovych sil oproti
bloku Gain je v tom, Ze takyto matematicky model je v buducnosti pripraveny na rieSenie systému

nielen linearneho charakteru; ked’ pruziny a timi¢e vykazuj charakteristiky jednoduchych linearnych
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funkcii, ale aj na rieSenic nelinearneho systému; ked mnoZina dat Xg,¢aYqar definuje body
nelinearnej krivky, ktora v kone¢nom dosledku meni charakter linearneho modelu systému na model
nelinedrneho charakteru. Inak povedané, v tomto pripade uvazujeme nelinearne charakteristiky pruzin

a tlmicov.

C%DI*
5

@

y2

€D

xk

v

vk

Obr. 7.40. Blokovy diagram subsystému zlozkovych sil s vyuzitim bloku Lookup Table Dynamic

Subsystém na vypocet zlozkovych sil, ktory je rovnaky vo vSetkych pripadoch s pouzitim bloku
Lookup Table Dynamic, je zndzorneny na nasledujucom Obr. 7.40. RieSenie simulacie systému
v podobe vychyliek arychlosti, ktor¢ bolo vypocitané metédou postupnej integracie rovnic
v simulinkovskom tvare na zaklade blokovej schémy Obr. 7.34, je znazornené na nasledujucom

Obr. 7.41.

v1 =

A A A AW

y2
002 I | I I [ [ -

BT T T T T T Y T Y AT Y T Y T N v
DU TR A A A A A A A A A A e

oyt

A

Y

AT TN nhvn et nnﬂnﬁvfmﬂ TR TR RTR TN N
U UVUVVV U UVVU Uu Ul V VVV U UVVUVVV U VUVVV U VVVU U UVVVVVV U VUVUVUU U UVUVUU U h

=

| |
4 5 6 9 10
Time

Obr. 7.41. Riesenie simuléacie kmitajiceho systému metoédou postupne;j integracie — vychylky [m] a rychlosti [m.s™]
K identickému tvaru rieSenia mozno dospiet’ simulovanim tohto systému v stavovom opise.

Blokova schéma pre rieSenie odozvy systému v stavovom opise s pouZzitim bloku State-Space je

znazornena na d’alSom Obr. 7.42.
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Stavovy opis systému

X = Ax+ Bu
u y=Cx+Du

L]

du Vystup SS

VVYVY

Obr. 7.42. Blokova schéma na simulécie systému v stavovom opise

Pripomenime, Ze pri pouziti bloku State-Space v tejto blokovej schéme modelu, bolo nutné pre
ziskanie spravneho rieSenia odozvy systému dodrzat’ spravne poradie vstupnych signalov, ktoré boli
privedené na vstup tohto bloku State-Space prostrednictvom bloku Mux. Poradie vstupnych signalov,
ktoré sme priviedli na vstupného terminaly bloku Mux, bolo dané zvolenym tvarom vstupného vektora
F(t) podla ( 7.90).

Na vystupnej strane bloku State-Space sa objavi vystupny vektor y(t), ktory predstavuje
skupinu signalov prenasanu v jednom vystupnom signaly y(t). Poradie vypocitanych veli¢in v tomto
vystupnom vektore y(t) bolo opét’ dopredu prednastavené a nadobudlo tvar podl'a ( 7.90 ). Na oddelenie
veli¢in vo vystupnom signaly sme pouzili inverzny blok Demux.

Potom rieSenie simulacie systému, ktory bol definovany takymto spésobom v stavovom opise
a simulovany prostrednictvom bloku State-Space blokovou schémou podl'a Obr. 7.42, je znazornené
na d’alSom Obr. 7.43. Ako si mozno vSimnut, tak toto vypocitané rieSenie je identické s rieSenim
systému zobrazenym na Obr. 7.41, ktoré sme ziskali simulaciou blokovej schémy metodou postupne;j

integracie matematického modelu systému.

0.02f T -

°

o o

——
|

e I 1 [ [ I 1 [ i I —

Time

Obr. 7.43. Riesenie simulécie systému v stavovom opise — vychylky [m] a rychlosti [m.s™]
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Priklad ¢é. 7.8.

Rotaény systém sdvomi hmotami na Obr. 7.44, ktoré maji momenty zotrvaénosti
I; =2kg.m? I,=3kg.m? su prepojené torznym tlmiCom s konstantou tlmenia
b, =0.2N.m.s. rad™1 a torznou pruzinou s tuhostou ky =2.5N.m. rad~!. Na jednotlivé hmoty
po oboch stranach po6sobi pulzny kratiaci moment srovnakou frekvenciou kmitania f =5 Hz
a opacného smeru s amplitidou M; = 10 N.m a M, = —10 N. m. Odvod’te matematicky model tohto

systému a rieste jeho odozvu simulaciou prostrednictvom blokovej schémy v Simulinku.

M, M,

Obr. 7.44. Rotacny systém s dvomi hmotami

RieSenie:

Predtym, nez zacneme tvorit matematicky model systému, si jednotlivé hmoty rotacného

systému uvolnime podla Obr. 7.45.

ko

AN N\

Obr. 7.45. Uvol'nené hmoty rota¢ného systému

Napiseme zlozkové rovnice systému pre krutiace momenty s uvazovanim, ze (1 > @5

Mk(p =k<p((P1_(P2) ) (7.95)
Mpe = beo(@1 — ¢2). '
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Aplikovanim I1. Newtonovho zakona pre hmotu I;, musi platit, ze

I1° @1 =My (t) = Mgy — Mpy

. ) ) (7.96)
1 * @1 =Mi(D) — kg (@1 — @2) — by (@1 — ¢2)
a pre hmotu I, musi platit’, Ze
- @ = Ma(t) + K - (@1 — @2) + by " (@1 — @2) - .
To znamena, Ze dostavame tento systém dvoch diferencialnych rovnic 2. radu
[ @1 = M1(D) — kg - (@1 — @2) —bg - (@1 — @2) , (7.98)
I+ @y = Ma(t) + kg - (@1 — @2) + by - (@1 — @2) '
ktory prepiSeme do tohto maticového tvaru
M-y(t) +B-y() +K-y(t) =S-F(O) ,
(7.99)

L i e Y sl B b B WA

Napokon pre rieSenie simulacie systému blokovou schémou vyuzijeme tento simulinkovsky

tvar sustavy diferencidlnych rovnic

1
¢ = H[M1(t) — k¢ (@1 —@2) — by (¢ — (pz)] )

1 (7.100)
O, = E[Mz(t) + ko (@1 —@2) + by (¢ — ¢’2)] )
ktory zapisany v maticovom tvare predstavuje tento matematicky model
MO) [be Do ko Ko
@1] Iy Iy Iy ¢’1] Iy Ii | [
.= - = . . 7.101
b2 =0 7| By b [lorl 7| Ko kg |l (7100)
I LI L I
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Systém budeme simulovat’ v Simulinku nasledujtiicou blokovou schémou, ktora je znazornena
na Obr. 7.46. Na sprehladnenie blokovej schémy boli vyuzité rdzne typy subsystémov a takisto
bezkontaktny prenos signalov medzi blokmi From a Goto. Vidite'nost’ premennych v tychto blokoch

bola nastavena na Global.

Diferencialne rovnice systému Zlozkové rovnice momentov

B
@—>
o)

Vystupné signaly

=
Vstupné budiace signaly .T’
B —

M1 Signal
Generator

0 - ()

M2 Signal
Generator

Vstupy

Obr. 7.46. Blokova schéma — rotaéného systému s dvomi hmotami

Subsystémy diferencialnych rovnic pre hmoty 14 a I, su znazornené na nasledujicich Obr. 7.47

a Obr. 7.48.

@
M1(t) »> dFi1
Mk dFit Fi1 Fit
Mb
Obr. 7.47. Subsystém DR1
@ —
M2(t) »( dFi2
Mk dFi2 Fi2 Fi2

Mb

Obr. 7.48. Subsystém DR2
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Dalsie dva subsystémy My, a My, boli pouZité na zadefinovanie vnitornych kratiacich

momentov, ktoré posobia v torznom tlmici a pruzine. Tvar tychto subsystémov moézeme vidiet' na

d’al§ich Obr. 7.49 a Obr. 7.50.

Fi1 >+

i
g

Mkk
Fi2

Obr. 7.49. Subsystém My,

0 6

dFi1 Ea—

Mkb

Q
o|w LN
N

Obr. 7.50. Subsystém My,

Priebehy budiacich signalov krutiacich momentov My a M, boli podl'a zadania v blokovej
schéme na Obr. 7.51 generované vyuzitim bloku Signal generator. Tento blok sme uz pouzili vo
viacerych blokovych schémach. Pripomenime, Ze tento zdrojovy blok umoznuje generovat’ Styri typy
signalov, ktorymi s sine wave (harmonicky signal sinusovej funkcie), square (Stvorcovy signal),
sawtooth (pilovity signal) a random (signal nahorného charakteru). V nasom pripade boli v tomto

bloku nakonfigurované signaly typu square, ktorych priebehy mozno vidiet' na d’alSom Obr. 7.52.

0ooo
00 [M1]
1 [M1]

M1

@

M1 Sign
Generator

oooo M2]
M2
00 0 M2] M2

M2 Signal

Generator Vstupy

Obr. 7.51. Modelovanie vstupnych signalov krutiacich momentov
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Time

Obr. 7.52. Priebehy vygenerovanych vstupnych pulznych signalov kratiacich momentov

Riesenie odozvy systému v zmysle uhlovych natoceni @4, @5 a uhlovych rychlosti d¢4, de,

je znazornené na prislusnych grafoch podl'a Obr. 7.53.

Fil dFit
T T .

]

|

dFi2
T

Fi2
T

i /\\_ : VA /A ' |
SN O\ \ \//\ y \v/\\ /A\//\ \

(A VARV

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time LU

Obr. 7.53. Odozva rotaéného kmitajuceho systému — uhlové natocenia @4, @, [rad], uhlové rychlosti
dey, dg, [rad.s™"]
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75 VZTAH MEDZI STAVOVYM OPISOM A PRENOSOVOU
FUNKCIOU

V tejto podkapitole sa budeme zaoberat’ pripadom, ked’ diferencialna rovnica dynamického
systému obsahuje derivacie 1. a vys$Sich radov vstupnej funkcie u(t), ktoré s usporiadané na prave;j
strane tejto diferencialnej rovnice. Poznamenajme, Ze v tomto pripade premenné, ktoré predstavuji
pociatocné podmienky, nie st povazované za stavové premenné. Problém nastava pri transformacii
takejto diferencidlnej rovnice na stavovy opis systému. Otazkou je, ako zadefinovat stavové premenné
systému takym spdsobom, aby sa vSetky derivacie vstupnej funkcie u(t) zredukovali vo vystupne;j
stavovej rovnici systému y(t). Princip redukcie derivacii vstupnej funkcie u(t), vhodnou volbou
stavovych premennych si ukaZzeme na priklade mechanického systému, ktory je zobrazeny na

Obr. 7.54 (a). Poznamenajme, ze posunutia y(t) a u(t) st merané od rovnovaznej polohy hmoty m.

] y(t) u(t) y(t)
k F, F,
— MWW— m — A <+ m —>
b
O @ ©@ (@

(a) (b)

Obr. 7.54. (a) Mechanicky systém vozika, (b) uvolneny systém vozika

Matematicky model tohto systému ur¢ime pre uvolneny vozik podl'a Obr. 7.54 (b), aplikovanim

I1. Newtonovho zakona. Na zaklade tohto zakona dostavame tato diferencialnu rovnicu 2. radu
m-§j(t) = —F +F, = -k y(©) + b (u(®t) —y(t) , (7.102)

ktort prepiSeme do tohto simulinkovského tvaru rovnice
k b b

vt) = ——-y() ——-y(t —-u(t) . 7.103

J(O) = = —y(©) = — YO + — 4V (7.103)

Preved’me tento matematicky model na stavovy opis, vol'bou tychto stavovych premennych

X1=Y,

(7.104)
X2=y:>X2=X1 )
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ktoré transformuju systém opisu diferencialnej rovnice 2. radu na tieto dve stavové rovnice 1. radu

X1=X2 B

_ k b b (7.105)
X5 =—a-x1—a-x2 +a-u(t) .

Ako si mozno v§imnut, tak prava strana druhej rovnice obsahuje vyraz 1. derivacie vstupnej

premennej u(t). Pokasme sa tento ¢len z tejto stavovej diferencialnej rovnice eliminovat’, zavedenim

stavovych premennych v tomto tvare

X1=Y,

b ' b (7.106)
X2=y_a'u=>X2=X1_E'u .

Zamenou pdvodnych fazovych stavovych premennych ( 7.104 ) za nové stavové premenné
podl'a ( 7.106 ), mézeme postupnymi matematickymi operaciami docielit’ redukciu ¢lena derivacie

vstupnej premennej U v pdvodnej stavovej rovnici. A teda plati, Ze

b
X =X, +—-u(t) ,
1= %+ u(®)

S b k b | b . b .
Xz=Y(t)—a'u(t)=—E'Y(t)—E'Y(t)-l'a'u(t)—a-u(t) (7.107)
k b b k b b\?

= (et ) =g e () v

To znamena, ze dostavame stavovy opis systému upraveny do takého tvaru, v ktorom mame
systém len s jednym vstupom u(t), a to aj v takom pripade ak pévodna diferencidlna rovnica systému
na svojej pravej strane obsahovala derivaciu vstupného budiaceho signalu u(t). Odvodeny stavovy opis

systému s jednou budiacou funkciou systému u(t) prepiSme do tohto maticového tvaru

5 [u@. (7.108)

V pripade, Ze diferencidlne rovnice systému obsahuji vyrazy u(t), u(t), ii(t) atd’., potom vyber
stavovych premennych sa stdva komplikovanej$im. Avsak, existuju systematické metody pre vyber
stavovych premennych takych, ktoré dokazu tieto derivacie vstupnej premennej u(t) z matematického

modelu stavového opisu eliminovat. Princip si vysvetlime v nasledujtcej kapitole 7.6.
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7.6 STAVOVY OPIS DYNAMICKYCH SYSTEMOV PRE SYSTEMY S
DERIVACIOU VSTUPNEJ FUNKCIE

Predpokladajme pripad, ked’ vstupna funkcia u(t) predstavuje iba jednu vstupni budiacu
funkciu 'ubovol'ného dynamického systému, ktory je opisany diferencidlnu rovnicu systému n-tého
radu. Matematicky model takéhoto systému s jednou budiacou vstupnou funkciou u(t), ktory okrem
tejto budiacej funkcie obsahuje na pravej strane aj jej derivacie a(t), ..., u™ D (t), mozno definovat’

touto vSeobecnou formou

y®© +a; -y @O + -+ ang YO +an - y(©) (7.109)
=bg - u™(t) + by - u@ V() + -+ bp_; - u(t) + by - u(t),
kde aq, ..., a, su redlne koeficienty nezavislej premennej a by, ..., b, su redlne koeficienty budiacej
funkcie na pravej strane.
Poznamenajme, Ze pre aplikovanie nasledujucej metddy, ktord umoziuje transformovat systém
definovany v zmysle prenosovej funkcie G(S) na systém v stavovom opise, je dolezité dodrzat, aby
bol systém definovany vo vSeobecnom tvare identickym s tvarom predchadzajicej diferencialnej

rovnice ( 7.109 ) resp. identicky s touto odpovedajiicou prenosovou funkciou v tvare

Y(s) bg-s"+by-s"t 4+ +b,_;-s+by

G(s) = =
) U(s) sh+a;-s? 4. 4a, ;-s+a,

(7.110)

Princip metody transformécie systému opisaného diferencidlnou rovnicou resp. prenosovou
funkciou systému G(s) na stavovy opis systému si ukdZeme na priklade diferencidlnej rovnice
2. radu, v ktorej budeme predpokladat’ derivacie vstupnej funkcie u(t) po najvyssi stupeit 2. radu.

Vseobecny zapis takejto diferencidlnej rovnice 2. radu predpokladame v tomto tvare
() +a; - y(t) +ay - y(t) =bg-ii(t) + by -u(t) + by - u(t) , (7.111)
tejto diferencialnej rovnici odpoveda prenosova funkcia G(s) v tomto tvare

Y(S)_b0'52+b1's+b2

G(s) = =
) U(s) s?+a;-s+a,

(7.112)

Predchadzajicu racionalnu funkciu prenosovej funkcie G(s) rozdelime na dve prenosové

funkcie, zavedenim nového vyrazu Z(s).
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Tieto dve prenosové funkcie potom nadobudni1 tento tvar

L(s) _ 1 Y(s)

= =Dbys?+b b, . .
U(s) s?+a;s+ay,” Z(s) 08"+ DS+ Dby (7.113)

Dalej musi platit’, Ze vo vieobecnosti z predchadzajucich dvoch prenosovych funkcii, mozno
inverznou Laplaceovou transforméciou dospiet’ k sustave dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu,

ktoré nadobudaju tento tvar

i) +a;-z(t) +ay-z(t) =u(t),

(7.114)
bo * Z(t) + by - z(t) + by - z(t) = y(b©),

kde z(t) je nova zavedena premennd. Ak teraz zadefinujeme stavové premenné pre tito novi premennt

Z(t) tymto spésobom

Xy =27,
! (7.115)
X2=Z:X2=X1,

potom prvu diferencialnu rovnicu moézeme prepisat’ do tohto tvaru stavovej rovnice systému

() +a-z(t) +ay - z(t) = u(t) ,

(7.116)
Xz = _al 'XZ _az 'Xl +u(t)
a podobne druhu diferencidlnu rovnicu do tvaru tejto stavovej rovnice systému
bo - Z() + by - 2(t) + by - z() = y(©) ,
(7.117)

bo'(—al'XZ_az'X1+u(t))+b1'X2+b2'X1=y(t) .

Napokon d’al$imi matematickymi ipravami druhej diferencidlnej rovnice mozno dospiet

k vystupnej stavovej rovnici systému v tvare

by - Z(t) + by - z(t) + by - z() =y (V) , (7.118)

y(t) = (b, —az*bo) x4 + (by —ay *bo) X5 + b - u(®) . '
Kombinaciou prvej rovnice stavového opisu, ktora vyplyva priamo z volby stavovych
premennych podla ( 7.115 ) a druhej rovnice stavového opisu systému, ktory sme odvodili podla

(7.116 ), mézeme odvodit’ tento stavovy opis systému
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).(1=X2 ,

(7.119)
X =—a; Xy —az x+u(t),
ktory prepiSeme do maticového tvaru systému
| _[0 17 % 01.
[5(2] B [_az —31] [Xz] + [1] u . (7.120)

Tomuto systému diferencidlnych rovnic 1. radu prislucha tato vystupna rovnica stavového

opisu
y(©) = (b —az-bg) x4 + (by —ag - bg) x5 +bg-u(t) , (7.121)

ktoru taktiez prepiSeme do maticového tvaru

[y(®] = [b2 —az by by —a;-be]- [2] + [bo] *u(v) . (7.122)

To znamena, Ze pre nami uvazovany systém 2. radu dostavame tento vysledny tvar stavového

opisu systému v maticovom tvare

=15, R+,

. (7.123)
[y(®] = [b; —az by by —ay bl - [['] + [be] -u(®).

Dalej tento pripad zovieobecnime na systém n-tého radu, pre ktory budeme
predpokladat’ derivacie vstupnej funkcie u(t) az po jej n-ty stupei. To znamend, Ze systém bude

opisany touto diferencialnou rovnicou vo v§eobecnom v tvare

vy +a, y@ VO + - +ap_gyO) +ay -y

(7.124)
=bg - u™(®) + by - u@ D) + -+ bp_; -ut) + by - ult) ,
ktorému odpoveda tato prenosova funkcia G(s)
Y bg:s"+by-s" 1+ +b, ;- s+b
G(s) = 2) Do " H by n-1 57T o (7.125)

U(s)  st+a;-stl4..+a,_;-s+a,
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Pre tento systém mdzeme odvodit’ tento tvar stavového opisu zapisany v maticovom tvare.

Tento stavovy opis, ktory predstavuje opis systému n-tého radu,

spdsobom, ako sme to vykonali pre jednoduchy systém 2. radu.

- Xy T 0 1 0
X, 0 0 1

o 0 0 0

L Xp l—ap —dp-1 Tap-2

y= [bn _an'bO bn—l —dp-—1 'bO

Priklad ¢é. 7.9.

— Xl - _0_

1 Xn-1 0

“u(t) ,

—aql L Xy 1 L1
— Xl -

X2

b; —ay-bg] | ¢
Xn-1
| x, |

mozno odvodit’ podobnym

(7.126)

+by - u(t). (7.127)

Predpokladajme systém vozika so zanedbatelnou hmotnostou, ktory je zobrazeny na

Obr.

7.55 (a). Na tomto voziku, ktory sa pohybuje a je budeny harmonicky premenlivou budiacou

funkciou u(t) = ug - cos(w - t), kde ug = 0.02 m a frekvencia kmitania je f = 5 Hz, kmita hmota

s hmotnostou m = 10 kg. Tato kmitajica hmota je k tomuto voziku pripevnena translacnou pruzinou

s tuhostou k = 4500 N.m™! a translaénym tlmi¢om s konstantou tlmeniab = 35 N.s.m™1,

1

N4jdite stavovy opis tohto systému, v ktorom vylicite derivacie vstupnej funkcie u(t). Rieste

a zobrazte odozvu systému pre uvazované vstupné parametre, simulaciou tohto systému v napisanom

skripte v Matlabe.
u(t)
—>
vozik so zanedbatelnou
| hmotnost'ou
y(t) y(t)
—> —>
k F.
MW <«
m F m
—1 «—
P ® © | ® ©
¢ ]
(a) (b)

Obr. 7.55. (a) Mechanicky systém vozika so zanedbatel'nou hmotnostou, (b) uvol'neny systém hmoty
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RieSenie:

Na zaklade uvolneného telesa hmoty podla Obr. 7.55 (b), pristipime k napisaniu

diferencialnej rovnice systému, ktor odvodime na zaklade II. Newtonovho zakona v tomto tvare

m-§(t) = —=Fx = Fp = =k (y() —u(t)) + b - (y(t) —u(t) (7.128)
a prepiSeme do tohto tvaru
m-j(®) +b-y®) +k-y(®) =b-u®) +k-u(t) . (7.129)

Pre tento mechanicky systém, ktory je opisany predchadzajucou diferencidlnou rovnicou 2.

radu, mézeme urcit’ tito prenosovi funkciu G(s)

Y(s) b-s+k

G(S)zU(s)_m-sz+b-s+k '

(7.130)

Matematickou upravou predchadzajucej prenosovej funkcie G(s), dalej predelenim jej

¢itatel’a a menovatePa hmotou m, dostavame

k

St by-s?+by-s+b
m_ _0 L 2 (7.131)
S+

b
G(s) =—%
2 4 s?+a;-s+a,

b oo ko
m m

Porovnanim so vSeobecnym tvarom prenosovej funkcie systému 2. radu G(s), mdzeme

identifikovat’ tieto zakladné parametre diferencialnej rovnice systému 2. radu

by =0 b _b b _k
o=V, 1=y 2=
(7.132)
b _k
al—m, az_m)
pre ktoré musi platit, ze
: b k k 0 k
2~ A =—7——U=—,
mom m (7.133)
b b _b_b O—b
174 " m m m’
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Na zaklade vSeobecného tvaru systému n-tého radu a jeho stavového opisu n-tého radu,

dostdvame tento maticovy tvar pre systém 2. radu v stavovom opise

- 0o 1
[2]=[_‘;2 —;]'E;]J“[g]'“(t):[_% _%]'[2]+[2]'u(t), (7.134)

doplneny o prislusnii vystupni rovnicu v tomto tvare
X1 k bl X
y®© = [z =z Do by —ay-bo]- [} + oo -u@ = [~ 2| [I]+[01u® . (7.135)
2 m m 2

To znamen4, ze hl'adany stavovy opis mechanického systému vozika podl'a zadania, ktorého

odozvu budeme teraz riesit’ nasledujiicim skriptom v Matlabe, nadobuda tento vysledny tvar rovnic

. 0 1
SR R RS .

yo == 2] [e]+ 0.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému vozika

m=10;
b=35;
k=4500;

%Budiaca vstupnd funkcia
u0=0.02;

f=5; omega=2*pi*f;
t=0:0.01:5;
u=ud*cos(omega*t);

%Matice stavového opisu
A=[0 1;-k/m -b/m];
B=[0;1];

C=[k/m b/m];

b=[e];

%RieSenie odozvy systému v stavovom opise
sys=ss(A,B,C,D);
y=1lsim(sys, u, t);

figure(1)

subplot(2,1,1)

plot(t,u,'r', 'LineWidth',2);
grid on

xlabel('t")

ylabel('u(t)")

title('Vstupnd budiaca funkcia')
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subplot(2,1,2)

plot(t,y(:,1),'b", 'LineWidth"',2);
grid on

xlabel('t")

ylabel('y(t)")
title('Odozva systému vozika')

Riesenie odozvy mechanického systému vozika so zanedbateI'nou hmotnost'ou je znazornené

v podobe vypocitanej vychylky y(t) na Obr. 7.56.

Vstupna budiaca funkcia
T

-0.015 [~ |

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5
t

Odozva systému vozika
T T

Obr. 7.56. Odozva mechanického systému vozika

Priklad €. 7.10.

Uvazujme mechanicky systém zobrazeny na Obr. 7.57 (a). Najdite stavovy opis tohto systému,

v ktorom eliminujete vSetky derivacie vstupnej budiacej funkcie u(t).

Ty [vo
b LJ:l = k F”l lF"
T T FbZT TFKZ
m T x(t)
TT-
(®)

Obr. 7.57. (a) Mechanicky systém automobilu pri prejazde prekazkou, (b) uvol'nené telesa systému
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Vypocitajte a zobrazte odozvu tohto systému pouzitim Matlab skriptu, ak vSetky vstupné
1

b

parametre systému st zname, t. j. m; = 10 kg, m, = 30 kg, b; =25N.s.m 1 b, =45N.s.m"
k; =3500N.m ! a k, = 4500 N.m™ . Vstupny budiaci signal systému u(t), ktory predstavuje

reliéf vozovky, je znazorneny na d’alSom Obr. 7.58.

Obr. 7.58. Vstupny budiaci signal u(t)
RieSenie:
Pre uvolneny systém, ktory je zobrazeny na Obr. 7.57 (b), m6Zeme napisat’ tieto Styri zlozkové

rovnice sil

Frio =k (x—u),
Fp1 =by - (x—1),
Fre =k" (y — %),
Fp2 =by - (¥ —%).

(7.137)

Matematicky model mechanického systému, ktory odvodime pre uvolnené telesa systému

podl'a Obr. 7.57 (b), je definovany tymto systémom diferencialnych rovnic 2. radu

my - X = Fpy + Frg — Frg — Fpy (7.138)
my -y = —Fpy — Fy .

Dosadenim zlozkovych rovnic sil za jednotlivé vyrazy predchadzajiceho systému, dostavame

tento systém diferencialnych rovnic

myX=by -%)+ky (y—x)—ky-(x—u)—by - -1,
(7.139)
my-j=-b(—%) -k (y—x),

ktory usporiadanim znamych a neznamych premennych mozno upravit do tohto vysledného tvaru

sustavy diferencialnych rovnic
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m1'X+(b1+b2)')'(+(k1+k2)'X=b2'y+k2'y+k1'u+b1'll )
(7.140)
mz'y+b2'y+k2'y=b2'5{+k2'x .

Vykonajme Laplaceovu transformaciu celej sustavy diferencidlnych rovnic s uvazovanim

nulovych pociato¢nych podmienok y(0) = y(0) = 0,x(0) =x(0) =0

[m; - s? + (by + by) s+ (kg + k)] - X(s) — [bas + kp] - Y(s) = [bys + kq] - U(s),

(7.141)
[m,s2 + b,s + k,] - Y(s) — [bys + k,] - X(s) = 0,
ktora prepiSeme do tohto maticového tvaru
m, -s? + (by +by) s+ (k; +ky) —(by - s +ky) ]_[X(s)
— . . g2 . Y(s
(by - s+ky) m,-s?+b,-s+Kk, (s) (7.142)

_ [b1 . so+ k1] - U(s)

Potom prenosovi maticu systému G(s), ktora bude obsahovat’ prenosové funkcie Gq1(s) = %
Y _— . . . . w
aGy(s) = %, vyrieSime prostrednictvom nasledujiiceho skriptu v Matlabe (numerickym pocitanim).
clc
clear
close all

%Zadefinovanie symbolickych premennych
syms s ml m2 bl b2 ki1 k2

%Definovanie matice A a vektora pravej strany

A=[m1*s”2+(bl+b2)*s+(k1+k2) -(b2*s+k2); ...
-(b2*s+k2) m2*s~2+b2*s+k2];

b=[bl*s+k1l;0];
%RieSenie prenosovej matice

simplify(collect(A\b))

Poznamenajme, Ze medzi obidvomi veli¢inami Y(s) a X(s), ktoré charakterizuji rieSenie

vychyliek hmot, existuje tato funk¢éna zavislost’

[m2'52+b2's+k2]

. Y(s) . (7.143)

X(s) =
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To znamena, Ze nam postacuje vypocitat’ len jednu prenosovu funkciu systému G(s), napr.

, . Y . . L e T
prenosovu funkciu Gp1(s) = % Tvar tejto prenosovej funkcie mézeme vypocitana predchadzajucim

skriptom v Matlabe a nadobtda tento tvar racionalnej funkcie
Ga1(s) =

B by by s?4 (by -k, +b, k) s+k; -k, (7.144)
_ml-mzs4+(b1-mz+bz-(m1+m2))s3+(bl-bz+k1-mz+kz-(m1+m2))52+(b1-k2 + b, - ks + kik,

Porovnanim tejto vypoéitanej prenosovej funkcie Gy (s) so v§eobecnou prenosovou funkciou

G(S) systému 4. radu

bos* + bys® + b,s? + bys + by

G(s) = 7.145
) s*+a;s3+ays? +azs+a, ( )
mozeme identifikovat’ prislusné koeficienty pri rovnakych mocninach s
b; b b; -k, +b, -k k- k
b0=0, b1=0, b2 =¥, b3= 1 2 2 1, b4=¥,
my - m; my - 1mp my - m;
_bl'm2+b2 '(m1+m2)
= my - 1mp ’
(7.146)
_bl.bZ +k1'm2+k2'(m1+m2)
2= my * mj ’
bl'k2+b2'k1 kl'kz
dz = ) dyg = .
my * mp my * mj
Ak teraz vyuzime vSeobecny maticovy zapis stavového opisu pre systém 4. radu
Xq 0 1 0 0 X1 0
Xl 10 0 1 0 [ |*% 0]
%= o 0 0 1 Xs + 0 u(t) (7.147)
X4 —a, —az —a; —a;] [X4 1
a takisto tito odpovedajucu vystupna rovnicu vo v§eobecnom tvare
X1
X2
y=[bs—as by bz—az-by by—az-by by —as-bg] Xs + [bo] -u(® , (7.148)
X4

potom dosadenim vypocitanych koeficientov podl'a ( 7.146 ), musi pre systém podl'a zadania platit’ tento

vysledny maticovy tvar stavového opisu systému
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Xq
X2 Ax(t) + B-u(t) =
X3
Xy
0 1 0 0
0 0 1 0
= 0 0 0 1

[ kl.kZ bl'k2+b2'k1 bl'b2+k1'm2+k2'(m1+m2) b1'm2+b2'(m1+m2)J

my - my my - my mjp - m; my - my (7‘149)
X1 0
X2 0
X4 1
X1
X
y=1[bs—as by bz—az-by by—ay- by b1_31'b0]'xz + [bo] - u(®).
X4

Pod’'me d’alej vyriesit’ odozvu vySetrovaného mechanického systému podl'a zadania, vyuzitim
tohto odvoden¢ho stavového opisu systému. Na vypocet rieSenia odozvy systému pouzijeme

nasledujtci skript v Matlabe, v ktorom na zaciatku zadefinujeme tvar budiacej vstupnej funkcie u(t).

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
ml=10; m2=30;

b1=25;b2=45;
k1=3500;k2=4500;

%Vstupna budiaca funkcia u(t)
ul=[0:0.01:1];
u2=[0.99:-0.01:-17;
u3=[-0.99:0.01:0];
u4=0*[4.01:0.01:16];

u=[ul u2 u3 u4j;

%Cas simulacie
t=0:0.01:16;

%Definovanie parametrov stavového opisu
d=m1*m2;

bb0=0;

bb1=0;

bb2=b1*b2/d;

bb3=(b1*k2+b2*k1)/d;

bb4=k1*k2/d;

al=(bl1*m2+b2*(m1+m2))/d;
a2=(b1*b2+k1*m2+k2*(m1+m2))/d;

a3=(b1*k2+b2*k1)/d;
ad=k1*k2/d;

%Matice stavového opisu
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%Definovanie systému v stavovom opise a riesenie
%odozvy systému

sys=ss(A,B,C,D);
tf(sys) %prenosova funkcia
y=1lsim(sys, u, t);

figure(1)
plot(t,u, 'b',t,y, 'r', LineWidth',2);
xlabel('t");
ylabel('u(t),y(t)");
grid on
legend("u(t)", 'y(t)")
RieSenie vychylky y(t) pre hmotu m; je zndzornené spolu s priebehom vstupnej budiace;

funkcie u(t) na Obr. 7.59.

—y

u(t).y(t)

Obr. 7.59. Riesenie odozvy systému pre vychylku y[m]

7.7 PREVOD STAVOVEHO OPISU NA PRENOSOVU FUNKCIU
SYSTEMU

Prenosova funkcia systému a metdda stavovych premennych pri definovani systému jeho
stavovym opisom, su alternativne cesty na reprezentaciu lubovolného fyzikalneho systému.
V niektorych pripadoch sa méze vyzadovat ziskanie jednej realizacie systému z realizacie druhe;j.
Sposob ako ziskat’ stavovy opis systému z prenosovej funkcie sme si uz vysvetlili. Teraz budeme
predpokladat’, Ze pozname systém zadefinovany v jeho stavovom opise a budeme pozadovat’ urcenie
tvaru prenosovej funkcie alebo matice G(s) tohto systému. Predpokladajme tito Standardna formu
stavového opisu systému, ktory je definovany pre 'ubovolny systém n-tého radu s viacerymi vstupmi

a vystupmi, kde m je pocet vstupnych budiacich funkcii a p je pocet vystupov

%) =A-x(®) + B-u(t),

(7.150)
y(t) =C-x(t) +D-u(t) .
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Pretoze systém ma m vstupov a p vystupov, potom existuje m X p prenosovych funkcii
a prenosova matica systému G(s) nadobudne tvar p X m. Predtym, nez odvodime prenosovi maticu
systtmu G(s) priamo zo znameho stavového opisu systému, poznamenajme, Ze Laplaceova
transformacia stavového vektora x(t), vstupného vektora u(t) a vystupného vektora y(t) bude

predstavovat’ vektory X(s), U(s) a Y(s) Laplaceovych obrazov v tychto tvaroch

X1 [L(X1)]
x© =2 = x@=x =6,
X, £(x,)]
X1 [L(up)]
wWw=2 =  ruei=ue=|f8D], (7.151)
X | £(u,).
X1 [L(y1)]
yo=7 = yol=ve=|"7
Xn £(yp)]

Pri uvaZovani nulovych pociato¢nych podmienok pre stavové premenné v stavovom vektore,
t.j. X(0) = X(0) = ---X®~1(0) = 0, vykonajme Laplaceovu transformaciu rovnic stavového opisu

systému vo vSeobecnom tvare. Teda musi platit’, Ze

s-X(s) =A-X(s)+B-U(s) ,

Y(s) =C-X(s) + D-U(s) . (7.152)
Upravme prvia rovnicu stavového opisu v Laplaceovom tvare do tohto tvaru
(s'I1—A)-X(s) =B-U(s) = X(s) , (7.153)
potom z predchadzajucej rovnice vyjadrime neznamu X(s) a dostavame
X(s)=(s:-1—A)"1-B-U(s) . (7.154)

Ak teraz dosadime tento vypocitany vyraz X(s) za vektor Laplaceovych obrazov X(s) vo

vystupnej rovnici stavového opisu, potom moézeme dospiet’ k tejto rovnici

Y(s)=C-(s:1—=A)"1-B-U(s)+D-U(s)=[C-(s-1—A)"1-B+D]-U(s) . (7.155)
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Ak dalej vyuzijeme vztah Y(s) = G(s) - U(s), ktory plati pre dynamicky systém s jednym
vstupom U(s) a jednym vystupom Y(s) a rozsirime tato vlastnost’ aj na systémy s viacerymi vstupmi
a vystupmi, potom budeme moéct’ odvodit’ vzt'ah pre prenosovu maticu systému G(s). Predpokladajme
teda, Ze pozname I'ubovolny vSeobecny systém s viacerymi vstupmi a vystupmi (tzv. MIMO systém),
kde u(t) predstavuje vektor m vstupnych budiacich funkcii a y(t) vektor p vystupnych premennych.
Potom plati, ze prenosovlli maticu systému G(s) mdzeme vypocitat’ z matic stavového opisu systému

A, B, C a D, vyuzitim tejto rovnice v maticovom tvare

G(s)=%=c-(s-l—A)‘1-B+D. (7.156)

Priklad ¢. 7.11.

N4jdite prenosovi funkciu G(s) systému, ktory je definovany tymito stavovymi maticami A, B,

CaD
0 1 0
a=15 B=[%], c=[0 1], D=[0]

a d’alej vieme, Ze tento systém je budeny jednym vstupom u(t) = u.
RieSenie:

Na vypocet prenosovej matice G(S) vyuzijeme tuto rovnicu zapisanil v maticovom vSeobecnom

tvare, ktort sme si odvodili v predchadzajucej teoretickej Casti
G(s)=C-(s:1—A)"1-B+D. (7.157)

Pri pouziti tohto vzt'ahu na vypocet prenosovej matice systému G(s), v prvom rade vypocitame

vyraz inverznej matice (s - 1 — A)~1, pre ktory plati, Ze

-1 4 -1
s1-n =G =10 A)7=E Y
_ 1 _[s+1 1]
s2+s+3 L -3 sl’

(7.158)

tento vypocitany vztah inverznej matice nasledne dosadime priamo do vyrazu, ktory plati pre

prenosovu maticu systému G(s).
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Dostavame tento vysledny tvar prenosovej funkcie systému G(s)

0
= . ] — -1, = -—-S+1 1-1 =
(&) =C (s 1-HTB+D=[0 1] 53— [_3 S] E+[0]
s+1 1
_ s?+s+3 s?2+s+3 (1)_
=[0 1] 3 S 1= (7.159)
— 2
s2+s+3 s?2+s+3
_[ 6 2.s 19 s
s2+s+3 s?2+s+3 > (s2+s+3)°

Ak sa pozrieme na tvar vstupnych matic stavového opisu systému B a C, tak systém, ktory sme

riesili je systémom s jednym vstupom a jednym vystupom, a teda vysledkom bola jedna prenosova

funkcia systému G(s). Dokazme, ze nami odvodena prenosova funkcia systému G(s) je spravna,

vyuzitim nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc

clear

%Zadefinovanie symbolickej premennej
syms s

%Zadefinovanie vstupnych matic stavového opisu
A=[0 1;-3 -1];

B=[0;1/2];

c=[e 2];

D=0;

%Vypocet inverznej matice

sIA=

inv(s*eye(length(A))-A)

%VypocCet prenosovej funkcie systému
Gs=collect(C*sIA*B+D)

%Zadefinovanie systému v stavovom opise
%a transformdacia na prenosovu funkciu

sys=

ss(A,B,C,D);

tf(sys)

Priklad ¢é. 7.12.

N4jdite prenosovi maticu systému G(s), ktory je definovany stavovym opisom prostrednictvom

tychto matic stavového opisu A, B, C a D.

Ing.

0 1 0 1 0
A=|o0 0 1],3:[2 o],c=[(1) (1) 8],D=[8 8].
-10 -2 -3 0 1
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RieSenie:

V prvom kroku opit’ vypocitame maticu, ktora je definovana vztahom s-I— A anasledne

determinant tejto matice det[s - I — A], ktory bude predstavovat’ menovatel’ prenosovych funkcii vo

vyslednej prenosovej matici G(s). Teda plati, ze

s -1 0
[s-T—A]l=]|0 s -1,
10 2 s+3 (7.160)
det[s'1—Al=s-(s2+35+2)+10=5s3+3-5s24+2-5+10 .
Dalej ak vyjdeme zo vzt'ahu pre prenosovii maticu systému G(s), dostavame, Ze
1 0 0 Lo 0 0
G(s)=C-[s-1—A]""-B+D = |-ls-1=a1 {2 of+| , (7.161)
0 1 0 0 0
0 1
potom vysledna prenosova matica systému G(s) nadobudne tento tvar
s?2+5-s+8 1
G G 3 .52 : 3 g2 .
G(s) = 11(8) G12()] _|s3+3:s24+2-5+10 s3+3-s2+2-s+10 (7.162)

G21(8) Gpa(s)l | 2-s246-5—10

S

s3+3:s2+2:s+10 s3+3:s2+2:s+10

V tomto pripade systém podla zadania predstavoval systém s dvomi vstupmi a dvomi

vystupmi. To znamena, ze vysledkom je prenosova matica systému G(S) rozmeru 2 X 2, ktort mozno

rovnako vypocitat’ prostrednictvom nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc

clear

syms s

%Zadefinovanie vstupnych matic stavového opisu
A=[0 1 0;0 @ 1;-10 -2 -3];

B=[1 0;2 0;0 1];

C=[1 0 0;0 1 0];

D=zeros(2);

%Vypocet determinantu
det(s*eye(length(A))-A)

%Vypocet inverznej matice
sIA=inv(s*eye(length(A))-A);

%Vypocet prenosovej funkcie systému
Gs=collect(C*sIA*B+D)

% Zadefinovanie systému v stavovom opise a transformdcia na

sys=ss(A,B,C,D)
tf(sys)
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STAVOVY OPIS SYSTEMU

Problémy na rieSenie
Problém 7.1.

Predpokladajme mechanicky systém zobrazeny na Obr. 7.60. Systém pozostava z dvoch
kmitajicich hmét m; = 50 kg, m, = 30 kg. Hmota m; je budena silou F;(t), ktora sa na zaklade
funkcie pulzného signalu s amplitidou Fqo(t) = 100 a periddou T = 1s so Sirkou pulzu 50 %.
V spodnej Casti tohto mechanického systému je hmota mj; budend premenlivym kinematickym
posunutim u(t), ktoré kopiruje reliéf vozovky. Toto posunutie je definované sinusovou funkciou

u(t) =uy-sin(w-t),kdeuy =0.02m, f=10Hz.

T F.(t)

m | LY®
k, |§|':| b,
m L Y®

u(t)=u,sin(ot)

Obr. 7.60. Mechanicky systém dvoch kmitajacich hmot

Ak predpokladdme, 7e daldie vstupné parametre systému si b; = 900 N.s.m™1,

b, = 1200N.s.m !, k; = 4500 N.m™1, k, = 6800 N.m™1, odvod'te stavovy opis tohto systému

a najdite jeho odozvu simulaciou blokovej schémy v Simulinku.

Problém 7.2.

Uvazujme mechanicky systém zobrazeny na Obr. 7.61. Najdite stavovy opis tohto systému,

v ktorom eliminujete vSetky derivacie vstupnej budiacej funkcie u(t).

R
—
A
YYYVYY
=
-
1

o
=
L
a
L
oo
©
v
—

Obr. 7.61. Stvrtinovy model automobilu pri prejazde cez spomalova&
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Vypocitajte a zobrazte odozvu tohto systému pouzitim Matlab skriptu, ak vSetky vstupné
parametre systému st zname, t. j. m; = 10 kg, my, = 30 kg, b; = 25N.s.m 1, b, =45N.s.m™},
k; =3500N.m ! a k, = 4500 N.m™ . Vstupny budiaci signal systému u(t), ktory predstavuje

reliéf vozovky, je znazorneny na Obr. 7.61.

Problém 7.3.
Odvod'te matematicky model elektrického obvodu, ktory je zobrazeny na Obr. 7.62.

Matematicky model zapiSte do maticového tvaru.

Obr. 7.62. RLC obvod

Z matematického modelu systému odvod’te stavovy opis a nasledne vypocitajte odozvu tohto
systému simulaciou prostrednictvom blokovej schémy v Simulinku, ak vstupné parametre systému su
R;=100Q, R, =300Q, L=300mH, C=150puF a vstupny budiaci signdl napdtia je
u,(t) =12 sin(w-t),kdew =2-n-faf =50 Hz.

Problém 7.4.

N4jdite prenosovil maticu systému G(s), ktory definovany stavovym opisom tymito maticami

A,B,CaD.

c o 1o o oo 1 1000 000

A= , B= , C=l0 1 0 o[, D=]|0 0 0
5 -2 45 L =6 -1 0010 0 0 0
0 2 -3 6 0 12 0
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8 NUMEBICKE'Z METODY RIESENIA DIFERENCIALNYCH
ROVNIC

8.1 UVOD DO NUMERICKYCH METOD

Riesenie problémov fyzikalneho, technického a takisto aj matematického charakteru nas v
mnohych pripadoch privedie k takym typom uloh, ktoré sa daja opisat’ len pomocou obycajnych alebo
parcialnych diferencialnych rovnic. RieSenie tychto fyzikalnych a technickych problémov je potom
v samotnej podstate zavislé od exaktného vyrieSenia diferencialnych rovnic, ktoré opisuju spravanie sa
skimaného systému. Poznamenajme, ze exaktne vyriesit’ diferencialnu rovnicu, resp. najst’ jej presné
rieSenie, mozno docielit’ len vo ve'mi malom a obmedzenom pocte pripadov. V mnohych pripadoch
diferencialnych rovnic alebo sustav diferencialnych rovnic nie je mozné ziskat’ a najst’ exaktné riesenie
ziadnymi zndmymi matematickym metédami a postupmi.

Aby bolo mozno nadobudnut’ rieSenie aj pre takéto skupiny diferencidlnych rovnic, pre ktoré
neexistuje exaktné (presné) rieSenie, jedinym moznym rieSenim je nutnost’ siahnut’ po metodach, ktoré
nevedu na exaktné rieSenie, ale ktorych vysledkom je tzv. priblizné rieSenie diferencialnej rovnice.

Na wvypocet priblizného rieSenia diferencidlnych rovnic aich sustav existuje celda rad
pribliznych numerickych metod, ktoré su zalozené na Statistickych metédach riesenia. V tejto kapitole
sa teda nebudeme zaoberat’ analytickymi metodami rieSenia diferencialnych rovnic, ale zameriame sa
na numerické metédy rieSenia diferencialnych rovnic dynamickych systémov. Tieto metody su
zalozené na hladani aproximacie presného (exaktného) rieSenia diferencialnej rovnice y(x) v

izolovanych bodoch

X0, X1, = Xp » (8.1)

kde premenna x; je matematicky definovana pre konstantny krok h ako

Xi=%xo+i-h, i=01,..,n. (82)
A
X
O ) v /
(X,,Y2) oY y(x)
v
|
| | I
1 | | I
! A
Yoo | A
| | | | I
| A N B LR
— >
X0 x1 xz x3 X4 x5 xn xn+1 x

O—=0 priblizné rieSenie == exaktné rieSenie

Obr. 8.1. Numerické a exaktné rieSenie diferencialnej rovnice
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Diferencialne rovnice nazyvané aj rovnice matematickej fyziky, opisujil matematické modely
fyzikalnych javov. S analytickou rieSitelnostou jednoduchych diferencidlnych rovnic sme sa
oboznamili na kurzoch matematickej analyzy, kde sme si osvojili metody rieSenia istych typov
diferencialnych rovnic. Ako sme uz uviedli, tak v Zivote a v praxi sa vSak vyskytuji rovnice omnoho
zlozitejSie, ktorych analyticka rieSitel’nost’ je Casto narocna alebo dokonca nemozna. Vhodny nastroj
na ziskanie rieSenia takychto situacii ponika numericka matematika formou pribliznych rieseni, ktorymi
sa teraz zacneme zaoberat’.

Metodiku vysvetlime na rieSeni jednej diferencialnej rovnici 1. radu s danou pociatocnou
podmienkou - Cauchyho pociato¢na tiloha. Nasledne ukazeme moznosti zov§eobecnenia pre rieSenie
sustav diferencialnych rovnic 1. radu. Ukazeme tiez, ze diferencialnu rovnicu vys$sich radov so
zadanymi pociatocnymi podmienkami mozno I'ahko previest’ na sustavu diferencialnych rovnic 1. radu.

Pri vsetkych nasledujucich metodach budeme hl'adat’ iba priblizné hodnoty v kone¢nom pocte
tzv. uzlovych bodova = x5 < x4 <+ < X, = n, namiesto funkcii spojitych na intervale (a, b)
ako je tomu pri analytickom rieSeni. Mnozine uzlovych bodov {Xg, X1, ..., X, } hovorime siet’ a rozdiel
h; = X;,1 — X; nazyvame krok siete v uzle x;.

Priblizné hodnoty rieSenia v uzlovych bodoch vypocitané numerickou metédou, budeme
oznacCovat’ ako yg,Vq, ---, ¥n, na rozdiel od hodnot presného riesenia, ktor¢ budeme oznacovat ako
y(X0),¥(X1), ..., y(Xp), pozri Obr. 8.1. Dalej sa podobne ako v priklade na obrazku Obr. 8.1 budeme
zaoberat’ iba pripadmi, kedy krok h medzi jednotlivymi uzlovymi bodmi bude konStantny, t. j.
vysledkom je pravidelna (ekvidiStantna) siet’. Poznamenajme, Ze ak by sme potrebovali lomenu ¢iaru
pribliznych rieSeni nahradit’ spojitou funkciou aj s prvou derivaciou (hladkou krivkou), resp. vediet

hodnotu v inom ako uzlovom bode pouzijeme nicktory z interpolaénych polyndémov.

8.2 CAUCHYHO POCIATOCNA ULOHA

Upriamme teraz pozornost’ na oby¢ajni diferencidlnu rovnicu 1. radu s danou pociato¢nou

podmienkou, ktort mozno v symbolickom tvare zapisat’ tymto sposobom

y' =fxy), v =Yo, (8.3)
takato diferencialna rovnica s touto poc¢iato¢nou podmienkou sa nazyva Cauchyho pociato¢na tiloha.
Specifikujme d’alej podmienky riesitelnosti tejto diferencialnej rovnice. Predpokladajme, Ze
funkcia (X, y) je spojita na obdizniku

D={(xy) Ix—x%<a |y—yol<b}, (8.4)

kdea>0ab > 0.
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Potom existuje rieSenie pociatoénej Glohy ( 8.3 ) na intervale (Xy — o, Xo + a), kde o = (a, %)

af (xy)

a M = max|f(x,y)|. Ak je navySe derivacia tejto funkcie ohrani¢ena na obdizniku D, potom je

toto rieSenie jedinym rieSenim. Tato veta urcuje iba postacujucu podmienku existencie jediného rieSenia,
a tiez vo vel’kom pocéte pripadov zarucuje existenciu a jednozna¢nost’ iba v malom okoli bodu x4. V
technickej praxi sa preto existencia a jednoznacnost’ rieSenia Casto posudzuje i na zaklade informacii o

rieSenej ulohe, popripade fyzikalnych vlastnosti h'adaného rieSenia.

8.3 EULEROVA METODA

Eulerova metéda je najjednoduchSou metédou na hladanie priblizného rieSenia Cauchyho
ulohy ( 8.3 ). Predpokladajme pravidelnu siet — ekvidiStantné rozmiestnenie uzlovych bodov

{X0,X1, ..., Xp} s konstantnym krokom h. Vo vsetkych bodoch siete podl'a ( 8.3 ) plati, ze
y'(xi) = F(x;, y(xp) - (8.5)
Derivaciu na l'avej strane nahradime numerickou derivaciou a dostadvame, ze

y(Xir1) —y(xp) _

o F(Xi,y(xi)) . (8.6)

Dalej nahradime hodnoty y(x;) pribliznou hodnotou y;, potom mézeme vyjadrit' priblizni

hodnotu rieSenia pre y(x;,1) ako
Vis1 = ¥i +hF(x,y(x) (8.7)
Tymto sposobom dostavame vztah, ktorym vypocitame priblizni hodnotu v nasledujiicom

uzlovom bode pomocou hodnét v predchadzajicom uzlovom bode. Tento vzorec je tiez znamy ako

rekuretny vzorec numerickej Eulerovej metody.

Priklad ¢é. 8.1.

Pomocou Eulerovej metody rieSme Cauchyho poc¢iato¢ni ilohu
y'=x*-y, y(0)=1, (8.8)

na intervale (0; 0.5) s krokom h = 0.1.
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RieSenie:

Zo zadania je zrejmé, Ze Xg = 0, yo = 1aF(x,y) = x? — y. Priblizné hodnoty v nasledujiicich

uzlovych bodoch budeme pocitat’ podla vzt'ahu ( 8.7 ). Pre znamy krok h = 0.1 musi platit’, ze

Vier =¥i +hF(x, y(x) ,

5 . (8.9)
Viz1 = Vi +0.1- (xi - yi) , i=0,1,..,5.

Na vypocet rieSenia yj.q V jednotlivych bodoch vyuZijeme nasledujuci skript napisany
v Matlabe. Vypocitané hodnoty zapiseme do nasledujticej tabul’ky.

clc
clear
close all

%Vstupné hodnoty
X0=0;

%Definicia funkcie F(x, y)
F=@(x, y) x."2-y;

n=(b-a)/h; %pocet iterdcii riesenia
Y(:,1)=ye;
X=a:h:b;

for i=1:n
Y(:,i+1)=Y(i)+h*F(X(i),Y(1));
end

figure(1)
plot(X,Y, '-or', 'LineWidth',2)
xlabel('x")

ylabel('y(x)")

grid on

hold on

fun=@(x) -exp(-x)+x."2-2*x+2; %exaktné riesenie
X=a:0.01:b;

y=fun(x); %exaktné riesenie

plot(x,y,'-b', 'LineWidth"',2)

Tabul’ka 8.1. Vypocitané hodnoty priblizného rieSenia

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Vi 1 0.9 0.811 0.7339 0.6695 0.6185
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Pre porovnanie uvedieme aj hodnoty presného rieSenia, ktoré¢ je definované rovnicou
y(x) = —e ¥+ x% — 2-x+ 2. Hodnoty tohto rieSenia boli vypocitané v jednotlivych uzlovych

bodoch, pozri nasledujucu tabul’ku.

Tabul’ka 8.2. Exaktné hodnoty rieSenia

i 0 1 2 3 4 5
X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y(xi) 1 0.905 0.8213 0.7492 0.6897 0.6435

Z uvedeného je zrejmé, Ze presnost’ rieSenia s narastajucim poctom uzlovych bodov klesa
a takisto je zrejmé, Ze presnost’ rieSenia zavisi aj od kroku h. Porovnanie presného a priblizného rieSenia

je znazornené na Obr. 8.2.

14 T T T T T T

=
—ylx)

095 - b

0 0.056 01 0.15 02 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5
X

Obr. 8.2. Porovnanie exaktného a priblizného rieSenia diferencialnej rovnice

8.4 MODIFIKOVANA EULEROVA METODA

Modifikovana Eulerova metéoda je vylepSenim jednoduchej Eulerovej metédy. Pri
modifikovanej Eulerovej metéde najskor vypocitame pomocné hodnoty k4 a kK, pomocou ktorych
potom ur¢ime pribliznt hodnotu rieSenia v d’alSich uzlovych bodoch. V pripade 1. modifikovanej
Eulerovej metéde pocitame priblizné rieSenie diferencialnej rovnice na zaklade tychto vzt'ahov

kl = F(XiJ YI) )

1 1
k2=F(xi+§-h,yi+§-h-k1), (8.10)

Vis1 =YyVi+h-ky,
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pripadne pri 2. modifikovanej Eulerovej metdde vztahmi

kl = F(XiJ YI) )

k, = F(xj +h,y;+h-ky) , (8.11)

1
Yi+1=Yi+E'h'(k1+k2)-

Priklad ¢é. 8.2.

Pomocou 1. a 2. modifikovanej Eulerovej metédy riesme Cauchyho poc¢iato¢nia ulohu pre

tato diferencialnu rovnicu
y'=x>=2-y, y(0)=2, (8.12)

na intervale (0; 0.5) s krokom h = 0.1.
RieSenie:

Zo zadania je zrejmé, Ze Xo =0, yo=2 a F(x,y) =x3—2-y. Priblizné hodnoty
v nasledujucich uzlovych bodoch budeme pocitat’ najskor podla vztahu ( 8.10 ), t. j. pre znamy krok

h = 0.1 plati, ze

k1=Xi3_2'Yi:

3

1 1
k2=<xi+5-h> —2-(yi+§-h-k1), (8.13)

vits1 =yi+h-k,, i=01,..,5,
resp. podl’a vztahu ( 8.11 ) tymto spdsobom

k1=Xi3_2'Yi:

k2=(Xi+h)3_2'(Yi+h'k1)l (814)

1
Yi+1=Yi+§'h'(k1+k2), 1=0,1,,5

Na vypocet porovnania rieSenia y;,q s exaktnym rieSenim v jednotlivych bodoch pouzitim
1. a 2. Eulerovej metody, vyuzijeme nasledujuci skript napisany v Matlabe. Vypocitané hodnoty

zapiSeme do tabulky.
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clc
clear
close all

%Vstupné hodnoty

%Definicia funkcie F(x, y)
F=@(x, y) X."3-2*y;

n=(b-a)/h; %pocet iteracii
Y1(:,1)=y0; Y2(:,1)=y0
X=a:h:b;

for i=1:n
%RiesSenie 1. metddy
k1=F(X(1),Y1(1));
k2=F(X(1)+1/2*h,Y1(i)+1/2*h*k1);
Y1(:,i+1)=Y1(i)+h*k2;

%RieSenie 2. metody

k1=F(X(1),Y2(i));

k2=F(X(1i)+h,Y2(i)+h*k1);

Y2(:,i+1)=Y2(i)+1/2*h*(k1+k2);
end

%Presné riesenie

fun=@(x) x.73/2 - (3*x.72)/4 + (3*x)/4 + (19*exp(-2*x))/8 - 3/8;
X=a:0.01:b;

y=fun(x);

figure(1)

subplot(2,1,1)

hold on

plot(X,Y1,"'--ob"', 'LineWidth"',2)
xlabel('x")

ylabel('y1l, y(x)")

grid on

plot(x,y, ' -r', 'LineWidth"',2)
legend('y1', 'y(x)")

title('1l. modifikovand Eulerova metdda')

subplot(2,1,2)

hold on

plot(X,Y2,"'--ob", 'LineWidth"',2)
xlabel('x")

ylabel('y2, y(x)")

grid on

plot(x,y, ' -r', 'LineWidth"',2)
legend('y2", 'y(x)")

Tabul’ka 8.3. Vypocitané hodnoty priblizného rieSenia 1. a 2. modifikovanou Eulerovou metodu

X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Vii 2 1.6400 1.3451 1.1045 0.9097 0.7544
Vai 2 1.6401 1.3453 1.1048 0.9102 0.7552
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Pre porovnanie uvedieme aj hodnoty presného rieSenia, ktoré je definované rovnicou

3 x2 .
y(x) = X? - STX + ? + % e 2X — %‘ Hodnoty tohto rieSenia boli vypocitané v jednotlivych uzlovych

bodoch, pozri nasledujucu tabul’ku.

Tabul’ka 8.4. Exaktné hodnoty rieSenia

i 0 1 2 3 4 5
X 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y(xi) 2 1.6375 1.3410 1.0994 0.9042 0.7487

Potom porovnanie presného a priblizného rieSenia vypocitaného 1. a 2. modifikovanou

Eulerovou metédou je znazornené na nasledujucom Obr. 8.3.

1. modifikovana Eulerova metoda

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 045 0.5

2. modifikovana Eulerova metoda

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45 0.5

Obr. 8.3. Porovnanie exaktného a priblizného rieSenia diferencialnej rovnice

8.5 METODA RUNGE-KUTTA 4. RADU

Metody typu Runge-Kutta patria k jednym z najddlezitejSich zo skupiny jednokrokovych
metod. Obe z modifikovanych Eulerovych metdd patria taktiez k metédam typu Runge-Kutta. V tejto
kapitole uvedieme najCastejSie uvadzanu a najpouzivanejsiu z metdd typu Runge-Kutta a to metodu
Runge-Kutta 4. radu.

Tato metéda Runge-Kutta 4. radu je zovSeobecnenim Simpsonovej metody, kde pri vypocte

priblizného rieSenia pouzitim tejto metddy, sa vyuzivaji nasledujice koeficienty
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kl = F(Xi' YI) ’

1 1
kz =F<Xi+§'h,}7i+§'h'k1) )

1 1
k3=F<xi+§-h,yi+§-h-k2), (8.15)
k4=F(Xi+h,Yi+h'k3) ,

1
y1+1=y1+€'h'(k1+2'k2+2'k3+k4) .

Priklad ¢. 8.3.

Pomocou metédy Runge-Kutta 4. radu rieSme Cauchyho pociatoénu ulohu pre tato

diferencialnu rovnicu

y=3-x2-2-y, y(0)=1, (8.16)

na intervale {(0; 0. 5) s krokom h = 0. 1.
RieSenie:

Zo zadania je zrejmé, Ze Xg = 0, yo = 1 a F(x,y) = 3 -x? — 2 -y. V kazdom kroku musime
vypocitat’ $tyri koeficienty k4, Ko, K3 a K4, a potom pomocou nich priblizné hodnoty v d’alSich

uzlovych bodoch dosadenim do vztahu ( 8.15). Pre znamy krok h = 0.1 musi platit, Ze

ki =357 -2y,
1 \? 1
k2=3'(Xi+§'h> _2'(Yi+§.h.k1>’
1 \? 1
k3=3'(xi+§'h> —2-<yi+§-h-k2), (8.17)
ks =3 (x;+h)?>=2-(y; +h-ks),

1
Yi+1=Yi+g'h'(k1+2'k2+2'k3+k4), 1=0,1,,5

Na vypocet porovnania rieSenia yj,q S exaktnym rieSenim v jednotlivych bodoch vyuzijeme
nasledujuci skript napisany v Matlabe. Vypocitané hodnoty opét’ zapiseme do tabul’ky.

clc
clear
close all

%Vstupné hodnoty
X0=0;
yo=1;
h=0.1:
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0;
0.5;

a
b
%Definicia funkcie F(x, y)
F=@(x, y) 3*x.72-2%y;

n=(b-a)/h; %pocet iteracii
Y(:,1)=y0;
X=a:h:b;

for i=1:n
k1=F(X(1),Y(1));
k2=F(X(1)+1/2*h, Y(i)+1/2*h*k1);
k3=F(X(1)+1/2*h, Y(i)+1/2*h*k2);
kd=F(X(i)+h, Y(i)+h*k3);
Y(:,i+1)=Y(i)+1/6*h* (k1+2*k2+2*k3+k4);
end

%Presné rieSenie

fun=@(x) exp(-2*x)/4 - (3*x)/2 + (3*x.”2)/2 + 3/4;
X=a:0.01:b;

y=fun(x);

figure(1)

hold on
plot(X,Y, " '--ob', 'LineWidth"',2)
xlabel('x")

ylabel('y, y(x)")

grid on

plot(x,y,"'-r', 'LineWidth",2)
legend('y", 'y(x)")

title('Metdéda Runge-Kutta 4. radu')

Tabul’ka 8.5. Vypocitané hodnoty priblizného rieSenia metédou Runge-Kutta 4. radu

i 0 1 2 3 4
X 0 0.1 0.2 0.3 0.4
Vi 1 0.81968583 0.67758561 0.57221042 0.50234125
y(xi) 1 0.81968268 0.67758001 0.57220290 0.50233224
k4 -2 -1.60735 -1.23517 -0.87442 -0.52468
k, -1.7925 -1.41093 -1.04415 -0.68947 -0.34471
k; -1.81325 -1.43077 -1.06325 -0.70797 -0.36271
Kk, -1.60735 -1.23321 -0.87252 -0.52282 -0.18214
X 0 0.1 0.2 0.3 0.4
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
0.05 0.15 0.25 0.35 0.45
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
y 1 0.9051627  0.8212695  0.7491822  0.6896804
0.95 0.8604046  0.7822060  0.7162230  0.6631964

0.952625 0.8632675  0.7852842  0.7194960  0.6666456
0.9049875  0.8210860  0.7489911  0.6894826  0:6432659
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NUMERICKE METODY RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Potom porovnanie presné¢ho a priblizného rieSenia vypocitaného metédou Runge-Kutta 4.

radu je znazornené na nasledujicom Obr. 8.4.

Metoda Runge-Kutta 4. radu

0.4

Obr. 8.4. Porovnanie exaktného a priblizného rieSenia diferencialnej rovnice

8.6 RIESENIE SUSTAV DIFERENCIALNYCH ROVNIC

RieSenie stustav diferencidlnych rovnic 1. radu s pociatocnymi podmienkami

V1 =F1&XyLy2¥n), YV1(xo) =71,

V2 =F(%yLY2 ¥, Y2(X0) =Mz,
(8.18)

Y'n=Fayny2 o¥n),  Ya(Xo) =Mn,

sa hl'ada podobnym sposobom ako rieSenie jednej diferencialnej rovnice s po¢iato¢nou podmienkou.

Systém mdzeme vektorovo zapisat’ v tomto tvare

y=Fxy), yX)=n, (8.19)

kdey = (y1, ¥z, -, ¥o) . F = (Fy, Fp, ., F)Tam = (g, )™

Na rieSenie tejto sustavy diferencidlnych rovnic mozno pouzit’ ktorakol'vek z horeuvedenych
metdd, jedina zmena je v tom, Ze musime pracovat’ s vektormi. Potom Eulerovu metédu pre systém

diferencialnych rovnic pouzivame v tomto tvare
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Vi1 =i + h-F(x;, ;)
a Runge-Kutta metéda 4. radu nadobudne tento tvar

kl = F(Xil YI) )

1 1
k, =F<xi+5-h,yi+§-h-k1) ,

1 1
ks =F<xi+5-h,yi+§-h-k2) ,
k4:F(Xi+h,yi+h'k3) ,

1
Yi+1=Yi+g'h'(k1+2'k2+2'k3+k4) .

(8.20)

(8.21)

V pripade, ze rieSime ststavu dvoch diferencialnych rovnic, je jednoduchsie nezname funkcie

na lavej strane oznacit’ ako y a z, potom funkcie na pravej strane rovnako oznacime ako F a G, a to

z dovodu, aby sme sa vyhli zlozitej indexacii. Sustava diferencialnych rovnic nadobudne tento tvar

vy =FXxyz), y&Xo)=yo,

z'=Gxy,2), z(Xo) =12,
potom Eulerova metéda prejde do tvaru

Yi+1 = Vi + h- F(Xir Yir Zi) )
Ziv1 = Zi + h* G(Xy, ¥, 2;)

a metoda Runge-Kutta 4. radu do tohto tvaru
1
Yi+1 =Yi+g'h'(k1+2'k2 +2-kz +Kky)
1
Ziy+1 =Zi+g'h'(11+2'12+2'13 +l4) ,
kde
ky = F(x;,y1,21)

1 1
k, =F(xi+5-h,yi+5-h-k1) ,
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NUMERICKE METODY RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC

1 1
ks =F(xi+§-h,yi+§-h-k2) ,

k4 = F(Xi +h,Yi +h'k3)

l; = Gy, y12)

1 1
L =G(xi+5-h,yi+5-h-k1) ,
(826)

1 1
I =G(xi+5-h,yi+5-h-k2) ,

14_ =G(Xi+h,Yi+h'k3) .

8.7 RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC VYSSICH RADOV

Kazdua oby¢ajnu diferencialnu rovnicu n-tého radu zapisant vo v§eobecnom tvare ako

y® =F(xy,y,y", .., y® D), (8.27)
s poc¢iatoénymi podmienkami
y(x0) = Yo, ¥ =y, ,yO D (xe) =y, (8.28)
modzeme previest’ na sustavu diferencidlnych rovnic 1. radu a to nasledujicim spésobom. Oznacime

Vi=Y. V2=V, ... ¥n = Y@ V. Potom je zrejmé, Ze y'; =y, ¥'2 = y3, atd’. Dalej podl'a zadanej

diferencialnej rovnice musi platit’, ze

y™ = F(X,¥1,¥2, Y3, ) ¥n) - (8.29)

Tymto spésobom sme ziskali tito sustavu n diferencidlnych rovnic 1. radu

Vi=Y2 v1(X0) =Yo .

V2=y3 V2X0) =¥,
(8.30)

V'n = F Y12, Y3 0 Vn)  Ya(xe) =y

)

ktortt mézeme riesit’ F'ubovolnou z uvedenych numerickych metod. RieSenie povodnej diferencialnej

rovnice n-tého radu je potom prva zlozka rieSenia ststavy ( 8.32).
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8.8 NUMERICKE METODY A ICH VYUZITIE NA RIESENIE ODOZVY
DYNAMICKYCH SYSTEMOV

Numerické metody na riesenie diferencialnych rovnic, ktoré sme uviedli v predchadzajicich
kapitolach, mozno aplikovat’ aj na rieSenie diferencialnych rovnic, ktoré opisuji spravanie sa
dynamickych systémov. Tieto sme prevazne do tohto bodu rieSili exaktnymi metédami. VSetky
dynamické systémy, s ktorymi sme sa doteraz zaoberali, predstavovali prevazne systémy linearneho
charakteru, ktoré boli opisané linearnymi diferencialnymi rovnicami alebo ich sustavami.

Tieto rovnice bolo mozné vel'mi jednoducho riesit’ analytickymi metddami, napr. pouzitim
metody inverznej Laplaceovej transformacie, resp. dal§imi inymi dostupnymi analytickymi
metddami. Vysledkom tychto metdd bolo vzdy exaktné (presné) riesenie tychto diferencialnych rovnic.

Ako sme si ukazali, tak toto rieSenie mozno vypocitat’ aj metédou postupného integrovania,
napr. vyuzitim skriptu v Matlabe. Pripomenime, ze ako sme uz uviedli, tak v praxi sa pri rieSeni
diferencialnych rovnic mézeme stretnt’ s problémami, kedy exaktné rieSenie pre danu diferencialnu
rovnicu nie je mozné najst’, nakol’ko toto riesenie neexistuje. Tieto problémy mdzu nastat’ hlavne pri
rieSeni rovnic, v ktorych sa vyskytuju nelinedrne cCleny. Takéto rovnice vSak moézeme rieSit
numerickym metédami, ktoré sme predstavili v predchadzajucich kapitolach. Poznamenajme, Ze tieto
numerické metddy su naprogramované aj v prostredi Matlabu, vo forme rieSicov, ktoré sa takisto

vyuzivaju na rieSenie vSetkych modelov, ktoré sme simulovali formou blokovej schémy v Simulinku.

8.9 NUMERICKE RIESENIE SYSTEMU V STAVOVOM OPISE
METODOU RUNGE-KUTTA 4. RADU

Uz vieme, ze matematické modely dynamickych systémov l'ubovolného stupna moézeme
vyjadrit’ v tvare stavovych rovnic, ktoré mézu mat’ vo v§eobecnosti aj nelinearny tvar. Ak dynamicky
systém ma n stavovych premennych X4,Xj5, ..., X, a m vstupov uq, Uy, ..., Uy, , potom tento stavovy

opis mozZeme zapisat’ vo vSeobecnom tvare tymito rovnicami

X1 = F1(X1, X2, ) Xpj Ug, Ug, oo, U5 £)

5(1 = FZ(XllXZl ---,Xn; ul; u2: ---Jum; t) )
(831)

Xy = Fh(Xq,X5, o, Xp; U, Ug, oo, U ©)

kde Fq, F, ..., F, st algebrické funkcie stavovych premennych a vstupnych signalov funkcii. Tento

systém v stavovom opise zapisany vo vektorovom tvare, mozno rieSit metdédou Runge-Kutta 4. radu

x=f(tx), x(a) =x,, a<t<b. (8.32)
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Zadefinujeme celé ¢islo N > 0 a vypocitajme krok metody ako h = (b — a)/N, potom uzlové
body sa t; =a+i-h, i = 0,N. Tieto uzlové body st definované na celom intervale (a, b), ktory je
rozdeleny na N ¢iastkovych intervalov. Ak pociato¢ny vektor ozna¢ime ako X a vektor rieSenia ako X;,
potom v kazdom casovom kroku t; vypocitame priblizni hodnotu rieSenia x;, 1 metédou Runge-Kutta

4. radu ako
1
Xi+1=Xi+g'h'(k1+2k2+2k3+k4), (833)

kde pripomenme, ze parametre k4, Kk,, k3 a k4 st

ki = F(ti; %)

1 1
k2=F(ti+§-h;xi+E-h-k1) ,
(834)

1 1
k3=F(ti+§-h;xi+E-h-k2) ,

k4=F(tl+h,Xl+h'k3) y

potom nasledujtica funkcia, ktora bola naprogramovana v prostredi Matlabu, riesi odozvu systému,
ktory je definovany v stavovom opise s uvazovanim pociatocnych podmienok, ato numerickym

sp6sobom metdédou Runge-Kutta 4. radu pre dany ¢asovy interval t € (a, b).

function X=Runge_Kutta(F,t,x0)
%Funkcia metody Runge-Kutta 4. radu

%F je m dimenziondlny vektor funkcii
%t je (n+l) dimenziondlny vektor casu
%x0 je m-dimenziondalny vektor pociatocnych podmienok

%x je matica rozmeru m by (n+1),
%kazdy stlpec tejto matice je riedenim premennej x(i)

X(:,1)=x0; %nastavime prvy stipec ako pociatoény vektor 0
h=t(2)-t(1); %krok metody

for i=1:length(t)-1
%*Koeficienty ki1, k2, k3 a k4
k1=F(t(i), X(:,1));
k2=F(t(i)+h/2, X(:,1i)+h*k1/2);
k3=F(t(i)+h/2, X(:,1i)+h*k2/2);
k4=F(t(i)+h, X(:,1i)+h*k3);

%Vypocet priblizného rieSenia metddu Runge-Kutta 4. radu
X(:,i+41)=X(:,1) + h*(k1+2*k2+2*k3+k4)/6;

end
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Priklad ¢. 8.4.

Uvazujme nelinearny mechanicky systém zobrazeny na Obr. 8.5, ktory obsahuje nelinearnu
pruzinu. Silu, ktord vznika v tejto pruzine mézeme modelovat’ touto funkciou Fy (x) = x - |x|. Ak vieme,
ze tento systém je zat'azovany jednotkovou skokovou silou F(t) = 1, najdite stavovy opis takéhoto
nelinearneho systému a rieste jeho odozvu numerickou metédou Runge-Kutta 4. radu pre uvazovany

Casovy interval 0 < t < 10. Pri rieSeni predpokladame pociatoéné podmienky x(0) = 0ax(0) = 1.

X(t) X(t)
_’ ‘_’

Neling_érna

pruzina

AAAAA F=x|x|

_ F(t) ‘ F(t)
F=x|x| m |——» - m (—»

b
. <«
b
(a) (b)

Obr. 8.5. (a) Model nelinearneho mechanického systému systém, (b) uvolneny systém
Riesenie:

Systém mozno opisat’ touto nelinearnou diferencidlnou rovnicou 1. radu, ktora bola

odvodena na zaklade II. Newtonovho zakona

X+ x%x+x|x| = F@®), x(0) =0, %(0)=1, (8.35)

S uvaZovanim stavovych premennych Xq; =X a Xy =X, mozeme dospiet

k tomuto nelinearnemu tvaru stavového opisu systému

X]_ = Xz B
. (8.36)
X, = =Xq[x1| = %2 + F(D),
kde F(t) = 1. Tento systém zapisany vo vektorom tvare nadobuda tento tvar
. _ %1 _ X2 _I0
X= f(t’ X)' Xx= [XZ] ’ f= [_Xz - X1|X1| + 1] ’ Xo = [1] ' ( 837)

Na rieSenie odozvy tohto systému vyuzijeme nami naprogramovanu funkciu numerickej

metddy, ktort zavolame ako rie$i¢ v nasledujicom skripte Matlabu.
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clc
clear
close all

%Generovanie casového vektora
t=1linspace(90,10);

%Vektor pociatocnych podmienok
x0=[0;1];

%Definovanie funkcie riesica

f=inline('[x(2,1);-x(2,1)-x(1,1)*abs(x(1,1))+1]","'t",

%Zavolanie naprogramovanej metdody
x=Runge_Kutta(f,t,x0);
x1=x(1,:);

figure(1)

plot(t,x1, 'LineWidth',2);
grid on

xlabel('t");
ylabel('x(t)");

RieSenie odozvy nelinearneho systému podla zadania, ktory bol simulovany pre ¢as simulacie

t =10 s, je zobrazené na nasledujucom Obr. 8.6. Funkcia inline, ktor sme pouzili v skripte definuje

funkciu v prikazovom riadku Matlabu.

1.4 T T T

02

Obr. 8.6. Riesenie odozvy nelinearneho systému

Priklad ¢é. 8.5.

Uvazujme mechanicky systém definovany tymito stavovymi rovnicami s pociato¢nymi

podmienkami

1
5(1:—z-xl-|x1|+a-x2—1+z-cos(t) ,

X2=_X1_X2_1,

x(0=1, x0)=1,

kde a € R je parametrom systému.
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Pouzitim metédy Runge Kutta 4. radu najdite odozvu tohto systému pre uvazované hodnoty
a = 1laa = 2. Zobrazte porovnanie vypocitanych rieSeni odozvy systému na jednom grafe pre rovnaky

Casovy interval simulacie 0 < t < 10.
Riesenie:

Na zaklade zadania mdzeme identifikovat’ vstupné parametre pre zadefinovanie vypoctovej
funkcie, ktorti pouzijeme pri zavolani funkcie metody Runge Kutta 4. radu. Vstupné parametre pre

funkciu rieSiéa sa

1
X = _ X _ 2% x4 +a-x; =145 cos(t)
=100, x=fg]. =1 ' (839)

o=l

Na rieSenie odozvy vysetrovaného systému naprogramujeme v Matlabe tento skript, ktory riesi

odozvu pre dva mozné pripady parametra a.

clc
clear
close all

%Generovanie casového vektora
t=1linspace(0,10);

%Vektor pociatocnych podmienok
x0=[1;1];

%Definovanie funkcii rie$ica
fl=inline('[-2*x(1,1)*abs(x(1,1))+x(2,1)-1+1/2*cos(t);-x(1,1)-x(2,1)-1]","'t"','x");
f2=inline('[-2*x(1,1)*abs(x(1,1))+2*x(2,1)-1+1/2*cos(t);-x(1,1)-x(2,1)-1]","'t","'x");

%Zavolanie naprogramovanej metddy

x1=Runge_Kutta(f1,t,x0);
x2=Runge_Kutta(f2,t,x0);
x11=x1(1,:);
x12=x2(1,:);

%Zavolanie naprogramovanej metddy

figure(1)
plot(t,x11, 'r',t,x12, 'b--", "'LineWidth"',2);

grid on

xlabel('t")

ylabel('x1(t) x2(t)")

legend('x1(t)","'x2(t)")

title('Porovnanie dvoch rieseni odozvy systému')

Porovnanie rieSenia vypocitanej odozvy pre parametre a=1 a a =2 je zobrazené na

nasledujucom Obr. 8.7.
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Porovnanie dvoch rieseni odozvy systemu
T T T T T

x1(t)
\‘ - —2(t)
0.8 - =

086

04

02

1) x2(t)

0.2

04 '

0.6~ 1

08F - T~

_____

Obr. 8.7. Porovnanie rieSenia odozvy pre parametera=1aa=2

8.10 NUMERICKE RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC V
MATLABE

Matlab poskytuje niekol’ko Standardnych naprogramovanych funkcii, ktoré mozno pouzit’ na
rieSenie sustavy diferencialnych rovnic s konstantnymi koeficientami. Tieto rieSia tento systém
numerickym spésobom. Medzi funkcie, v ktorych su naprogramované numerické metédy rieSenia

diferencialnych rovnic mozno zaradit’ funkcie, ktorymi su:

e odelS - Eulerova metoda (explicitna metoda) ,
e odel5s - Eulerova metdda (implicitnd metoda) ,
e ode23 - Heunova metoda (explicitna metoda) ,
e ode23s - Heunova metdéda (implicitna metoda)

e aode45 — Runge Kutta 4. radu .

Ak chceme niektort z tychto spomenutych funkcii v Matlabe pouZzit’ na vyrieSenie sustavy
diferencialnych rovnic. V prvom kroku, musime danym matematicky model previest’ na stavovy opis
a zadefinovat  tzv. funkciu rie§ica, ktora musi dodrzat presne stanovy  tvar.
Takuto funkciu mézem potom pouzit’ na zavolanie niektorej z numerickych metod, ktorymi st ode4S5,

ode23, odelS a pod. Funkcia rieSica v Matlabe musi nadobudntit’ tento tvar, kde dy je vektor derivacie

stavovych premennych.

function dy = nazov_funkcie(t,y)
%Zadefinované rovnice stavového opisu

end
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Potom syntax pre zavolanie numerickej metdody napr. Runge-Kutta 4. radu, ktora je

naprogramovana vo funkcii ode45, je v Matlabe definovany tymto prikazom

[T, Y] = ode45(fun,t,xq) , (8.40)

kde fun je referenény odkaz na funkciu riesica, ktora predstavuje rovnice stavového opisu vySetrovanej
sustavy diferencialnych rovnic. Ako parameter funkcie fun mozno pouzit’ priamo nazov danej funkcie,
ktory je uvedeny v apostrofoch ako ,,nazov_funkcie“ alebo takisto mézeme na 'ubovol'nti zadefinovanu
funkciu vytvorit’ referencny odkaz prostrednictvom operatora @.

Potom T predstavuje ¢asovy vektor a' Y je vystupna matica rieSenia stavovych premennych pre
kazdy ¢asovy krok t (v tejto matici si vystupné hodnoty ulozené v takom istom poradi stipcov, ktoré
zodpoveda poradiu stavovych premennych v stavovom vektore), t = [tpin: dt: thax] je vektor casu
simulacie a X je vektor pociato¢nych podmienok. Sposob ako riesit’ diferencidlne rovnice numerickym

spdsobom v Matlabe si ukazeme na nasledujucich prikladoch.

Priklad ¢é. 8.6.

Predpokladajme diferencialnu rovnicu 2. radu s parametrom p = 1. Rieste tto diferencialnu
rovnicu v Matlabe, pouzitim numerickej metody oded45, ak predpokladame ¢as simulacie

tsim = 20 s a Casovy krok dt = 0.01 s.

Jr—nw-@A=yP)y1+y; =0 . (8.41)

RieSenie:

Predtym, nez zadefinujeme funkciu rieSi¢a najdime stavovy opis, ktory odpoveda

diferencialnej rovnici 2. radu podla zadania. Za¢neme vol'bou tychto stavovych premennych

X1 =V1,
. . (8.42)
Xz = y1 - Xz = X]_ .
To znamena, Ze hl'adané stavové rovnice nadobudnt tento tvar
).(1 = Xz B
(8.43)

X =p (1 —x%§) "X —Xq .
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Teraz pristapime k zadefinovaniu funkcie rieSica numerickej metody, ktortt nakonfigurujeme
na zaklade odvodenych rovnic stavového opisu systému. Funkcia rieSi¢a zadefinovaného v Matlabe

pre tento systém nadobuda tento tvar.

function dy=Funkcia(t, y, mi)

dy=zeros(2,1);
dy(1)=y(2);
dy(2)=mi*(1-y(1)"2)*y(2)-y(1);

end

Poznamenajme, Ze hlavicka definicie funkcie musi vzdy zacinat tvarom
dy = nazov_funkcie(t, y). Pripomenime, Ze do tychto funkcii mozno zadefinovat’ aj d’alSie parametre
systému. Tieto je nutné zadefinovat’ v pozadovanom poradi az za parametrami t ay, napr. tymto

spdsobom

dy = nazov_funkcie(t,y, parm1, parmz2,....) . (8.44)

Po zadefinovani funkcie rieSi¢a, mdézeme tuto funkciu zavolat' ako vstupnu funkciu pre
lubovolne zvolent numericki metodu. Ak dalej zvolime pociatoéné podmienky ako vektor
[X10 = 2,X29 = 0] acas simulacie zadefinujeme prostrednictvom tohto casového vektora

t =[0:0.01: 20], potom spravny syntax Matlabu pre zavolanie funkcie ode45 je v tomto tvare

[t,y] = ode45(@(t,y)Funkcia(t,y, 1),t,[2;0]) . (8.45)

Na rieSenie odozvy danej diferencialnej rovnice podl'a zadania, pre ktort sme odvodili stavovy

opis systému, pouZijeme tento skript Matlabe.

clear
clc
close all

%Vstupné parametre systému

tsim=20;

t=0;

dt=0.1;

m=1;

%Casovy vektor

t=[0:dt:tsim];

%Vektor pociatocnych podmienok

x=[2;0];

%Zavolanie numerickej metddy
[t,y]=oded5(@(t,y)Funkcia(t, y, m),t, x);
figure(1)
plOt(t;Y(Ul);'-',t;)’(I,Z),'--','LineWidth';Z)}
title('RieSenie diferencidlnej rovnice')
grid on

xlabel('t")

ylabel('x1, x2")

legend('x1', 'x2")
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RieSenie odozvy systému parametrickej diferencialnej rovnice, ktoré bolo rieSené simulaciu

predchadzajiuceho skriptu v Matlabe, je znazornené na nasledujucom Obr. 8.8.

Riesenie diferen
3 T T

cialnej rovnice
T

x1 x2

20

Obr. 8.8. Riesenie sustavy diferencialnych rovnic v stavovom opise

Priklad ¢. 8.7.

Predpokladajme tuto sustavu diferencidlnych rovnic 1. radu s pociato¢nymi podmienkami

Yyi=VY2"Y3, y1(0) =0,
V2 =—Y1'Y3, y2(0)=1, (8.46)
y3=-05"y;'y,, y3(0)=1.

Rieste danu sustavu diferencialnych rovnic s vyuzitim numerickej metddy Runge-Kutta 4.

radu v Matlabe, pre uvazovany ¢as simulacie tg;,, = 12 s s Casovym krokom dt = 0.01 s.

RieSenie:

Predtym, nez opit zadefinujeme funkciu riesica, najdime stavovy opis tejto slstavy
diferencialnych rovnic, vol'bou tychto stavovych premennych

X1=Y1,
X2 =Y2, (8.47)
X3=Y3 .
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Potom stavové rovnice systému nadobtdaju tento tvar
5(1 == XZ . X3 )
X2=_X1'X3 y (848)

5(3 =_0.5'X1'X2 f

Na zaklade tohto matematického modelu v stavovom opise zadefinujeme funkciu riesica

nasledujiicim skriptom v Matlabe.

function dy = funl(t,y)

dy = zeros(3,1); %stavovy vektor
dy(1) = y(2) * y(3);

dy(2) = -y(1) * y(3);

dy(3) = -0.5 * y(1) * y(2);

end

Potom riesenie sustavy diferencidlnych rovnic zapisanych v stavovom opise, rieSime vyuZzitim

nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
tsim=12;

t=0;

dt=0.1;

%Casovy vektor
t=[0:dt:tsim];

%Vektor pociatocnych podmienok
x=[0;1;1];

%Zavolanie numerickej metddy
[t,y]=oded5(@(t,y)funl(t,y),t, x);

figure(1)

p10t(t1y(:11)1 'I"-',t,y(:,Z), 'b"':t,Y(I:3): k- |.v 'LineWidth',Z);
title('RieSenie sustavy diferencidlnych rovnic')

grid on

xlabel('t")

ylabel('x1, x2, x3'")

legend('x1",'x2","'x3")

Riesenie odozvy systému, ktoré sme simulovali predchadzajucim skriptom v Matlabe, je

znazornené na nasledujiicom grafe Obr. 8.6
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x1, X2, x3

Obr. 8.9: Riesenie ststavy diferencialnych rovnic

Priklad ¢. 8.8.
Predpokladajme sustavu diferencidlnych rovnic 2. radu s tymito poCiatocnymi podmienkami

y1(0) = 10,y1(0) = 0,y,(0) = 1,y,(0) = 1.

yi+4-y1+3-y1=4,

) o (8.49)
y2+10- (2 —y1)+5:-F2—y1) =5.

Rieste tuto sustavu diferencialnych rovnic s vyuzitim numerickej metédy Runge-Kutta 4. radu,
pre simulacny cas tg, = 15 s a ¢asovy krok dt = 0.01 s.
RieSenie:

Predtym, nez zadefinujeme funkciu rieSiCa, najdime stavovy opis danej sustavy

diferencialnych rovnic, vol'bou tychto stavovych premennych

X1 =Y1,

X2 = Y1 = X =Xp,

X3 =Y2, (8.50)
X4 =V = X, =X3 .

Na ziklade tychto navolenych stavovych premennych prepiSeme systém dvoch

diferencialnych rovnic 2. radu podl'a zadania do tohto tvaru stavovych rovnic
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X3:X4, (851)
X4_=5_10'(X4_X2)_5'(X3_X1) .

Na zéklade predchadzajiceho systému v stavovom opise, podobnym spoésobom ako

v predchadzajucich prikladoch, zadefinujeme funkciu rieSica v Matlabe.

function dy=fun2(t, x)

dy=zeros(4,1);

dy(1)=x(2);

dy(2)=4-4%x(2)-3*x(1);

dy(3)=x(4);
dy(4)=5-10*(x(4)-x(2))-5*(x(3)-x(1));

end

Napokon sustavu diferenciadlnych rovnic podla zadania, pre ktort sme odvodili systém

v stavovom opise, budeme riesit’ na zaklade nasledujuceho skriptu v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
tsim=15;

t=0;

dt=0.1;

%Casovy vektor
t=[0:dt:tsim];

%Vektor pociatocnych podmienok
x=[10;0;1;0];

%Zavolanie numerickej metddy
[t,y]=oded5(@(t,y)fun2(t,y),t, x);

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(t,y(:,1),"'-",t,y(:,3), LineWidth',2)
grid on

xlabel('t")

ylabel('x1 x2")

legend('x1"','x2")

title('Vychylky x1 a x2')

subplot(2,1,2)
plot(t,y(:,2),"'-',t,y(:,4), 'LineWidth',2)
grid on

xlabel('t")

ylabel('dx1 dx2")

legend('dx1',"dx2")

title('Rychlosti dx1 a dx2')
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RieSenie odozvy systému sustavy diferencidlnych rovnic, ktoré bolo simulované

predchadzajicim skriptom, je zndzornena na Obr. 8.10.

Vychylky x1 a x2

x1 %2

dx1 dx2
o o
= T ? = T T T T
u
B2

t

Rychlosti dx1 a dx2

Obr. 8.10. Riesenie sustavy diferencialnych rovnic

Priklad ¢é. 8.9.

Dve kyvadla rovnakej dizky L = 1 m a hmotnosti m su pripojené k zékladu vo vzdialenosti
1, = 0.5 m a previazané pruZinou s konstantou tuhosti k = 2000 N.m™1! podl'a Obr. 8.11. Ak vieme,
ze polomery guli¢ieck maju polomer r = 0.05m asu vyrobené zmaterialu znamej hustoty
p = 7800 kg. m 3, vytvorte animaciu kmitania takejto sustavy kyvadiel, po po¢iatoénom vychyleni
kyvadiel ouhly @,, = —15° a @,, = 25°. Na rieSenie odozvy systému vyuzite numericka metodu

Runge-Kutta 4. radu a rieste odozvu pre uvazovany ¢as simulacie tg,, = 5 s s krokom dt = 0.01 s.

m k m

Obr. 8.11. Systém dvoch spriahnutych kyvadiel spojenych pruzinou
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RieSenie:

Systém kyvadiel zobrazenych na Obr. 8.11 uvol'nime nakreslenim obrazca podl'a Obr. 8.12.

Obr. 8.12. Uvol'neny systém dvoch kyvadiel

Potom pre kyvadla m6zeme napisat’ tieto dve diferencialne rovnice, ktoré boli odvodené zvlast

pre jednotlivé hmoty kyvadielok na zaklade II. Newtonovho zakona

['$;=m-L?-$; =—-m-g-L-sing; —F-L-cos¢q, ,
(8.52)
[, =m-1%2 -, =—m-g-L-sing, + F-L-cosq, .

Poznamenajme, Ze Fy je sila v pruzine, ktora pdsobi medzi dvoma pohybujiicimi sa bodmi

kyvadiel. Pre tito silu v pruzine musi platit’ tento vztah

Fx = k- (sin@; —sin@,) L, (8.53)

ktory dosadime do predchadzajuceho systému diferencialnych rovnic a dostavame

m-1?-¢p; =-m-g-L-sing; —k-L?:cosq, - (sing, —sing,) ,
(8.54)
m-L2-$,=-m-g-L-sing, +k-L?-cosq; - (sing; —sing,) .

Pre malé uhly @1, @ < 5° mdzeme tuto sistavu linearizovat® a dospiet’ tak k tejto sustave

dvoch diferencialnych rovnic

m-L?-@;+m-g-L-@+k-L* (¢ —¢;) =0,
, , (8.55)
m-L°-@,+m-g-L-@, —k-L"(p; —¢) =0.
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Predchadzajuci systém prepiSeme do toho simulinkovského tvaru

. k(g —@)—m-g-L-g
P =

m - L2 ’
5 (8.56)
. _ kKL (@) —m-g-L-¢,
(%) m - L2
a prevedieme na stavovy opis systému, vol'bou tychto fazovych premennych
X1 = @1,
X2 = @1 = X=X,
(8.57)
X3 = @2,
X4 = (pZ - X4 = 5(3 .

Potom matematicky model v stavovom opise nadobudne tento tvar stavovych rovnic

X1=X2 B

k2 (% —x3)-m-grLoxy

X2 = m - L2 ’

_ (8.58)
X3=X4,

o ke L?2-(%x;—x3)—m-g-L-x3

Xg = .

m- 12

Na zéklade predchadzajuceho systému v stavovom opise mozno zadefinovat’ tito matematick

funkciu rieSica v Matlabe.
function dy=fun3(t, x, m, L, k, g)

dy=zeros(4,1);

dy(1)=x(2);

dy(2)=-(k*L 2% (x(1)-x(3) )+m*g*L*x (1)) /m*L"2;

dy(3)=x(4);

dy (4)=(k*L"2*(x(1)-x(3))-m*g*L*x(3))/m*L"2;

end

Pre vytvorenie animacie kmitania kyvadiel naprogramujeme tento skript v Matlabe.

%Dve matematické kyvadla spojené pruzinou s tuhostou k
clc

clear;
close all;

312|Strana



NUMERICKE METODY RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC

%Vstupné hodnoty
L=1;

r=0.05;

ro=7800;

k=2000;

g=9.81;
m=4*pi*r~3*ro/3;

%PocCiatocné podmienky
File=-15;

Fi20=25;

dt=0.02;

tsim=5;
t=[0:dt:tsim];

%PoCiatocné podmienky
x0=[Fil0;0;Fi20;0];

%numerické riesenie
[t, x]=oded45(@(t, x)fun3(t, x, m, L, k, g),t,x0);

%Vytvorenie animacie pohybu
figure(1)

for i=1:length(t)

axis([-L-r/2 1+L+r/2 -L-r/2-0.2 0.2])

axis square

hold on

%Vykreslenie ramien

plot([@ L*sin(x(i,1)*pi/180)],[0 -L*cos(x(i,1)*pi/180)], 'LineWidth",2)
plot([1 L*sin(x(i,3)*pi/180)+1],[@ -L*cos(x(i,3)*pi/180)], 'LineWidth"',2)

%Vykreslenie gulicky
Circle(L*sin(x(i,1)*pi/180),-L*cos(x(i,1)*pi/180),r, 'r")
Circle(L*sin(x(i,3)*pi/180)+1,-L*cos(x(i,3)*pi/180),r ,'r")
%Vykreslenie pruziny

plot([L*sin(x(i,1)*pi/180) L*sin(x(i,3)*pi/180)+1],[-L*cos(x(i,1)*pi/180) ...

-L*cos(x(i,3)*pi/180)], k")

M(i)=getframe;
if (i<length(t))
delete(gca);
end
end

%Vykreslenie priebehov velicin

figure(2)

subplot(2,1,1);

hold on;

plot(t, x(:,1),'b", 'LineWidth',1.5)
plot(t, x(:,3),'r"', 'LineWidth',1.5);
grid on

xlabel('t [s]');

ylabel('Fil, Fi2")
legend('Fil','Fi2")

title('Uhlové natocenia')

subplot(2,1,2);

hold on;

plot(t, x(:,2),'b", 'LineWidth',1.5)
plot(t, x(:,4),'r"', 'LineWidth',1.5);
grid on

xlabel('t [s]');

ylabel('dFil, dFi2")

legend('dFil', 'dFi2")
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V skripte bola pouzita funkcia na vykreslenie plného kruhu, ktory predstavuje tvar gulicky
kyvadielka. Funkcia, ktora vykresl'uje plny kruh je definovana tymto skriptom.
function Circle(x, y, r, Color)
t=[0:pi/40:2%pi];
x=x+r*cos(t);
y=y+r¥sin(t);
fill(x, y, Color)

end

Riesenie simulacie kmitania kyvadielok pre simulacny Cas tgj,,, = 5 s s uvazovanym ¢asovym

I

1
3.5 4 4.5 5

krokom dt = 0.01 s je znazornené na Obr. 8.13.

Uhlové natocenia

i

30

20

10

0

-10
Uhlové rychlosti

L

Fi1, Fi2

1 1
1.5 2

t[s]

dFi1, dFi2

1
5

Obr. 8.13. Riesenie odozvy kmitania kyvadiel

Na d’alSom Obr. 8.14 je znazornenie pociatocnej polohy kyvadiel pred samotnou animaciou

pohybu.

0.2

03

04t

06

o08f

Obr. 8.14. Vykreslenie pociatocnej polohy kyvadiel
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Priklad ¢. 8.10.

Predpokladajme kmitajici mechanicky systém zobrazeny na Obr. 8.15, ktorého hmota m; ma
polohu taziska dant vzdialenostami l; = 0.5 m, 1, = 0.5 m. Systém pozostava z dvoch hmoét, ktoré
si budené silami F;(t) = F19-cos(wq-t), Fy(t) = Fy-cos(w, t) akritiacim momentom
M(t) = My - cos(w3 - t), ktory pdsobi v tazisku telesa. Okrem vonkajsich sil a momentov je systém

budeny v spodnej ¢asti kinematickym budenim u; (t) = uqq - cos(wy - t) auy(t) = uyg - cos(ws - t).

T F.(t)=F,,cos(w, t)

m,

Iyz(t)

=
&
AAAAA
\AAAAAJ

" —\ A

e o —— _— (P1'Iz t
_ -c-!-/*/ o | Iy1() (p1(t)

—14 < Iz

o,y

Ry
\

\

\
/
N
=
T
=

o

o
2
]

k,

| u,(t)=u,,cos(w, t) | u,(t)=u,,cos(w,t)
STT7777777777 STT7777777777

Obr. 8.15. Kmitajici mechanicky systém

e

Odvod'te stavovy opis tohto systému, ak predpokladdme, Ze pozname hmotnosti a momenty
zotrvacnosti telies my; = 100kg, I; = 1000kg. m?, m3; = 30kg, dalej tuhosti systému
k; = 35000N.m™ 1, k, = 45000 N.m™ 1, k; = 20000 N.m™! atakisto konStanty tlmenia
b; = 1000N.s.m~1,b, = 1500 N.s.m~ L.

Ako budiace parametre budeme uvazovat’ tieto vstupné hodnoty Fiq = 100 N, f; = 5 Hz,
F,0 =200N, f; =6 Hz, My =10N.m, f3 =2 Hz, u;y =0.05m, f, = 10 Hz, u,y = 0.05 m,
f: = 8 Hz.

Rieste odozvu tohto systému zapisaného v stavovom opise napisanim skriptu Matlabu pre

uvazovany simulacny cas tgj, = 10 s.
RieSenie:
Systém uvol'nime nahradenim jeho komponentov zlozkovymi silami, ako je to zndzornené na

Obr. 8.16, kde hmota m4 kona vSeobecny pohyb a hmota m3 kona Cisto translacny pohyb.
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Obr. 8.16. Uvol'nenie kmitajucich hmot

Predtym, nez pristapime k tvorbe matematického modelu, napiSeme v prvom rade tieto

zlozkové rovnice daného mechanického modelu

Fra =Ky (y1— @1l —uy),
Fpp=by -1 =111 —uy),
Fro =Kz (y1+ 91" —uy), (8.59)
Fpo =by - (y1 + @11 —3) ,
Fis =Kz (y2—y1+@1-11) .

Aplikovanim II. Newtonovho zakona pohybu pre jednotlivé hmoty systému, platia tieto tri

diferencialne rovnice

my -1 = Fp(t) — Fiqg — Fpg — Fip — Fpz + Fys
I; -1 = M(t) + (Fxq + Fpg — Fiz) * 1y — (sz + Fpp — Fz(t)) 1y, (8.60)

my -y, = Fy(t) — Fis .

Dosadenim zloZzkovych sil do predchadzajuceho systému diferencialnych rovnic, dostavame

tuto sustavu rovnic

my§; =F0 -k (1 =@l —u) = b1 — @1l — ) =k (y1 + @10 1 —up)

—by(y1 + @11y — ) + K3 (y, —y1i + @1 - 1y) (8.61)
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L =MO+ (k- (a = @1 L —u) +by -y — @yl —0y) = K3 (y2 —y1 + @1 - 11))
b= (K i+ @i L —w) by (1 + @01, —0p) —F,(D) 15,

m,-§, =F (0 —Kks (y2—y1 t o1 - 1) .

Predchadzajuci matematicky model mozno prepisat do tohto simulinkovského tvaru

diferencialnych rovnic

Lo 1 S .
Y1Zm_l[Fz(t)—kl'(Yl_‘P1'11_u1)_b1'(Yl_(Pl'll_ul)—kz'(Y1+(P1'lz_uz)
—by 1+ —u) ks —ya H -]

1
('l')1=E[M(t)+(k1'(Y1_(P1'11_u1)+b1'(Y1_¢1'11_u1)_k3'(YZ_Y1+¢’1'11)) (8.62)
'11_(k2'(Y1+(P1'12_u2)+b2'(Y1+¢1'12_u2)_F2(t))'12] ,

1
Yo =—I[F1(0) = ks (y2—y1 + ;- 1)] .
m;

Predpokladajme, Ze vstupny vektor F(t) a vystupny vektor y(t) maji tieto nadefinované

poradie premennych

F1 (D)7
F, (1) V1
M(t) o
FTO) =|lu@®]| a y'= S'i : (8.63)
Uy () @
u, (1) Vs
0, (0

Potom upravou pdvodného systému diferencialnych rovnic a usporiadanim vyrazov znamych

a neznamych premennych po oboch stranach rovnic, dostavame

my -y + k(1 — @) +b (71— @10 1) Kyt (yr +@q013) + by
1+ @1 )=k (y2—y1 + @1 1y)
=F2(t)+k1'u1+b1'fl1+k2'u2+b2'flz )

I1'('F.’l—(kl'(}’1—(P1'11)'*‘b1'(}"1—¢’1'11)—k3'(}’2—}’1'*'(91'11))'11
+(k2'(Y1+(P1'12)+b2'(Y1+¢1'12))'12
=M(t)—k1'11'u1—b1'11'll1+k2'12'u2+b2'12'f12+F2(t)
1, ,

(8.64)

m; -y, + K (y2—y1 + @1 1) =F (D) .
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Zapisme tento systém diferencidlnych rovnic do maticového tvaru

M§ + Dy + Ky = S - F(t)

m; 0 O V1 b; + b, —b;-l; +by-l, 01 W1
[0 I 0| [®1]+]|-by-l;+by-1, by-13+b,-15 0f |P1
0 0 myl Ly, 0 0 ol Ly
k; +ky + ks -kl +ky L, =kl —kg
+ =kl +ky l—ks l; Ky BP+Kk,c12+ks 12 ky-ly
ks ) ks (8.65)
O]
F,(t)
Y1 01 0 k b, k, b, M(t)
| P1 =[O , 1 —k;-l; —by-l; ky-l, bz-lzl' uy (1)
Y2 1 0 O 0 0 0 0 U, (t)
u, (t)
[0, (1)
To znamena, Ze hl'adané matice systému M, D, K a S nadobudn tieto tvary
m; 0 O b; + b, —b; 1, +by-1, O
M=|0 I O ] D=|-b;-1;+by-1, by-12+b,-13 O].
0 0 m 0 0 0
ky +k, +k; -kl +ky =kl —kj
K=|-k;-; +k,- 1, —Kks-l; ki B+4+ky,-13+ks-12 ky-l|, (8.66)
—k; ks 14 ks
0 1 0 k4 b, k, b,
S=[0 I, 1 —ky-l; —b;-l; ky-l, bz-lzl
1 0 O 0 0 0 0

Simulaciu odozvy kmitajiceho systému budeme rieSit napisanim nasledujiceho skriptu

Matlabu.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
11=0.5; 12=0.5;

ml=100; I1=100; m2=30;
k1=35000; k2=45000; k3=20000;
b1=1000; b2=1500;

%Budiace parametre systému
F10=100; f1=5; omegal=2*pi*f1l;
F20=200; f2=6; omega2=2*pi*f2;
MO=10; f3=3; omega3=2*pi*f3;
ule=0.05; f4=10; omegad=2*pi*4;
u20=0.05; f5=8; omega5=2*pi*f5;
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%Cas simulacie
tsim=10;
dt=0.01;
t=[0:dt:tsim];

%Vstupné budiace funkcie
F1=F10*cos(omegal*t);
F2=F20*cos (omega2*t);

M=M@*cos (omega3*t);
ul=ule*cos(omegad*t);
dul=-ul@*omegad*sin(omegad*t);
u2=u20*cos(omega5*t);
du2=-u20*omega5*sin(omega5*t);

%Vektor vstupu
F=[F1;F2;M;ul;dul;u2;du2];
%Urcenie matic stavového opisu
M=diag([ml I1 m2]);
n=length(M);

p=size(F,1); %pocet vstupov;

%Matice systému

K=[k1l+k2+k3 -k1*11+k2*12-k3*11 -k3;
-k1*11+k2*12-k3*11 k1*1172+k2*1272+k3*1172 k3*11;
-k3 k3*11 k3];

D=[bl+b2 -b1*11+b2*12 0; ...
-b1*11+b2*12 b1*1172+b2*1272 0;
0 0 09];

S=[0 1 @ k1 bl k2 b2;
0 12 1 -k1*11 -b1*11 k2*12 b2*12;
1000000];

%Matice stavového opisu

A=[zeros(n) eye(n); -inv(M)*K -inv(M)*D];
eig(A)

B=[zeros(n, p); inv(M)*S];

C=eye(2*n);

D=zeros(2*n, p);

sys=ss(A,B,C,D);
y=1sim(sys, F, t);

figure(1)

subplot(2,1,1)

plot(t,y(:,l),‘r", t, Y(UZ):'b"',t;y(i;3);'g')3
xlabel('t"); ylabel('yl Fil y2');

grid on

legend('y1','Fil',"'y2"); title('Posunutia a natocenia')
subplot(2,1,2)

plOt(tJY(3,4),'f", t) Y(3;5),'b--',t,Y(i;G);'g')}
xlabel('t"); ylabel('dyl dFil dy2');

grid on

legend('dy1', " 'dFil", 'dy2"); title('Rychlosti")

Potom riesenie simulacie systému s vyuzitim predchadzajuceho skriptu v Matlabe, v ktorom
sme riesili odozvu kmitajiceho systému vypoctom matic stavového opisu a nasledne pocitali odozvu

systému pouzitim prikazu state-space, je znazornené na d’alSom Obr. 8.17.
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Obr. 8.17. Riesenie odozvy simuldcie kmitajuceho systému

Priklad ¢. 8.11.

Bezpecnostny naraznik, ktory je umiestneny na konci pretekarskej drahy a sluzi na zastavenie
neovladatel'ného auta, je zndzorneny na Obr. 8.18. Naraznik je skonStruovany takym spdsobom, ze
aplikovana sila F, ktora nail posobi je zarovein funkciou rychlosti v a posunutia X ¢elnej hrany naraznika.
Této sila je definovana funkciou F = K- v3 - (x + 1)3, kde K = 35 kg.s.m ™ je konstanta.

Ak predpokladame, ze auto hmotnosti m = 1800 kg narazi do naraznika rychlost'ou

v=60km.h™1, vypoditajte a zobrazte rychlost auta ako funkciu jeho polohy na intervale

0<x<3m
V
Naraznik | }
Obr. 8.18. Bezpecnostny naraznik
Riesenie:

Tvrdenie, Ze auto narazi do naraznika mézeme opisat’ Il. Newtonovym zédkonom

v (x+1)3%, (8.67)
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potom z tejto rovnice mozno vypocitat’ zrychlenie a, ktorym auto spomal’uje

K-v3-(x+1)3
- :

a=— (8.68)

Rychlost’ ako funkciu polohy v = % =>dt= % vypocitame dosadenim do rovnice, ktora plati

pre zrychlenie a. Teda plati, Zze

dv v-dv

A== =a'dx=v-dv, (8.69)

z tejto rovnice potom vyplyva, Ze

dv Kv¥(x+1°  Kv?(x+1)°

— = 8.70
dx vm m ( )

Tuato diferencialnu rovnicu budeme d’alej riesit’ numerickou metédou Runge-Kutta 4. radu,
pre interval polohy automobilu 0 < x < 3, suvazovanou pociatocnou podmienkou rychlosti
v(0) = 60 km. h~! a polohou automobilu x(0) = 0. Funkcia riesi¢a, ktort pouzijeme ako vstupnii pre

funkciu metédy Runge-Kutta, je definovana tymto skriptom v Matlabe.

function dvdx=naraznik(x, v)
global k m
dvdx=- (k*v"2*(x+1)"3)/m;

end

Numerické rieSenie diferencidlnej rovnice systému, ktory definuje pohybu automobilu pri

naraze do néraznika, vypocitame nasledujucim skriptom v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
global k m

k=35;

m=1800;

v=60;

%Definovanie intervalu polohy
x=[0:0.02:3];
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%Pociatocna rychlost pohybu
vO=v*1000/3600;

%Numerické rieSenie odozvy
[x v]=ode45( 'naraznik',x,v0);
F=-k*v."3.*(x+1).73;

figure(1)

subplot(2,1,1)
plot(x,v,'b", 'LineWidth',2)
grid on

xlabel('x [m]")

ylabel('v [m.s-1]")

subplot(2,1,2)
plot(x,F, 'r', 'LineWidth"',2)
grid on

xlabel('x [m]")

ylabel('F [N]")

Potom rieSenie simulacie systému naraznika je znazornené v podobe priebehov rychlosti

v a funkcie sily F, ktora posobi na naraznik na Obr. 8.19.

20 T T T T T

x [m]

25 1 1 1 1 1
0 0.5 1 15 2 25 3

x [m]

Obr. 8.19. Riesenie rychlosti a sily pri naraze auta do naraznika

Priklad ¢. 8.12.

Strela je vystrelend zdela rychlostou vy = 300m.s™!

pod znamym uhlom

0 = 65° z pociato¢ného polohového bodu (X, Yo, Z)=(3000, 0, 0). Projektil je zamiereny priamo na

sever. Pri jeho pohybe nan pdsobi silny boény vietor zo zapadu, ktory ma rychlost v, = 30 m.s™1.
Urcte a zobrazte trajektoriu projektilu do momentu, kedy zasiahne zem pri pésobeni bo¢ného

vetra a takisto pri jeho lete za idealnych podmienok bez posobenia tohto nepriaznivého vetra.
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RieSenie:

Ak suradnicovy systém nastavime tak, ze osi X a y budu smerovat’ na vychod resp. sever, potom
pohyb projektilu mézeme analyzovat uvazovanim pohybu vo vertikdlnom smere osi za v dvoch
horizontalnych osiach x a y. Ked’ze projektil bol vystreleny priamo na sever, jeho poc¢iato¢nu rychlost’

mozno rozlozit' do dvoch zloziek, a to do smeruy a z

Voy =Vg-cos® a vy, =Vp-sing . (8.71)

Pripomenime, Ze z dovodu bo¢ného vetra sa projektil pohybuje konsStantnou rychlostou

v opa¢nom smere 0si X

vy =30m.s71 . (8.72)

Pociato¢na poloha strely v suradnicovom systéme (Xg, Yo, Zg) je dana bodom (3000, 0,0). Vo

vertikalnom smere je rychlost’ a poloha strely dana tymito kinematickymi rovnicami

1
V,=Vg,—g't a Z=ZO+VOZ't—§'g't2. (8.73)

Cas, ktory je potrebny pri lete projektilu na dosiahnutie najvyssieho bodu t. j. bodu, v ktorom

rychlost’ v, = 0 je dany touto rovnicou
tmax = — - (8.74)

Celkovy ¢as letu mézeme vypocitat ako dvojnasobok tohto Casu tigr = 2 - tpax. Rychlost
v horizontdlnom smere je konStantna v oboch smeroch X aj y, a poloha projektilu je dana tymito
rovnicami

X=Xg+vg-t a Yy=Yo+Voy-t. (8.75)

Let projektilu budeme rieSit’ naprogramovanim odvodenych rovnic v nasledujicom skripte

Matlabu.
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clc
close all
clear

%Vstupné parametre systému
vO=300;

g=9.81;

theta=65;

vx=-30; %Rychlost vetra

%PocCiatocné podmienky
vOy=vO*cosd(theta);
vOz=vO*sind(theta);
X0=3000;y0=0;20=0;

%Cas letu
t=2*v0z/g;

%Cas stupania
tp=t/2;

%\Vypocet polohy projektilu
tplot=linspace(0,t,100);
x=x0+vx*tplot;

y=y0+vOy*tplot;
z=z0+vOz*tplot-0.5*g*tplot."2;

xnowind(1:1length(y))=x0; %Bez bocného vetra

figure(1)

plot3(x, y, z, 'r-', xnowind, y, z, 'b--','LineWidth',2)
grid on

axis([0 6000 0 8000 © 4000])

xlabel('x(m)");

ylabel('y(m)");

zlabel('z(m)"');

legend('vietor', 'bez vetra')

Potom vypocitany priebeh trajektérie pohybu projektilu, ktory leti v priestore pri pdsobeni

boc¢ného vetra a v bezveternom prostredi, je znazorneny na d’alSom Obr. 8.20.

vigtor
= == hez velra

4000
3500
3000
2500

E 2000

N
1500

1000

6000

Obr. 8.20. Trajektoria letu strely
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Priklad ¢. 8.13.

Uvazujme elektricky kondenzator neznamej kapacity C. Aby bolo mozné urcit’ hodnotu
kapacity tohto kondenzatora, tento kondenzator bol pripojeny do elektrického obvodu podla

nasledujaceho Obr. 8.21.

Obr. 8.21. RC obvod

Konektor bol pripojeny najskér k bodu B, ¢im sa kondenzator nabil. Potom bol konektor
pripojeny k bodu A, ¢im sa kondenzator zacal vybijat’ cez odpor s hodnotou R = 2000 . Zatial ¢o sa
kondenzator vybijal, merala sa hodnota zmeny napétia kazd 1 s pocas intervalu Casut = 10 s.

Namerané hodnoty napitia st zndzornené v tabulke. Zobrazte priebeh napétia ako funkcie Casu

a urcite kapacitu kondenzatora aproximaciou pomocou exponencidlnej krivky.

Tabul’ka 8.6. Namerané hodnoty napétia pri vybijani kondenzatora

t (s) 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
U(V) 94 731 551 355 281 204 126 097 074  0.58

RieSenie:
Pri vybijani kondenzatora cez rezistor R sa napédtie na kondenzatore meni podla tejto

exponencialnej funkcie

t
u(t) = u, - e RC (8.76)

kde ug je pociatocna hodnota napétia, R je elektricky odpor a C je kapacita kondenzatora. Tuto
exponencidlnu funkciu moézZzeme napisat’ v tvare linearnej funkcie, ak predchadzajucu rovnicu

zlogaritmujeme, tzn. Ze dostavame

1
lnu=lnuo—ﬁt. (8.77)
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Tuato rovnicu, ktora ma tvar linearnej priamky y = m - X + b, mozno aproximovat’ mnozinou

bodov, pouzitim funkcie polyfit(x, y, 1), kde ¢as t predstavuje nezavisli premennu X a In u predstavuje

zavisla premennt y. Potom vypocitané koeficienty m a b aproximovanej krivky, mézeme pouzit’ na

vypocet neznamej kapacity kondenzatora C a pocCiato¢nej hodnoty napitia ug, pre ktoré musi platit’, ze

(8.78)

Nasledujuci skript napisany v Matlabe vypocita funkciu, ktora aproximuje namerani mnozinu

dat a ur¢i hladant kapacitu kondenzatora C ako aj poCiatocné napitie uq, ktoré bolo namerané na

kondenzatore.

clc
close all
clear

%Vstupné parametre systému

R=2000;

t=1:10;

u=[9.4 7.31 5.15 3.55 2.81 2.04 1.26 0.97 0.74 0.58];
p=polyfit(t, log(u),1);

%Vypocet hodndét C a u@
C=-1/(R*p(1));

ue=exp(p(2));
tplot=0:0.1:10;
uplot=u@*exp(-tplot./(R*C));

figure(1)

plot(t,u, 'o',tplot,uplot, 'r-', 'LineWidth"',2)
grid on

xlabel('t [s]")

ylabel('u [V]")

Priebeh zmeny napitia meran¢ho na kondenzatore pocas meraného intervalu Casu t, je

znazorneny vo podobe aproximovanej krivky na Obr. 8.22.

Obr. 8.22. Aproximécia mnoziny nameranych hodnét napétia
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Priklad ¢. 8.14. Let modelu rakety

Let modelu rakety hmotnosti m = 0.05 kg mozno opisat’ nasledovnym spdsobom. Pocas
prvych t. = 0.15 s je raketa pohanana smerom nahor motorom, ktory vyvija silu Fg = 16 N. Raketa
potom leti, zatial’ Co je spomal’ovana posobenim gravitacne;j sily.

Potom ako dosiahne maximalny vrchol, za¢ne raketa postupne padat’ naspit’. V okamihu, ked’

jej navratova rychlost’ dosiahne v =20 m.s~!

, sa otvori padak a raketa pokracuje pohybom smerom
nadol s konStantnou rychlost'ou v, = 20 m. s, az do okamihu kym nedopadne na zem.

Napiste program v Matlabe, ktory vypocita a zobrazi rychlost’ a polohu rakety vo vertikalnom
smere v zavislosti od ¢asu t.
RieSenie:

Raketu mozeme predpokladat’ ako hmotny bod, ktory sa pohybuje po priamke vo vertikalnom
smere. Pri pohybe s konstantnym zrychlenim pozdiz priamky je rychlost’ a poloha rakety definovana

tymito funkciami zavislymi na Case
1 2
vit) =vg+a-t a s(t)=so+v0-t+§-a-t , (8.79)

kde v(t) je rychlost rakety a s(t) jej poloha.

V ramci vypoctu rozdelime pohyb rakety na tri Casti. Kazdy segment v programe budeme
pocitat’ prostrednictvom cyklu while loop.

Cast’ letu & 1: Prvych t = 0.15 s kedy je motor rakety zapnuty. Poas tohto asu sa raketa
pohybuje smerom nahor s konStantnym zrychlenim a. Zrychlenie mézeme urcit’ zobrazenim diagramu
uvol'nenej rakety, na ktor posobi tahova sila od motora Fg a tiazova sila G. Pri pohybe rakety plati

I1. Newtonov zakon
m-a=ZF —Fg—G=Fg—m-g. (8.80)
Vyjadrenim zrychlenia a z predchadzajtcej rovnice dostavame
a=—° (8.81)

Rychlost’ rakety a poloha jej vystrelenia si funkcie zavislé od ¢asu t a je ich mozné opisat’

tymito rovnicami
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1
v() =0+a-t a h(t)=0+0+§-a-t2, (8.82)

kde pre pociatoénu rychlost’ vy a pociatoénil polohu s rakety uvazujeme nulové hodnoty.

V programe €ast’ letu €. 1 zacina casom t = 0 a konc¢i ¢asom t < 0.15 s. Potom cas, rychlost’
a polohu v tejto Casti letu budeme oznacovat’ ako t1, v4 a hy.

Pohyb rakety od okamihu vypnutia motora do bodu vystrelenia padaku popisujeme ako ¢ast’
letu €. 2. V tejto Casti sa raketa pohybuje konStantnym spomalenim so zrychlenim g. Rychlost’ a poloha

su definované tymito rovnicami
1 2
vi)=v;—g-(t—ty) a h(t)=h1+V1'(t—t1)_§'g'(t_t1) . (8.83)

V tento Casti pohyb rakety popisuje az do bodu, kedy raketa nadobudne padovu rychlost
vp = —20 m.s~ 1 (opatného smeru z toho dovodu, Ze raketa pada nadol). Cas a poloha na konci
pohybu v tejto Casti oznac¢ime ako t; a h,.

Pohyb rakety od okamihu vypustenia padaku do okamihu, ked’ raketa dopadne na zemsky
povrch opiSeme cast’ou letu €. 3. V tomto segmente sa raketa pohybuje konsStantnou rychlost'ou

(s nulovym zrychleni). Poloha vo vertikalnom smere je dana touto funkciou ¢asu
h(® =hy+vp-(t—tz), (8.84)

kde vy, je konstantna rychlost rakety po otvoreni paddku. V tomto segmente cyklovanie pokracuje az do

okamihu, ked’ poloha rakety sa rovna nule. Nasledujuci skript napisany v Matlabe, riesi pohyb rakety,

ktory sme opisali predchadzajicimi tromi cast’ami letu.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
m=0.05;

g=9.81;

tE=0.15;

FE=16;

vp=-20;

dt=0.01;

%PocCiatocné podmienky
n=1;

t(n)=0;

v(n)=0;

h(n)=6;
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%Cast letu 1.
al=(FE-m*g)/m;
while(t(n)<tE & n<50000)
n=n+1;
t(n)=t(n-1)+dt;
v(n)=al*t(n);
h(n)=al*t(n)"2/2;
end

vl=v(n); hil=h(n); til=t(n);

%Cast letu 2.

while(v(n)>=vp & n<50000)
n=n+1;
t(n)=t(n-1)+dt;
v(n)=vl-g*(t(n)-tl);

h(n)=h1+v1*(t(n)-t1)-g*(t(n)-t1)"2/2;

end
v2=v(n); h2=h(n); t2=t(n);

%Cast letu 3.
while(h(n)>@ & n<50000)
n=n+1;
t(n)=t(n-1)+dt;
v(n)=vp;
h(n)=h2+vp*(t(n)-t2);
end

figure(1)
subplot(1,2,1)

plot(t,h, 'r',t2,h2, ko', "LineWidth"',2)

grid on

title('Poloha strely')
xlabel('t [s]');
ylabel('h [m]")

subplot(1,2,2)

plot(t,v, 'b',t2,v2, ko', "LineWidth"',2)

grid on
title('Rychlost strely')
xlabel('t [s]');

Priebeh rychlosti a polohy rakety pri jej pohybe na zdklade uvazovanych casti pohybu je

znazorneny na Obr. 8.23.
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Obr. 8.23. Poloha rakety a jej rychlost’ v ase t
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Priklad ¢é. 8.15.

Zobrazte priebeh rychlosti rakety, ktora sa pohybuje v gravitatnom poli zeme v zavislosti na
Case pre Casovy interval t = (0,1000) s. Celkova hmotnost’ rakety s palivom pred jej vystrelenim je
m, = 1000 kg, ztoho p = 90% jej celkovej hmotnosti tvori palivo.

Raketa pri svojom lete postupne toto palivo spaluje. Proces spalovania paliva mozno opisat’
suginitelom rychlosti spalovania k = 10 kg.s™!. Tah motora, ktory Zenie raketu dopredu a je

vyvolany motorom, uvazujeme ako konstantny, dany silou F = 10 KN.
Riesenie:

Raketa pri svojom pohybe smerom nahor postupne spal’uje palivo, t. j. pri pohybe sa meni jej

hmotnost’. Pohyb rakety pocas jej letu mozeme opisat’ I1. Newtonovym zikonom pohybu

dH_z:F
dt ’

. (8.85)
T MOV =F-m@®g.

Celkovi hmotnost’ m(t) rakety v Case t, ktora zavisi od ¢asu, mozno vypocitat ako rozdiel

pociato¢nej hmotnosti rakety pred jej vystrelenim m, a ubytku paliva m,,
m(t) =mc—m, =m¢—k-t, (8.86)

dosadenim tejto hmotnosti m(t) do p6vodnej rovnice dostavame

d
MmO V) =F-m®-g,

q (8.87)
a((mc—k-t)-v) =F—-(m.—k't)-g.
Potom zderivovanim vyrazu na pravej strane rovnice podla ¢asu t dostdvame
dv
—k-v+(mc—k-t)a=F—(mc—k-t)-g (8.88)

a d’alSou matematickou upravou dospejeme k tejto diferencidlnej rovnici 1. radu, ktora plati pre

zrychlenie rakety a
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dv_dzh_ F+k-v

dt_d? me—k-t o (8.89)

Preved'me predchadzajucu rovnicu touto volbou stavovych premennych na stavovy opis

systému

X1=h,
. (8.90)
X2=h=V =54 X2=).(1.

Prostrednictvom navolenych stavovych premennych prevedieme odvodent diferencialnu

rovnicu ( 8.93 ) na tento tvar systému v stavovom opise

X1 =X,
C Fikex (891)
X2_mc—k-t g

Pre numerickii metddu Runge-Kutta 4. radu zadefinujeme tuto funkciu rieSi¢a na zaklade

predchadzajticeho systému v stavovom opise.

function dv=Raketa(t, x, mc, p, k, F, g)
dv=zeros(2,1);

if ((mc-k*t)<=mc*(1-p))
k=0;
F=0;
m=mc*(1-p);
else
m=mc-k*t;
end

dv(1)=x(2);
dv(2)=(F+ k*x(2))/m-g;

end
Napokon simuléciu letu rakety budeme riesit’ napisanim nasledujuceho skriptu v Matlabe.
clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
mc=1000; % [kg]

p=0.9; % [x100%]

k=10; % [kg/s]

F=10000; % [N]

g=9.81; % [m/s"2]
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%Cas simuldcie letu rakety
tsim=1000; % [s]

dt=0.01;

t=[0:dt:tsim];

%PocCiatocné podmienky
vo=0;
ho=0;

%RieSenie odozvy
[t, x]=ode23(@(t, x)Raketa(t, x, mc, p, k, F, g),t,[ho;ve]);

y=x(:,1)<0; %Saturdcia pohybu
for i=1:length(y)

if (y(i))
x(i,1)=0;
x(1i,2)=0;
end
end
figure(1)
subplot(1,2,1)
plot(t, x(:,2),'r', 'LineWidth',2)
grid on

title('Rychlost rakety")
xlabel('t [s]")
ylabel('v [m/s]")

subplot(1,2,2)

plot(t, x(:,1),'b", "LineWidth",2)
grid on

title('Poloha rakety')

xlabel('t [s]")

ylabel('h [m]")

Priebehy zmeny rychlosti v a polohy rakety h pocas jej pohybu st znazornené na nasledujicom

Obr. 8.24.

Rychlost rakety %10% Poloha rakety

5000

4000

3000 [

2000

1000

v [m/s]
h [m]

-1000

-2000

-3000

-4000

5000 L L L L 0 L L L L
o 200 400 600 800 1000 0 200 400 600 800 1000

t[s) tis]

Obr. 8.24. Rychlost’ a vertikalna poloha rakety pocas jej letu

332|Strana



NUMERICKE METODY RIESENIA DIFERENCIALNYCH ROVNIC

8.1 MODELY S UVAZOVANIM ODPORU VZDUCHU

V tejto kapitole sa zameriame na také matematické modely, pri ktorych budeme uvazovat’ vplyv
odporu vzduchu, ktory posobi proti pohybu telesa konajuceho pohyb. Takéto typy modelov sa mozu
vyskytnut’ vo velkom pocte, napr. sa s nimi mozno stretnut’ v pripade prikladov z praxe, ktorymi si
napr. pohyb automobilu po ceste, let lictadla nad urovilou zeme, let vystreleného projektilu, ktory sa
pohybuje v gravitatnom poli zeme, pohyb l'ubovolného objektu, ktory pada s uvazovanim odporu
vzduchu a d’al§ie iné. Princip ako tvorit’ modely pre takéto typy uloh, si ukdzeme na niektorych

nasledujucich prikladoch.

Priklad ¢. 8.16. Strela v gravita¢énom poli zeme

Strela hmotnosti m = 10 kg je vystrelena v gravitatnom poli zeme pod znamym uhlom
o = 65°, pozri Obr. 8.25. Pri lete posobi na tato strelu odpor vzduchu, ktory vyvold v smere osi x ay
odporové sily. Tieto mozno uvazovat ako sily priamoumerné rychlosti pohybu tejto strely.

Koeficienty odporu vzduchu v jednotlivych smeroch pohybu x ay, ktoré zavisia od
geometrického tvaru strely boli experimentalne namerané. Predpokladajme, Ze tieto koeficienty su
zname konStantné hodnoty ¢, = 0.002 a ¢, = 0.001. Ak vieme, ze pociatocna rychlost’ strely bola
Vo = 300 m.s™ ! a strela bola vystrelen4 z bodu, ktorého poloha je dana stiradnicami (g, yo) = (0, 0),
zobrazte trajektoriu letu tejto strely, jej polohu a rychlost’ v zavislosti od ¢asu. Takisto odmerajte Cas

dopadu strely na zemsky povrch.

Obr. 8.25. Strela letiaca v gravitatnom poli zeme

RieSenie:

Trajektoria strely, ktorou strela leti v gravitanom poli zeme s uvazovanim odporu vzduchu
je zndzornena na Obr. 8.25. Na strelu pri jej pohybe posobia jednak odporové sily vyvolané odporom

vzduchu v jednotlivych smeroch x a y a takisto tiazova gravitacna sila G.
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Matematicky model pohybu strely v rovine Xy mozno odvodit’ na zéklade II. Newtonovho

zakona a opisat’ tymito dvomi pohybovymi rovnicami, ktoré st definované pre jednotlivé smery osi X

ay

m-i&=—FodX ,
(8.92)

m-y=—-G-Fyy ,

kde Fogx = €y - X2, Foay = €y ° y% a G = m - g. Dosadenim tychto vyrazov do prechadzajuceho modelu

dostavame tento matematicky model

o2

m-X=—cy'X",

. "2 (8.93)
m-y=-m-g—=«Cy-y",

ktory zapiSeme do tohto simulinkovského tvaru diferencialnych rovnic
. Cx X2
X=— ,
m
s (8.94)

.. Cy'y
j=-g—-

m

Tento matematicky model v simulinkovskom tvare prevedieme na stavovy opis systému,

vol'bou tychto stavovych premennych

(8.95)
X3 =Y,
X4—y=Vy - X4—X3,
potom dostavame tento tvar stavového opisu rovnic
).(1 =X,
.52
. &X
Xp=———
) (8.96)
X3 = X4 B
.52
% = —g Cy " Xj
* m
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Porovnajme v prvom rade rieSenie simulacie pre simula¢ny tg;, = 60 s trajektorie strely
vypocitanej s uvazovanim a bez uvazovania odporu vzduchu, simulovanim prostrednictvom skriptu
Matlabu. Na riesenie vyuZijeme tato funkciu riesica, ktora zadefinujeme podla stavového opisu

systému a nasledne zavolame v numerickej metdde ode45.

function dx=Strela(t, x, m, cx, cy, g)

dx=zeros(4,1);

dx=[x(2);
-cx/m*x(2)"2;
x(4);
cy/m*x(4)"2-g];

end

Na rieSenie pohybu projektilu pouZzijeme nasledujuci skript napisany v Matlabe, v ktorom
dvakrat zavolame numericki metddu oded45 za ucelom aby sme vypocitali dva varianty rieSeni —

s uvazovanim a bez uvazovania odporu vzduchu.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre

m=10; % hmotnost strely [kg]

Ccx=0.002; cy=0.001; % koeficienty odporu vzduchu
g=9.81;

alfa=65;

%Pociatocné podmienky

v0=300;

X0=0;y0=0;
X=[x@;ve*cosd(alfa);y0;ve*sind(alfa)];

%Simulacny cas
tsim=60;
dt=0.05;
t=[0:dt:tsim];

% rieSenie sustavy DR pre dva pripady
[t1,x1]=0de45(@(t, x)Strela(t, x, m, @, 0, g), t, X);
[t2,x2]=0de45(@(t, x)Strela(t, x, m, cx, cy, g), t, X);

figure(1)

axis([@ max(x1(:,1)) © max(x2(:,3))])

xlabel('x [m]")

ylabel('y [m]")

hold on

for i=1:length(t)
plot(x1(i,1),x1(i,3),'r.")
plot(x2(i,1),x2(i,3),'b.")
pause(0.00001)

end

figure(2)

subplot(2,1,1)
plot(t,x2(:,2),'b",t,x1(:,2), " 'r", LineWidth',2)
grid on

xlabel('t [s]")

ylabel('vx [m.s-1]")
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Porovnanie priebehov zmeny rychlosti strely v jednotlivych smeroch X a y s uvazovanim a bez

uvazovania odporu vzduchu st zndzornené na Obr. 8.26.

140 T T T T

120 o =0 |

100 - i

vx [m.s-1]

BO n

60 [~ T

40

t[s]

vy [m.s-1]

-400
0 10 20 30 40 50 60

t[s]

Obr. 8.26. Rychlost’ strely vx (m.s') a vy (m.s™)

Potom na d’alSom Obr. 8.27 je zndzornena trajektoria strely pri uvazovani odporu vzduchu a bez

odporu vzduchu.

7000 T T T T T T

6000 - b

5000 1

4000 [ i

y[m]

3000 b

2000 - b

1000 N

I I I I
o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000
x[m]

Obr. 8.27. Trajektoria strely — x(m) a y(m)

Vytvorme d’alej blokovi schému v Simulinku, v ktorej vykondme simulaciu letu strely a
odmeriame Cas dopadu tejto strely na zemsky povrch. VSetky parametre systému pre blokova schému

zadefinujeme priamo v Model Workspace, pozri Obr. 8.28.
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Model Explorer - o x
File Edit View Tools Add Help
[ BE-E-"d- m
Model Hierarchy B = Contentsof: Model Workspace (oniy) Filter Contents Model Workspace
~ P Simulink Root . . \7, Workspace data
Column View: | Data Objects ~ | Show Details 10 object(s)
HH Base workspace Data source: | MATLAB Code <
~ Pr3_11% Name Value DataType  Dimensions Complexity Min Max Unit
E& Model Workspace Ham 6 CCEEEs
@ configurations Heo o002 1|m=1@; % hmotnost strely [kg]
DR x H o 0.001 2| cx=0.0082; cy=0.001; % koeficienty odporu vzt
[Pal or v He s 3 g=9.81;
Hm 10 2 alfa=65;
Hw 300 5 |ve-300; %poliatofnd rychlost [m/s]
HH vox  126.7854785222098 5 xB=0y@=0;
HH vy 2718923361085 7| vex—va*cosd(alfa);
Hwo o & vBy=ve*sind(alfa);
Hw o -
»
Reinitialize from Source
Create Model Mask:
< ks Revert Help Apply
Contents Search Resuits

Obr. 8.28. Model workspace blokovej schémy

Na dalsom Obr. 8.29 je znazornena zékladna blokova schéma, ktord pozostava z dvoch
subsystémov DR x a DR y. Tieto boli namodelované podl’a odvodenych diferencialnych rovnic pohybu

strely.

Subsystémy diferencialnych rovnic Meranie ¢asu dopadu

N —
e—

Cas dopadu strely

;

DR x “\_p E
' O
¥l »
> : >
y » Dl m ™ v
Trajektdria strely
dy

o »( 14y I (9]

DRy
Zastavovacia podmienka

Obr. 8.29. Blokova schéma pre simulaciu letu strely s uvazovanim odporu vzduchu

Kedze simula¢ny ¢as simuldcie nastavime na inf, v tomto pripade vytvorime v blokovej
schéme zastavovaciu podmienku, ktora ukonc¢i simulaciu v okamihu, ked’ na blok Stop Simulation je
privedend boolean hodnota true.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |337



Na dalsich Obr. 8.30 (a) a (b) mozno vidiet' tvary subsystémov DR x a DR y, ktoré boli

namodelované pre konkrétne diferencialne rovnice v smere osix ay.

dx

(a)

(b)
Obr. 8.30. (a) Subsystém DR x a (b) Subsystém DR y

Priebehy polohy strely v smeroch osi x a y v zavislosti na ¢ase t a rychlosti dx ady v

jednotlivych smeroch su znazornené na Obr. 8.31.

X dx =
130)
ol \ u\
/ / 110| \\-
/ 90 \'h
1 - \
L~ 80| S —
-~ —
/ | \-‘:‘-‘
\-ﬁ-—;
y dy
"'h..___-.
1 \ \'--.._
/ N\ ~
/ N \.__k
/ \ - TN
\ ~
0 5 10 15 20 25 30 35 a0 45 Q 5 10 15 20 25 30 35 40 45
Time Time

Obr. 8.31. Priebehy rychlosti dx, dy (m.s™) a poloha strely v smere x a y (m)
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Trajektoria strely pri lete v rovine Xy zobrazend prostrednictvom grafu XY, je znazornena na

nasledujicom Obr. 8.32.

4. Trajektoria strely - m] X
XY Plot
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Obr. 8.32. Trajektoria strely, x(m), y(m)

Poznamenajme, Ze v predchadzajucom priklade sme neuvazovali vplyv odporovej sily, ktora
zé&visi od uhlu «, ktory sa meni v kazdom okamihu v zavislosti od rychlosti jednotlivych smeroch vy a

vy. Pre spresnenie vplyvu odporu vzduchu mozno uvazovat, Ze na teleso pdsobi Newtonova odporova

sila, ktora je definovana tymto vztahom

1
Ft=§-c-p-S-v2, (8.97)

kde ¢ je odporovy koeficient, p je hustota vzduchu, S je plocha kolma na smer pohybu a v je rychlost’

pohybu telesa.

Priklad €. 8.17. Trajektoria projektilu pri vystreleni z dela s odporom vzduchu

Predpokladajme delo s nasledujiicimi parametrami: kaliber 88 mm, max. rychlost’ vystrelu
810 m.s 1, efektivna vzdialenost’ 4 km a hmotnost’ 6861 Kkg.

Strela hmotnosti m = 10 kg je vystrelena v gravitanom poli zeme pod réznymi uhlami
a = [20,30,40,50,60,70]°, pozri Obr. 8.33. Pri lete na strelu posobi odpor vzduchu, ktory mozno
v smere 0si X a y modelovat’ s pouzitim Newtonovej odporove;j sily.

Koeficient odporu vzduchu pri lete projektilu uvazujeme ako ¢ = 0.002. Strela bola

vystrelend s poéiato¢nou rychlostou vy = 300 m.s~1 z bodu so stiradnicami (X¢,ye) = (0,0).
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Zobrazte trajektorie strely a priebehy rychlosti pre rozne uhly zamierenia a,, ak pozname hustotu

vzduchu p = 1.276 kg. m3 a efektivnu odporovi prierezovia plochu strely S = 6.08e~3 m?,

Obr. 8.33. Strela s uvazovanim Newtonovej odporove;j sily

RieSenie:

V predchadzajiicom priklade sme predpokladali, Ze odporova sila v danom smere osi X a y bola
priamoumerna Stvorcu rychlosti v danom smere. To vSak v skutocnosti je len hrubym zjednodusenim
reality, pri ktorej sa rychlost’ vy a vy v jednotlivych smeroch x a 'y, ako aj odporove sily Fi a F, menia
v zavislosti od uhla a.. Tento uhol je v kazdom ¢asovom okamihu zavisly od pomeru zloziek rychlosti
v x-ovom a y-novom smere. Pod rovnakym uhlom a pdsobi na teleso projektilu pri jeho pohybe aj

Newtonova odporova sila, pozri Obr. 8.33 a Obr. 8.34.

F,| F

ty

Ay W

Obr. 8.34. Sklon okamzitej rychlosti a odporovej sily

Podl'a Obr. 8.34 vyplyva, Ze okamzita rychlost’ v a rovnako tak odporova sila F; st sklopené

pod tym istym uhlom a a s opacne orientované. Potom pre zlozky rychlosti musi platit’, ze

Vy =V-cosa, vy =v-sina, (8.98)
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kde v = ’v,% +vZ . Zpredchadzajuceho vyplyva, Zze pre uhol a musia platit’ tieto vztahy

goniometrickych funkcii

VX VX
COs o =7 = e,
’V)Z( +V§
(8.99)
Vy Vy

sina=—=+=—2— .
4
/V)Z(-I-V}Z,

r . , . ;- . 1
To znamena, Zze Newtonovu odporoviu silu, ktord je definovana vztahom F, = 2 € P S-v?,

mozno rozlozit’ na zaklade uhla a na tieto zlozkové sily

\% \%
FtX=Ft'COS(X=Ft'7X=Ft'—X)
vE + v
, v, (8.100)

Fty=Ft-sina=Ft-7y=Ft-—.
/V,%-}-V}Z,

Potom aplikovanim II. Newtonovho zidkona moZzno napisat’ tento matematicky model stistavy

dvoch diferencidlnych rovnic 2. radu

m'x=_FtX,
.. (8.101)
m-y=-G-Fy,

a dosadenim odvodenych zloZzkovych sil do predchadzajucich rovnic dostavame

. Fy X
X=——
m /X2+y2

Fy y

Ve ey

(8.102)

kdeFe=3-c-p-S-vi=>-c-p-S- (2 +y?).
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Prepisme predchadzajici systém diferencialnych rovnic ( 8.102 ) na stavovy opis systému,

vol'bou tychto stavovych premennych

(8.103)

X1=X2 B
. Fy X3
T T
X5 + X5 (
8.104)
X3=X4 B
Fy X3
Xg=—8——-

kdeFt=%-c-p-S-(x§+xﬁ).

Na rieSenie vyuzijeme skript Matlabu a numerick(l metédu Runge-Kutta 4. radu, pre ktoru

zadefinujeme tuto funkciu riesica.

function dx=Strela2(t, x, m, c, ro, S, g)
dx=zeros(4,1);

v=sqrt(x(2)"2+x(4)"2);

Ft=1/2*c*ro*S*v/2;

dx(1)=x(2);

dx(2)=-Ft*x(2)/(m*v);

dx(3)=x(4);

dx(4)=-Ft*x(4)/(m*v)-g;

end

Dalej zadefinujeme $pecialnu funkciu, ktora zastavi rieenie pri dopadnuti projektilu na zemsky

povrch.

function [value, isterminal, direction]=Zastavenie(t, x)
value = x(3);
isterminal = 1; %skoncit integrovanie
direction = [];

end
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Na rieSenie priebehu trajektorie strely pre r6zne uvazované uhly vystrelenia projektilu napiseme

tento skript v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
g=9.81;

ro=1.276;

c=0.002;

S=6.08e-3;

m=10;

vO=300;

%Uvazované uhly vystrelenia

uhol = [20, 30, 40, 50, 60, 70];
farba=['b"', 'r', 'g', 'c', 'm", 'k'];
%Simulacny cas

tsim=10000;

dt=0.1;

T=[0:dt:tsim];

%Podmienka zastavenia
options=odeset('Events', @Zastavenie)

figure(1)

for i=1:length(uhol)
X0=0; y0=0;
vOx=v@*cosd(uhol(i));
vOy=v@*sind(uhol(i));
X=[x0,vex,yo,voy];

[t, dx]=oded45(@(t, x)Strela2(t, x, m, ¢, ro, S, g), T, X, options);

subplot(1,2,1)
hold on
plot(dx(:,1),dx(:,3),farba(i), 'LineWidth',2);

subplot(1,2,2)
hold on
plot(dx(:,1),sqrt(dx(:,2).72+dx(:,4).72),farba(i), 'LineWidth"',2);
pause(0.1)

end

subplot(1,2,1)
legend('20','30','40','50"','60",'70");
grid on

title('Trajektoéria pohybu projektilu');
xlabel('x (m)");

ylabel('y (m)");

subplot(1,2,2)
legend('20','30','40','50",'60"','70");
grid on

xlabel('x (m)');

ylabel('v (m.s-1)");

title('zavislost rychlosti projektilu na vzdialenosti');

Riesenie trajektorii a rychlosti pohybu pre rézne uhly vystrelenia projektilov je znazornené na

nasledujtcich grafoch, pozri Obr. 8.35 (a) a (b).
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Trajektoria pohybu projektilu Zavislost' rychlosti projektilu na vzdialenosti
4500 -

4000

3500

3000

2500
£ 2000
=

1500

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000 o 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000 9000
x(m) x (m)

Obr. 8.35. (a) Trajektorie pohybu strely, (b) zavislosti rychlosti od vzdialenosti x

Dalej si ukaZeme, e podobné rieSenie mozno ziskat, aj vytvorenim blokovej simulaénej
schémy, ktord mozno vytvorit’ pre l'ubovolny pripad dynamického systému. Tato blokovi schému
budeme volat’ ariadit’ priamo zo skriptu Matlabu. Takyto sposob simulécie realizovanej formou
blokovej schémy a riadiaceho skriptu Matlabu, si ukdzeme na podobnom priklade simulacie letu
strely v odporovom prostredi pre rozne uhly zamierenia, ktory sme riesili prostrednictvom numerickej
metddy Runge-Kutta 4. radu v predchadzajucom skripte Matlabu.

Poznamenajme, ze kazdy model, ktory bol vytvoreny v Simulinku, mozno riadit’ a spustat’
priamo prostrednictvom prikazov zo skriptu Matlabu. Tieto prikazy vyZaduju poznatok nazvu modelu
a zadefinovanu presnu cestu k umiestneniu vytvoreného simulinkovského modelu typu *. slx.

Na otvorenie modelu v Simulinku existuje prikaz open_system(‘nazov_modelu’).
Poznamenajme, ze nazov modelu uvadzame bez pripony *. sIx resp. *. mdl.. Kazdy aktualne otvoreny
model mozno zatvorit prikazom close system(‘nazov_modelu’). Pripadne vykonat uloZenie
uskuto¢nenych zmien na modeli prostrednictvom prikazu save_system(‘nazov_modelu’).

V pripade, ze od Matlabu vobec nepozadujeme otvorenie modelu vytvoreného v Simulinku,
ale chceme tento model len zavolat’ a vykonat’ simulaciu bez jeho otvorenia na pozadi. Potom pouzijeme
na zavolanie modelu vstavany prikaz load_system(‘nazov_modelu’), ktory otvori model na pozadi
prostredia Matlabu. Spustenie simulécie na takto otvorenom modeli mozno uskutoc¢nit prostrednictvom
prikazu sim, ktory ma zékladny syntax definovany v tvare simout=sim(‘model’,parameters).

Tento prikaz m6ze nadobudntt’ r6zne tvary, ktoré zavisia od pozadovanych parametrov funkcie,

ktorymi chceme nastavit’ parametre danej simulacie priamo z prikazového riadku.

simOut = sim('vdp', 'SimulationMode', 'accel’, 'AbsTol', 'le-5"',...
'SaveState', 'on', 'StateSaveName', 'xoutNew',...
'SaveOutput', '

on', 'OutputSaveName', 'youtNew')
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Nie vzdy je nutné tento prikaz volat v zlozitom tvare syntaxu, niekedy postaCuje pouZitie

jednoduchého tvaru, napr.

simOut = sim('model'),

pripadne prikaz, v ktorom nastavime parameter simulacného modu

simOut = sim('model', 'SimulationMode', 'normal').

Poznamenajme, Ze ak si ulozime vysledok simulacie do premennej pod ndzvom napr. ,,simout®,
potom sa do tejto premennej automaticky ulozi aj vektor casu do premennej tout, ako aj vSetky stavové
premenné do matice xout. Tieto nazvy premennych mozno modifikovat’ v nastaveniach blokovej
schémy Simulinku prostrednictvom Data Import/Export dialogového okna. V tomto okne nastaveni
mozno napr. zvolit’ format, do akého sa vystupné premenné maju ulozit’ po skonceni simulacie, pozri

Obr. 8.36.

Salect: Load from workspace
Solver O input: [t, u] Connect Input
Data Import/Export
Optimization O initial state:  wnitial
Diagnostics
Hardware Implementation Save to workspace or file
Model Referencing Time: |t0ut ‘
Simulation Target
Code Generation States: |x0ut ‘ Format: |Array 4
HDL Code Generation
Output: |y0ut ‘
[ Final states: xFinal Save complete SimState in final state
Signal logging: |I0gsuut ‘ Configure Signals to Log...
Data stores: |dsmnut ‘

[ Log Dataset data to file:  out.mat

[ single simulation output: | out Logging intervals:  [-inf, inf]
Simulation Data Inspector
[ Record logged workspace data in Simulation Data Inspector

[ write streamed signals to workspace  streamout

» Additional parameters

Obr. 8.36. Parametre simulacie Data Import/Export

Ak si napr. ako vystupny format zvolime parameter DataSet. Potom po ukonceni simulacie
mozno k vypocitanym hodnotam pristupovat’ prostrednictvom prikazu get(‘parameter’). Napr. ak sa
vysledok ulozi do premennej s nazvom simout, potom ukazka ako takyto vystup méze vyzerat je

zobrazena nizsie.

Simulink.SimulationOutput:
output: [67x6 double]

tout: [67x1 double]
xout: [67x4 double]
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V pripade, Ze chceme pristipit’ k hodnotam vystupnej matice pod nazvom output, musime
pouzit’ prikaz v spravnom syntaxe simout.get(‘output’), ktory umozni pristup k tymto vypocitanim
hodnotam. Princip ako riadit’ a spustat’ simulaciu prostrednictvom skriptu Matlabu, si teraz ukaZzeme
na podobnom priklade rieSenia trajektorii letiaceho projektilu pre rézne uvazované uhly zamierenia.

Zakladny skript Matlabu, ktory sme pouzili na vypocet, preprogramujeme a vyuzijeme takisto
na nacitanie parametrov modelu do Globalneho Workspace prostredia Matlabu, myslime tie
parametre, ktoré sa v priebehu simulacie menit’ nebudi. Poznamenajme, Ze tieto parametre mozno
taktiez nacitat’ do Modelového Workspace priamo v blokovej schéme simulinkovského modelu.

Zakladna blokova schéma, ktora bola vytvorend vyuzitim subsystémov pre matematicky model

projektilu na zaklade rovnic ( 8.102 ), je znazornena na nasledujucom Obr. 8.37.

Funkcia pre vypotet celkovej rychlosti pohybu

dx
g
dy Rychlost Rt q
B, 4

?
T

Podmienka zastavenia simulacie

Subsystémy diferencialnych rovnic

output

Subsystém DR x Subsystém DR y

Obr. 8.37. Blokova schéma simulujuca let projektilu

Na zadefinovanie diferencidlnych rovnic pohybu boli pouzité dva subsystémy pod nazvom DRx
a DRy, ktorych blokové schémy su znazornené na d’al$ich Obr. 8.38 a Obr. 8.39. Pripomeiime, Ze pri
samotnej tvorbe blokovej schémy, ktora simuluje let projektilu vystreleného pod uhlom a, bol za ucelom
zjednodusenia vyuzity bezkontaktny prenos signalov pomocou zadefinovanych globalne viditel'nych
premennych v blokoch Goto a From.

Navyse pre zjednodusSenie blokovej schémy sme pouzili uzivatel'om definovanu funkciu, ktora
sluzi na vypocet celkovej rychlosti v. Tato funkcia je definovana prostrednictvom bloku MATLAB

Function, ktori mozno n4jst’ v kniznici User-Defined Functions.
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V tomto bloku MATLAB Function mozno zadefinovat' vlastnu uzivatelom definovanu
funkciu, podobnym principom ako sa definujui jednoduché funkcie v Matlabe. Tato funkcia sa ulozi
pod tym istym menom, aké bolo zvolené v hlavicke samotnej funkcie do suboru blokového charakteru

s priponu . slx.

function y = Rychlost(dx, dy)

y = sqrt(dx~2+dy”2);

=

vOX x0

end

Obr. 8.38. Subsystém DR x

dx
31 W
X e
B
9
vOy y0 ) @

Obr. 8.39. Subsystém DR y

Poznamenajme, ze cas simuldcie v blokovom diagrame bol nastaveny na hodnotu inf.
V blokovom diagrame sme d’alej vytvorili zastavovaciu podmienku, ktord zastavi simulaciu ak poloha

projektilu v y-novom smere nadobudne pre ¢as t > 0 nulovi hodnotu, pozri Obr. 8.40.

N
TRl

(O—

—»{<=0

Obr. 8.40. Zastavovacia podmienka simulacie
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V tomto §tadiu mézeme pristupit’ k tvorbe riadiaceho skriptu Matlabu, v ktorom iteracnym

spdsobom v cykle zavolame model blokovej schémy pre r6zne hodnoty nastavenych parametrov.

clc
close all
clear

%Vystupné parametre systému
g=9.81;

ro=1.276;

c=0.002;

S=6.08e-3;

m=10;

v0=300;

%R6zne uvazované uhly zamierenia
uhol = [20, 3@, 40, 50, 60, 70];
_Far‘baz[lbl, lr‘l, lgl, L}
Ft=1/2*c*ro*S;

X0=0; y0=0;

c', |m|’ lk'];

model="'Pr3_12";
load_system(model);

figure(1)
for i=1:length(uhol)
%Nastavenie parametrov simulacie
set_param(model, 'AbsTol',"le-5",...
'SaveState', 'on', 'StateSaveName', 'xout',...

'SaveOutput', 'on', 'OutputSaveName', 'yout')

%Nastavenie parametrov pociatocnych rychlosti
set_param('Pr3_12/Subsystem DR x/vOx', 'value',num2str(v@*cosd(uhol(i))))
set_param('Pr3_12/Subsystem DR y/vOy', 'value',num2str(v@*sind(uhol(i))))

%Zavolanie modelu blokovej schémy pod ndzvom Pr3_12, na vyrieSenie odozvy
simout=sim('Pr3_12"','SimulationMode’, 'normal");

dx=simout.get('output'); %prikaz pre output typu Array
%dx=simout.get('output').Data; %prikaz pre output typu DataSet

subplot(1,2,1)
hold on
plot(dx(:,1),dx(:,3),farba(i), 'LineWidth',2);

subplot(1,2,2)
hold on
plot(dx(:,1),sqrt(dx(:,2).72+dx(:,4).”2),farba(i), 'LineWidth',2);
pause(0.1)

end

subplot(1,2,1)
legend('20','30",'40','50"','608"','70");
grid on

title('Trajektéria pohybu projektilu');
xlabel('x (m)");

ylabel('y (m)");

subplot(1,2,2)

legend('20','30','40','50",'60",'70");

grid on

xlabel('x (m)");

ylabel('v (m.s-1)");

title('Zavislost rychlosti projektilu na vzdialenosti');
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Poznamenajme, Ze nacitavat’ alebo menit’ hodnoty parametrov blokov v 'ubovolInej blokovej
schéme, mdézeme uskuto¢nit’ pouzitim prikazu set_param, ktory slizi na zmenu hodnoty parametra
a takisto pomocou prikazu get param, ktory slizi na nacitanie hodnoty z bloku simula¢nej schémy.

Prikaz get param, ktory ma syntax v tvare get param(‘model/nazov objektu’,’parameter”),

by bolo mozné v nasom priklade pouzit, napr. pre nacitanie hodnoty rychlosti vgy v tomto tvare

set_param('Pr3_12/DR x/vOx', 'value')

Prikaz set param, ktory ma presne stanoveny syntax v tvare set param(‘model/nazov
objektu’,’parameter’,”hodnota’), sme v naSom priklade pouzili v skripte pre zmenu hodnoty rychlosti

Vox & Vgy. V skripte sme napr. pre rychlost’ voy pouZili tento riadok

set_param('Pr3_12/DR x/vox', 'value',num2str(ve*cosd(uhol(i))))

Vysledok rieSenia, ktoré sme simulovali pouzitim predchadzajiceho riadiaceho skriptu spolu
s blokovou simula¢nou schémou, nadobtuda identické rieSenie, také ktoré sme vypocitali simulaciou
prostrednictvom skriptu Matlabu bez simula¢nej blokovej schémy. Tento vysledok rieSenia je

znazorneny na nasledujucich grafoch Obr. 8.41 (a) a (b).

4500 Trajektoria pohybu projektilu Zavislost’ rychlosti projektilu na vzdialenosti

20
— 50
4000 [ 40
50

70

3500

3000

2500

y(m

2000

1500

1000

500

0 2000 4000 6000 8000 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000
x (m) x (m)

Obr. 8.41. (a) Trajektorie pohybu, (b) Zavislost’ rychlosti od vzdialenosti x
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Problémy na rieSenie

Problém 8.1.

Pomocou Eulerovej numerickej metody rieSte Cauchyho pociatocni ulohu

y=2-x3-5-y, y(0)=2, (8.105)

na intervale (0; 3) s krokom h = 0.01.

Problém 8.2.

Pomocou 1. a 2. modifikovanej Eulerovej metody rieste Cauchyho pociato¢ni ilohu pre

tato diferencialnu rovnicu

y =05-x*+e?X—15-y, y(0)=-2, (8.106)

na intervale {(0; 0. 5) s krokom h = 0. 1.

Problém 8.3.
Pomocou metddy Runge-Kutta 4. radu rieSte Cauchyho pociatoéna wlohu pre tato
diferencialnu rovnicu

y=04-x°+3-x2—-y, y(0)=-1, (8.107)

na intervale {(0; 2. 5) s krokom h = 0.01.
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9 MODELOVANIE SPOJITYCH SYSTEMOV

V predchadzajtcich kapitolach sme si predstavili metdody analyzy dynamickych systémov,
konkrétne metodu analyzy systémov pouzitim Laplaceovej transformacie a rieSenim odozvy systému
pomocou prenosovej funkcie. V d’alsich kapitolach sme sa venovali analyze a transformécii systémov
na stavovy opis systémov, ktoré sme riesili podobne ako aj systémy diferencialnych rovnic zapisané
v maticovom tvare, metdodou postupnej integracie matematického modelu. Tuto metédu sme aplikovali,
simulovanim matematického modelu prostrednictvom skriptu v Matlabe alebo blokovym diagramom
v Simulinku. V nasledujucich kapitolach sa obmedzime len na simuldciu systémov, ktoré budeme
simulovat’ formou blokového diagramu. Zameriame sa hlavne na dynamické systémy spojitého

charakteru, ktoré budeme riesit’ metddou postupnej integracie v Simulinku.

9.1 SPOJITY INTEGRATOR

Do tohto bodu sme v blokovych schémach, ktoré sme vytvarali na simulaciu systémov, vel'mi
Casto vyuzivali numerické integrovanie signalov, realizované blokom spojitého integratora. Tento
spojity integrator sme prevazne pouzivali na rieSenie diferencialnych rovnic a ststav diferencialnych
rovnic spojitych dynamickych systémov. Blok integratora, ktory sme do tohto $tadia pouzivali,
nevyzadoval pre naSe jednoduché ulohy ziadne Specidlne nastavenia parametrov tohto bloku.
Poznamenajme, Ze tento integrator, ktory sa prevazne pouziva len na jednoduchy proces spojitého
integrovania, ktory demonstruje nasledujica blokova schémana Obr. 9.1, mozno pouzit aj na zlozitejSie

spdsoby integracie, ktorych princip si vysvetlime v ramci tejto kapitoly.

"]

j u(t)

o |=

Obr. 9.1. Spojity integrator

u(t)
T

o8- | | | | | | -

= | | | | | | -

lo.al- | | | | | | -

0.2~ *

yit)
T

Obr. 9.2. Riesenie integracie signalu u(t) s vyuzitim bloku Integrator
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Pripomenme, Ze ak privedieme na vstup spojitého integratora signal y(t), vystup tohto bloku

bude odpovedat signalu [ y(t)dt a naopak, ak na vstup integratora privedieme signal d};—(tt)

, potom na
vystupe tohto bloku sa objavi signal y(t). RieSenie numerickej integracie signalu u(t), ktoré bolo
simulované blokovou schémou podla Obr. 9.1, je znazorené na Obr. 9.2. Kazdy blok spojitého

integratora — Integrator, poskytuje moznost nastavit’ rozne parametre sposobu integracie. Tieto mozno

menit’ v dialégovom okne parametrov, pozri Obr. 9.3.

Block Parameters: Integratar e
Continuous-time integration of the input signal. (o}
Parameters

External reset:  none @

Initial condition seurce: |internal E

9 Initial condition:
) S > |O

[ Limit output
] Wrap state

] show saturation port
[ show state port

Absolute tolerance:

|auto

[ 1gnere limit and reset when linearizing
Enable zero-crossing detection

State Name: (e.g., 'position’)

| "
‘_) Cancel Help Apply

Obr. 9.3. Parametre bloku spojitého integratora

Medzi zékladné parametre spojitého integratora modzeme zaradit parametre, ktorymi st

External reset, Initial condition, Limit Qutput, Saturation port a d’alsie iné, pozri Obr. 9.4.

Block Parameters: Integratar %
Continuous-time integration of the input signal. (o}
Parameters

External reset: |none

none
Initial condition

rising
B 5 falling
Initial condition| iy,

) ;_ > 0 level

level hold
[ Limit output

] wrap state
[ show saturation port
[ Show state port

Absolute tolerance:

|auto

[ 1gnore limit and reset when linearizing
Enable zero-crossing detection

State Name: (e.g., 'position’)

| "
‘_} Cancel Help Apply

Obr. 9.4. External reset integratora

Poznamenajme, ze kazdy integrator mozno v priebehu procesu integrovania resetovat’

zapnutim vlastnosti External reset.
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Vo vSeobecnosti mozeme volit’ zo Siestich moznosti automatického resetovania integratora,
ktorymi st none, rising, falling, either, level, level hold, pozri Obr. 9.4. Dal§ou moznostou pri
nastaveni parametrov integrovania je moznost’ $pecifikovat’ pociato¢né podmienky — Initial conditions.
Tieto moZeme zadat’ bud’ priamo internym zadanim v tomto bloku alebo prostrednictvom externého
portu, ktory pre podmienku vytvori vstupny terminal.

Na zaklade zvoleného typu rieSi¢a v parametroch nastavenia simulacie, blok Integrator
vypocita vystupny signal v aktudlnom ¢asovom kroku, pouzitim numerickej integracie so vstupnej
aktualnej hodnoty signalu. Ako sme uz spomenuli, tak prostrednictvom dialdégového okna mozno menit’
vstupna pociato¢ni podmienku — Initial condition. Pociato¢né podmienky moézu alebo nemusia byt
v kazdom cCase integracie konstantné. Z tohto dovodu existuje na integratore moznost zapnutia
externého portu, na ktory mozeme priviest 'ubovolny signal vstupnej pociatonej podmienky.

Zapnutie externého portu priamo suvisi s moznostou automatického resetovania integratora.
V blokovej schéme nasledujiiceho Obr. 9.5 je pouzity Specialny blok IC block, ktory sa nachddza
v kniznici Signal attributes. Tento blok sa primérne pouZiva na zadefinovanie pociato¢nej podmienky,
ktora v ¢ase t = 0 nadobuda hodnotu Specifikovani priamo v tomto bloku IC a v d’al$ich ¢asovych
krokoch nadobuda hodnotu privedentl vstupnym signalom. Ak zvolime moznost’ externej poc¢iatocnej

podmienky pre blok integratora, potom ikona tohto integratora zmeni svoj tvar podl'a Obr. 9.5.

oy . ([

u(t) 1
s

Sine Wave Xo y(t)
Integrator
[2]

IC

Obr. 9.5. Pouzitie externého portu na zadefinovanie pociatocnej podmienky

Vysledok pouzitia bloku Integrator so zapnutim vstupnym portom pre externil pociatocnil

podmienku, na ktory je privedeny signal z bloku IC, je znazorneny na Obr. 9.6.

u(t)
T

Obr. 9.6. Zobrazenie integracie signalu s vyuzitim pociato¢nej
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Dal§i parameter, ktory mozno menit v bloku Integrator, je saturacia vystupného signalu
integratora pomocou parametra Limit output, ktory moézeme volit’ v rozmedzi dolného a horného

limitu. Ikona bloku Integrator sa zmeni na tvar podl'a Obr. 9.7.

1
4> L
Sy
N —0
IRV u(t) - »
BN —-—
S saturovany signal
Integrator

Horna medza: 0.5
Dolna medza: -0.5

Obr. 9.7. Saturacia signalu v bloku Integrator

Vysledok pouzitia bloku Integrator pri zapnutej vlastnosti parametra Limit out, ktory saturuje

signal v rozmedzi dolnej (—0.5) a hornej (0.5) medze, je znazorneny na Obr. 9.8.

Yo &=

saturovany signal
f

06 T f

04—
02 :
0

0.2 —

— caUrovany signal

041

0.6 = 1 L L 1 1 1 L L 1 =

Obr. 9.8. Vysledok integrovania a saturacie signalu sinus pouzitim bloku Integrator

Spolu s Limit out parametrom priamo suvisi moznost” zapnutia saturatného portu — Show
saturation port, ktory sluzi na zobrazenie vystupného saturacného portu, na ktorom vystupny signal
nadobuda tri mozné hodnoty. Tieto hodnoty indikujt, ¢i doslo v procese integrovania k saturacii dolnej
(-1) resp. hornej (1) medze. Ak signal nadobudne hodnotu (0), potom k saturécii signalu nedoslo.

Blokova schéma, v ktorej bol pouzity proces saturacie signalu so zobrazenim satura¢ného portu

— Show saturation port, je zobrazend na Obr. 9.9.
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v

A (I

Z
£
=

L 1 f saturovany signal
S

signal z portu
Integrator saturation port

Horna medza: 0.5

Dolna medza: -0.5

Obr. 9.9. Saturacia signalu v bloku Integrator

Vysledok simulécie blokovej schémy, v ktorej sme vyuzili zapnutie saturacie signalu pomocou
parametra Limit out, ktory saturuje signdl v rozmedzi dolnej (—0.5) a hornej (0.5) a zobrazenia

saturacného portu, je znazorneny na d’alSom Obr. 9.10.

Obr. 9.10. Saturacia signalu v bloku Integrator a zobrazenie saturaéného portu

Ikona bloku Integrator sa meni podl'a toho, aké parametre a vlastnosti st zvolené v dialogovom
okne parametrov tohto integratora. Integrator moze nadobudnut’ celkovo 11 modifikacii, ktorymi su
Integrator, Integrator s pociato¢nou podmienkou, Integrator s Limit out, Integrator s IC a Limit
out, Integrator Rising, Integrator Falling, Integrator Either, Integrator Level, Integrator Level
Hold, Integrator so Saturation Port a Integrator so State Port.

Na nasledujucom Obr. 9.11 st znizornené¢ vsetky mozné modifikacie integratora a jeho

odpovedajuce tvary ikony.
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Obr. 9.11. Rozne konfiguracie bloku Integrator, (a) klasicky integrator, (b) externa pociatoéna
podmienka, (c) saturacia signalu, (d) saturacia s externou IC, (e) rising reset, (f) falling reset, (g) either
reset, (h) level reset, (i) level hold reset, (j) saturation output port, (k) state port

Pripometime, Ze v kniznici Continuous mozno okrem blokov Integrator, Transfer Fcn, Zero-
pole a State-Space, ktoré sme vysvetlili v predchadzajtcich kapitolach, najst’ aj blok pod nazvom
Derivative. Pouzitie tohto bloku Derivate, ktory sluzi na numerické derivovanie signalu, je zndzornené

na Obr. 9.12. Vysledok numerického derivovania signalu sinus je znazorneny na d’alSom Obr. 9.13.

i "

sinus
A\
\ \/ sinus

Sine Wave Au
P = -
At kosinus
Derivative

Obr. 9.12. Priklad pouzitia bloku Derivate

sinus =

kosinus

I | I I | | I I |
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Time

Obr. 9.13. Vysledok numerického derivovania funkcie sinus
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9.2 RESETOVANIE INTEGRATORA TYPU FALLING

Externy reset integratora v podobe piatich moznosti typu Rising, Falling, Either, Level a
Level Hold umoznuje riadit’ automaticky reset integratora, pozri Obr. 9.4. Poznamenajme, ze pod
resetovanim integratora rozumieme zmenu aktualnej vystupnej hodnoty integratora na hodnotu
pociatocnej podmienky IC. Vyhoda pouzitia automatického resetovania je v tom, ze zapnutim portu
External Reset mdzeme integrator pomocou riadiaceho signalu, ktory je privedeny na tento External
Reset port, automaticky resetovat podl'a nastavenej podmienky resetovania napr. typu Falling
a d’alsich inych.

Priklad integratora s podmienkou typu Falling, ktory sa automaticky resetuje, je zobrazeny na
blokovej schéme Obr. 9.14. Ako mozno vidiet,, tak v tejto schéme boli pouzité dva typy integratorov.
Jeden z nich je upraveny na funkciu automatického resetu typu Falling a druhy integrator je ponechany
v stave bez resetovania. Vstupny signdl tychto integratorov je rovnaky pre obidva integratory a v oboch
pripadoch integratorov bola predpokladana nulova hodnota pociato¢nej podmienky.

Poznamenajme, Ze k resetovaniu integratora typu Falling dochddza, ak sa riadiaci signal na
vstupnom reset porte meni z kladnej hodnoty na nulovi hodnotu alebo z kladnej hodnoty na
zaporni hodnotu. Na d’alSom Obr. 9.15 je zndzornené porovnanie integrovania signalu pri nastaveni

integratora na typ Falling a takisto integrovanie signalu bez pouzitia funkcionality resetovania.

1
“
o=

Falling resetovanie

-

@ =

Bez resetovania

Reset signal

Obr. 9.14. Blokova schéma integratora s parametrom Falling

Porovnanie integracie
T T I I I T T

Faliing resetovanie
— Boz resetovania

Reset signal
I

Obr. 9.15. Porovnanie integracie signalu s resetovanim — integratora typu
Falling a bez resetovania integratora
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Na predchadzajucom Obr. 9.15 mozno vidiet, Ze k resetovaniu integratora na pociatocn
hodnotu IC = 0, dochadza v bodoch, ked’ sa riadiaci reset signal meni z kladnej hodnoty na nulovu,

resp. na zapornu hodnotu.

9.3 RESETOVANIE INTEGRATORA TYPU RISING

Ak zvolime na danom spojitom integratore parameter Rising, potom tento integrator je
nastaveny do stavu resetovania, ku ktorému dochadza v momente, ked’ sa riadiaci reset signal meni
z nulovej hodnoty na kladnu hodnotu alebo zo zapornej hodnoty na hodnotu kladnu. Princip

resetovania typu Rising si ukdzeme na nasledujicom priklade blokovej schémy podla Obr. 9.16.

Yyv

I

Rising resetovanie

21

A 4
A 4

w =

Bez resetovania

’—>

Reset signal

Obr. 9.16. Blokova schéma integrator typu Rising

Potom na d’alSom Obr. 9.17 je zndzornené porovnanie integrovanej veliiny pri nastaveni

resetovania integratora typu Rising a bez nastavenia tejto funkcionality resetovania.

Porovnanie integrovania
T I T T
[~ Rising resetovanie
w— Bez resetovania

ESI‘o“'%

Reset signal
I

Obr. 9.17. Porovnanie integracie signalu s resetovanim — integratora typu
Rising a bez resetovania integratora

Ako mozno vidiet' na predchadzajucom Obr. 9.17, tak k resetovaniu integratora dochadza

v okamihu, ak reset signal meni hodnotu so zapornej hodnoty na nulovi, resp. kladni hodnotu.
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9.4 RESETOVANIE INTEGRATORA TYPU EITHER

Dalej sa budeme zaoberat’ nastavenim integratora typu Either. V tomto pripade nastavenia
integratora dochadza k resetovaniu integratora v okamihu, ked’ sa riadiaci reset signal meni z nulovej
hodnoty na nenulovi hodnotu, pripadne sa meni znamienko tohto riadiaceho signalu. Ukazku

funkcionality resetovania typu Either si ukazeme na nasledujtcej blokovej schéme podl'a Obr. 9.18.

@7

* g
pv Piiy S Either resetovanie
> D
>
BEE—— .
S Bez resetovania

Reset signal

Obr. 9.18. Blokova schéma integratora typu Either

Potom na nasledujucom Obr. 9.19 je znazornené porovnanie integrovanej veliiny signalu, pri
nastaveni integratora na typ Either a takisto integrovanie signalu vstupnej veliCiny pri klasickom

spdsobe integrovania bez zapnutej funkcionality resetovania.

Porovnanie integrovania

— Either resetovanie
e Bz resetovania

Reset signal
|

| | | | | | | | |
o 1 2 3 4 = [} 7 8 9 10

Obr. 9.19. Porovnanie integracie signalu s resetovanim — integratora typu
Either a bez resetovania integratora

Ako mozno vidiet’ na predchadzajicom Obr. 9.19, tak k resetovaniu tohto integratora dochadza
v pripade, Ze reset signal meni hodnotu so zapornej hodnoty na kladnt hodnotu, pripadne, Ze sa reset

signal meni z kladnej na zapornu hodnotu.
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9.5 RESETOVANIE INTEGRATORA TYPU LEVEL A LEVEL HOLD

V pripade, Ze zvolime na integratore moznost resctovania Level alebo Level Hold,
k resetovaniu integratora bude dochadzat v okamihu, ked’ reset signal bude nadobudat nulova
hodnotu v aktualnom ¢asovom kroku alebo sa bude menit’ z nenulovej hodnoty v prechadzajucom
casovom kroku na nulovii hodnotu v aktudlnom casovom kroku. Funkcionalitu si ukdZeme na

nasledujticej blokovej schéme podl'a Obr. 9.20.

5

1
JUL 1
X0
Amplitude: 1
Period: 3 Level

PulseWidth: 10 y ()
s Normal
reset signal

Obr. 9.20. Blokova schéma integratora typu Level

Na d’alsom Obr. 9.21 je znazornené porovnanie integrovanej veli¢iny pri nastaveni resetovania

integratora typu Level a bez nastavenia tejto funkcionality resetovania.

Porovnanie integrovania =
I |

Level resetovanie
— 07 rasatovania

Reset signal
T

o  Resetsignal [

08—

06—

04—

02—

Obr. 9.21. Porovnanie integracie signalu s resetovanim — integratora typu
Level a bez resetovania integratora

Ako mozno vidiet’ na predchddzajicom Obr. 9.17, tak k resetovaniu integratora dochadza
v okamihu, ak reset signal meni hodnotu z nenulovej hodnoty na nulovi resp. z nulovej hodnoty na

nenulovu hodnotu.
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9.6 TVORBA SUBSYSTEMU V SIMULINKU

V tejto kapitole si ukaZzeme, ako mozno jednoduchym spésobom vytvorit’ z 'ubovol'nej schémy
v Simulinku tzv. Subsystém. Subsystém predstavuje vlastny uZivatel'om vytvoreny blok z vybranej
Casti blokovej schémy. O pouziti subsystému je vyhodné uvazovat’ vtedy, ak chceme sprehladnit’
zlozitejSie a neprehl'adné blokové diagramy, pripadne ak sa niektoré ¢asti blokovej schémy opakuju.

Princip vytvorenia subsystému z niektorej z ¢asti blokového diagramu spociva v oznaceni
tejto Casti diagramu mySou, kliknuti pravého tlac¢itka mysi na vyznacenu ¢ast’ diagramu a zvoleni prikazu
Create Subsystem from Selection. Druhym sposobom je pouzitie klavesovej skratky CTRL+G. Ako

vytvorit’ subsystém si ukdzeme na d’alSom priklade.

Priklad é. 9.1.

Rieste sustavu dvoch diferencidlnych rovnic vysSieho radu pomocou blokovej schémy

v Simulinku s vyuzitim bezkontaktného prenosu signalu.

¥y1(©) + 2.5 y,(0) +3 -y, (1) = 2-sin(D),

9.1
i, () +0.25 -y, () = 1. (9.1)

RieSenie:

Systém diferencialnych rovnic podl'a zadania budeme realizovat’ blokovou schémou s vyuzitim
bezkontaktného prenosu signalov. V schéme zadefinujme dve unikatné premenné s nazvom y; a ys.

Blokova schéma, ktora simuluje odozvu systému rovnic podl'a zadania je zobrazena na Obr. 9.22.

(
> 1y [y1)
\

- pl 1 p 1 1 2
day1 ) dyt 5 '< b1l v2] v2

v

[y1]

L)

[v2] 25

S

—>< [v2]

:

o=

1
g >

ddy2 dy2

[y2]

%

Obr. 9.22. Blokova schéma s bezkontaktnym prenosom signalu
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Potom rieSenie odozvy tohto systému diferencialnych rovnic mozno najst’ na nasledujucom

Obr. 9.23.

5 __'..-—‘-"""—-_. 3;
--""'f-
-5 ~. ______/'F‘-—-—
""‘"--..___________....-—-———'-—"""""
2 [ e iy
o .‘—/——-5 = ::"--—-—/ L -
\ —--‘_‘_-
2 ™ / --‘--"“‘--.___
N
4
0 1 2 8 4 5 6 7 8 9 10
Time

Obr. 9.23. Riesenie sustavy diferencialnych rovnic

Blokovi schému zobrazent na Obr. 9.22 zjednodusime vytvorenim dvoch subsystémov. Prvy
sposob ako vytvorit’® subsystém z oznacenej Casti blokovej schémy a to pouzitim prikazu Create

Subsystem from Selection, ktory vyvolame z kontextového menu, je zobrazeny na Obr. 9.24.

[ay1] [y1]

v v
[ o1
— 1 2
ddy1 dy1 c w1l [yc]d «
ut trl+
Integrator2 \Iﬁtcg By Copy —_— D
@, Paste Ctrl+v —pl
Comment Through Ctrl+shift+Y
Comment Out Ctrl+Shift+X
Gain3 Delete Del

Connect Blocks

Create Subsystem from Selection Ctrl+G

5 Log Selected Signals
1 Format 4
Rotate & Flip 4
Arrange L4
Requirements L4
2
[y2] C/C++ Code Y

Obr. 9.24. Princip tvorby Subsystému z kontextového menu

Toto vsak nie je posledna z moznosti ako vytvorit’ subsystém. V novsich verziach Matlabu
mozno subsystém vytvorit’ napr. z nastrojového menu, ktoré¢ sa zobrazi vzdy po vyznaceni urcitej Casti

blokovej schémy v Simulinku, pozri Obr. 10.12.
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dy1

f.—b< [y1]
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> [dy1]
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[dy2]
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2 [y2]
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Obr. 9.25. Vytvorenie subsystému pomocou nastrojového menu Simulink

Vysledkom vykonania operacie prvym alebo druhym sposobom, je subsystém, do ktorého je
zbalena vyznacena Cast’ blokového diagramu. Tento subsystém predstavuje uzivatel'om novo vytvoreni
funkciu. Simulink automaticky vytvori vstupno-vystupné terminaly pre kazdy vstupny a vystupny

signal, pozri Obr. 9.26.

M

dy1 [dy1]
Iy1]

¥l [y1]

[v2]

2.5%y2
Subsystém 1

[dy2]

Out2 [y2]

Y

Obr. 9.26. Blokova schéma s vytvorenymi subsystémami

Subsystém 2

Kazdy subsystém mozno po jeho vytvoreni otvorit’ a nahliadnut’ do jeho vnutra, v ktorom sa
nachadza blokova schéma tohto subsystému. Samozrejmost’ou je moznost’ pre-editovat’ a upravit’ tento
subsystém podla potreby. VSimnite si, Ze subsystém ma vstupné/vystupné terminaly, ktoré s

vytvorené prostrednictvom blokov In/Out blokov.
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Pripomenime, Ze tieto zakladné bloky In/Out mozno najst’ kniznici Signal routing. V pripade
potreby vytvorit' d’alSie vlastné vstupy alebo vystupy, pomocou tychto blokoch mézeme kazdy
vytvoreny subsystém vhodne modifikovat. Na Obr. 9.27 (a) a (b) je znazorneny Subsystém 1
a Subsystém 2 blokovej schémy podl’a Obr. 9.26.

D

@»>_L a1
u(t)
>>—,7 ddy1 dy1 :y1
3*y1
@ B
2.5%y2
(a)
D)
dy2

+
o
=N
<
N
Q
<
N
e

(b)

Obr. 9.27. (a) Subsystém 1, (b) Subsystém 2

Kazdy vstupno-vystupny terminal mozno pomenovat prislusSnym nazvom (z angl. label),

ktory sa potom zobrazi na maske vytvoreného subsystému, pozri Obr. 9.28.

NG D)
G— 2 o
u(t)
( : )—’ ) y1
3*y1
25
25%y2
(a)
—\—>u<t)
dy1 >/[dy1]
y1 >/ [y1]

2.5%2
Subsystém 1

(b)

Obr. 9.28. Popis terminalov subsystému: (a) blokova schéma subsystému, (b) blokova schéma so
subsystémom s pomenovanymi terminalovymi vstupmi a vystupmi
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9.7 LOOKUP TABLES BLOKY

V mnohych pripadoch je nutné priradit’ hodnotu na zédklade funkcnej zavislostiy = f(x), ktora
je definovand mnozinou nameranych bodov. Interpolacie mnoziny bodov st v Simulinku velmi
sofistikovane rieSené prostrednictvom pouzitia tzv. Lookup tables. Tieto bloky mozno najst’ v kniznici

Lookup tables, pozri Obr. 9.29.

1-D T{u) 2-D T(u) 2-D T[K]
Yut 7
) > > ) u cos(2'pi*u) > >
Yu2 p,
1-D Lookup 2-D Lookup Cosine Direct Lookup Ineroomation
Table Table Table (n-D) Usingrgrelookup
Ix Yur #DTW B} Y
3 xdat yp Juz2 > b Av,. Ju sin(2pitu)
J ydat Ju3 f 4
Lookup n-D Lookup Prelookup Sine
Table Table
Dynamic

Obr. 9.29. Kniznica blokov Lookup tables

Z tejto kniznice mozeme spomenut’ tieto tri najpouzivanejsie interpolacie, ktorymi su:

a) Lookup Table 1-D (interpoluje krivku bodov), pozri Obr. 9.30 (a),

b) Lookup Table 2-D (interpoluje plochu v rovine zostavenu z mriezky bodov v rovine
xz), pozri Obr. 9.30 (b),

¢) Lookup Table n-D (interpoluje mnozinu ploch v priestore zostavenych z mriezky
bodov v rovine xz), pozri Obr. 9.30 (c).

J
Table data

Table data

Breakpoints Breakpoints 1 Breakpoints 1

(a) (b) (©)

Obr. 9.30. Lookup tables: (a) 1-D Lookup table, (b) 2-D Lookup table, (c) 3-D Lookup table

Poznamenajme, Ze v pripade Lookup table 1-D je nutné Specifikovat’ ako vstupné parametre
zavislostiy = f(x) dva typy prvkov, ktorymi su tzv. breakpoints, tieto predstavuji x-ové sturadnice

bodov a Table data, ktoré predstavuju odpovedajice y-ové suradnice bodov.
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10 MODELOVANIE DALSICH TYPOV DYNAMICKYCH
SYSTEMOV V SIMULINKU

V tejto kapitole sa zameriame na modelovanie d’alSich prikladov dynamickych systémov
spojitého charakteru ato z roznej fyzikalnej podstaty, ktorymi st mechanické, elektrické, fluidné
a tepelné systémy. Na modelovanie a simuléaciu tychto dynamickych systémov vyuzijeme poznatky a
skusenosti, ktoré sme doteraz nadobudli z predchadzajicich kapitol tejto knihy a takisto principy
modelovania, ktoré¢ boli blizSie popisané v knihe Modelovanie a simulacia mechatronickych
systémov 1, pozri [16]. Na jednoduchych prikladoch dynamickych systémov si ukdZeme spdsoby

modelovania a simulacie tychto dynamickych systémov blokovym diagramom v Simulinku.

10.1 PRIKLADY MODELOVANIA MECHANICKYCH SYSTEMOV

Mechanicky systém je systém, ktory najCastejSie pozostdva z pohyblivych Casti — hmoty
a nepohyblivych casti — ramy. VSsetky zariadenia alebo stroje konajice nejaky pohyb, ktoré pozname
z beznej praxe prakticky predstavuji nejaky typ mechanického systému. Medzi zékladné stavebné
bloky mechanického systému patria pruZziny, timice a hmoty. PruZiny predstavuji tuhost’ systému,
tlmice plnia ulohu tlmiaceho charakteru a napokon hmoty reprezentuju zotrvaénost’ systému a kladu

odpor proti pohybu telies pri ich akceleracii.

Mechanické systémy mozno rozdelit’ na tri zakladné typy a to:

e mechanické systémy transla¢ného charakteru
e mechanické systémy rotaéného charakteru

e amechanické systtmy kombinované (translacného aj rotacného charakteru)

Podl’a prislusného typu mechanického systému moézeme rozlisit’ tieto tri zakladné komponenty

mechanického systému a pouzivat’ ich schematické znacky zobrazené v nasledujicej tabul’ke.

Tabul’ka 10.1. Zakladné schematické znacky mechanického systému

2 .. " Zat’aZenie Odozva
Systém PruZina Tlmi¢ Hmota i i
systemu systemu
Translaény X . X X, . X E F Posunutie x,
systém W QE_J,_’ i (sila) Rychlost v
Rotaény P, M uhlové natoCenie ¢,

systém G‘—m@ C G—@ (moment) uhlova rychlost’ ®
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MODELOVANIE DALSICH TYPOV DYNAMICKYCH SYSTEMOV V SIMULINKU

Pri modelovani syst¢émov mechanického charakteru mozno vyuzit matematické vztahy
uvedené v d’al$ej tabulke. V tejto tabulke s prezentované zlozkové rovnice pre jednotlivé stavebné

prvky a takisto diferencialne rovnice, ktoré popisuju platnost’ II. Newtonovho zakona.

Tabul’ka 10.2. Zakladné stavebné prvky mechanického systému a ich matematické vztahy

Transla¢ny systém

Pruzina
X, X 1
k F=k-(x—xo) E=--k-(x—x0)?
= F 2
«— —
TImié
X, X
F DL__:L ; [*F F=b- (k%) P=b- (k- %p)?
«— —
Hmota
F d’x dv "_ZF E—l-m-xz
o— m1> M e =M g =M *= T2

Rotacny systém

Torzna pruZina

0 K, oM 1

Torzny tlmi¢

¢, b, oM M = by - (¢ — ¢p) P=b, " (¢ — §o)?
CC" C @ 0 @

Moment zotrvaénosti
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Priklad ¢é. 10.1.

Elasticka lopticka hmotnosti m = 0.1 kg so znamym koeficientom restitiicie K = 0.8, ktora
je zobrazena na Obr. 10.1, je vrhnuta smerom nahor z pociatocnej vysky Xo = 10 m s pociato¢nou
rychlostou vy = 15 m. s~ 1. Po dopade na zemsky povrch lopti¢ka straca ¢ast’ svojej kinetickej energie
a je spétne odrazena smerom nahor. PopiSte pohyb takejto lopticky matematickym modelom a vytvorte

simulaciu prostrednictvom blokovej schémy v Simulinku.

K=0
Idealne plasticka

/ lopticka

K=1
g Idealne elasticka
VARRN

;7N / loptiCka
\

\
v \ Ke(0,1)
\ / Pruzno-plasticka
, lopticka

\
\

Obr. 10.1. Skakajuca lopticka

RieSenie:

Stratu energie lopticky pri jej pohybe mdzeme riadit’ koeficientom restitucie K. V pripade, ze
hodnota koeficientu K sa nachadza v intervale K € (0, 1), hovorime o tzv. pruzne-plastickej lopticke,
ak koeficient restiticie K = 1, potom sa lopti¢ka sprava ako idealne elasticka. Napokon ak koeficient
K = 0, potom lopticka predstavuje pripad idealne plastickej lopticky, pozri Obr. 10.1.

Matematicky mozno pohyb lopticky opisat’ touto diferencialnu rovnicou, ktora bola odvodena
na zéklade II. Newtonovho zdkona. Ako si je mozno v§imnut, tak tito diferencidlna rovnica vo

vSeobecnosti vobec nezévisi na hmotnosti danej lopticky

m-y=-G,
) (10.1)
y=-8.

Rychlost’ pohybu lopticky bude postupne klesat’, tento pokles zavisi od hodnoty koeficientu
reStittcie K. Pri kazdom dopade sa zmeni smer dopadovej rychlosti y~ na odrazovi rychlost y*. Tento
stav mozno v simulécii riadit’ prostrednictvom rovnice pre rychlost, ktorti budeme pocas simulacie

menit’ pouzitim koeficientu restitiicie K a to tymto spdsobom
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(10.2)

Vstupné parametre simulacie, ktoré pouzijeme na vypocet simulacie zadame priamo

prostrednictvom Model Explorera a nacitame do Model Workspace modelu, pozri Obr. 10.2.

Meodel Explorer
File Edit View Tools Add He\p

O HE-Ee-E- m
Model Hierarchy B = Contents of: Model Workspace (only) Model Workspace
~ P Simuiink Root _ = et
B Basew Column View: | Data Objects = | Show Details 4 objectls) ¥
Base Workspace Data source: | MATLAB Code:
v Pr2_1 Name Value DatsType Dimensions Complexity Min Max Unit .
Rl Model Workspace Hr os I ES
@ conrigurations He 981 1 g=0.81;
Hw 15 2 K=0.8;
Hwo w0 3 x@-18;
4 ve=15;
Reinitialize from Source
< >
Revert
Contents Search Resuits

Help

Create Model Mask

Apply

Obr. 10.2. Model Workspace pre skakajucej lopticku

Blokova schéma, ktord bola vytvorena na rieSenie pohybu skakajucej lopticky podla

odvodenej diferencialnej rovnice ( 10.1 ), je zobrazena na Obr. 10.3.

9

Gravitacné zrychlenie

Velocity
External reset: rising
IC: external
Show state port

0]

[vo] ‘ K |l

IC PogiatoZna K coefficient
rychlost restiticie

Dy_odrazu = - K * Dy_dopadu

dy(t)

dy(t)

Integrator1
External reset: rising
IC: external
Limit out: 0-inf
Show state port

IC
Pociatoéna poloha y0

—B

dylt)

v

<=0

Ing.

Obr.

Martin Garan, PhD.

Ak sa lopticka pohybuje smerom nahor,
signal je false (0)
Ak lopticka dopadne na zem,
signdl sa zmeni na true (1)

10.3. Blokova schéma modelu skékajtcej lopticky

._.D

Cas simul4cie
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Pri rieSeni simulacie bola vytvorena automatickda podmienka zastavenia, ktora ukon¢i beh
simulacie, ktora bola nastavena nekone¢ne dlhy cas. Tato situacia odpoveda stavu, ked lopticka
nadobudne prakticky nulovi Kineticku energiu. Na d’alSom Obr. 10.4 si zobrazené grafy polohy
a rychlosti skakajucej lopticky, ktora pocas svojho pohybu postupne straca kineticku energiu.

Pripomenime, ze na vypocet takéhoto pohybu bolo nutné vyuzit' princip resetovania
integratorov, ktorému sme sa venovali v kapitole 9.3. V tomto pripade sme na resetovanie integratorov

pouzili nastavenie typu Rising, pozri predchadzajuci Obr. 10.3.

0 2 ) 6 8 10 12 14 18 18 20
Time

Obr. 10.4. Riesenie odozvy pohybu skéakajtcej lopticky

10.2 TVORBA SUBSYSTEMU S MASKOU

V prechadzajucej kapitole 9.6 sme si ukazali, ako mozno z kazdej oznacenej Casti blokovej
schémy vytvorit' subsystém. Pripomenme, Ze tieto subsystémy vytvarame za ¢elom sprehladnenia
blokovej schémy. Uz vieme, Ze pri vytvoreni takéhoto subsystému mozeme prostrednictvom In/Out
blokov jednoducho vytvorit' vstupné/vystupné terminaly, prostrednictvom ktorych moéZeme potom
vhodne pomenovat’ ndzvy na maske vytvoreného subsystému.

Teraz si ukazeme, ze pre takto vytvoreny subsystém mdzeme navyse vytvorit vlastné dialégové
okno parametrov. Prostrednictvom takto vytvoren¢ho dialdogového okna mozno menit vstupné
parametre subsystému. Vyhodou je, Ze takéto parametre nie je nutné vobec definovat’ ani v lokalnom,
aani v globalnom Workspace Matlabu. Nakolko tieto vstupné parametre sa nacitaji priamo z
objektov tohto dialogového okna. Takto vytvorené okno nazyvame Maskou subsystému. Sposob ako

vytvorit’ subsystém s maskou si ukdzeme na nasledujucom priklade.

Priklad ¢. 10.2.

Predpokladajme raketu naplnenu palivom mj, = 50 Kg a vystrelena smerom nahor. Hmotnost’

tejto rakety bez paliva je m,. = 30 kg, pozri Obr. 10.5. Po vystreleni raketa zacne postupne spal'ovat’
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palivo, tzn. Ze zacne klesat’ jej hmotnost’. Raketa pocas svojho letu spal'uje palivo rychlostou, ktort
mozno opisat’ linedrnou funkénou zavislostou m, = —k - t, kde stcinitel k = 0.05 kg.s~1. Tah
motora, ktory Zenie raketu smerom nahor je vyvolany konstantou silou F = 1000 N.

Pri pohybe rakety predpokladajme odpor vzduchu, ktory je priamotimerny Stvorcu jej rychlosti
v. Tvarovy odporovy sucinitel’ je dany hodnotou ¢ = 1.8. Zobrazte na grafe, ako sa meni poloha

a rychlost rakety v Case t.

) mkt

Obr. 10.5. Raketa letiaca v gravitatnom poli zeme

RieSenie:

Celkova hmotnost’ rakety pred jej vystrelenim je dand sti¢tom hmotnosti rakety bez paliva

a hmotnosti paliva, ktorou bola raketa naplnena t. j. m = m; + my,. Pri tvorbe matematického modelu

budeme vychadzat’ zo zakona zachovania hybnosti

dH—ZF 10.3

kde pre hybnost’ rakety musi platit, z2e H=m v = m - X. Dosadenim hybnosti do predchadzajice;j

rovnice dostavame vzt'ah

d(m - %)
dt

=F-m-g—c-%?, (10.4)

kde celkovi hmotnost’ rakety m(t) v 'ubovol'nom case t mozno definovat’ tymto vztahom

m(t) =m, +m, —my =m,+m,—k-t. (10.5)
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Potom dosadenim celkovej hmotnosti rakety m(t) do rovnice ( 10.4 ), dostdvame tento

matematicky model

d[(mr+mp—k-t)-)'(]
dt

=F—(my+m,—k-t)-g—c-%?. (10.6)

Zderivovanim l'avej strany tejto diferencialne rovnice podla ¢asu t, mézeme dospiet’ k tejto

diferencialnej rovnici 2. radu
—k-)'(+(mr+mp—k-t)-5i= F—(mr+mp—k-t)-g—c->'(2 . (10.7)

Ak teraz tito diferencialnu rovnicu predelime vyrazom (mr +m, — k-t), dospejeme

k vyslednému matematickému modelu v simulinkovskom tvare, ktory budeme rieSit blokovou

schémou v Simulinku

F+k-x—c-%?

Xz(mr+mp—k-t)_

g . (10.8)

Vstupné parametre nutné pre simulaciu blokovej schémy rakety podl'a Obr. 10.6, v tomto
Stadiu nenacitame prostrednictvom Model Workspace, ani prostrednictvom Globalneho Workspace

Matlabu, tak ako sme to uskuto¢novali v Simulinku do tohto momentu, ale prostrednictvom Masky.

Vystupné porty
Vstupné porty

Y
E
>
Hj
=

Zrychlenie
1] ]
mz
mr x [m]
plmr Hmotnost
rakety s palivom
e (- —
mp
[

mz=mp-kt

’—b t
Palivo

Zostatok paliva

Zastavovacia podmienka

Obr. 10.6. Blokova schéma rakety spal'ujiicej palivo
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Pri tvorbe subsystému s maskou, zo samotnej blokovej schémy, ktora riesi simulaciu letu rakety,

vytvorime v prvom rade subsystém anasledne tomuto subsystému nakonfigurujme masku

subsystému. Blokova schéma pre letiacu raketu, ktora leti v odporovom prostredi a pocas svojho letu

spal'uje palivo je zobrazena na predchadzajucom Obr. 10.6.

V predchadzajucej blokovej schéme boli pouzité dva subsystémy Zrychlenie a Palivo. Prvy

subsystém — Zrychlenie, ktory sluzi na vypocet zrychlenia rakety, je zobrazeny na Obr. 10.7 a druhy

subsystém — Palivo, ktory slizi na vypocet zostatku paliva rakety, je zobrazeny na d’alSom Obr. 10.8.

D >
F
E—‘
From1 Gain ¢
[m]
Math Gain1
Function

Obr. 10.7. Subsystém Zrychlenie

Obr. 10.8. Subsystém Palivo

Vstupné porty Vystupné porty

B @

= Zrychlenie 4

Hmotnost'
rakety s palivom

Zostatok paliva

Zastavovacia podmienka

Compare Stop Simulation

Tozere Bransozss

Create Subsystem

Obr. 10.9. Vytvorenie hlavného subsystému z ¢asti blokovej schémy

ddx

A

mz

;
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Usporiadajme bloky pdvodnej blokovej schémy, ktora je zobrazena na Obr. 10.6, takym
spdsobom, aby sa po oboch stranach subsystémov nachadzali len vstupno-vystupné terminaly tychto
subsystémov. Potom zo strednej Casti tejto blokovej schémy vytvorime hlavny subsystém spdsobom
ako je to znazornené na Obr. 10.9. Zjednodusena blokova schéma s takto vytvorenym subsystémom

nadobudne tvar, ktory je znazorneny na d’alsom Obr. 10.10.

dx »( dx

(=
Systém s maskou dx

Rl
v

F(t)

Letiacej Rakety :
X

Subsystém rakety l:l

i @

Obr. 10.10. Zjednoduseny model rakety so subsystémom

Poznamenajme, Ze ak by sme v tomto $tadiu spustili rieSenie simulacie, tak Simulink bude
hlasit’ chybovt hlasku. Z toho doévodu, pretoze nepozna vstupné parametre, ktoré sme v jednotlivych
blokov definovali ako v§eobecné platné parametre. Tieto vstupné parametre teraz nebudeme zadavat
cez skript prostrednictvom Model Workspace, ale zadefinujeme ich prostrednictvom masky
subsystému. Kazdy parameter systému, ktory umoznime menit pred spustenim simulacie zadefinujeme
ako parameter v tejto maske subsystému. Predtym, neZ to pristupime k tvorbe tohto dialégového okna
parametrov, musime dany subsystém pretransformovat’ na subsystém s maskou. Toto uskuto¢nime,
bud’ klavesovou skratkou CTRL+M alebo pomocou prikazu Mask/Create Mask z kontextového menu
Matlabu, pozri Obr. 10.11.

Out1

ﬁ
x
A

1L

-]
= Open dx

&

B Copy culre

® ctrlsy.
Ctrl+shifty
culeshiftex

Del

Subsystém rake  Find Referenced Variables

Subsystem & Model Reference » E
Format . x[m] c
otate & i .
4 it

Fixed

Tool

Identify Modeling Clones

Obr. 10.11. Priradenie masky danému subsystému
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Otvori sa dialogové okno editora masky subsystému tzv. Mask Editor, ktoré obsahuje viacero

sekcii zaClenenych do nastrojovych list, pozri Obr. 10.12.

2 Mask Editor : Subsystém rakety o x
Icon & Ports Parameters & Dialog Initialization Documentation
Options Icon drawing commands
Block frame
Visible ~|
Icon transparency
Opaque v
Icon units
Autoscale v
Icon rotation
Fixed b
Port rotation
Default v
Run initialization
off v
Preview
No Preview Available
Unmask || Preview Cancel || Help || Apply

Obr. 10.12. Editor masky subsystému

Na zéklade editovania prostrednictvom prikazov mozno na titulnej liSte menit’ napr. vizualny
tvar ikony daného subsystému. Na maske subsystému existuje moznost’ napr. zobrazit’ obrazok systému,
ktory dany subsystém reprezentuje a to pouzitim prikazu image(‘cesta k stiboru’), pripadne zobrazit
text prikazom fprintf(‘text’), ako aj pomenovat vstupné a vystupné porty subsystému prikazom
port_label (‘input/output‘, port number). Takisto m6Zeme zmenit' farbu textu tohto portu prikazom
Color. Pripomenime, Ze editor masky mozno kedykol'vek vyvolat' klavesovou skratkou CTRL+M.

Ukézka Mask editora pre vytvorenie masky subsystému s pouzitim prikazov je zndzornend na
Obr. 10.13.

M Mask Editor : Subsystém rakety - m} x
Icon & Ports  Parameters & Dialog Initialization Documentation

Options Icon drawing commands

Block frame fprintf('Systém s maskou \\n\\n Letiacej Rakety')
Visible “|||eelor ('red'); port_label('input',1,'F(t)"')

lcon transparency color('blue'); port_label('output',1,'dx')

Opaque ~|||lcolor ('blue'); port_label('output',2,'x")

leen units -

Autoscale ~

Icon rotation

Fixed ~

Port rotation

Default ~

Run initialization

Off ~

Preview

dx
Systém s maskou
Fity
Letiace] Rakety
x

< >

Unmask Preview Cancel Help Apply

Obr. 10.13. Editor masky subsystému s prikazmi na zobrazenie ikony
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Vysledok blokovej schémy s vytvorenym subsystémom s maskou, ktora bola vytvorena

pouzitim prikazov fprintf, port label a color podl'a editora masky Obr.

d’alsom Obr. 10.14.

Systém s maskou
F(t) "

n
A

Letiacej Rakety

dx—————————————p( dx

Subsystém rakety

X [m]

10.13, je znazorneny na

;

dx

]

dx

!
H

Obr. 10.14. Blokova schéma s vytvorenim subsystémom s maskou

Pod’'me teraz nakonfigurovat’ masku dialégového okna parametrov, ktora sa bude zobrazovat’

pri kazdom dvoj kliknuti na ikonu subsystému. Masku zacneme tvorit’ v Editore masky na d’alse;j liste

pod nazvom Parameters & Dialog, pozri Obr. 10.15.

1 Mask Editor : Subsystém rakety

Combo box
@) Radio button
¥ Slider

4 Dial

[E Spinbox

. unit

[E1I Text Area

[ Custom Table
Li12| DataTypeStr
1<) Min

[>] Max

5} Promote

= Container
21 Group box
[ Tab
[ Table
CollapsiblePansl
Panel

S Display

Unmask Preview

Icon & Ports Parameters & Dialog Initialization Documentation

Controls ~ | Dialog box
=Parameter Type Prompt Name

Edit = %<MaskType> DescGroupVar
[ Check box A 9%<MaskDescription> DescTextVar

Drag or Click items in left palette to add to dialog.
Use Delete key to remove items from dialog.
Tutorial- Creating a Mask: Parameters and Dialog Pane

Canstraint Manager

- O X

Property editor
ElProperties

Name ParameterGroupVar
Prompt Simulink:studio:Too...
Type groupbox v
EDialog

Enable
Visible
HlLayout

Item location New row v
Align Prompts O

Cancel | Help || Apply

Obr. 10.15. Parametre dialbgového okna masky

Ako mozno vidiet’ na Obr.

10.15, tak v nastrojového menu na l'avej strane sa nachddza

mnozstvo ovladacov, ktoré menia vzhlad dialégového okna masky subsystému. Z danej mnoziny

ovladacov moézeme spomenut napr. Edit, Check box, Popup menu, Radio button, Slider, Dial

a Min/Max a d’alSie iné. Tieto ovladace sluzia na zadavanie vstupnych parametrov.
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Ak je prislusny ovlada¢ zvoleny ako prvok dialégového okna, tak potom na pravej strane

mozeme menit’ jeho vlastnosti. Napr. zvolit’ jeho nazov pomocou parametra Name. Tento parameter

predstavuje unikatny identifikator, pre ktory Simulink takisto zadefinuje systémova premennt pod tym

istym nazvom v Model Workspace. Dalsi parameter Prompt predstavuje nazov, ktory sa zobrazi na

maske vytvoreného subsystému. Kazdému vytvorenému ovlada¢u mozno prednastavit’ jeho pociatocnu

hodnotu; zadanim tejto hodnoty pomocou parametra Value. Medzi d’alie atributy, ktoré modzZeme

danému ovladacu nastavit’ patri napr. Visible, Type, Enable, Hidden a d’alSie iné.

Na nasledujucom Obr.

10.16 je znazorneny priklad vytvorenia prvého ovladaca, ktory

charakterizuje hmotnost’ rakety v naSom modeli. Postupne takymto spdsobom vytvorime vsetky

potrebné ovladace pre kompletny subsystém. Vysledny tvar editora masky je znazorneny na Obr. 10.17.

Controls

= Parameter
Edit
[4 Check box
Elpopup
Combo box
&) Radio button
“ Slider
4 Dial
[ Spinbox
I unit
[ Text Area
£ Custom Table
L] DataTypeStr
[<] Min
=] Max
& Promote

= Container
=1 Group box
[7ab
£ Table
7 CollapsiblePanel

Panel

= Display

Unmask Preview

2§ Mask Editor : Subsystém rakety

Icon & Ports Parameters & Dialog Initialization Documentation

| Dialog box

Type Prompt
=l 9% <MaskType>

9% <MaskDescription>
= Parameters

Use Delete key to remove item:
orial:- Creating a Mask: Pa

Constraint Manager

Name
DescGroupVar
DescTextVar

ParameterGroupVar

Drag or Click items in left palette to add to dialog.
s from dialog.
ameters and Dialog Pane

Property editor
ElProperties

Value

Prompt

Type
SAttributes

Evaluate

Tunable

Read only

Hidden

Never save

Constraint
SDialog

Enable

Visible

Callback

Tooltip
HlLayout

Item location

Prompt location

Horizontal Stretch

30
Hmotnost rakety m..
edit ¥
on S
O
O
O
None v
4
New row
Left ¥

OK | Cancel | Help || Apply

Obr. 10.16. Priklad vytvorenia ovladaca typu Edit

% Mask Editor : Subsystém rakety

Icon & Ports Parameters & Dialog Initialization Documentation

Controls ~ | Dialog box
= Parameter Type Prompt

Edit S %<MaskType>

4 Check box A 9%<MaskDescription>
Elpopup

£ combo box
@) Radio button

Hmotnost rakety mr [kg]
Hmotnost rakety mp [kg]

4 Slider Koeficient K [kg.sA-1]
4 Dial Tvarovy sGcinitel

[ Spinbox Sila F [N]

3 unit

[El] Text Area

[ Custom Table
|1o) DataTypeStr
<] Min

2] Max

Bl Promote

= Container
11 Group box
[ Tab
[ Table
7 CollapsiblePanel

Name

DescGroupVar
DescTextVar

mr
mp
k
®
F

Drag or Click items in left palette to add to dialog.

Panel Use Delete key to remove items from dialog.
S Display Tutorial:- Creating a Mask: Parameters and Dialog Pane
v
Unmask || Preview || Constraint Manager

Property editor
EProperties
Name
Prompt
Type
EDialog
Enable
Visible
Blayout
Item location

Align Prompts

ParameterGroupVar

Simulink:studio:Too...

groupbox v
New row S
O

OK || Cancel || Help || Apply

Obr. 10.17. Vysledok po vytvoreni vSetkych ovladacov masky subsystému
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Ak teraz potvrdime zmeny tlacitkom Apply a vratime sa k pévodnému subsystému, potom dvoj
kliknutim mySou na masku tohto subsystému, sa nezobrazi tvar blokovej schémy tohto subsystému, ale

naopak dialogové okno s nakonfigurovanou maskou tohto subsystému, pozri Obr. 10.18.

Block Parameters: Subsystém rakety pes

Subsystem (mask)

Parameters
Hmotnost' rakety mr [kg] @

|
Hmotnost' rakety mp [kg] \50 \ H

|

|

Koeficient K [kg.s~-1] 0.05

Tvarovy stdinitel’ [1.8

Sila F [N]

100.0 1000.0

1000 H
OK Cancel Help Apply

Obr. 10.18. Dialégové okno parametrov masky subsystému

V tomto momente sa modzeme vratit k blokovému diagramu subsystému len pouzitim
klavesovej skratky CTRL+U, resp. kliknutim na Sipku smerom dole na ikone subsystému, alebo
pomocou prikazu Mask/Look under mask z kontextového menu.

Prepnime sa na poslednt z list editora masky, ktorou je lista Initialization. V tejto liSte existuje
moznost’ napisat’ inicializaény skript pre kazdy matematicky model. Pri editovani prikazov mozno
vyuzivat' premenné, ktoré boli zadefinované parametrami na dialogovom okne masky, pripadne

definovat’ d’alSie iné parametre systému, ktoré nie su sti¢ast'ou masky subsystému, pozri Obr. 10.19.

# Mask Editor : Subsystém rakety

Icon & Ports Parameters & Dialog Initialization Documentation
Dialog variables Initialization commands
wor 0 lflcle

e g=9.81;
<
F

Allow library block to modify its contents

Unmask || Preview OK || Cancel | Help | Apply

Obr. 10.19. Inicializacny skript masky subsystému
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Kazdi masku subsystému mozno vylepSovat’ a tvorit' takym spoésobom velmi sofistikované
dialégové okna, ktoré obsahuju velké mnozstvo parametrov. V sekcii Display sa nachadzaji objekty
ako Panel, Group box, Tab, Text alebo Image. Tieto sa pouzivaju na zaclenenie ovladacov do
logickych skupin, pozri Obr. 10.20. Pre kazdy ovladac a objekt masky mozno zadefinovat’ automatické
akcie (Actions), ktoré sa vykonaju automaticky. Napr. akcia typu Button; po kliknuti na objekt, ktorému

priradime tuto akciu, spusti skript Matlabu naprogramovany pomocou editora Callback.

) Mask Editor: Subsystém rakety — [m] %
lcon & Ports & Dialog Dor
Ll Spinbox ~ | Dialog box Property editor
o Unit Type Prompt Name & Properties
=i T =2 %< MaskType> DescGroupVar Mame Control2
ng_;j ;::;:;::‘E A %< MaskDescription> DescTextVar :’“’"‘Ft —
=] Parameters ParameterGroupVar yPe pushoution
B #1 Hmotnostrskety mrlkg] i File path
B promote ) Hemotnost rakety mp [kq] mp Enable
P Kosficient K [kg.s*-1] k Visible
=) SrmETm ED 4 Tvarovy suéinitel < 7
171 Group bex W SEIN F oo
= Tab Layout
ltem location | Currentrow
H L Horizental Stret...
£ CollapsiblePane
L Panel
© Display
A Text
[ Image
&' Listbox Control
% Tree Control
) Action
Drag or Click items in left palette to add to dialog.
& Hyperink Use Delete key to remove items from dialog.
T3 Button Tutoriak:- Creating a Mask: Parameters and Dialog Pane
o
Unmask | | Preview Constraint Manager oK Cancel Help || Apply

Obr. 10.20. Dalsie moZnosti masky subsystému — Display a Action

Pre kazdy vytvoreny subsystém modzeme d’alej vytvorit' popis subsystému a taktiez jeho

dokumentéciu prostrednictvom posledne;j listy Documentation, pozri Obr. 10.21.

# Mask Editor : Subsystém rakety - o X
Icon & Ports & Dialog i D

Type

Model Rakety

Description

Simuluje let rakety v odporovom prostredi.

Help

Unmask Preview

Cancel || Help

Apply

Obr. 10.21. Popis a dokumentacia masky subsystému
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Potom vysledny tvar vytvorenej masky subsystému, ktoru sme vytvorili aj s popisom masky, je

zobrazeny na Obr. 10.22.

Block Parameters: Subsystém rakety X
Model Rakety (mask)
Simuluje let rakety v odporovom prostredi.

Parameters

Hmotnost' rakety mr [kg] E

Hmotnost' rakety mp [kg] |50

|

|
Koeficient K [kg.s~-1] [0.05 [B

|

Tvarovy stinitel’ 1.8

sila F [N]

100.0 1000.0

1000 H

Cancel Help Apply

Obr. 10.22. Vysledné dialdgové okno parametrov masky subsystému

Pre zadané vstupné hodnoty podla zadania z prikladu letiacej rakety, bola vykonana simulacia
letu rakety prostrednictvom blokovej schémy so subsystémom do okamihu, ked raketa spali vsetko
svoje palivo. Na zaklade tejto blokovej schémy, v ktorej sme vytvorili zastavovaciu podmienku
simulécie, sme zistili, Ze tento stav pocas letu rakety nastane po uplynuti ¢asu t = 1000 s. Priebehy

polohy a rychlosti rakety, ako aj graf tibytku paliva poéas letu su znazornené na Obr. 10.23.

Obr. 10.23. Riesenie simulacie letu rakety
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Priklad ¢. 10.3.

Predpokladajme teleso hmotnosti m = 70 kg, ktoré ma tvar valca s priemerom D = 1.5 m.
Teleso pada z pociatocnej vysky hg = 10 000 m, pozri Obr. 10.24. Poznamenajme, Ze teplota vzduchu
sa vyznamne meni s vyskou pri lete pade tohto telesa. Namerané hodnoty teploty vzduchu T(h), ktora
sa meni s nadmorskou vyskou h, st uvedené v prislusnej tabulke.

Pocas padu telesa v gravitacnom poli zeme, posobi na tento valec odporova silu vzduchu, ktora
. , 5 . . e 1 . ,
je definovana vztahom Newtonovej odporovej sily F, = Zpc S-v?, kde ¢ =0.5 je tvarovy

sucinitel’ odporu vzduchu, S je odporova prierezova plocha valca kolma na smer pohybu a p je hustota
vzduchu. Hustota vzduchu p(T) sa meni v zavislosti od teploty T. Namerané hodnoty zmeny hustoty
vzduchu v zavislosti od teploty st uvedené v d’alSej tabulke. Vytvorte simulaénu blokova schému
matematického modelu, ktory opisuje pohyb tohto valca. Zobrazte pricbeh polohy telesa v smere osi y

a jeho padovu rychlost’ az do okamihu, ked’ teleso dopadne na zemsky povrch.

m
of
G y|
)M o
h F=cpSv’/2
T

Obr. 10.24. Teleso padajuce v gravitanom poli zeme

Tabul’ka 10.3. Zavislost’ zmeny teploty Tabulka 10.4. Zavislost zmeny
vzduchu T(h) od vysky h hustoty vzduchu p(T) od teploty T
B
0 15 3500 -1.75 8000  -37.00 50 1.5826
100 14.35 4000 -11.00 8500 -40.25 40 1.5147
200 13.7 4500 -14.25 9000 -43.50 230 1.4524
500 11.75 5000 -17.5 9500 -46.75 220 1.3951
1000 8.5 5500 -20.75 10 000 -50.00 -10 1.3420
1500 5.25 6000 -24.00 0 1.2959
2000 2 6500 -27.25 5 1.2693
2500 -1.25 7000 -30.50 15 1.2697
3000 -4.5 7500 -33.75
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RieSenie:

Podl'a Obr. 10.24 na teleso pri jeho pohybe pdsobia dve sily, ktorymi st tiazova sila G
a odporova sila vzduchu F;. Teleso kona pohyb iba v jednom smere osi y, tzn. Ze v tomto pripade nam

postacuje napisat’ iba jednu pohybovu rovnicu aplikovanim II. Newtonovho zakona

m-y=-G+F,, (10.9)

kde F,= % p-c-S-v:i= % p-c-S-y2 Upravme tiato diferencidlnu rovnicu do tohto
simulinkovského tvaru, ktory vyuzijeme na vytvorenie blokovej schémy modelu
1

1
S’,:E.I:_m.g_l_i.p.c.s.yz . (10.10)

Blokova schéma, ktora bola namodelovana na zaklade predchadzajicej diferencidlnej rovnice

s vyuzitim subsystémov, je zndzornena na nasledujucom Obr. 10.25.

y(t)

Zastavovacia podmienka

[O-E @

DR

1/2*m »

X >

Kineticka energia pri

naraze

L

Kineticka energia

Obr. 10.25. Blokova schéma, ktora simuluje pad telesa v gravitacnom poli zeme

V predchéadzajticej blokovej schéme boli pouzité na zjednoduSenie blokového diagramu dva
subsystémy. Prvy zo subsystémov pod niazvom DR, ktory predstavuje subsystém hlavnej
diferencialnej rovnice podl'a Obr. 10.26. Druhy subsystém pod ndzvom F, sluZi na vypocet odporovej

sily vzduchu F, ktora zavisi od rychlosti telesa v ¢ase t, pozri Obr. 10.27.
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Obr. 10.26. Subsystém DR

® {<]
dy

ro

y Ft
Vztah medzih a Vztah medzi Teplotou T a
Teplotou T hustotou ro
Break Points h1 Break Points: T2
Table Data: T1 Table Data: ro

=

Obr. 10.27. Subsystém odporovej sily Fy

Pre zadefinovanie vstupnych parametrov bol vytvoreny tento skript v modelovom Workspace

blokového diagramu.

%Vstupné parametre systému
m=70;

ho=10000;

vO=0;

c=0.5;

D=1.5;

S=pi*D"2/4;

g=9.81;

%Funkéna zdvislost teploty od vysky
h1=[0 100 200 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500 ...
5000 5500 6000 6500 7000 7500 8000 8500 9000 9500 10000];

T1=[15 14.35 13.7 11.75 8.5 5.25 2 -1.25 -4.5 -7.75 -11 ...
-14.25 -17.5 -20.75 -24 -27.25 -30.5 -33.75 -37 -40.25...
-43.5 -46.75 -50];

%Funkcna zdvislost hustoty vzduchu od teploty
T2=[-50 -40 -30 -20 -10 -8 5 15];
ro=[1.5826 1.5147 1.4524 1.3951 1.3420 1.2959 1.2693 1.2697];
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Potom na nasledujicom Obr. 10.28 sl znazornené priebehy rieSenia simulacie pre teleso
padajuce v gravitanom poli zeme. Teleso dopadne na zemsky povrch za ¢as t = 301.6 s. Zastavenie
simulacie za ucelom odmerania ¢asu dopadu, bolo realizované pre nekonecne dlhy prednastaveny ¢as

simulacie t = inf, s vyuzitim zastavovacej podmienky vytvorenej podl'a Obr. 10.25.

0 50 100 150 200 250
Time

Obr. 10.28. Riesenie simulacie padajiiceho valca z vysky ho

Priklad ¢. 10.4.

Predpokladajme dynamicky tlmeny mechanicky systém s jednym stupiiom volnosti, ktory je
zobrazeny na Obr. 10.29. Dany systém, ktory pozostava z hmoty s hmotnostou m = 30 kg, uvazujeme
v dvoch prevedeniach. V prvom pripade ako systém fixovany k zédkladu a budeny harmonickou silou
F(t) = Fy - sin(w ' t), kde Fy = 200 N a frekvencia kmitania je f; = 15 Hz, pozri Obr. 10.29 (a).

A vdruhom pripade vposlednej casti kinematicky budeny harmonickou funkciou
u(t) = ug - sin(w; * t), kde ug = 0.01 m a frekvencia kmitania je f, = 10 Hz, pozri Obr. 10.29 (b).

Zobrazte odozvu tohto systému, ak pruZno-tlmiace charakteristiky su nelinearneho charakteru

a boli experimentalne namerané podl'a nasledujucich tabuliek.

T F(t)=F,sino,t T F(t)=F,sino,t
m m
[ x) [ x)
b k b k
u(t)=u,sino,t
Y Cccccccod
(a) (b)

Obr. 10.29. Kmitajuci mechanicky systém: (a) fixovany k zakladu, (b) kinematicky budeny
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Tabul’ka 10.6. Zavislost’ sily Fy v pruzine Tabul’ka 10.5. Zavislost’ sily Fy, v timici
na deformacii x na rychlosti dx
[ =T [EEsTTmrE=T]
© 001 -5000 013 -108
-0.008 -2560 -0.1 -94
-0.006 -1080 -0.07 -79
-0.004 -320 -0.04 -60
-0.002 -40 -0.01 -30
0 0 0 0
0.0021 42 0.02 42
0.0045 350 0.05 67
0.0067 1125 0.08 84
0.0089 2580 0.11 99
0.012 5150
Riesenie:

Dané dva mechanické systémy podl'a zadania uvol'nime nahradenim ich komponentov za sily

v pruzinach a tlmicoch podl'a Obr. 10.30 (a) a (b).

A
F(t)

Tx(t)

Obr. 10.30. Uvolnenie mechanického systému: (a) fixovany k zékladu, (b) kinematicky budeny

Potom pre kazdé uvolnené teleso podla rieSeného variantu mozno napisat’ jednu pohybovi

rovnicu na zaklade II. Newtonovho zakona. Pre teleso podl'a Obr. 10.30 (a) plati tato rovnica

m-%=F—F,—F, (10.11)

a pre systém podl'a Obr. 10.30 (b) plati tato diferencialna rovnica
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m-X=—Fk—Fb. (1012)

Pre kazdy systém modzeme napisat’ dve zlozkové rovnice, ktoré platia pre sily v pruZinach

a tlmicoch. Pre pripad telesa podl'a Obr. 10.30 (a) platia tieto zlozkové rovnice sil
Fr=k-x, Fy,=b-Xx (10.13)
a pre pripad telesa podl'a Obr. 10.30 (b) platia tieto zlozZkové rovnice

Fr=k-(x—u(®)), Fp=b-(x—-u®). (10.14)

Dosadenim tychto zlozkovych rovnic do diferenciadlnych rovnic systémov, dostavame tuto

diferencialnu rovnicu 2. radu pre systém podl'a Obr. 10.30 (a)

$=—-[F-k-x—b-% (10.15)

1
m
a pre systém podl'a Obr. 10.30 (b) tato rovnica

k- (x—u®)—b-&—u®)]. (10.16)

o 1
X=—
m

Blokova schéma, v ktorej sme pre kazdy zo systémov podla Obr. 10.30 (a) a (b) vytvorili

samostatny subsystém, je zndzornena na nasledujicom Obr. 10.31.

T .

F(t)

Amp: FO dx1 i
Freq: 2*pi*f1
Subsystem (a) g

wo

u(t)
Amp: ud dx2
Freq: 2*pi*f2

Subsystem (b)

Obr. 10.31. Blokova schéma na rieSenie odozvy systémov
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Subsystém v predchadzajucej blokovej schéme, ktory bol zadefinovany pre mechanicky systém

podl'a Obr. 10.30 (a), je znazorneny na Obr. 10.32.

F( D

b
Breakpoints x2
Table data b

k
Breakpoints x1
Table data k

Obr. 10.32. Blokovéa schéma pre Subsystém (a)

Na d’alsom Obr. 10.33 je potom znazornena blokova schéma, ktora bola vytvorena pre
subsystém mechanického systému podl'a Obr. 10.30 (b). Ako si mozno v§imnut v oboch blokovych
schémach boli pouzit¢ bloky Lookup tables 1-D, ktoré sme vyuzili na aproximaciu mnoziny

nameranych charakteristik pruZenia a tlmenia, pozri tabul’ky podl'a zadania.

——®

dx

o

Divide Integrator Integrator1

Subtract

Constant

+

-4
Subtract1
b du | oau |

Breakpoints x2 at
Table data. b Derivative
+
Subtract2
K D)
Breakpoints x1 u(t)

Table data. k

Obr. 10.33. Blokova schéma pre Subsystém (b)
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Riesenie odozvy rieSenych dvoch typov mechanickych systémov podl'a Obr. 10.30 (a) a (b) je

znazornené na Obr. 10.34.

002 —
00
0

el Hunnannnnnnnmmnnmnnannnnnnannnarnngornanaoant

002

Obr. 10.34. Riesenie odozvy systému typu (a) a (b)

Priklad ¢. 10.5.

Predpokladajme teleso hmotnosti m = 40 kg, ktoré sa pohybuje po naklonenej rovine,
sklopenej pod uhlom a = 30°, ako je to zobrazené na Obr. 10.35. Teleso sa pohybuje smerom dole
s pociatoénou rychlostou vy = 0.2 m.s™1, priGom pri svojom pohybe je budené posobenim hnacej sily
F = 40 N a spomal’ované pdsobenim odporovej trecej sily Fr, ktora zavisi od sicinitel’a trenia f = 0. 2.
Ak pozname dizku ploginy L = 2 m a teleso sa v Gase t = 0 nachadza v jej hornej &asti v pociatodnej

polohe xq = 0 m, uréte ¢as, za ktory toto teleso prejde celti dizku dréhy L.

Obr. 10.35. Teleso pohybujtice sa po naklonenej rovine
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RieSenie:
Zo silovych pomerov zobrazenych na Obr. 10.35 moZno napisat’ tito pohybovl rovnicu, ktora
popisuje pohyb telesa v smere osi X

m-X=F+G-sina—Fr, (10.17)

kde Fp = Fy-f = G- cosa-f. Normalova silu Fy, ktora posobi na teleso v smere osi y, vieme

vypocitat’ z rovnice rovnovahy
2F1y=0=>FN—G-cosa=0:>FN=G-cosa. (10.18)

Upravme rovnicu do rieSitel'ného tvaru formou blokovej schémy v Simulinku, takého, Ze
vSetky vyrazy okrem derivacie premennej najvyssSieho stupiia ponechdme na pravej strane diferencialnej

rovnice a za Fy dosadime odvodeny tvar trecej sily. Dostavame tento tvar diferencialnej rovnice

X=—-[F+G-sina—G-cosafl]=—-[F+G-(sina—f-cosa)] . (10.19)

gl

1
m

Blokova schéma systému, ktora bola vytvorend podl'a predchadzajuceho tvaru diferencidlnej

rovnice, je zobrazena na nasledujucom Obr. 10.36.

a

F constant —D\};b E B

F*sin t I
Gisin(alfa)-f*cos(alfa)) dx

Manual Switch

4
g
y

G(sin(alfa)-f*cos(alfa))

Obr. 10.36. Blokova schéma pre teleso pohybujuce sa po naklonenej rovine
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V predchadzajucej blokovej schéme boli pouzité dva subsystémy pre zjednoduSenie daného
blokového diagramu, ato Subsystém 1, pozri Obr. 10.37. Druhym je subsystém pod nazvom
Subsystem, pozri Obr. 10.38, v ktory slizi na vypocet velkosti gravitacnej sily a jej odpovedajicej

trecej sily.

"D

G(sin(alfa)-fcos(alfa))

Mass m Initial velocity Initial Position

Obr. 10.37. Subsystém 1

m*g

Gravitadna sila G(sin(alfa)-f*cos(alfa))

alfa*pi/180

Alpha

Koeficient
trenia

Obr. 10.38. Subsystém, ktory sluzi na vypocet tiaZzovej a trecej sily

Teleso s hmotnost'ou m, ktoré sa zaéne pohybovat’ po naklonenej rovine z pociato¢nej polohy
rychlostou vq pri uvazovani trenia, prejde celkovii drahu dizky L = 2 m za as t = 0.9288 s. Riesenie
simulacie v podobe grafického zobrazenia posunutia telesa v smere osi X a priebeh rychlosti tohto telesa,

je znazornené na nasledujucom Obr. 10.39.
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Time

Obr. 10.39. RieSenie simulécie pohybu telesa po naklonenej rovine — x(m), dx(m.s™")

Priklad €. 10.6.

Predpokladajme dynamicky tlmeny mechanicky systém s dvomi stupiiami, ktorého dva varianty
prevedenia su zobrazené na Obr. 10.40 (a) a (b). Predpokladajme, Zze kmitajiice hmoty tychto dvoch
systétmov maju hmotnost my; = 50kg a m, =150kg. V prvom pripade systému podla
Obr. 10.40 (a) uvazujeme, Ze tento mechanicky systém je fixovany k zdkladu a budeny harmonicky
meniacou sa silou F(t) = F; - sin(wq - t), ktora pdsobi na hmotu m,, kde Fp = 1200 N a frekvencia

kmitania je f; = 20 Hz.

T F(t)=F,sino,t

m,

[ x(t)

;

X

Pl 7777777777

% -
T o
% k1

(@) (b)

Obr. 10.40. Mechanicky systém (a) fixovany k zékladu, (b) kinematicky budeny

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |391



V druhom pripade systému podl'a Obr. 10.40 (b) predpokladame, Ze tento systém je budeny
kinematickym budenim, ktoré je dané funkciou u(t). Tato funkcia u(t), ktord modeluje prejazd
automobilu cez prekazku, je znazornena na Obr. 10.41. Zobrazte odozvu obidvoch typov systémov
podla Obr. 10.40 (a) a (b), ak pozname vsetky vstupné pruzno-tlmiace charakteristiky tychto dvoch
systtmov, ako si k; =3000N.m™!, k;=5000N.m~!, b;=300N.sm™! a
b, = 500 N.s.m™ 1.

A
x [m]
004\ o ‘
0 3 10 12 t[s]
-0.08

Obr. 10.41. Profil vozovky
RieSenie:

Mechanické systémy podl'a dvoch variantov zobrazenych na Obr. 10.40 (a) a (b), uvolnime

nahradenim ich komponentov silami v pruzinach a timicoch podl'a Obr. 10.42 (a) a (b).

I

m,

T x,(t)

m,

I x,(t)

Fb1l l Fu Fb1l l F.
(a) (b)

Obr. 10.42. Uvolneny mechanicky systém: (a) fixovany k zakladu, (b) kinematicky budeny

T x,)

Potom pre uvolnené telesa podla Obr. 10.42 (a) mozno napisat tito sustavu dvoch

pohybovych rovnic 2. radu

my "Xy = Frp + Fpp — Fig — Fpg

) (10.20)
my - X; = F(t) — Fyp — Fpz -
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a pre systém podl'a Obr. 10.42 (b) zase odvodit’ tuto sustavu dvoch diferencialnych rovnic 2. radu

my - Xy = Fyp + Fpy — Fig — Fpg
) (1021)
my - X; = —Fyp; — Fpy

Pre kazdy systém moézeme zvlast' zadefinovat tieto zlozkové rovnice pre sily v pruZinach

a tlmicoch, a to pre pripad systému podl'a Obr. 10.42 (a) plati, ze

Fii =ky:%Xg, Fpp=by Xy, Fro=ky (X2 —%1), Fpp =by- (X —%y) (10.22)

a podobne pre pripad podl'a Obr. 10.42 (a) musia platit’ tieto zlozkové rovnice

Fio = kg - (xg —u(®), Fpy =by - (% —u(®),

Fro =k, - (x3 —%1), Fpp =by (X —%9) .

(10.23)

Po dosadeni zlozkovych rovnic do odvodenych diferencialnych rovnic a vykonanim d’alich
matematickych uprav, mozno dospiet’ pre systém podla Obr. 10.42 (a) k tomuto tvaru ststavy

diferencialnych rovnic 2. radu

1
%) =—-[ky Xz —x1) + by - (X —%1) — kg "Xy — by " %4] ,
1
(10.24)

1
%o = e [F =k (6 = x1) = by (o = 5]

a podobnym sposobom pre variant systému podl'a Obr. 10.42 (b) k tomuto tvaru diferencialnych

rovnic 2. radu

1
X = m_1 [kz “(Xz —x1) + by (%3 —%X1) — kg ° (X1 - u(t)) : (5(1 - ﬁ(t))] )
(10.25)

1
X =m—2'[—k2'(xz_Xl)_bz'@(z_fﬁ)] .

Blokova schéma, v ktorej sme pre kazdy zo systémov podla Obr. 10.42 (a) a (b) vytvorili

prislusny subsystém, je znazornena na nasledujicom Obr. 10.43.
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x1

F) 0

F(t)
Amp: FO dx1
Freq: 2*pi*f1

Subsystem (a)

x2

Group 1
% Signal 1 » ut)

u(t) dx

dx2

Subsystem (b)

Obr. 10.43. Blokova schéma na rieSenie odozvy dvoch systémov

Nanamodelovanie signalu u(t), ktory predstavuje profil vozovky podl'a Obr. 10.41, bol pouzity
blok Signal builder, ktory je zaradeny do kniznice Sources. Poznamenajme, ze ak mame k dispozicii
Pubovolny namerany tsek signalu v podobe tabul’ky [t, X] alebo grafu, pouzitim tohto bloku Signal
builder, m6zeme namodelovat’ budiaci signal pomocou jeho nameranych bodov [t, x]. V tejto funkcii

mozno paralelne vytvorit’ Tubovolny poc¢et budiacich signalov, pozri Obr. 10.44.

4 Signal Builder (untitled/Signal Builder) * - o X
File Edit Group Signal Axes Help ~
SH| % BRE| oo = E[FRER] o0 om | R E

Active Group: | |Group 1 ~| | (@ (=] =

.

Signal 1

05—

[3

Group 1 Signal 1 1 signal2
Signal 2
05—
Signal 3

o T T T T 1 1

[ signal3

05—

Click to select signal

Obr. 10.44. Blok Signal builder

Préaca so signalom v tomto bloku Signal builder je vel'mi jednoducha. Pridat’ novy bod na ¢iaru
signalu mozeme prostrednictvom klavesovej skratky Shift + Lavé tladitko mySi. VSetky novo pridané
body signalu mozno modifikovat’ zmenou zadaného ¢asu t alebo zmenou velkosti veli¢iny vybraného

¢asového bodu pomocou ovladacich prvkov, ktoré sa nachadzaji v 'avom dolnom rohu.
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nasledujucom Obr.

MODELOVANIE DALSICH TYPOV DYNAMICKYCH SYSTEMOV V SIMULINKU

Kazdy vytvoreny bod signalu mozno kedykol'vek vymazat pouzitim tlacitka Delete. Na

builder pre pripad systému podla Obr. 10.41 (b) a predstavuje profil vozovky.

10.45 je zobrazeny budiaci signal u(t), ktory bol namodelovany v bloku Signal

4 Signal Builder (Pr3_2/u(t]) *

File Edit Group Signal Axes
SH| SBR[~ EFREM o0 ow | M

Help

Active Group: | |group 1

0.04 ignal 1

Name: Signal 1

Index: 1 ™

[Click to select, Shift+click to add

Time (sec)

[ Signal 1 (#1) [¥Hin Vhiax]

Obr. 10.45. Profil vozovky namodelovany v bloku Signal builder

Na d’alSom Obr. 10.46 je zobrazeny subsystém blokovej schémy podl'a Obr. 10.43 pre systém

podl'a Obr. 10.42 (a). V pripade tejto blokovej schémy bol vyuzity bezkontaktny prenos signalu medzi

vytvorenymi blokmi a takisto dva subsystémy diferencialnych rovnic DR1 a DR2.

[dx1]

[x1

F(t)

Fk2

DR2
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dx2

x2

@

[x1]

%H %9
g

" fe
(e

]

?a
i

=
=

b1 [Fb1

bx2)

:

Obr. 10.46. Subsystém variantu (a)

+

[Fb2]

4
B
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Subsystémy DR1 a DR2 pre systém podla Obr. 10.42 (a) st znazornené na nasledujucich
Obr. 10.47 (a) a (b).

(b)
Obr. 10.47. Subsystémy mechanického systému pre variant rieSenia (a): (a) DR1, (b) DR2

Na d’alsom Obr. 10.48 je znazornena blokova schéma pre systém podla Obr. 10.42 (b), ktory
je kinematicky budeny budiacou funkciou u(t).

=

:j;l—?
[d
DR2 [Fb2] [Fk2]

Obr. 10.48. Subsystém variantu (b)

Fb2)

L
.;
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Subsystémy DR1 a DR2 pre systém podla Obr. 10.42 (b) st zndzornené na nasledujucich
Obr. 10.49 (a) a (b).

(b)

Obr. 10.49. Subsystémy mechanického systému pre variant (b): (a) DR1, (b) DR2

Potom rieSenie odozvy pre dané dva typy mechanickych systémov podl'a Obr. 10.40 (a) a (b)

je znazornené na d’alsom Obr. 10.50.

x1 &

Time

Obr. 10.50. Riesenie odozvy systémov pre varianty (a) a (b), x1,2 (m), dx12 (m.s™")
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Priklad €. 10.7.

Najdite matematicky model, ktory popiSe pohyb letiaceho balicka hmotnosti m = 100 kg,
ktory je v Case t = 0 vyhodeny z lietadla, ktoré leti nad Groviiou zeme vo vyske hy = 2000 m,
rychlostou vg = 220 m.s ™1, ako je to zobrazené na Obr. 10.51.

Balicek, ktory je vyhodeny z lietadla, je gulového tvaru s polomerom R = 0.01 mm. Pocas
jeho letu nai posobi odporova sila vzduchu, ktora sa meni v zavislosti od uhlu a. Tento zavisi od smeru

vektora aktualnej rychlosti v pohybu bali¢ka. Odporovu silu budeme predpokladat’ ako Newtonovu
odporovu silu F, =%- c-p-S-v% kde ¢ je tvarovy stcinitel ¢ =0.17, p=1.276kg. m3 je

hustota vzduchu, S = 1 - R? je prierezova plocha kolma na smer pohybu. Zobrazte trajektériu pohybu

letiaceho balicka a odmerajte Cas, kedy bali¢ek dopadne na zemsky povrch.

Obr. 10.51. Balicek vyhodeny z lietadla

RieSenie:

Podl'a Obr. 10.51 je zrejmé, Ze balicek pri svojom pohybe kond v rovine v§eobecny pohyb.
Pocas jeho pohybu nai pdsobi odporova sila F;, ktorej smer sa meni podl’a uhla «, ktory zavisi od smeru
vektora aktudlnej rychlosti pohybu v. Celkovy pohyb balicka mdéZzeme rozlozit' na dva translacné
pohyby v jednotlivych smeroch stradnicovych osi x a'y. Potom na zaklade Il. Newtonovho zakona

musi platit’, ze

m'i=—FtX B

.. (10.26)
m-y=—-G+Fy,

kde Fix = F; - cos(a) a Fy, = F; - sin(a). Uhol sklonu odporovej sily F; sa pocas letu balitka meni

v zavislosti od smeru vyslednej rychlosti v, ktorou sa balicek pohybuje v danom ¢asovom okamihu.
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Tuto celkovi rychlost’ pohybu balicka moZzeme vypocitat pouzitim Pytagorovej vety

V= /v§+vy=,/>'<2+y2 . (10.27)

Pre jednotlivé zlozky vektora rychlosti v mdzeme napisat’ tieto rovnice, ktoré platia pre

jednotlivé smerosi x a'y

VX=X=V'COSO(=>COSO(= =

v [x2 ¥ y2 ’

e R A
Vy—y—V SIna = sSIna = =

v [xZ + y2 '

(10.28)

Vyuzitim predchadzajicich rovnic mézeme odvodit’ tieto vztahy pre zlozky Newtonovej

odporovej sily F;, ktoré budu platit’ v kazdom ¢asovom okamihu t

X
y

Fix = F - cosa =F,-

(10.29)
Fty = Ft'SinO( = Ft'

Dosadenim do pohybovych rovnic aich predelenim hmotou m, dostivame rovnice pohybu

balicka v Gase t

(10.30)

kdeFe=2-c-p-S-vi=>-c-p-S(x*+y?)aS=m-R%

Pociatocnt rychlost’ v integratoroch pre jednotlivé smery osi X a y budeme predpokladat’ ako
rychlosti voy = Vg a voy = 0. Z hl'adiska pociatoCnej polohy balicky postaCuje nastavit' integrator
polohy v smere osi y na po¢iatoént vysku hg. Blokova schéma, ktora simuluje let vyhodeného balicka

z vySky hy, je znazornena na Obr. 10.52.
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DRx DRy

Rychlost

Obr. 10.52. Blokova schéma pre letiaci bali¢ek

Predchadzajuca blokova schéma pozostava z troch subsystémov, ktorymi bola tato blokova
schéma zjednodusena. Subsystémy, ktoré sme pouzili v tejto blokovej schéme s napr. subsystémy

DR x a DRy, pozri Obr. 10.53 (a) a (b).

Ft/(m*v)

(b)

Obr. 10.53. Subsystémy: (a) DR x a (b) DRy
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Dal§im subsystémom v tejto blokovej schéme je subsystém, ktory slizi na vypocet celkovej

aktualnej rychlosti letiaceho balicka. Tento subsystém je znazorneny na nasledujicom Obr. 10.54.

CO—

VX

vy

Obr. 10.54. Subsystém - Rychlost’

Na d’alsom Obr. 10.55 je znazornena trajektoria pohybu letiaceho balicka, ktory bol vyhodeny
z lietadla v pociatocnej vyske hy = 2000 m. Trajektoria bola zobrazena pomocou grafu XYGraph.

RieSenia priebehov rychlosti vy a vy, ako aj celkovej aktudlnej rychlosti v pohybu balicka, st zndzornené

na d’alSich grafoch, pozri Obr. 10.56. Balicek dopadne na zemsky povrch po ¢aset = 20.19 s.

4 XY Grapht
XY Plot

2000

1800

1600

1400

a 500 1000 1500 2000 2500 3000 3500 4000 4500
X Axis

Obr. 10.55. Trajektoria letu balicka — x(m) a y(m)

T ! | | | | | | | |
0 2 4 [] 8 10 12 14 16 18 20

Time:

Obr. 10.56. Riesenie kinematickych veli¢in — vx (m.s™), vy (m.s™) a v (m.s™"), pre letiaci bali¢ek

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |401



Priklad ¢. 10.8.

Predpokladajme valec, ktory sa pohybuje smerom nahor po naklonenej rovine, sklopenej pod
uhlom o = 15 °. Pri pohybe tohto valca uvazujeme pdsobenie trecej sily, ktora zavisi od sucinitel’a
trenia f = 0.2. Valec pozostava z dvoch casti hmét s hmotnostami my = 10 kg a m, = 20 kg, ktoré
maju zndme polomery Ry = 0.2 m a R, = 0.3 m, pozri Obr. 10.57.

Na valec pri jeho pohybe pdsobi konstantnd sila F = 100 N a normalova sila Fy, ktorej
posobisko je excentricky posunuté vo vzdialenosti € = 4.1073 m od taZiska tohto valca. Vytvorte

simulaciu pohybu takéhoto valca formou blokového diagramu v Simulinku pre ¢as simulacie t = 1's.

Obr. 10.57. Valec pohybujuci sa smerom nahor po naklonenej rovine

RieSenie:

Podl'a Obr. 10.57 je zrejmé, ze valec pri svojom pohybe po naklonenej rovine kona vseobecny
pohyb. K pohybu valca dochddza z dévodu existencie trecej sily medzi podlozkou a valcom. Pri pohybe
budeme predpokladat’ realny pripad posobenia normalovej sily Fy, ktorej posobisko je
dané excentricitou e. Pohyb valca v kazdom ¢ase t mézeme rozlozit’ na dva zakladné pohyby, t. j.
translacny pohyb v smere osi X a rotaény pohyb valca okolo jeho taziska. Potom aplikovanim II.

Newtonovho zakona musi platit’, ze

(m; +my)-X=F-cosa+Fr—G-sina ,
(10.31)
l4-d=F-R,—Fp-R, —Fy-e,

kde moment zotrvac¢nosti valca k tazisku I+ mdzeme vypocitat’ na zéklade tohto vztahu
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1 2 1 2
IT=IT1+IT2=E'm1'R1+E'm2'R2. (1032)

Z rovnice rovnovahy v smere osi y mézeme vypocitat’ hodnotu neznamej normalovej sily Fy
ZFiY: 0: —F-sina+Fy—G-cosa=0=Fy=F-sina+G-cosa . (10.33)

Ak dosadime do sustavy diferencialnych rovnic ( 10.31 ) za normalova silu Fy a moment

zotrvacnosti I+ odvodené vztahy, potom dospejeme k tymto dvom diferencidlnym rovniciam

(m; +my) X =F-cosa+ (F-sina+ G-cosa)f —G-sina ,

1 .
=F-R,—(F-sina+G-cosa)-f-R;y — (F-sina+ G-cosa)-e .

Predelenim druhej diferencialnej rovnice polomerom R; a napokon s¢itanim oboch rovnic
so zavedenim kinematickej vizbovej rovnice ¢ = o dospejeme odvodenim k jednej diferencidlnej
1

rovnici 2. radu

-%—G-(sina+e-cosa)+F-(cosa—e-sina)
. 1
X = :
1 ] RAZ (10.35)
<m1+m2+7'm1+7'm2'(R_i)>

Pripomenme, Zze valivy pohyb bez preSmyku moZno kontrolovat na zaklade nasledovnej

podmienky

|Fr| < f-Fy , (10.36)

kde Fy =F-sina+ G-cosa a Fr = G-sina — F- cosa. Na rieSenie blokovej schémy budeme

predpokladat’ vstupné parametre, ktoré zadefinujeme pomocou skriptu v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
ml=15;

m2=25;

R1=0.2;

R2=0.3;

e=4e-3;

=0.2;

alfa=15*pi/180;
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g=9.81;
%Hmotnost valca a tiazova sila G
m=ml+m2;
G=m*g;
%Redukovand hmotnost a sila Fred
mred=m1+m2+1/2*ml+1/2*m2*(R2/R1)"2;
Fred=F*R2/R1-G*(sin(alfa)+e*cos(alfa))+F*(cos(alfa)-e*sin(alfa));
Potom blokova schéma pre dany valec pohybujuci sa po naklonenej rovine, je zndzornena na

nasledujucom Obr. 10.58.

Fred

A 4

h 4

U

mred

dx

Obr. 10.58. Blokova schéma, ktora simuluje pohyb valca po naklonenej rovine

Na d’alSom Obr. 10.59 s znazornené priebehy posunutia, translacnej rychlosti pohybu a uhlu

pootocenia pre simulovany valec, ktory sa pohybuje po naklonenej rovine pocas ¢asut = 1s.

x [£al

3
— F
2 T
__--"'--_

1

dx
6| — ]

| —"
—

4 mm——

m——
2|

I,
m—

Fi

15
—
10| —
&
L] 01 02 03 04 05 06 a7 08 08 1
Time

Obr. 10.59. Priebehy odozvy systému valca — x (m), dx (m.s™') a ¢ (rad)
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Priklad €. 10.9.

Hmotny bod s hmotnostou m = 0.5 Kg je pripevneny k ty¢ke dizky R =1 m, ktora ma
zanedbatelnu hmotnost, pozri Obr. 10.60. V pociatocnej polohe sa tycka nachadza vo vertikalnej
polohe, zktorej je uvedend do rotaéného pohybu pociatoénou obvodovou rychlostou
vp = 0.25 m.s~ 1. Na zaklade vytvorenej blokovej schémy a simulécie pohybu ty¢ky v Simulinku
vypocitajte:

a) velkost normalovej sily v zavislosti od zmeny uhla nato¢enia

b) a uhlovu rychlost’ tycky.

?
<o

R / o

4 ‘;\

Obr. 10.60. Hmotny bod na bezhmotnej tycke
RieSenie:
Na tycku pdsobi tiaZova a mormalova sila. Pohyb tycky moZno opisat’ tymito dvomi

pohybovymi rovnicami, ktoré platia v normalovom a tangencialnom smere

tt m-a,=G-sing,
(10.37)
n m-a,=G-cosp+F,,

kde a; je tangencialne zrychlenie a a,, normalové zrychlenie. Tangencialne zrychlenie a,, ktoré zavisi

od obvodovej rychlosti v mozeme vyjadrit’ vztahom

dv_ d(o_

WV _R.99 e .
dt dt ¢ (10.38)

ag

ale takisto aj vzt'ahom
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_dV ds_ds dV_ dV_ dv
Tdt ds dt ds . ds " R-dg’

a, (10.39)

pre normalové zrychlenie a,, plati, ze

a, =— . (10.40)

Ak teraz dosadime do prvej z dvoch diferencidlnych rovnic za tangencialne zrychlenie

odvodeny vyraz ( 10.38 ), dospejeme k tejto diferencialnej rovnici v tangencialnom smere

tt m-Rp=m-g-singp,
(10.41)

. 8 .
t: $=rpsing .

Ako pociato¢nu podmienku pre tato diferencidlnu rovnicu moéZeme uvazovat uhlovi
rychlost’ wg
Vo

\%
V=w'R=2wu===wy=—,
R R (10.42)

@o=0.

Dalej vypocitame velkost normalovej sily v zavislosti od uhlu natodenia ty¢ky ¢. Pre
odvodenie tejto normalovej sily vyjdeme z druhej diferencidlnej rovnice ( 10.38 ), ktora plati pre
normalovy smer. Plati, ze

V2

Fn=m-an—G-coscp=m-F—m-g-coscp,

w?R? (10.43)
R mgcose,

F,=m-

F,=m"[w?R—g"cosq] .

Blokova schéma pre systém hmotného bodu, ktory rotuje na bezhmotnej ty¢ke, je znazornena
na nasledujucom Obr. 10.61. V tejto blokovej schéme, ktort sme simulovali pre nastaveny nekone¢ny
Cas simulacie t = inf, sme vytvorili zastavovaciu podmienku, ktora zastavi chod simulacie v okamihu,
ked’ tycka prekona pri svojom pohybe uhol natoCenia ¢p = 90°. Simulécia sa zastavi prakticky po

uplynuti Casuccat = 1.189s.
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Zastavovacia podmienka

- 90

Uhlova rychlost

Uhlové
omega0 phi0 natodenie  phi 180/pi —o

hl Ld
il phi

Co "
Cas zastavenia

Velkost sily Fn

Obr. 10.61. Blokova schéma pre hmotny bod rotujici na tycke

Na dalsom Obr. 10.62 je znazornené rieSenie simulacie pohybu bodu, ktory sa pohybuje
sucasne s bezhmotnou tyCkou. Na tomto obrazku su zobrazené priebehy zmeny natocenia tycky ¢ a
uhlovej rychlosti w, ktorou sa tycka pohybuje, d’alej priebeh zmeny vel'kosti normalove;j sily F,,, ktora
pdsobi na ty¢ku v axidlnom smere k bodu otacania. Maximalna hodnota tejto normalovej sily pri

pootoceni tycky o uhol ¢ = 90° je F, = 9.842 N.

— i

] 02 04 08 () 1
Time

Obr. 10.62. Priebehy pootocenia tyky ¢ (°), uhlovej rychlosti w (s™') a velkosti normalove;j sily Fn (N)
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Priklad €. 10.10.

Z vysky h = 2 m sa zacne pohybovat’ balicek hmotnosti m = 5 kg po hladkej naklonenej
rovine, pozri Obr. 10.63. Po skiznuti tohto bali¢ka z tejto naklonenej plochy, sa bali¢ek d’alej pohybuje
kizavym pohybom z dovodu zotrvaénosti po drsnej rovnej podlozke. Pri pohybe tohto bali¢ka po tejto
podlozke nan pdsobi trecia sila dana sucinitelom trenia f = 0.8. Vypocitajte drahu, ktora balicek
prekona pohybom po podlozke zo svojej pociatocnej polohy, az do uplného zastavenia. Odmerajte Cas,

kedy sa balicek zastavi.

77777277

Obr. 10.63. Bali¢ek, ktory sa kize v horizontalnom smere, po skiznuti z naklonenej roviny
RieSenie:

Pre pohyb balicka po naklonenej rovine musi platit’ zakon zachovania energii. V pociatocnej

polohe na naklonenej rovine ma bali¢ek potencidlnu energiu Ep,, v okamihu ked’ optsta naklonenu

rovinu a zacne sa pohybovat’ po rovnej ploche, ma kinetickl energiu Ej, tzn. Ze musi platit’

Eko + Epo = Ek + Ep = k0n§t. )

1 (10.44)
0+m-g-h=z-m-vf+0.

Potom pociatocnu rychlost’ pohybu, ktorou sa za¢ne balic¢ek pohybovat’ po horizontilnej

podlozke, mozeme vypocitat’ na zéklade tohto vztahu

v,=42-g°h. (10.45)

Pri pohybe po horizontalnej podlozke kona bali¢ek jednoduchy transla¢ny pohyb. Pre tento

pohyb musi platit’ II. Newtonov zdkon, tzn. ze dostdvame tuto diferencidlnu rovnicu 2. radu
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mX:_FT ,
m-¥=—fm-g, (10.46)
x=—-f-g,

s po¢iato¢nou podmienkou X(0) = \/2-g-h,kde F =f-Fy=f-m-g.
Blokova schéma pre pohyb balicka, ktory sa pohybuje na drsnej podlozke s pociato¢nou
rychlostou x(0), je znazornena na Obr. 10.64. Bali¢ek sa zastavi po uplynuti ¢asut = 0.7982 s. Za

tento uplynuti ¢as prekona drahu dizky L = 2.5 m.

( ) » 0.7982

Cas zastavenia

JT 2s

Draha L

1
s

. 1
p 1
X0 dx s X
v0 Translational Velocity Displacement

Zastavovacia podmienka

Obr. 10.64. Blokova schéma pre balicek pohybujuci po drsne podlozke

A4

Na d’alSom Obr. 10.65 st zndzornené priebehy translacného posunutia a transla¢nej rychlosti

bali¢ka, ktory sa pohybuje pri pdsobeni trenia po horizontalnej podlozke, az do jeho Giplného zastavenia.

|
1] 01 02 03 04 05 06 o7
Time

Obr. 10.65. Riesenie simulacie pohybu balicka, poloha x (m) a rychlost’ dx (m.s™)
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Priklad ¢. 10.11.

Zvysky h=1m zacne padat baliCek hmotnosti m = 5Kkg na pruzny podklad so
znamou tuhostou k = 2000 N.m™1, pozri Obr. 10.66. Vypocitajte stladenie pruziny po dopade

balicka, ktory je za¢ne padat’ na tento pruzny podklad z vysky h s nulovou pociato¢nou rychlost'ou vy.

om A X /
Y _A_:“' ---d A Fk
V=
h h A h r'y
Fk k-x
{ 4 S
om X X dx x'
¥ X
L. k G (d)
v
) (c)
(a) (b)

Obr. 10.66. (a) Balicek hmotnosti m padajtci na pruzny podklad, (b) stlacenie pruziny po dopade balicka, (c) silovy
obrazec, (d) zavislost’ sily v pruzine F od deformacie x

RieSenie:
Pohyb balicka po dopade na pruzny podklad s tuhostou k mézeme opisat’ jednoduchou
diferencialnou rovnicou s poc¢iatocnou podmienku stlaenia pruziny Xy
m-X+k-x=0. (10.47)
Dalej aplikovanim zakona o zmene Kinetickej energie medzi dvomi polohami, musi platit’, ze

AZAEkZEk_EkO . (1048)

Pracu, ktort kona sila Fy pri stlacani pruziny, mozeme vypocitat’ na zéklade tohto vzt'ahu
I‘_) Xk 1
AFk=ka-dF=—f k-x-dx=—=-k-xZ (10.49)
0 0

2

a pracu gravitacnej sily G zase nasledujacim vzt'ahom
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Ac=G Tg=G-(h+x0 - (10.50)

Potom pre kineticku energiu Eyq na zaciatku pohybu balicka musi platit, ze

1 2
Eko_f m-vg =0 (10.51)
a pre kinetickt energiu Ey na konci pohybu musi platit, ze
1 2
Ek=z-m-vk=0. (10.52)

Po dosadeni za kinetickil energiu E, vo vztahu ( 10.48 ), ktory definuje vetu o zmene

kinetickej energie, dostavame tento vyraz

1
m-g-(h+xk)—§-k-xﬁ=0—0,
10.53
, 2 2 h=0 ( )
Xg—pmog xe—pm-g-h=0.

Potom pociatocni deformaciu pruziny X, moédzeme vypocitat zrieSenia nasledujucej

kvadratickej rovnice

2 4 2
E.m.gi\/F.mz.g2_|_4_.E.m.g.h
e = 2-1 ’

m-g 2-h-k
Xk:T 1i 1+ m-g .

To znamena, Ze pociato¢na deformacia pruziny Xy je dana tymto vztahom

g
T1+/1+ ] (10.55)

kde x5 = % je staticka deformacia pruZiny.

(10.54)
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Predchadzajuci vztah mozeme prepisat’ do tohto vysledného tvaru

, 2-h
K= Xot |1+ |1+ (10.56)
S

Blokova schéma, ktora simuluje pohyb padajiceho balicka na pruzny podklad s

nulovl pociatocnou rychlostou, je znazornena na Obr. 10.67.

>
»
Translational Velocity — _ x
ho Translaéné posunutie

hO=-xst*(1+sqrt(1+2*h/xst))

’—P

dx

xst 0.00981

Obr. 10.67. Blokova schéma kmitania balicka po dopade na pruzinu

Ako vstupné parametre pri simulacii boli uvazované vstupy, ktoré boli zadefinované

prostrednictvom Model Workspace, pouzitim nasledujuceho Matlab skriptu.

%Vstupné parametre

g=9.81;
xst=m*g/k;
ho=-xst*(1+sqrt(1+2*h/xst));
Na d’alSom Obr. 10.68 st znazornené priebehy translacného posunutia a translacnej rychlosti

balicka, ktory kmita po dopade na pruzny podklad z vysky h = 1 m.

o YITISICTELT
R | -

0.05 | RRiR

005 HHH H1HH H

-0.1
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-

Time

Obr. 10.68. Riesenie odozvy pohybu po dopade balicka — x(m) a dx (m.s™)
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10.3 RIESENIE ULOH METODOU UVOLENOVANIA

Metoda postupného uvolfiovania spociva v iplnom uvolneni vSetkych telies a nahradeni
vézieb viazbovymi silami. Pre takto uvolnené telesa sa napiSu pohybové rovnice, aplikovanim II.
Newtonovho zakona. Sustava pohybovych rovnic sa doplni o kinematické vizbové rovnice, ktoré
definuju kinematické zavislosti pohybov medzi jednotlivymi telesami.

Takymto postupom ziskame sustavu diferencialnych rovnic, ktoré tvoria matematicky model.
Metoda postupného uvoPiiovania je univerzalnou metddou, ktoraje vhodna pre vsetky druhy
mechanickych ststav. Vyhodou tejto metddy je, Ze pomocou nej mdzeme vypocitat vnatorné silové

ucinky sustavy.
Priklad ¢. 10.12.

Predpokladajme systém viazanych telies zobrazeny na Obr. 10.69. Dve telesa hmotnosti
m; =10kg a m; =30Kkg su spojené tuhym lanom, ktoré je vedené cez kladku so
znamym momentom zotrvaénosti I, = 0.2 kg. m? a polomerom R, = 0.2 m. Na obe telesa m; a m,
pOsobi gravitacna sila. Teleso m4 sa pohybuje po naklonenej rovine, sklonenej pod uhlom a = 30 °,
pri pohybe tohto telesa uvazujeme vplyv trenia, dany koeficientom trenia f = 0.2. Druhé teleso
hmotnosti m, volne visi na lane. Najdite matematicky model tohto systému — metédou postupného
uvoliiovania a odmerajte &as, za ktory teleso m; prekona vzdialenost’ dizky L = 1 m zo svojej

pociatocnej polohy.

(c)

Obr. 10.69. (a) Systém viazanych telies, (b) uvolnenie telesa mi, (¢) uvolnenie kladky, (d) uvolnenie telesa mz

RieSenie:

Matematicky model odvodime pouzitim metédy postupného uvolfiovania. VSetky telesa
sustavy uvol'nime podl'a Obr. 10.69 (b), (¢) a (d). Potom aplikovanim II. Newtonovho zakona m6Zzeme

odvodit’ tri pohybové rovnice systému.
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Pre teleso m; musi platit’ taito pohybova rovnica

ZFinO: ml'X1=Sl—G1'SinO(—FT, (1057)

kde treciu silu Fy = Fy - f = G4 - cos a - f mézeme vypocitat’ pomocou normalovej sily Fy, pre ktora

musi platit’ tato rovnovazna rovnica
ZFiy=0:FN—G-cosa=O=>FN=G1-cosoc. (10.58)

Pre teleso I, ktoré kona Cisto rotaény pohyb musi platit’ pohybova rovnica
I,-®, =S,"R, —S; 'R, (10.59)
a napokon pre teleso m, vieme napisat’ tito pohybovi rovnicu
m,- %X, =G, =S, . (10.60)
To znamena, Ze dostavame sustavu troch diferencialnych rovnic v tomto tvare
m; X, =S; — Gy - (sina+cosa-f),
I,-$, =S,-R, —S5; "Ry, (10.61)

mz'X2=G2_SZ .

Pre systém viazanych telies podl'a Obr. 10.69 (a) vieme napisat’ tieto kinematické vazbové

rovnice, ktorymi mozno predchadzajici systém diferencialnych rovnic zjednodusit’

. . ) X1
X1 =@y Ry = @y =—,
LT IR TR, (10.62)

X2=¢2'R2:X2=5{1 .
Z poslednej rovnice sustavy diferencialnych rovnic ( 10.61 ) vyjadrime neznamu silu v lane S,
SZ=G2_m2'X2=G2_m2'X1 (1063)

a dosadenim za S, v druhej diferencialnej rovnici systému ( 10.61 ), méZeme vypocitat’ silu v lane S4
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(10.64)

Dalej dosadime vyraz ( 10.64 ) za S; v prvej diferencidlnej rovnici systému ( 10.61 ).

Vykonanim d’al$ich matematickych Gprav dospejeme k tejto diferencialnej rovnici systému

ml-xl=G2—m2-xl—Iz-ﬁ—Gl-(sma+cosa-f) ,

2

2

(10.65)

[
[m1+m2+R—2]-Xl=G2—G1-(sina+cosa-f).

2

Vysledny matematicky model systému viazanych telies mo6zeme opisat’ jednou nezavislou

diferencialnou rovnicou v tomto tvare

G, —Gy-(sina+cosa-f) Gy, —Gy-(sina+cosa-f)  Freq

5&1 =
I
m, +m, + 2 Mreg
RZ

Myeq ’ (10.66 )

kde myeq = my + m, +;—Z%aFred= G, — Gy (sina+cosa-f).

Ako vstupné parametre pre blokovu schému, ktora simuluje pohyb viazanych telies podla

Obr. 10.69 (a), budeme uvazovat’ veli¢iny, ktoré nacitame prostrednictvom skriptu Matlabu priamo

v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
ml=10;

m2=30;

I2=0.2;

R2=0.2;

g=9.81;

f=0.1;

alfa=30*pi/180;

L=1;

%Tiazové sily
Gl=ml*g;
G2=m2*g;

%Redukovana hmotnost a sila
mred=m1+m2+I2/R2"2;
Fred=G2-G1*(sin(alfa)+cos(alfa)*f);

Blokova schéma pre systém viazanych telies podl'a Obr.

Obr. 10.70.

Ing. Martin Garan, PhD.

10.69 (a) je znazornena na d’alSom
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Fred »

A 4

1
5 x1,x2

Fred=G2-G1*(sin(alfa)+cos(alfa)*f)

dx1,dx2

A

180/(R2"pi) ohi2

A

180/(R2*pi)

Zastavovacia podmienka
@_, 0.09191
Cas zastavenia p >=L STOP

Obr. 10.70. Blokova schéma pre systém viazanych telies

Na d’alsom Obr. 10.71 st znazornené priebehy transla¢ného a rota¢ného posunutia viazanych
telies, ako aj priebehy transla¢nej a uhlovej rychlosti tychto telies. Simulaciou blokového diagramu sme

zistili, Ze teleso m4 prejde drahu L = 1 m, po uplynuti casut = 0.09191 s.

x1,x2 53l
1 I I I I I I L_J—L‘_
— ‘)(2
05 —
| | | | | | | .
dx1,dx2
| I
20— 4_-! AR |"—
10— —
() e | -
phi2
A0 T T T T T T T =
phi2
2001— —
100 —
1 I I I I I I
dphi2
o | — e[
4000 | I dphi2 |_|
| t t t t t t t  —
0 om 002 003 004 0.05 0.06 007 008 009
Time

Obr. 10.71. Priebehy pohybu viazanych telies — X3 (m), dx; » (m.s-1), @,(°) a d@,(s™)

Priklad ¢. 10.13.

Na d’alSom Obr. 10.72 (a) je znazorneny vackovy systém viazanych telies. Hnacim systémom
je vacka kruhového tvaru s polomerom R = 0.05 m, ktora ma rovnaku hmotnost m = 0.2 kg, ako
ventil tohto systému. Stred otaCania vacky je dany excentricitou e = 0.03 m od stredu vacky. Zatial

¢o, na vacku posobi harmonicky meniaci sa moment M = Mg, sin wt, kde My = 0.2 N.m a frekvencia
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kmitania je f = 10 Hz, tak na ventil z hornej ¢asti pdsobi sila konstantnej hodnoty F = 10 N. Odvod’te
matematicky model metédou postupného uvoliovania a simulaciou tohto modelu formou blokovej

schémy pre simula¢ny ¢as t = 10 s. Uréte transla¢né posunutie a rychlost’ piesta v zavislosti na ¢ase

t.
F
|
| | | || A
I v,a
l ! ]
®, N |
R i |
s y=R+e.sinp i
. | |
il 1
|
\\_j/E.SI/n(p i
M=M_sinot M=M,sinot le.coso | R
(c)
Obr. 10.72. (a) Vackovy systém, (b) uvol'nenie vacky, (c) uvolnenie ventilu
RieSenie:

Vackovy mechanizmus podl'a Obr. 10.72 (a) je mechanizmom s jednym stupiiom vol’nosti
a jeho pohyb teda méZeme opisat’ jednou nezavislou stradnicou. Za tito nezavislu suradnicu zvolime
uhol pootocenia vacky . Zavislou suradnicou je translacné posunutie ventilu y. Toto posunutie zavisi

od uhlu pootocenia ¢, ktoré¢ mézeme v kazdom cCase t definovat’ touto rovnicou zdvihu

y=R+e-sing . (10.67)

Derivaciou prechadzajticej rovnice podl'a ¢asu t mozno vypocitat’ zdvihovu rychlost’ piesta v

Case t, pre ktorti musi platit’, ze

V=y=e'cosQ " @=w- e cosy . (10.68)

Druhou derivaciou predchadzajicej rovnice podla ¢asu t vypocitame zrychlenie zdvihu piesta

a, pre ktoré plati, ze

a=jy=e-w-cosp—w-e-sing-¢=e-P-cosqp—e-@>sing . (10.69)
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Pre uvolnené telesa vacky a ventilu podla Obr. 10.72 (b) a (¢) moézeme napisat’ tieto

diferencialne rovnice pohybu. Pre va¢ku, ktora kona rota¢ny pohyb musi platit’ tito rovnica pohybu
[-g=M-R-e-cose (10.70)
a pre ventil, ktory kona Cisto translaény pohyb tato rovnica pohybu

Ak teraz dosadime odvodeny vztah pre reakciu R do predchadzajucej diferencidlnej rovnice

(10.70), potom dostavame tento matematicky model
[+p=M—-(m-jy+F)-e-cosq . (10.72)

Postupnymi matematickymi operaciami mézeme dospiet’ k diferencialnej rovnici v tomto tvare

I[-{p+m-j-e-cosg=M—F-e-cosq . (10.73)

Dosadenim vypocitaného zrychlenia zdvihu piesta ¥ =a do predchadzajicej pohybovej

rovnice pre ventil, dostavame

I[-p+m-[e-p-cosqp—e-p?sing]-e-cosp=M—F-e-cosg ,
[-p+m-e?--cos?@—m-e?-@?-sinp-cospg=M—F-e-cosg , (10.74)

[I+m-e?-cos?@]-p=M—F-e-cos@+m-e?-¢p?-sinpcose .

Napokon vysledna diferencialna rovnica, ktora popisuje pohybu dané¢ho systému nadobuda

tento tvar

. _M-—F-e-cos@+m-e? @* sing-cosq

$ = (10.75)

[+ m-e?-cos? ¢

= I ce2=1.m R2 ce2=m-[L-R? + e?
kdeI—IT+me—ZmR+me—m[2R+e].
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Ako vstupné parametre pre dani blokovi schému sme opiat’ uvazovali hodnoty nacitané

prostrednictvom skriptu Matlabu.

%Vstupné parametre systému
m=0.2;

R=0.05;

e=0.03;

M0=0.2;

f=10;

omega=2*pi*f;

F=10;

%Moment zotrvacnosti vacky
I=m*(1/2*R"2+e"2);

Na Obr. 10.73 je zobrazend blokova schéma, ktora riesi simulaciu pohybu systému dvoch
viazanych telies. Jednym z telies je kruhova vacka, ktora je excentricky umiestnena vo vzdialenosti e

a budend momentom M. Druhym telesom je ventil, na ktory posobi sila F.

M(t)=M0*sin(omega‘t)

I M-F*ecosFi+me*2*dFi*2*sinFicosFi
Fe ————1

cFi

V]

cFi

Subsystém DR (dy]

dFi

me2*dFi*2*sinFicosFi

Fi

Subsystém budenie

At

Obr. 10.73. Blokova schéma pre vackovy systém

V predchadzajucej blokovej schéme na Obr. 10.73 boli pouzité na zjednodusenie celého
blokového diagramu dva subsystémy, a to Subsystém DR a Subsystém budenie, ktorych blokové
schémy st znazornené na d’alsich Obr. 10.74 a Obr. 10.75.
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D

M-F*ecosFi+me”2*dFi*2*sinFicosFi

cFi

sFi

Obr. 10.75. Subsystém DR

m*e’2

mer2*dFi*2*sinFicosFi

§

Obr. 10.74. Subsystém budenie

Vysledok rieSenia simulacie v podobe priebehov translaéného posunutia a uhlového

natocenia telies vackového systému, ako aj transla¢nej a uhlovej rychlosti pohybu telies, je zobrazeny
na Obr. 10.76.

YNAAANANNAAAANNAAANADNARNNANNAANANND A
WANAVAVAVANAVAVAVAVAVARANAVAVAVAYAVAVAVAVAVAVARAWAVAVAVAVAWAVAVAY,
VATAAA'ATAVRAAUATAVAAAA'ATATAANAATATAVA'A A'ATAVATA'RY
., AAAMAAAAANAAAAANAAAANAAAAAN ATCR
(VY VVVNVY Y VVVVYVVIVVVYVVVVVYIVVVY
“if MM R | Y ) =
\l Hﬂlv. M WHU\A A TATIV PR LA IﬂhnnnﬂV“ IAAAARVV U HULIAA AR
PN EY VNNV VTV WWAVEEEEVVY VW
“SAAARaskAANAANARAsa AN ANAARAsaanKARA AR AR Ak AARA AR
.0_5N \'“J‘_W VUV l'lljl_l“\' vy \'l “"‘V\Nl VYUY VVNVY \J\‘l'l‘lll"'l'l

Obr. 10.76. Priebeh odozvy vatkového systému — y(m), dy(m.s™), @(rad) a do(s™)
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10.4 RIESENIE ULOH METODOU REDUKCIE

Metoda redukcie spociva v nahradeni celej mechanickej ststavy jednoduchou redukovanou
(fiktivnou) sustavou, ktora kona bud’ translaény alebo rotaény pohyb, pozri Obr. 10.77 (a) a (b).
Celkom nevhodné by bolo redukovat’ stistavu na v§eobecny rovinny pohyb. Pohyb takejto redukovane;j
sustavy definujeme jednoduchou pohybovou rovnicou pre translaény alebo rotaény pohyb, z ktore;j
vyrieSime prislusni kinematicky nezavisli premennt, ktorou mézeme popisat’ pohyb celej ststavy.
Pripomenime, Ze redukovana sustava musi byt vytvorena takym spdsobom, aby dokladne

nahradila celt pévodnii mechanicku stistavu.

red

(a) (b)

Obr. 10.77. (a) Redukcia ststavy na translacny pohyb, (b) redukcia sustavy na rotaény pohyb

Pohybova rovnica redukovanej sistavy s nekonStantnym prevodom podl'a predchddzajtcich

Obr. 10.77 (a) a (b) ma pre translaény resp. rotaény pohyb definovany tento vSeobecny tvar

1 dmred
T . 2 _
Mpeq * X + E dx X" = Preq »

10.76
1 dlred .2 ( )

Ired'ép+§ d(p @ = Myeq -

Odvodenie prechadzajucich dvoch diferencidlnych rovnic vychadza zporovnania zmeny

kinetickej energie AE, a mechanickej prace A, ktora je vykonana celou sustavou telies

AEx =A . (10.77)

Ak predchadzajucu rovnicu predelime casom At, dostdvame tento tvar

AE, A

A (10.78)
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ktory zapisany v diferencialnom tvare mozeme definovat’ tymto spdsobom

dE, dA
dt  dt =’

(10.79)
kde prava strana rovnice P predstavuje vykon celej sustavy. Vykon ststavy pre translacny

resp. rotaény pohyb mézeme vyjadrit’ ako

P=Fred'5(!

) (10.80)
P=Mrq ¢,

kde F,eq je redukovana sila sustavy a Meq je redukovany moment. Ak d’alej vyjdeme z poznatku

kinetickej energie sustavy pre translacny a rotaény pohyb

1 , 1 ,
Ek=§mred'x: Ek=51red'(P ) (10.81)

potom celu 'avu stranu rovnice mozno upravit’ do tohto tvaru

.., 1 dmypeg | o1 dmpeq .
mred-x-x+§-d—)r(e-x3=[mred-x+§- d)r(e - 2] X =Freq %X ,
(10.82)
I i +ldlred -3 [I +l dII‘ed 2:|. M
red @@ 2 d(p red " P 2 d(p ¢ red P

kde myeq je redukovana hmotnost’ ststavy a I..q je redukovany moment zotrvacnosti.
Vykratenim translacnej rychlosti X resp. uhlovej rychlosti ¢ na oboch stranich rovnic,

dospejeme k tymto diferencialnym rovniciam redukovanej sustavy s nekonStantnym prevodom

1 dm d .
Myeq "X + E ! d:{e 2= Fred
(10.83)
I _.._l_l_dlred 02 = M
red " P 2 d red

V pripade, Ze budeme predpokladat’ sustavu s konStantnym prevodom, potom redukovana
hmotnost’ mq resp. redukovany moment zotrvacnosti I,..q nezavisia od premennej X resp. @, a teda

v tomto pripade mézeme predchadzajiice rovnice zjednodusit’ na tento tvar
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Mpeq "X = Freq ,

. (10.84)
lred " @ = Mpeq -

Priklad ¢. 10.14.

Ststava viazanych telies pozostava zkladky so zndmym momentom zotrvacnosti
I; = 0.004 kg.m? a polomerom R; = 0.2 m. Tato kladka, ktora je hnacim prvkom celej stistavy, je
pohanana konstantnym krutiacim momentom M = 100 N. m, pozri Obr. 10.78.

Hnacia kladka ¢. 1 je kinematicky spojena s d’alSou zlozitou kladkou ¢&. 2, ktorej moment
zotrvacnosti je I, = 0.08 kg. m?2. Tato kladka pozostava z kladky vicsieho polomeru R, = 0.5 m,
a taktiez navijacicho bubna, na ktory sa navija lano pri zdvihani bremena. Mensi polomer kladky
R3 = 0.5 m je priamo previazany lanom so zdvihanym telesom znamej hmotnosti m = 10 kg. Kladka
s polomerom R, je fixovand k zakladu. Vyuzitim metédy redukcie najdite matematicky model
a porovnajte rieSenie sustavy redukciou na transla¢ny pohyb telesa m a rota¢ny pohyb kladky ¢. 1.

Odmerajte Cas, za ktory teleso m prekona drahu L = 1 m.

NOUONUSNNNNNANANNNNNNNNNNNNNNUNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNNN

Obr. 10.78. Kladkovy systém

RieSenie:

Pripomenime, Ze sustava viazanych telies podla Obr. 10.78 je tvorend hnacou kladkou so
znamymi geometrickymi parametrami, ktora je pohananda momentom M(t) a rotuje uhlovou
rychlostou ¢,. Dalej dvojitou kladkou rotujucou uhlovou rychlost’ou ¢, a kladkou zanedbatelnej
hmotnosti, ktora sluzi na podopretic bremena hmotnosti m, cez ktort je bremeno zdvihané smerom

nahor translacnou rychlost'ou X. V prvom rade vykoname redukciu systému na transla¢ny ¢len podla

nasledujiiceho Obr. 10.79.
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red

Obr. 10.79. Redukcia na translaény pohyb telesa

NapiSme kineticki energiu Ey celej sustavy, ktora sa musi rovnat' kinetickej energii

redukovanej sustavy. A teda plati, ze

1

L, 1 1 1
Ek=§mred'x 11 oF + lz cpz+2m X% . (10.85)

Zaved’'me rovnice, ktoré popisuju kinematické vazby medzi telesami s uvazovanim redukcie na

transla¢ny pohyb telesa m. Dostavame tieto rovnice

@2.R3zxﬁ(p2=R—,
3

. (10.86)
G2'Ry X Rz

Ri, R; R’

@1 Ri=¢2"Ry; = ¢; =

dosadenim tychto rovnic kinematickych vizieb do vztahu pre kineticku energiu, dostivame

1 L1 1,
S Mg =Ty s T GRS me R

(10.87)
1 L1 % Rg]’ 1
7 Mrea X" =g hi|gm g ] 3 12 [RJ Fomex

o2

o L 1 , . . ,
Eliminovanim ¢lena 5 X“ na oboch stranach rovnice, dospejeme k tomuto vztahu, ktory

definuje redukovana hmotnost’ m,..q redukovane;j sustavy

R

Mpeq = Iy - —+m . (10.88)

Dalej vyjadrime vykon redukovanej sustavy, zktorého potom vypolitame vztah pre

redukovan silu Fpegq.
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Kedze z fyziky vieme, Ze praca vyjadruje drahovy ucinok sily A = F - X, potom pre vykon
translacného pohybu musi platit' tento vztah P = % = F-x apre vyhon rotacného pohybu

vz£ah P = M - ¢@. To znamena, ze redukciou sustavy na translacny pohyb telesa m plati, ze
P=Fq x=M-¢; —G-x, (10.89)

do ktorého dosadime vzt'ahy, ktoré platia pre kinematické vizby a dospejeme k tejto rovnici
Freg X =M'o"—— G-x. (10.90)

Z predchadzajicej rovnice po vykrateni ¢lena X na oboch stranach rovnice, dostavame vzt'ah

pre redukovanu silu ststavy telies Freq
Fred=M-R—3-R—1—G. (10.91)

Ked'Zze redukovana hmotnost’ m, .4 v tomto pripade nie je zavisld od premennej X, tzn. ze

d—;"d = 0, potom jej dosadenim do zakladnej diferencialnej rovnice pre redukovanu ststavu, dostavame

systém s konstantnym prevodom, pre ktory plati tato diferencialna rovnica pohybu

. ldmypeq
Myeq 'X+Ed_:(exz = Fred »
(10.92)

Mpeq "X = Freq -

Predchadzajucu diferencidlnu rovnicu 2. radu upravime do tohto simulinkovského tvaru

=Fred= 'Rg'Rl_G
Myeq R3 1 ' (10.93)
I, ——2 4+, —

Vstupné parametre podl'a zadania z prikladu, ktoré vyuzijeme ako vstupné parametre systému
viazanych telies pre namodelovaniec blokovej schémy, na¢itame prostrednictvom nasledujiceho skriptu

v Matlabe, ktory vytvorime v Model Workspace.
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%Vstupné parametre systému
R1=0.2;
R2=0.5;
R3=0.3;
I1=0.004;
12=0.08;
m=10;
M=100;
g=9.81;
L=1;
G=m*g;

%Vypocet redukovanej hmotnosti a redukovanej sily

mred=m+I1*R2°2/ (R1°2*R372)+I2/R3"2;
Fred=M*R2/ (R3*R1)-G;

Blokova schéma, ktora rieSi simulaciu pohybu redukovaného systému viazanych telies, je

znazornena na nasledujicom Obr. 10.80.

Fred

-1l

mred

N - _

1/R3
>
=L

dphit

dhpi2

Obr. 10.80. Blokova schéma redukcie na transla¢ny ¢len m

X

! — |—|"
o5 I

f
dx
-___-_'_
e
I
et
————
phit, phi2

8| [r—1
6| hi2
a —— L= Pl

5 m—————

dphi1, dphi2
- _'i—dph"‘
50 dhpiz
!
Q ooz 0.04 0.06 @08 01 01z 0.14 0.16
Time

Obr. 10.81. Riesenie simulacie systému kladiek redukovaného na translaény pohyb ¢lena m
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Na predchadzajucom Obr. 10.81 st znazornené priebehy translaéného posunutia a uhlového

natocenia telies vackového systému, ako aj priebehy transla¢nej a uhlovej rychlosti pohybu telies

tohto systému, ktory sme redukovali na translacny pohyb telesa m. V blokovej schéme, ktora simulovala

pohyb ststavy viazanych telies, sme vytvorili zastavovaciu podmienku, ktora sltizila na odmeranie Casu,

kedy teleso m prejde drahu L = 1 m zo svojej pociato¢nej polohy. Simulaciou sme identifikovali, Ze

toto teleso prekona tito drahu za Cast = 0.1743 s.

Teraz vykoname redukciu systému viazanych telies na rotaény pohyb kladky €. 1, pozri

Obr. 10.82.

Obr. 10.82. Redukcia ststavy na rotacny pohyb

Napisme opéat’ kineticku energiu Ey celej sustavy, ktora sa musi rovnat’ kinetickej energii

redukovanej ststavy na rotaény pohyb kladky ¢. 1

1 1 1 1

E'Ired'fpf=§'11'<'Pf+§'12'¢%+§'m'5<

Ek= 2

(10.94)

Zaved’'me rovnice, ktoré popisuju kinematické vazby medzi telesami s uvazovanim redukcie na

rota¢ny pohyb telesa kladky ¢. 1. Dostavame tieto vzt'ahy

. . . @1 Ry
¢1"Ri=¢"Ry = @, = R )
2
. . . . R;"R3
X=@z R3=>%x=¢;" R’
2

ktoré dosadime do vztahu pre kineticka energiu a dostavame, ze

o1 : o 1
'Ired'(P%=§'Il'¢’%+§'12'¢’%+zm'xz:

N| —

. 1 . ¢1'R12 1 .
'Ired'@%=§'11'@%+§'lz'[ R ] +E'm'[<P1 R
2 2

N| —
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- L 1, . . . ,
Eliminovanim c¢lena E-(p% na oboch stranach rovnice, dospejeme k tomuto vztahu, ktory

definuje redukovany moment zotrvacnosti I..q danej redukovanej stistavy

RZ-R3
R

2

1
Ired=11+12'¥+m (10.97)

2

Dalej vyjadrime vztah pre vykon redukovanej ststavy P, z ktorého vypog&itame redukovany
moment M.q. Ak vieme, Ze pre rotacny pohyb je vykon dany ako P = M - @, potom pre redukovanu

sustavu plati, ze
P=Mieq @ =M-¢; —G-x . (10.98)

Dosadenim kinematickych vézieb do predchadzajicej rovnice dostavame vzt'ah

. . Ri"R3z |
Mrea @1 =M1 =G ——"¢1, (10.99)
2

z ktorého vylu¢enim ¢lena @4 po oboch stranach rovnice, dospejeme k redukovanému momentu sustavy

R; " R3
R;

Mieq =M —=G- (10.100)

Ako mdzeme vidiet, tak redukovany moment zotrvacnosti nie je zavisly od premennej ¢4, tzn.

. dI . , , , ., . ,
7e — 4 = 0, a teda aj v tomto pripade dostavame pripad redukovanej ststavy s konstantnym prevodom
do ) J prip prip ] y ym p
1

.1 dleq .
Ired'(P1+§'d(rpe '(P%zMred:
! (10.101)

Ired * @1 = Mreq -
Predchadzajucu diferencidlnu rovnicu 2. radu upravime do tohto simulinkovského tvaru

_G-RiRg
Mred_ M-G RZ
- R2 RZ2-R% (10.102)
11+12'R_’22l+m'%

('p =
! Ired
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Priklad ¢. 10.15.

Hnacim ¢lenom klPukového mechanizmu je kl'uka znameho polomeru R = 0.5 m, ktorej
moment zotrvaénosti je I = 120 kg. m?. Kl'uka rotuje uhlovou rychlostou w a pri pohybe na fiu posobi
harmonicky meniaci sa kratiaci moment M = My, - sin wt, kde My = 10 N. m a frekvencia kmitania je
f = 20 Hz, pozri Obr. 10.83.

Hnanym ¢lenom mechanizmu je kulisa hmotnosti m = 10 kg, na ktort v kazdom case posobi
sila znamej velkosti F = 100 N. Metodou redukcie na rotaény pohyb klPuky odvod'te matematicky

model a vytvorte simulaciu takéhoto mechanizmu formou blokového diagramu v Simulinku.

Kulisa

|
AANNNRNNNN

Obr. 10.83. Kl'ukovy mechanizmus

RieSenie:

Polohu kulisy x, ktord sa pohybuje translaénym pohybom, méZeme v kazdom casovom

okamihu t definovat’ v zavislosti na uhlového pootocenia tejto kI'uky ¢. To znamena4, ze plati
x(t) =R-sing (10.103)
a pre transla¢nu rychlost’ kulisy v musi platit, Ze
vi)=x(t) =R-@p-cosog=R-w-cose. (10.104)

Vykonajme redukciu na rota¢ny pohyb kluky, napisanim vztahu pre celkovi kineticku

energiu sustavy, ktora sa musi rovnat’ kinetickej energii redukovanej stistavy

1 .
+E'm'X ) (10.105)
kde dosadenim za X = R - @ - cos @, dostavame
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1
+§-m-[R-(p-coscp]2. (10.106)

Potom vykratenim vyrazu 7 @?* na oboch stranich rovnice, dostivame tento vztah pre

redukovany moment zotrvaé¢nosti I .4 stustavy
Ireg =1+m-R?*-cos? ¢ . (10.107)

Vykon v ststave kl'ukového mechanizmu kona kratiaci moment M a sila F, ktora pdsobi na

kulisu. To znamena, Ze redukovany vykon celej stistavy mozeme napisat’ v tomto tvare
P=Miyg-@=M-@—F-x=M-¢—F-R-¢@-cosqp , (10.108)

potom dosadenim vzt'ahu X = R - @ - cos ¢ kinematickej rovnice do prechadzajtcej rovnice a nasledne

vykratenim ¢lena @ po oboch stranach, dostavame vztah pre redukovany moment M,..4 ststavy
Mieq =M —F-R-cos@ . (10.109)

Ked'Ze v tomto pripade je redukovany moment zotrvacnosti I..q zavisly od premennej ¢, tato
sustava je sustavou s nekonstantnym prevodom. Pre tuto stistavu musi platit’ tato diferencialna rovnica

pohybu

. Ldleq .
Ired'(P+§ dl;: (P2=Mred- (10.110)

Predtym, nez dosadime do predchadzajucej rovnice vypocitané vztahy pre redukovany moment
M,.q a moment zotrvacnosti I.eq, musime odvodeny vzt'ah pre redukovany moment zotrvacnosti I .4

zderivovat’ podl'a premennej . Plati, ze

dI d
d;(:d=%[l+m-R2-cosch]=—2-m-R2coscp-sin(p. (10.111)

V tomto Stadiu moézeme vsetky odvodené vzt'ahy dosadit’ do v§eobecnej diferencidlnej rovnice

pre systém s nekon§tantnym prevodom.
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Dosadenim do diferencialnej rovnice a vykonanim matematickych uprav, dospejeme k tejto

diferencialnej rovnici 2. radu

.1 dleq |
Ired'(P+§' dl;; (P2:Mred:

1
[l+m-R2-cosch]-('p—E-Z-m-RZ-coscp-sin(p-('pz=M—F-R-coscp, (10.112)

[I+m-R%-cos?@]-p —m-R%-cosq-sing-p* =M—F-R-cosq .

Potom vyslednt diferencialnu rovnicu sustavy s nekonstantnym prevodom mozeme prepisat’

do tohto simulinkovského tvaru

. M-—F-R-cos@+m-R?cos¢q-sine- ¢
§ = TR oo : (10.113)

Ako vstupné parametre na vytvorenie blokovej schémy boli uvazované hodnoty, ktoré boli

nacitané prostrednictvom tohto skriptu Matlabu v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
R=0.5;

I=120;

Mo=10;

£=20;

F=100;

m=10;

omega=2*pi*f;

Blokova schéma, ktora ries$i simulaciu pohybu daného systému kPukového mechanizmu, je
pony Yy J

znazornena na nasledujicom Obr. 10.84.

Fi

dphi

;

/'\J » Mo sinF

M(t)=M0*sin(omega*t)

.

dx
dphi
Klukovy mechanizmus

Obr. 10.84. Blokova schéma kl'ukového mechanizmu
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V predchadzajicej blokovej schéme bol na zjednodusenie pouzity jeden subsystém pod nazvom

KPlukovy mechanizmus, ktorého blokovy diagram je znazorneny na d’alSom Obr. 10.85.

dphi
(1 )—»Mp  Fred ( P
" -

Fred

phi

Ired

cos cosF

4,<7

Obr. 10.85. Subsystém — kl'ukovy mechanizmus
Dalsie dva subsystémy, ktora sa nachadzaji v Subsystéme kPukovy mechanizmus, sliZia na

vypocet redukovane;j sily F.qq a redukovaného momentu zotrvacnosti I..q, pozri Obr. 10.86 (a) a (b).

(b)

Obr. 10.86. (a) Subsystém redukovanej sily Fred, (b) subsystém redukovaného momentu zotrvacnosti Ired
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Na d’alSom Obr. 10.87 st zndzornené vypocitané priebehy translaéného posunutia a uhlového

natocenia ¢lenov kPukového mechanizmu.

Obr. 10.87. Riesenie odozvy kl'ukového mechanizmu

Priklad ¢. 10.16.

Predpokladajme systém viazanych telies, ktory je zobrazeny na Obr. 10.88. Teleso €. 2, ktoré
kona vSeobecny pohyb ma hmotnost m, = 30 kg a polomer Ry = 0.4 m, druhé teleso ¢. 4, ktoré
rovnako vykonava vS§eobecny pohyb ma hmotnost' my = 120 kg a polomer R4 = 0.5 m. Zostavajuce
dve telesa €. 1 a €. 3, ktoré konaju Cisto translacny a rotacny pohyb, st dané parametrami m; = 30 kg,

I3=0.112kg.m?a R; =0.15m. Na teleso & 3 posobi ¢asovo premenlivy hnaci moment

M(t) = My - sin(wt), kde My = 1000 N. m a frekvencia kmitania je f = 10 Hz.

Obr. 10.88. Kladkovy systém viazanych telies
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Pri pohybe telesa €. 4 po naklonenej rovine pod uhlom a = 35 ° zanedbavame vplyv trecej sily.
Metodou redukcie odvod’te matematicky model a vykonajte simulaciu formou blokového diagramu, v

ktorej odmeriate &as, za ktory prejde teleso &. 4 drahu dizky L = 1.5 m zo svojej poiatoénej polohy.
Riesenie:

Vykoname redukciu sustavy na translacny pohyb telesa €. 4, ktoré kona vSeobecny pohyb. To

znamena, Ze pre kineticku energiu Ey celej a redukovanej sustavy musi platit’, Zze

1 L, 1 1 1 1 1 1
5 Mred X3 =omy X+ ol @ +omy X+ ol @3 +omy X+l 0. (10.114)

NapiSme kinematické vizbové rovnice, ktoré platia medzi jednotlivymi telesami daného
systému. Podl'a Obr. 10.88 mézeme na zaklade prepojeni jednotlivych telies identifikovat’ a najst’ tieto
kinematické vizbové rovnice, ktoré budi platit’ pre uvazované obvodové rychlosti. Pri pisani tychto

vazbovych rovnic zaéneme s telesom €. 4., na ktoré vykondvame redukciu. Musi platit’, Ze

X_4:2 ¢4 Ry _Xa
R, 2-R, *TR,’

. . . . Ry 2
2'(94'R4=(P3'R3=>(P3=2'(P4'R—=R—'X4,

3 3
. (10.115)

. . . . R;3 X4
<P3'R3=2'(P2'R2=>(P2=(P3'2_R2=R—2,
b 2 hRe
R, 2R, 2= P27 R 4 1 -

Dosadenim tychto vztahov do celkovej kinetickej energie Ej ststavy a po eliminacii vyrazu

- %2 na oboch stranéch tejto rovnice, mézeme odvodit’ tento vzt'ah pre redukovani hmotnost’ myeq

N =

1 . 1 o 1 1,1 o, 1 4 1 o, 1 1,
E-mred-x4=E-m1-x4+z-lz-R—%-x4+5-m2-x4+E-I3-R—%-x4+E-m4-x4+z-l4-R—i-x4,
+ + +1 ! +1 4 +1 ! (o)
Mpeg =M1 TMy TMy T 5 Tl3 5Tl -5 .
RZ R3 R4-

Dalej vyjadrime vykon redukovanej sustavy P, ktory sa rovna vykonu povodnej mechanickej

sustavy. Z tohto porovnania vykonov vypocitame redukovanu silu Fpeq.
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P - Fred ').(4_ - G4_ 'Sina'X4 +M(t) : (i)3 - (Gl + Gz) ').(1 . ( 10117)

Podobne ako v predchadzajucich pripadoch dosadenim vizbovych rovnic do predchadzajuce;j

rovnice a eliminaciou ¢lena X4 na oboch stranach rovnice, dostdvame vztah pre redukovant silu F.qq

2
P=Fred'5{4=G4'Sin0(-)'(4+M(t)'R—3'5(4—(G1+G2)'X4 )
(10.118)

2
Fred = G4'Sin0(+M(t)'R——(G1+G2) .
3

Poznamenajme, ze systém je systémom s konStantnym prevodom, nakolko vztah pre
redukovani hmotnost’ m,..q nie funkcionalne zavisly od premennej x4. Potom pohyb tohto systému

viazanych telies opiSeme touto diferenciadlnou rovnicou
Myeq - Xy = Freq - (10.119)
Tuto diferencialnu rovnicu prepiseme do tohto simulinkovského tvaru

Mpeq " X4 = Freq

_ 2
Gy sina+M()  g=— (G1 +Gz) (10.120)

1 1 1°
m1+m2+m4+12'?+13'ﬁ+14'ﬁ
2 3 4

X4=

Blokova schéma so subsystémom s maskou, ktora riesi simulaciu pohybu pre dany systém

viazanych telies, je znazornena na nasledujiicom Obr. 10.89.

( ) » 1.434

Ay

M(t)=MO*sin(omega*t)

dphi

Subsystém s Maskou

Obr. 10.89. Blokova schéma so subsystémom s maskou
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Pre danu blokovli schému bol vytvoreny subsystém s maskou, ktoré¢ho blokova schéma je

zobrazena na Obr. 10.90.

]

dx1

g

x1
dx4 x1, x2, x4

Zastavovacia podmienka

- H @

dx1, dx2,

D—p x1  phi2,3,4 dx1 dx1 dphi2,3,4 —@

phi2,3.4 dphi2,3,1

Uhlové Natoéenia Uhlové rychlosti

Obr. 10.90. Blokova schéma Subsystému s maskou

Ako si mozno v§imnut), tak v tejto blokovej schéme boli vytvorené dva subsystémy na prepocet

viazbovych rovnic pre uhlové natocenia a uhlové rychlosti, pozri Obr. 10.91 (a) a (b).

dphi2

phi2,3,4 dx1 dphi2,3,4

@) ®)

Obr. 10.91. Subsystémy (a) uhlové natocenia, (b) uhlové rychlosti

Pre hlavny subsystém bola vytvorena maska subsystému prostrednictvom editora masiek, pozri

Obr. 10.92.
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Controls "
[=] Parameter

Edit

@ Check box
Popup
Combo box
@ Radio button
Ui Slider

3 Dial

[E Spinbox

3__, Unit

5T Text Area

[ Custom Table
[.:‘.’L] DataTypeStr
Min

Max

aﬂ Promaote

[=1 Container

=1 Group box
[3 Tab
EF Table
"} CollapsiblePane
il Panel
v

Unmask Preview

Y Mask Editor : Sybsystém s Maskou

Icon & Ports  Parameters & Dizlog Initialization Documentation

Dialog box
Type Prompt
2433 %< MaskType>
LA %< MaskDescription>
=3 (N/A)
(=2 ] Hmotnosti

{30 #1 m1 [ky]
{310 #2 m2 [kg]
#3 13 [kg.m*2]
#4 md [kg]
=k Rozmery
#5 R2[m]
#6 R3 [m]
{31 #7 R4 [m]
30 #8 L [m]
{32 #9 alfa[*]
ez Budenie
£, M0 [N.m]
~[E0 #..f [Hz]

MName

DescGroupVar
DescTextVar

Containerl?
Container18
mi

m2

13

md
Container
R2

R3

R4

L

alfa
Container?
MO

t

Drag or Click items in left palette to add to dialog.
Use Delete key to remove items from dialog.
Tutorial:- Creating a Mask: Parameters and Dialog Pane

Constraint Manager

Property editor

El Properties
Name
Prompt
Type

El Dialog
Enable
Visible

E Layout
Item location

Align Prompts

Cancel

- O X

ParameterGroupVar

Simulinkstudio:To...

groupbox ~

New row v
O

Help Apply

Obr. 10.92. Editor masky

V tomto editore masiek boli vytvorené tri listy, v ktorych boli parametre subsystému zaclenené

do troch skupin, ktorymi st Hmotnosti, Rozmery a Budenie. V sekcii Hmotnosti a Rozmery mozno

menit’ hmotnost’ a rozmery danych kladiek. Na liSte Budenie m6Zeme menit’ budiace charakteristiky

daného systému. Vytvorena maska subsystému je vizudlne zobrazena na nasledujucom Obr. 10.93.

V tomto dialogovom okne t. j. maske subsystému boli prednastavené pociato¢né parametre systému,

ktoré mozeme takisto menit’ pomocou tohto dialdégového okna.

Block Parameters: Sybsystém s Maskou *
Subsystem (mask)
Parameters
Hmotnosti Rozmery  Budenie
m1 [kq] [E E
m2 [kg] |30 IE
13 [kg.m"2] [0.12 IE
mé [kg] 120 IE
| OK | Cancel Help Apply

Obr. 10.93. Maska subsystému

Prostrednictvom editora masky bol taktiez vytvoreny inicializa¢ny skript pre d’alSie parametre

simulacie, ktoré nie je mozno menit’ priamo z dialbgového okna masky systému, pozri Obr. 10.94.

Ing. Martin Garan, PhD.
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2 Mask Editor : Subsystém s Maskou - m} hd
Sy

lcon & Ports  Parameters & Dialog Initizlization  Documentation

Dialog variables Initialization commands

ull I2=1/2*m2*R2"2;

m I4=1/2+m4*R4"2;

o g=9%.81;

R2 Gl=ml*g;

R3 GZ=m2*g;

aad G4=ma*g;

:Ifa alfa=alfa*pi/180;

MO mred=ml+m2+m4+I2*1/R2*2+I3*1/R3"2+T4*1/R4™2;
It Fred=G4*sin(alfa) - (Gl+32);

ocmega=2*pi*f;

Allow library block to modify its contents

Unmask Preview oK Cancel Help Apply

Obr. 10.94. Inicializa¢ny skript

Na d’alsom Obr. 10.95 st znazornené priebehy transla¢ného a rotaéného posunutia ¢lenov

viazaného systému.

5 - 4_4—;1|"
: . ~ Py \ AlLA AN AN NN N N 2
IWANMNANNFAYYAVNNA WY A N SN/ N NN\ / \
el N L NS NS NS NS NS NS NS NS NS NS NS \J
] \/ \J \/ N/ N/ \J W/ \¥4 7/ o/

phi
: — ——

dphi
e A~ A A AL A AL A AL A AN NN\ N =l
AN AN AWAWAWANWAWAVWAWAVAVWA VYA W=
1 \V \/ \J \J \Y4 / 7
0 [1)-3 04 06 Time 08 1 12 14

Obr. 10.95. RieSenie simulacie systému viazanych telies — x1.2,3 [rad], dx123 [m.s],
@1,2,3[rad], d@; 53 [rad. s']
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10.5 PRIKLADY MODELOVANIA ELEKTRICKYCH SYSTEMOV

Elektrické systémy mozno charakterizovat ako prepojenie sustredenych zakladnych
elektrickych elementov, ktorymi su cievky predstavujice indukéné prvky, d’alej kondenzatory, ktoré
predstavuju kapacitné prvky a napokon rezistory, ktoré charakterizujeme ako odporové prvky.
Okrem tychto zakladnych prvkov sa v elektrickych obvodoch nachddzaju rézne zdroje elektricke;j
energie a to bud’ napit’ové alebo prudové.

Rezistory, kondenzatory a cievky dokazu elektricka energiu uchovavat alebo ju pohlcovat,
nedokazu vsak elektricka energiu do elektrického obvodu priviest’ pripadne ju zosilnit. Z tohto dovodu
tieto prvky elektrického systému nazyvame pasivhymi prvkami. Na druhej strane v elektrickom
obvode mozu byt zapojené aj také prvky, ktoré dokazu elektrickt energiu do systému dodat’, ovplyvnit’
alebo zosilnit), takéto prvky elektrickych obvodov potom nazyvame aktivnymi prvkami. Medzi aktivne
prvky radime napr. elektricky zdroj, tranzistor, diéda, transformator a in¢. Schematické znacky
zakladnych elektrickych stavebnych prvkov, ktoré sa pouzivaju pri tvorbe elektrickych obvodov su

znazornené na nasledujucom Obr. 10.96.

R R

Obr. 10.96. Stavebné prvky elektrického systému, (a) elektricky odpor, (b) elektricka cievka a
(c) elektricky kondenzator

Medzi dve zakladné fyzikalne veliiny, ktoré charakterizuji dynamické spravanie sa
elektrického systému radime elektricky prud i a elektrické napitie u. Elektricky prud je definovany

ako zmena elektrického naboja za jednotku Casu:

dq
| = — 10.121
= ( )

kde q je naboj fyzikalnej jednotky Coulomb (C) a i je elektricky prud fyzikalnej jednotky Ampér (A).

Elektrické napitie v l'ubovol'nom bode elektrického obvodu meriame ako potencialovy rozdiel medzi
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meranym a referencnym bodom, ktory nazyvame uzemnenie (z angl. ground — miesto s nulovym

potencialom). Elektrické napitie na dvoj terminalovom elemente je dané potencialovym rozdielom
u=u;—Uuy, (10.122)

kde u je celkové napétie na elemente. V nasledujucej tabulke su zhrnuté vSetky komponentné vztahy

pre jednotlivé stavebné bloky elektrického systému, ktorymi su rezistor, kondenzator a cievka.

Tabul’ka 10.7. Zakladné stavebné prvky elektrického systému

Cievka

= L— = LDi
L u I i .

—u, = L— = LDi
u; —u, T i

Ak st elektrické komponenty zapojené do formy elektrického obvodu — matematicky model
dynamického systému modzeme odvodit’ pouzitim napéat’ove-prudovych vzt'ahov medzi elementami
opisovanymi na zaklade fyzikalnych zdkonov. Vo fyzike pozname dva zdkladne fyzikalne zékony
I. Kirchhoffov zikon pre elektrické prady a II. Kirchhoffov ziakon pre elektrické napitie.

I. Kirchhoffov zdkon opisuje zdkon zachovania elektrického naboja; hovori, Ze v kazdom
bode (uzle) elektrického obvodu plati, Ze stcet pradov vstupujicich do uzla sa rovna sictu prudov z

uzla vystupujtcich. Ak terminaly dvoch alebo viacerych elementov elektrického obvodu s navzajom
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spojené spolocne, potom tento bod spojenia nazyvame uzlom. Pre l'ubovolny uzol v elektrickom

obvode mozno I. Kirchhoffov zakon matematicky zapisat’ ako

Ziij =0, (10.123)
]

kde ij je elektricky prid j-tého elementu v uzle.

II. Kirchhoffov zakon formuluje pre elektrické obvody zakon zachovania elektrickej
energie; hovori, Ze sucet ubytkov napdti na spotrebioch sa v uzavretej Casti elektrického obvodu
(slucke) rovna suctu elektromotorickych napiti zdrojov v tejto Casti obvodu, tzn. ze sucet vSetkych

napéti na zdrojoch a jednotlivych elementov v danej slucke musi byt rovny nule

ZUFO' (10.124)

j
kde u; je napétie na j-tom prvku slu¢ky obvodu.

Priklad ¢. 10.17.

Odvod'te stavovy opis RLC elektrického systému obvodu, ktory je zobrazeny na Obr. 10.97.
Parametre tohto elektrického systému st R = 10Q, L = 15H aC = 0.05 F. Porovnajte rieSenic
odozvy rieSenia systému pre rozne typy vstupnych signdlov napiti u(t) = 5-e~* u(t) = 4 - sin(t) a

u,(t) = 4. Tieto rieSenia zobrazte na grafoch.

Obr. 10.97. RLC obvod sériovy

RieSenie:

Podl’a I. Kirchhoffovho zdkona pre tento elektricky obvod, ktorym pretekd rovnaky elektricky

prad, musi platit, Ze
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Potom aplikovanim II. Kirchhoffovho zakona pre jednu uzavretu slucku elektrického obvodu,

mdzeme napisat’ tuto rovnicu pre napétia
U, =ug +ug +uc . (10.126)
Z druhej rovnice systému vyplyva, ze

up = Uz —Ur —Uc,

diy (10.127)

UL:L'E—ua—R'iR—uC

a teda dostdvame prvu stavovu rovnicu, ktora plati pre elektricky prad iy,

di 1
d_izi[ua_R.iL_uC]_ (10.128)
V predchadzajicej rovnici sa nachadza nezname napédtie na kondenzatore uc. Toto napitie

vieme vypocitat pomocou diferencialnej rovnice v tvare

1
uC=EJiCdt, (10.129)

ktort teraz zderivujeme podl'a ¢asu t, ¢im dostavame druht stavovu rovnicu v tomto tvare

duc _Ic I (10.130)
dt C C° '

Z predchadzajiceho odvodenia vyplyva, ze systém je definovany touto sustavou dvoch

stavovych rovnic s dvomi stavovymi premennymi iy, a g

di 1

d_,rzi[ua_RiL_uC] ,

. (10.131)
c_i

dt — C°
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Zapisme tieto dve predchadzajice rovnice do tohto maticového tvaru stavového opisu systému

X(t) = A-x(t) + B - u(t)

R 1 1
d i L Ll riL - (10.132)
— = . + L] U -
dt [uc] 1 [Uc]
= 0 0
C
Vystupni rovnicu odvodime vol'bou vystupného vektora v tomto tvare
y(®) = C-x(t) + D~ u(b),
(10.133)

v =[u|=lo 3 [+ [o e

To znamend, Ze stavovy opis systému zapisany v maticovom tvare, nadobuda tento tvar

sustavy diferencialnych rovnic 1. radu, ktora je doplnena o systému vystupnej rovnice pre vystup y

R 1 .
NI R A E
a[uc]_ 1 0 .[uc]+ (L)‘ “Ya
c | (10.134)
_[i]_1 07 [i], [O].
Y(t)_[uc]_[() 1 [uc]+[0] ta -

Odozvu tohto elektrického systému, ktorého matematicky model sme odvodili v tvare

stavového opisu, vyrieSime nasledujucim skriptom zapisany v Matlabe.

clc
clear
close all

%Vstupné parametre systému
R=10;

L=15;

C=0.05;

t=0;

dt=0.01;

tsim=10;
n=round((tsim-t)/dt);

%Matice stavového opisu
A=[-R/L -1/L; 1/C @];
B=[1/L; @];

C=eye(2);

D=zeros(2,1);

%Budiace signaly
time=[t:dt:tsim];
u(:,1)=5*exp(-time);
u(:,2)=4*sin(time);
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u(:,3)=time*0+4;

%»\Vystupny vektor
X1l=zeros(n,7);

for j=1:3
X=[@ ©0]'; %pociatocny vektor
t=0;

for i=1:n
dx=A*X+B*u(i, j);
X=X+dx*dt;
Y=C*X+D*u(i, j);
X1(i)=t;
X1(i, j*2:j*2+1)=X";
t=t+dt;

end

end

figure(1)

subplot(3,2,1)
plot(X1(:,1),X1(:,2), 'r', "LineWidth"',3)
grid on

xlabel('t")

ylabel('1. iL")

subplot(3,2,2)
plot(X1(:,1),X1(:,3),'b", 'LineWidth',3)
grid on

xlabel('t")

ylabel('1. iL")

subplot(3,2,3)
plot(X1(:,1),X1(:,4), 'r', "LineWidth",3)
grid on

xlabel('t")

ylabel('2. iL")

subplot(3,2,4)
plot(X1(:,1),X1(:,5),'b"', "LineWidth",3)
grid on

xlabel('t")

ylabel('2. iL")

subplot(3,2,5)
plot(X1(:,1),X1(:,6),'r", LineWidth',3)
grid on

xlabel('t")

ylabel('3. iL")

subplot(3,2,6)
plot(X1(:,1),X1(:,7),'b", 'LineWidth',3)
grid on

xlabel('t")
ylabel('3. ilL")

Porovnanie rieSenia odozvy systému, ktoré sme v skripte rieSili prostrednictvom cyklu for pre
tri rdzne pripady uvazovanych vstupnych signalov napétia u(t), je znazornené na nasledujticich grafoch,

pozri Obr. 10.98.
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Obr. 10.98. Riesenie simulacie elektrického systému

Priklad ¢. 10.18.

Na Obr. 10.99 je zobrazeny RLC elektricky obvod, ktory pozostava z kondenzatora, cievky
arezistora. Cievka a kondenzator su zapojené paralelne. Odvod'te matematicky model a najdite
stavovy opis tohto elektrického systému. Rieste simulaciu tohto systému formou blokového diagramu v
Simulinku, ak pozname tieto vstupné parametre R = 100Q, L = 20H aC = 0.5 F. Elektricky
obvod je budeny elektrickym napdtim wu(t), ktorého priebeh je dany harmonickou funkciou

u,(t) =5-sin(2 - t), du,(t) = 10 - cos(2 - t).

+

u
+ R, *t
u —Cc U,

oMt

O O 0 +
% )

O O -
—

Obr. 10.99. RLC elektricky obvod
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RieSenie:

Podl’a I. Kirchhoffovho zakona pre jeden referen¢ny uzol elektrického obvodu musi platit’, ze

iR=iL+iC ) (10135)

kde pre zloZkové rovnice elektrickych pradov, ktoré te¢u vetvami elektrického obvodu, musia platit’

tieto vztahy

_Ua —Uc
I = R B
du
le=C 57
t (10.136)

1 1
iL=E-fuLdt=E-fucdt .

Dosadenim tychto zlozkovych rovnic do prvej rovnice, dostavame tuto integralno-

diferencialnu rovnicu

iRziL‘l‘iC )
Uy —Uc 1 duc (10.137)

Zderivujme predchadzajiacu rovnicu podla Casu t, aby sme rovnicu previedli na tento tvar

diferencialnej rovnice 2. radu, ktora predstavuje matematicky model skimaného systému

d’u. dur R du
RC-—C+—C+—-uC=d—t‘".

(10.138)
dt2 dt L

Transformujme tto diferencialnu rovnicu na stavovy opis systému, vol'bou tychto stavovych
premennych
Xl = UC )

(10.139)
XZ =uc =>X2 =X1 .

Potom stavové rovnice systému nadobudnu tento tvar diferencidlnych rovnic 1. radu

X1 =Xz,
1 qdu, R (10.140)
ol I T ]
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ktoré zapiSeme do maticového tvaru, ¢im dostavame tento tvar stavovych rovnic

=[x

"LC  RC

0
1

RC

X
)+

% u, . (10.141)

Stavové rovnice doplnime o vystupni rovmicu systému, ktora nadobudne tvar podla
uvazovaného vystupného vektora y = ug = x4. Tato vystupna rovnica zapisana v maticovom tvare je

dana touto sustavou
X .
y=uc=x =1 0]-[X;]+[0]-ua. (10.142)

Odvodenu diferencialnu rovnicu 2. radu, ktora opisuje spravanie sa daného systému, budeme

rieSit’ v Simulinku pomocou blokovej schémy podl'a Obr. 10.100.

o _
pv p A »( [duC]
1 dua

[uC]

@—CL,D @H o |

Obr. 10.100. Blokova schéma pre elektricky systém

V tejto blokovej schéme rieSime sucasne odozvu systému metédou postupnej integracie
diferenciidlnej rovnice 2. radu ako aj odozvu systému prostrednictvom bloku stavového opisu —
State-Space. Ako vstupné parametre pri tvorbe tejto blokovej schémy sme vyuzili parametre systému
podl'a zadania, ktoré boli do funkénych blokov nacitané prostrednictvom nasledujuceho skriptu

Matlabu. Tento bol zadefinovany v Model Workspace.
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%Vstupné parametre systému
R=100;
L=20;
C=0.5;

%Matice stavového opisu
A=[0 1;-1/(L*C) -1/(R*C)];
B=[0;1/(R*C)];

cc=[1 o];

D=[8];

Grafické rieSenie odozvy simulacie elektrického systému je znazornené na Obr. 10.101.

I | I | I | | I |
0 1 2 3 4 5 ] 7 8 9 10
Time

Obr. 10.101. Odozva elektrického systému — uc [V], duc [V.s™']
Priklad ¢. 10.19.

Na Obr. 10.102 je znazorneny elektricky RLC obvod, ktory pozostava zkondenzatora
s kapacitou C = 100 pF, dvoch cievok s indukénostou Ly = 20H aL, = 40 H a dvoch rezistorov
sodpormi Ry = 100 Q a R, = 200 Q. Odvod’te matematicky model a rieSte odozvu tohto systému
simulaciou blokovej schémy v Simulinku, ak vstupné napitie u,(t) je dané pulznym Stvorcovym

signalom s amplitidou u, = 12 Va frekvenciou f = 10 Hz.

Obr. 10.102. Elektricky obvod

448 |Strana



MODELOVANIE DALSICH TYPOV DYNAMICKYCH SYSTEMOV V SIMULINKU

RieSenie:
Podla I. Kirchhoffovho zikona pre dva nezavislé uzlové body elektrického obvodu musi
platit’, ze
iRg =1pg +ipz

e (10.143)
I =lIlc+t1gy ,

kde pre zloZzkové rovnice elektrickych pradov, ktoré tecu jednotlivymi vetvami elektrického obvodu,

modzeme napisat’ tieto rovnice

) (10.144)
P =L—2'f(u1—uz)dt )

du
iC=C'd—t2.

Dosadenim tychto rovnic do prechadzajtucich dvoch rovnic matematického modelu, dostavame

systém integralno-diferencialnych rovnic

u, —u 1

1
=—": dt+ —- — dt ,
R, L U L f (u; —uy)

(10.145)

Zderivovanim predchadzajiiceho systému diferencialnych rovnic podla casu t, dostdvame

systém
du; Ry R4 du,
— =+ — (U —uy) = —,
a T T (U — ) =
(10.146)
d?u, 1 du, u;—u, 0
dt2 ~ R,C dt L,C
ktory prepiSeme do tohto tvaru diferencialnych rovnic v simulinkovskom tvare
du; du, Ry Ry ( )
dt  dt L, T, WTh
(10.147)
d?u, 1 du, u —u,

=— — 4
dtz R2'C dt L2'C
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Systém diferencidlnych rovnic, ktory tvori matematicky model skimaného elektrického
systému podl'a zadania, budeme riesit’ v Simulinku vytvorenim blokovej schémy, ktora je znazornena

na Obr. 10.103.

p( [dua]
— p
dua
Amp=ua
Freqg=f
DR1
ul
du2 du2 ut
u2
u2 u2
du2
du2

Obr. 10.103. Blokova schéma elektrického systému

V predchadzajucej blokovej schéme sme vytvorili dva subsystémy s nazvom DR1 a DR2, ktoré

su zobrazené na nasledujucich Obr. 10.104 a Obr. 10.105.

dua

D

Obr. 10.104. Subsystém DR1
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du2 1/(R2*C)

_ 1/L2*C)
@

Obr. 10.105. Subsystém DR2

Ako vstupné parametre pri tvorbe blokovej schémy sme vyuzili parametre systému podla
zadania, ktoré boli do funkénych blokov nacitané prostrednictvom nasledujiceho skriptu Matlabu,

ktory boli zadefinovany v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
C=100e-6;

L1=20;

L2=40;

R1=100;

R2=200;

%Parametre budiaceho signalu ua
ua=12;
£=0.2;

Potom rieSenie odozvy elektrického systému pre cas simulacie t = 50 s je znazornené na

Obr. 10.106.

—

du2

Time

Obr. 10.106. Riesenie odozvy elektrického systému — u12[V], duz[V.s!]
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10.6 PRiKI'ADY MODELOVANIA ELEKTRO-MECHANICKYCH
SYSTEMOV

Mnohé uzito¢né zariadenia ako st elektrické motory, elektrické generatory, reproduktory,
mikrofony alebo akcelerometre, su zariadenia konStruované kombinaciou elektrickych
a mechanickych komponentov. Takéto systémy nazyvame elektromechanickymi systémami. Ide
o systémy, ktoré su vo vSeobecnosti kombinaciou dvoch systémov z rdznej fyzikalnej podstaty a to
mechanického a elektrického systému.

V pripade tvorby matematického modelu systému pre takéto elektromechanické systémy je
nutné aplikovat’ dva rozne fyzikalne pristupy. Oddelene pre elektrickia ¢ast’ systému, ked’ definujeme
rovnice na zédklade 1. alebo II. Kirchhoffovho zikona a samostatne pre mechanicku €ast’ systému,
ked’ aplikujeme princip s vyuzitim II. Newtonovho zakona. Systém tvorby modelu spociva v napisani
matematickych rovnic, ktoré st istym spoésobom prepojené rovnicami, ktoré nazyvame vizbovymi
rovnicami.

Vzt'ah magnetickej vizby medzi elektrickym a mechanickym subsystémom jednosmerného
motora mozno odvodit’ na zéklade jednoduchych elektro-magnetickych zakonov. Ak predpokladame,
ze vodiC elektrického prudu je kolmo umiestneny na smer magnetického pol'a, potom na dany vodic

bude posobit’ magneticka sila F, ktorej vztah mozno opisat’ nasledujiicou rovnicou
F=B-L-i, (10.148)

kde B magnetické indukcia v jednotke Tesla (1T =1 Wb/m?), L je diZka vodi¢a v magnetickom poli.

Smer magnetickej sily F mozno urcit’ pravidlom pravej ruky podla Obr. 10.107 (a).

\\ , B \\ R B
N —\,
b

b

(a) (b)

Obr. 10.107. (a) Smer magneticke;j sily posobiacej na vodi¢ v magnetickom poli, (b) indukované
elektromotorické napétie na pohybujicom sa vodici rychlost'ou v

Ak sa vodi¢ pohybuje v magnetickom poli, potom sa na tomto vodi¢i indukuje
elektromotorické napiitie e,. Obr. 10.107 (b) zobrazuje pohyb vodi¢a v magnetickom poli B, ktory
sa pohybuje v tomto magnetickom poli rychlost'ou v, ktora je kolma na smer magnetického toku. Ak sa
vodi¢ pohybuje v smere kolmom na smer magnetického pol'a B, potom medzi indukovanym napétim ey,

a rychlostou vodi¢a v pohybujiceho sa v magnetickom poli B plati tento vztah
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ep=B-L-v. (10.149)

Poznamenajme, Zze indukované napétie e}, posobi proti smeru elektrickému pradu i a je zname
ako tzv. elektromotorické napitiee,. Ak pre jednoduchy jednosmerny -elektricky motor
predpokladajme, Ze elektricky prad i pretekd armatirou rotora so znamym poc¢tom cievok n, potom z
rovnice pre magneticku silu F, ktord pdsobi na rotor s n cievkami, bude posobit’ magneticka sila F, ktora
je dana tymto vztahom

F=n-B-L-i. (10.150)

Ak uvazujeme, ze polomer rotora je r. Potom moment M,,,, ktory pdsobi na rotor je dany tymto

vzt'ahom

Mp=Fr=n-B:-L-i-r=K;-i, (10.151)

kde K¢ = n- B - L - r je konstanta kratiaceho momentu mechanickej Casti elektromotora.
Poznamenajme, ze linearna obvodova rychlost’ cievok je priamotimerna uhlovej rychlosti

pohybu v = w - r. Vyuzitim rovnice pre elektromotorické napitie e;, ktoré generuje napdtie

v pripade jedného vodi¢a a jej aplikovanim pre pripad rotora so zndmym pocétom cievok mn, potom

rovnica nadobudne tento tvar

ep=n-B:-L-v=nB-L-w'r=K;-w, (10.152)

kde Ko = n- B - L-r je konstanta elektromotorického napiitia elektrickej casti elektromotora.

Priklad ¢. 10.20.

Na Obr. 10.108 je znazorneny jednosmerny elektricky motor s hriadel'om, ktory je pripojeny
na zataz s krutiacim momentom M;. Predpokladajme, Ze tento hriadel' je dokonalé tuhy a ma
zanedbatelni hmotnost’; plni len funkciu torzného tlmiaceho ¢lena so znamou konstantou tlmenia

B = 0.1N.s.rad™ 1.

I, R, L,
E
+ -
Ug, fou, - M, M,

@ T EE) Y=

Obr. 10.108. Jednosmerny elektricky motor
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K tomuto hriadel’'u je pripevnena mechanicka Cast’ elektromotora so znamym momentom
zotrvacnosti I = 0.02 kg.m? aznamou konsStantnou mechanickej &asti K¢ = 0.1 N.m.A™ 1.
Elektricka cast’ pozostava z rezistora s odporom R, = 2 Q a cievky s induk¢nostou L, = 0.5 H.
Konstanta, ktora charakterizuje elektricka Gast elektromotora je Ko = 0.1 V.s.rad™1.

Odvod'te matematicky model tohto elektromechanického systému a rieSte jeho odozvu

simulaciou blokovej schémy v Simulinku.
RieSenie:

Na zéklade II. Kirchhoffovho zakona musi pre elektricka ¢ast’” daného elektromotora platit’

tato diferencialna rovnica

di
Ra-ia+La-d—s+eb=ua. (10.153)

Dosadenim znameho vztahu vézbovej rovnice e, = K, - @ za clektromotorické napitie ey,

v predchadzajtcej rovnici, dostdvame

di
Ra-ia+La-d—s+Ke-w=ua (10.154)
alebo
: diy .
Ra-la+La-E+Ke-(p=ua. (10.155)

Podobnym spdsobom pre mechanicku ¢ast’ plati tato diferencialna rovnica, ktoru odvodime

aplikovanim II. Newtonovho zakona

dw

I-
dt

+B =M, —M, . (10.156 )

Dosadenim védzbovej rovnice M,, = K; i, za moment motora My, dospejeme Kk tejto

diferencialnej rovnici 1. radu

I-6+B-w=Kiy— M, (10.157)

alebo
[-p+B-¢ =K i, — My, . (10.158)
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Spravanie sa systému elektrického motora teda moéZzeme opisat tymto systémom dvoch

diferencialnych rovnic

di
Ly — + Ryiy + Kew = uy, ,
dt (10.159)

I + Bw = Kyiy — My,

alebo

di,
Ly =2 + Ryiy + Kop =
age T Rala T Re®=ta, (10.160 )

1§ + B = Kily — My..
Tato sustava zapisana do maticového tvaru nadobuda tento vysledny tvar diferencialnych rovnic
[0 La] [i'a] * [Ke R, ] [ia] - [ u, ] - (10.161)

Odozvu systému budeme riesit’ pre uvazovany vstupny signal §tvorcového typu s amplitudou

u, = 10V a frekvenciou kmitania f = 1 Hz, pozri Obr. 10.109.

ua

| | | | | | | | |
0 1 2 3 4 5 -3 7 8 9 10
Time

Obr. 10.109. Vstupné napitie ua [V]

Block Parameters: DC motor ®

Subsystem (mask)

0.02] JE

Odpor Ra [Ohm]

2 B

Indukénost’ La [H]

Phi
L] ML dPhi —@ [os |
Ke=Kt

[0.1 JE

Parameters
E—b ua Phi i Moment zotrvaénosti I[kg.m~2]

3 Timenie B [N.s.rad”-1]
DC motor [0.1 JE

Cancel Help Apply

Obr. 10.110. Subsystém DC motora s maskou
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Ako vstupny signal na strane zataze budeme predpokladat’ Stvorcovy signal s amplitidou
M = 1 N.m, ktory je harmonicky meniacim sa signadlom s rovnakou frekvenciou kmitania f. Vstupné
parametre budeme nacitavat’ z masky subsystému, ktorti vytvorime pre subsystém DC motora, pozri
predchadzajici Obr. 10.110.

Blokové schéma elektrického motora, ktora simuluje odvodeny matematicky model systému

diferencidlnych rovnic, v ktorej je sme pouzili subsystém DC motor, je zndzornena na Obr. 10.111.

Vstupy
goooo
ua
Amp=10
Freg=1
goooo
00 |— (ML]
ML
Amp=1
Freq=1 DC motor

Obr. 10.111. Blokova schéma elektromotora

V predchéadzajucej blokovej schéme bol subsystém DC motor vytvoreny z dvoch samostatnych

subsystémov Elektricka ¢ast’ a Mechanicka ¢ast’, pozri Obr. 10.112.

ua

Elektricka ¢ast Mechanicka ¢ast

Obr. 10.112. Subsystém DC motor
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Jednotlivé subsystémy, ktoré¢ predstavuju modely diferencialnych rovnic pre elektricka
a mechanicku Cast’ elektro-mechanického systému, si znazornené v podobe blokovych schém na

Obr. 10.113 (a) a (b).

(@)

@

dPhi

2
. Phi

(b)

Obr. 10.113. Subsystémy: (a) Elektricka ¢ast, (b) Mechanicka ¢ast’

Riesenie odozvy elektrického motora na vstupné signaly napétia u, a momentu zat’aze M je

zobrazené na d’alSom Obr. 10.114.

Phi =

~ —

hl/\\/\/\/\f\f\f\/\r\/\

Obr. 10.114. Odozva elektro-mechanického systému DC motora — @[rad], dg[rad.s']
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10.7 PRIKLADY MODELOVANIA FLUIDNYCH SYSTEMOV

Tekutina je vSeobecny termin reprezentujici plyn alebo kvapalinu. Tekutinu povazujeme za
nestladitePnu v pripade, Ze hustota p sa nemeni s tlakom p, tzn. ze p # f(p) resp. p = konst..
V opa¢nom pripade tekutinu povazujeme za stlacitel’nu, tzn. hustota p sa meni stlakom p resp.
p = f(p) ateda p # konst. Vo vSeobecnosti vSetky plyny su uvazované ako stlacitel’né tekutiny, zatial’
¢o kvapaliny uvazujeme ako nestlacitePné tekutiny. Aj ked’ kvapaliny su v skuto¢nosti stlaitel’né,

zmena hustoty kvapaliny p nie je az tak vyznamna pri zmene tlaku tejto kvapaliny p.

Fluidné (tekutinové ) systémy vo vseobecnosti delime na dve skupiny:
a) pneumatické systémy

b) hydraulické systémy

Pneumaticky systém je systém, pri ktorom tekutinu uvazujeme ako stlacitePné médium,
na druhej strane v pripade hydraulického systému je tekutina uvazovana ako nestlacite’'né médium.
Typickym prikladom hydraulického systému je napr. hydraulicky systém, pri ktorom kontrolujeme
vysku hladiny kvapaliny v zasobniku resp. nadrzi, d’alsim prikladom mézu byt napr. rézne technické
upravne vody, hydraulické potrubné (transportné) systémy pripadne mechanicko-hydraulické
systémy, ktorymi st napr. servo-mechanizmus, hydraulicky motor a iné.

Pracovnym médiom pneumatického systému je stladitelny plyn (najCastejSic vzduch).
Na odvodenie matematického modelu pneumatického systému je nutné vychadzat’ z termodynamickych
vlastnosti plynov na zaklade, ktorych su definované vztahy pre zakladné stavebné prvky vsetkych
pneumatickych systémov.

Schematické znacky zakladnych prvkov pneumatického systému s uvazovanim hmotnostného

prietoku qy, st znazornené na nasledujicom Obr. 10.115.

R I c
P; = P, Py P: ¢ i L s A A
——" " )= (=) (5)
Gy LN
@ (b) (© @

Obr. 10.115. Schematické znacky pneumatického systému, (a) pneumaticky odpor, (b) pneumaticka indukénost,
(c) pneumaticka kapacita, (d) zdroje hmotnostného prietoku a tlaku

Rovnice zakladnych stavebnych prvkov pneumatickej indukénosti, pneumatickej kapacity

a pneumatického odporu pre pneumaticky systém st zhrnuté v nasledujucej tabulke.
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Tabul’ka 10.8. Zakladné stavebné prvky pneumatického systému

Pneumaticka indukénost’

v,
Pneumaticka kapacita

C

qm1 E_oqmz

Pneumaticky odpor

P1 — P2
qdm =P " 9=—F5

Kvapaliny na rozdiel od plynov su teoreticky nestladitePné tekutiny. To, Zze kvapaliny

uvazujeme ako nestlacitelné, vel'mi ulahcuje modelovanie hydraulickych systémov. Vseobecna

kategoria hydraulickych systémov su hydraulické systémy opisujuce zmenu vysky hladiny v nadobe

pocas Casu t, ktoré sa mézu vyskytnut’ v napr. Gpravniach a zasobariniach vod a v d’alSich inych

aplikaciach, napr. v chemickom priemysle (r6zne typy komplikovanych potrubnych systémov).

Schematické znacky, ktoré pouzivame pri zostavovani hydraulického systému st znazornené

na nasledujucom Obr. 10.116.

qm’

. p2 p1 {6666\ qmﬂ
qm!

(a) (b)

qul q2 @

(c)

Obr. 10.116. Schematické znacky hydraulického systému, (a) hydraulicky odpor, (b) hydraulicka indukénost’, (c)
hydraulicka kapacita, (d) zdroje hmotnostného (objemového) prietoku a tlaku

Dynamické spravanie sa hydraulického systému s uroviiou hladiny kvapaliny h mozZno opisat’

pouzitim objemového (hmotnostného) prietoku q (q,,), tlaku p aaktualnej vysky hladiny h

Ing. Martin Garan, PhD.
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v hydraulickom zé&sobniku. Poznamenajme, Ze pri modelovani hydraulickych systémov sa casto
uplatiiuje hydrostaticky tlak vo viacerych pripadoch, skor nez tlak dynamicky. Hydrostaticky tlak je
definovany ako tlak py,, ktory vznika v kvapaline v jej pokoji a je spdsobeny vlastnou tiazou samotnej
kvapaliny. Rovnice zakladnych stavebnych prvkov hydraulickej indukénosti, hydraulickej kapacity

a hydraulickej odporu pre hydraulicky systém mozno najst’ zhrnuté v nasledujucej tabul’ke.

Tabul’ka 10.9. Zakladné stavebné prvky hydraulického systému

Hydraulick4 indukénost dqm _ (p1 —Pp2)
dt 1
| dq  (p; —p2)
G =l =
m? h — p - S
Hydraulicka kapacita dp
C = mi ~Amz =P 1 =P q2
C
qmu q1 qul qz dm S(h)
Lo} ot 30
dp g
Hydraulicky odpor
R o) P1 — P
1 2
P; - E . 2 dm =P Q= R
=)
s
—>

Priklad ¢é. 10.21.

Na nasledujuicom Obr. 10.117 je znazorneny hydraulicky systém s jednym hydraulickym
zdsobnikom kvapaliny. Do tohto zasobnika, ktory méa prierezovi plochou A =2 m?, v kazdom
¢asovom okamihu priteka kvapalina zniamej hustoty p = 1000 kg. m~3. Vstupny objemovy pritok do
zasobnika je charakterizovany periodicky meniacim sa signalom pilovitého charakteru so
znamou amplitidou q; = 1.5m3.s™1 afrekvenciou f = 0.1 Hz. Kvapalina odtekd z nadrze
s odtokom q, cez otvor so znamym hydraulickym odporom R = 10000 Pa.m™3.s.

Odvod'te matematicky model, ktory definuje vztah medzi vySkou hladiny v zasobniku a
vstupnym pritok q;. RieSte odozvu tohto odvodeného matematického modelu simulaciou blokovej

schémy v Simulinku.
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e v\\\
R
] o L OT®@ L%
P; P
S

Obr. 10.117. Systém s hydraulickym zasobnikom

RieSenie:

Na zéklade zdkona zachovania hmotnosti pre hydraulicky systém podl'a Obr. 10.117 musi
platit’ tato diferencialna rovnica 1. radu
dm d(p-V) A dh
o = =P'A" 7 =qdmi " dmo =P 'di =P Yo »
dt dt dt
(10.162)
dh
' E =dqi— 9o -

Usporiadanim ¢lenov predchadzajicej diferencialnej rovnice mézeme dospiet’ k tomuto tvaru
matematického modelu systému

(10.163)

‘6 (10.164)

ktory ked’ dosadime do odvodenej rovnice systému, dostavame tento matematicky model systému

dh h-p-
P 8_ (10.165)

A— .
t+ R ql
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Riesme odozvu hydraulického systému simulaciou blokovej schémy v Simulinku, v ktorej ako
vstupny signal namodelujeme periodicky meniaci sa signal pilovitého charakteru s amplitidou

qi =1.5m3.s71 afrekvenciou f = 0.1Hz. Tento vstupny signidl je zndzorneny na grafe
Obr. 10.118.

Vstupny signal qi =

Time

Obr. 10.118. Vstupny pilovity signdl —q, [m*.s™"]

Systém rieSime nasledujiicim blokovym diagramom podl'a Obr. 10.119 v Simulinku pre cas
simulacie tg, = 100s, ak predpokladame, Ze pociatocna vySka hladiny vcase t = 0 bola

ho = 1m.

qi

Amp=qi
Freq=f

Waveform:sawtooth > qi h 4><I

Hydraulicky systém

Obr. 10.119. Blokova schéma hydraulického systému
V predchadzajiicej schéme sme pouzili na zjednoduSenie blokovej schémy Subsystém —

Hydraulicky systém, v ktorom sme namodelovali odvodeny matematicky model systému. Blokova

schéma tohto subsystému je zndzornena na Obr. 10.120.
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!

'
:

Obr. 10.120. Subsystém Hydraulicky systém

Potom odozva daného systému, ktora charakterizuje ako sa meni vy§ka hladiny v zasobniku,

je znazornena na nasledujucom grafe, pozri Obr. 10.121.

Obr. 10.121. Riesenie odozvy zmeny vysky hladiny v zdsobniku hydraulického systému h[m]

Priklad ¢. 10.22.

Na Obr. 10.122 je znazorneny hydraulicky systém, ktory pozostava z dvoch nadrzi, ktoré su
navzajom prepojené s ventilom so znamym odporom R;. Predpokladajme, Ze kvapalina s hustotou
p = 1000 kg. m~3 priteka do zasobnika &. 1 s objemovym pritokom q;. Zasobnik &. 1 ma prierezovu
plochu A; = 2m?. Kvapalina dalej pradi do zasobnika & 2 cez ventil so zndmym odporom
R; = 1.10°Pa.m™3.s s objemovym pritokom q;. Zo zasobnika & 2 s prierezovou plochou
A, = 1m? nakoniec kvapalina odtekd cez ventil sodporom R, = 1.10*Pa.m™3.s do
atmosférického tlaku. Ako pociatoéné vysky hladin v nadrziach v Case t = 0 predpokladajme tieto
hodnoty hjg =1m a hyg = 1.5 m. Odvod’te matematicky model pre takyto typ hydraulického
systému, ktory definuje vztah medzi zmenou vysky hladin v zasobnikoch a vstupnym objemovym

pritokom q;.
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Vstupny budiaci signal predpokladajme v tvare periodicky meniaceho sa signalu §tvorcového
charakteru s amplitidou q; = 1.5 m3.s™1 a frekvenciou f = 0.1 Hz. Rieste odozvu odvodeného
matematického modelu simulaciou blokovej schémy, ktor(i vytvorite v Simulinku pre simula¢ny ¢as

t = 100s.

N N
pr v\\\ //”——_V‘\\
R, R, q
h, p h, P /=
—> S, K p.
31 q1 S2

Obr. 10.122. Systém s dvomi nadrZzami
RieSenie:

Aplikovanim zdkona zachovania hmotnosti pre zasobnik ¢. 1, moéZzeme napisat’ tuto

diferencialnu rovnicu

v,
T =i (10.166)

kde

dv,
dt

dh,

d
=5tAh)=Ar——=d-a . (10.167)

Pre vystupny objemovy pritok vtekajici do zasobnika €. 1, ktory priteka do zasobnika cez ventil

s odporom R4, musi platit, ze

P1—P2 Patp 8 hi—(patp-g-hy)
R, R, - (10.168)

q: =
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To znamena, ze

_p'g'(hl—hz)
a1 = R, ' (10.169)

Dosadenim do diferencialnej rovnice, ktora plati pre zasobnik ¢. 1, dospejeme k tejto

diferencialnej rovnici

A _dh1_ p-g-(hy —hy)
1 F—qi—R—l- (10.170)

Podobne pre zasobnik ¢. 2 aplikovanim zdkona zachovania hmotnosti, musi platit’ tato

diferencialna rovnica

v,
= =% - (10.171)

Pricom pre neznamy vystupny objemovy odtok q,, ktory odtekd zo zasobnika ¢&. 2 do

atmosférického tlaku cez ventil s odporom R, musi platit’ tento vzt'ah

P2 —Pa_Patp g-hy—pa

% =5 5 (10.172)

a potom pre hl'adany objemovy odtok q, po matematickej Giprave, dostadvame tento vztah

_prghy
do="p— - (10.173)

Dosadenim predchéadzajtiiceho vztahu objemového odtoku q, do diferencialnej rovnice, ktora

plati pre zasobnik ¢€.2, dostavame druhu diferencialnu rovnicu systému

dh, _p-g-(hy—hy) p-g-hy

Az o0 R, R, (10.174)
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To znamena, Ze spravanie sa systému definuje tento systém dvoch diferencidlnych rovnic

prvého 1. radu

a9 prgr(hi—hy)
ST R, ’

dh; p-g-(hy—hy) p-g-h,
dt R, R, '’

Az

ktory mozno prepisat’ do tohto maticového tvaru systému

g _pg

Aq 0]_ hy n Ry R4 _[h1]=[Qi]

LR U4 T A R N 2 O
Ry R; R;

(10.175)

(10.176)

RieSme odozvu hydraulického systému simulacnou blokovou schémou v Simulinku. Ako

vstupny budiaci signal objemového pritoku namodelujeme tento periodicky meniaci sa signal

Stvorcového charakteru s amplitidou q; = 1.5 m3.s71

znazorneny na grafe podla Obr. 10.123.

a frekvenciou f = 0.1 Hz, ktory je

Vstupny signal qi

Obr. 10.123. Vstupny pilovity signal — q;[m? - s71]

Odozvu hydraulického systému dvoch spojenych zasobnikov budeme simulovat’ vytvorenim

blokovej schémy pre simula¢ny ¢as t = 100 s. V blokovej schéme, ktora je znazornena na d’alSom

Obr. 10.124, boli vytvorené dva subsystémy DR1 a DR2.
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Amp=gi 1

Freq=f
Waveform:sawtooth » gi h —P@

N

DR1

s

hz"E

DR2

Obr. 10.124. Blokova schéma hydraulického systému dvoch nadrzi

Pri tvorbe blokového diagramu podla Obr. 10.124 boli pouzité dva subsystémy, ktoré boli
namodelované podla odvodenych diferencialnych rovnic. Blokové diagramy tychto subsystémov DR1

a DR2 su znazornené na Obr. 10.125 (a) a (b).

qi

h1h2

h
(a)
h1h2
h2 h2

(b)
Obr. 10.125. Subsystémy: (a) DR1 a (b) DR2
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Riesenie odozvy hydraulického systému, ktora popisuje ako sa meni vySka hladin

v zasobnikoch €. 1 a €. 2, je znazornena na nasledujtcich grafoch podl’a Obr. 10.126.

2|
15/ \ /\ ~ ~ ~ P 7~ ~ ~ ~

1.5 — 2

Time

Obr. 10.126. Riesenie odozvy hydraulického systému — h; [m], h2 [m]
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10.8 PRIKLADY MODELOVANIA TEPELNYCH SYSTEMOV

Tepelné systémy st také systémy, v ktorych dochadza k procesom, ktoré sti charakterizované
prenosom tepla medzi objektom na iny objekt. Ak sa objekt s teplotou T nachadza v prostredi
s rozdielnou teplotou okolia alebo sa nachadza v blizkosti iny objekt, ktory ma ina teplotu, potom
nastava prenos tepla z objektu s vys$Sou teplotou na objekt s niZSou teplotou, ktory je dany
I1. termodynamickym ziakonom. Pre tepelny systém existuji len dva zakladne stavebné prvky a to
tepelny odpor a tepelna kapacita. Tepelna indukénost’ v pripade tepelnych systémov neexistuje.

Ako priklady tepelnych systémov mozno uviest napr. vykurovacie telesa, klimatizacie,
chladiace systémy a iné. Je nutné poznamenat’, Ze zakonitosti tepelnych systémov sa riadia podobnymi
principmi, ktoré platia pre fluidné systémy (pneumatické alebo hydraulické). Pripomenime si, Ze
v pripade fluidnych systémov sme definovali ako stavebné prvky fluidni kapacitu a fluidny odpor.

Ak hovorime o tepelnych systémoch, potom pre tieto systémy zadefinujeme tepelnu kapacitu
a tepelny odpor. Kym princip modelovania fluidnych systémov sa riadi zdkonom zachovania
hmotnosti, tak spravanie sa tepelnych systémov opisuje L. a II. termodynamicky zakon. Vztahy, ktoré

platia pre stavebné prvky tepelného systému mozno najst’ v nasledujucej tabulke.

Tabul'ka 10.10. Zakladné stavebné prvky tepelného systému

Tepelna kapacita

C=mc = pVc

q < q e
t1 - t2 C=ﬁ

dUu _d(cT) _ dT

FrT: E=Qti_CIto
Tepelny odpor
T, -T
R qc = R
T =) T |
=Y a) kondukcia
S-k
b) konvekcia
1
T, R 1 R=—

¢) salanie
4.
—>

qe=o0-¢eS- (T - T)
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Priklad ¢. 10.23.

Na Obr. 10.127 je znazorneny tepelny systém s vyhrevnym telesom vo vnutri izby, ktora je
obkolesena chodbou. Tepelny prenos je mozny iba cez jednu stranu tohto systému, ostatné Casti
predpokladame ako dokonale izolované. Vnutorna teplota v izbe v case t = 0 bola T, = 8 °, zatial’ o
teplota v okolitej chodbe bola Ty, = 4 °C . Ak vieme, Ze vonkajSia teplota prostredia je T, = 3 °C,
odvod’te matematicky model, ktory definuje vztah medzi dodavanym tepelnym tokom q; = 5W
a teplotami T, a Ty,

Rieste odozvu tohto systému formou simulacie blokovej schémy v Simulinku, ak
predpokladame, Ze pozname tepelny odpor steny izby, cez ktort dochadza k tepelnému prenosu t. j.
R, =1000°C.s/], dalej tepelny odpor medzi stenou chodby a vonkajSim okolitym prostredim
R,, = 2000 °C.s/] ataktiez tepelnu kapacitu izby a okolitej chodby ako C; = 1000 J/(kg.°C) a
C, =3000 J/(kg.°C).

Rx okolie T

o

R
1, |R
ohrievac T, R qu
W\
ROO 00 qt c1 \"’»
w m‘“’
i WI\D
izba D
0 N\
chodba C,
R

Obr. 10.127. Jednoduchy tepelny systém
RieSenie:

Tepelny tok q,.,, ktory prestupuje z izby do okolitej chodby cez jednu stenu, je dany tymto

vzt'ahom

Qrw = —p— (10.177)

kde R, je tepelny odpor izby. Podobnym spdsobom tepelny tok q,,,, ktory prestupuje z okolitej chodby

do vonkajSieho prostredia cez nezaizolovanu stenu, mézeme vypocitat’ tymto vztahom

Awo = —p—" (10.178)

kde Ry, je tepelny odpor stien.
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Diferencialna rovnica, ktora opisuje zmenu teploty v izbe T, ktora sa meni v zavislosti od

tepelnych tokov vstupujucich resp. opustajucich dant izbu, je definovana na zaklade tohto vztahu

dT, T, — Ty
C1'E=Qt—Qrw=Qt— R, '
(10.179)
dT, T, —Ty
CE TR, T

kde q; je vstupny tepelny tok, ktory dodava do izby vyhrevné teleso. Podobne moézeme odvodit
diferencialnu rovnicu, ktora opisuje spravanie sa systému pri prestupe tepla z okolitej chodby do

vonkajsieho prostredia

c dT,, _ T-Tw Tw—T,
2 dt qQrw Qwo = Rr Rw ’

JT T T T T (10.180)
C2 w _r w + w o] =0

To znamena, Ze matematicky model, ktory opisuje spravanie tohto tepelného systému, tvori

sustava dvoch diferencialnych rovnic 1. radu v tomto tvare

dT, T.—T,
Cl'dt R, = e
(10.181)
dT, T,-T, T, T,
CZ'T_R—r+E:E’

kde C4 a C, su tepelné kapacity izby a okolitej chodby. PrepiSme tento systém dvoch diferencialnych

rovnic do maticového tvaru

1 1 q

[cl o]_ T R, Ry [Tr]Z T, (10.182)

0 G, Tw 1 1+1 T R_ .
R: R, Ry "

Na rieSenie matematického modelu tohto tepelného systému vyuZzijeme blokovi schému, ktora
vytvorime v Simulinku. V tejto blokovej schéme namodelujeme dva subsystémy DR1 a DR2, ktoré

bud predstavovat’ jednotlivé diferencialne rovnice daného systému.
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Blokovu schému, ktora je zobrazena na Obr. 10.128, budeme simulovat’ pre vstupny tepelny

tok q; a simula¢ny cas tg, = 1800 s.

q » —E TrTw

DR1

To L

pasd

Obr. 10.128. Blokova schéma tepelného systému

Tvary blokovych diagramov, ktoré predstavujii jednotlivé subsystémy DR1 a DR2, st
zobrazené na nasledujucich Obr. 10.129 (a) a (b).

q

(b)
Obr. 10.129. Subsystémy: (a) DR1 a (b) DR2
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Vstupné parametre na simulaciu blokovej schémy podla Obr. 10.128 sme nacitali

prostrednictvom tohto Matlab skriptu v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
C1=1000;

C2=3000;

Rr=1000;

Rw=2000;

q=5;

%Pociatocné teploty
Tr=8;
Tw=4;
To=3;

Priebehy grafov, ktoré zobrazuju ako sa meni teplota v izbe T, av okolitej chodbe T,

v zavislosti na ¢ase t, su znazornené na nasledujucom Obr. 10.130.

14.005

4.004

14.003

.002

001

| | | | |
0 200 400 600 800 1000 1200 1400 1600 1800
Time

Obr. 10.130. Riesenie odozvy tepelného systému — T, a Ty, [°C]

Priklad ¢. 10.24.

V jednej z dvoch izieb Standardného dvojizbového bytu, ktorého zjednoduseny model je
znazorneny na Obr. 10.131, sa nachadza vyhrevné teleso dodavajuce do miestnosti vstupny tepelny
tok, ktory sa meni pulznym signalom s amplitidou q¢, = 3 W, s periodou T = 1000 s a Sirkou pulzu
40 %. Predpokladajme, Ze izby maji rovnaké tepelné kapacity C = 10000 J/(kg.°C). Ak vieme, ze
vonkajsia teplota Ty sa meni s ¢asom funkciou Ty(t) = 15 — 0.001 - t °C, odvod'te matematicky
model, ktory opisuje, ako sa meni teplota v jednotlivych miestnostiach T; a T,. Poznamenajme, Ze teplo
z miestnosti €. 1 a €. 2 ma moznost’ prestupu cez spolo¢nt stenu tychto izieb a d’al$iu stenu, ktorou pradi
teplo do vonkajSicho prostredia. Tepelny odpor tychto nezaizolovanych stien uvazujeme ako

R = 1000 °C.s/].
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Vykonajte simulaciu takéhoto tepelného systému formou vytvorenej blokovej schémy
v Simulinku pre uvazovany cas simuldcie tg, = 10000s a pociatocné hodnoty teplot

T;(0) = T,(0) = 20 °C v miestnostiach ¢. 1 a €. 2.

qt20 t3o

q
R 444 T 4% R
222

222
qto R
s VM I\
Roo g v T, "\, T, Rowo
s ViV A\ 2
Izba &. 1 C |izba¢. 2 C
Rx

Obr. 10.131. Model dvojizbového bytu
RieSenie:

Pre miestnost’ €. 1 mdzeme na zaklade I. termodynamického zikona napisat’ tato

diferencialnu rovnicu

du

E=Qto—Qt1o—Qt20- (10.183)
V predchadzajticej diferencialnej rovnici veli¢iny qy, Q1o @ G20 predstavuju tepelné toky,

ktoré vstupuju alebo opust’aju miestnost’ €. 1 cez steny s tepelnym odporom R. Pre zmenu vnitornej

energie U na zaklade tepelnej kapacity C v miestnosti ¢. 1 musi platit’, Ze

du dTy
E=C'E=Qti_Qtlo_Qt20 ) (10.184)
kde tepelné toky qQi, Q10 @ Gize SU
dti = dto»
_h-T
dtio = —p— (10.185)
T, — Ty
qt20 = R
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Predchadzajuce vyrazy tepelnych tokov teraz vyuzijeme a dosadime do matematického modelu

systému, tym dospejeme k tejto prvej diferencialnej rovnici matematického modelu

du_ . d1y
T = L =7 = i — Yt1o ~ qt20»
dt dt (10.186)
o.dT_ T,—T, T,—T,
at e TR R

Usporiadanim vyrazov v predchadzajicej diferencidlnej rovnici dostavame tento tvar

dT
RC-d—t1+2-T1—T2=th-R+T0. (10.187)

Odvod'me teraz druha diferencialnu rovnicu modelu, ktord definuje, ako sa meni teplota

v miestnosti ¢. 2. Na zaklade I. termodynamického zakona musi pre miestnost’ ¢. 2 platit’, Zze

U dT,
E=C'E=Qt1o_%3o» (10.188)

kde C je rovnaka tepelna kapacita ako v pripade miestnosti ¢. 1, vyraz i1, je znamym tepelnym
tokom, ktory prudi z miestnosti ¢. 1 do miestnosti ¢. 2 cez stenu s tepelnym odporom R, zatial’ ¢o
(30 j€ zatial neznamy tepelny tok, ktory optista miestnost’ €. 2 do okolit¢ho priestoru. Tento tepelny

tok mézeme vypocitat’ tymto vztahom

T, — T,
Qizo =~ (10.189)

Dosadenim vypocitanych tepelnych tokov do matematického modelu, ktory plati pre miestnost’

¢. 2, mozeme dospiet’ tejto diferencialnej rovnici

dT,
C'E=Qt1o—%3o ,
(10.190)
dT, _T1_T2 T, =T,

Tt R R’

nasledne usporiadanim vyrazov v tejto rovnici, dostdvame druhu diferencidlnu rovnicu systému

v tomto tvare

dT.
RC-d—tZ—T1+2-T2=TO. (10.191)
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Napokon matematicky model, ktory opisuje spravanie sa tepelného systému dvoch izieb podla

Obr. 10.131, je definovany tymto systémom dvoch diferencialnych rovnic 1. radu

dt,
RC'_+2'T1_T2=qt0'R+T0,

dt
(10.192)
dT,
RC'E_T1+2'T2 =T0.
Prepisme tento systém diferencialnych rovnic do simulinkovského tvaru
dT, 1
E=ﬁ'[Qto'R+To—2'T1+Tz] )
(10.193)

ar, _ 1 [Ty +T, —2-T,]
dt ~RC "% 1 2

Matematicky model systému ( 10.192 ), ktory sme odvodili budeme simulovat’ vytvorenim
blokovej schémy s dvomi subsystémami Miestnost’ ¢. 1 a Miestnost’ €. 2. Tieto vytvorime individualne
pre matematické modely odvodenych diferencialnych rovnic. Takto vytvorenu blokovu schému, ktora

je zobrazena na Obr. 10.132, budeme simulovat’ pre vstupny tepelny tok q., a simulacény cas

tgim = 10000 s.

Budiace signaly systému

.—G
qto qto T —><T Amplitude=gt0
Period=T

PulseWidth=40

Miestnost' ¢. 1
Intial Output=15 UpperLimit=35
Slope=-0.001 LowerLimit=-20
to
q qto
To
T2 T2 To
T
T
i & T2
Miestnost' €. 2 T2

Obr. 10.132. Blokova schéma tepelného systému
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Tvary blokovych diagramov, ktoré predstavuju jednotlivé subsystémy DR1 a DR2, st
zobrazené na nasledujucich Obr. 10.133 (a) a (b).

(a)

#Lﬂt‘? Lﬂia

(b)

Obr. 10.133. Subsystémy: (a) Miestnost’ ¢. 1 a (b) Miestnost’ €. 2

Vstupné parametre na simulaciu blokovej schémy podla Obr. 10.132 sme nacitali

prostrednictvom tohto Matlab skriptu v Model Workspace.

%Vstupné parametre systému
C=10000;

qte=3;

T=1000;

R=1000;

%Pociatocné teploty
T10=20;
T20=20;

Priebehy grafov, ktoré zobrazuju ako sa meni teplota T; a T, v zavislosti na Case t, st

znazornené na Obr. 10.134.

Ing. Martin Garan, PhD. Strana |477



gto
" o]
1
0
To
T —
10
T
2 g T |
| —
205
——
20',’
T2
20
— T2
[19.995]
19.99! =
0 1000 5000 7000 9000 10000
Time

478 |Strana

Obr. 10.134. Riesenie odozvy tepelného systému — qi, [W], Ty, Ty, T, [°C]



MODELOVANIE DALSICH TYPOV DYNAMICKYCH SYSTEMOV V SIMULINKU

Problémy na rieSenie
Problém 10.1.

Predpokladajme mechanicky systém kmitajicej hmoty zobrazeny na Obr. 10.135. Odvod’te
metodou postupného uvolnovania matematicky model tohto systému a rieste jeho odozvu simulaciou
v Simulinku. Parametre tohto systému si m = 100 kg, k; = 1000 N.m™!, k, = 2000 N.m™ ..
Systém je budeny otaéanim vacky, ktora generuje posuv dany harmonickou funkciu

u(t) =0.2-sin(t).

Obr. 10.135. Mechanicky systém ¢.1

Problém 10.2.

Kmitajuci mechanicky systém zobrazeny na Obr. 10.136, pozostava z troch kmitajucich hmot.
Tento mechanicky systém je v spodnej ¢asti budeny kinematickym budenim u(t) = 0.05 - sin(w - t),
kde w = 2-m-f a f = 5 Hz. Pouzitim metddy postupného uvolniovania odvod’te matematicky model
a zapiste ho do maticového tvaru. RieSte odozvu tohto systému simulaciou v Simulinku. Parametre
tohto systému st m¢ = 100 kg, m,. = 150 kg, my, = 200 kg, I,,; = 110 kg. mZ2,a=b=1.2m,
ks = 15000 N.m™!, k., =17000 N.nm!, ks =6000 Nm~!, k;, =7000 Nm™! a by =

by = 1200 N.s.m™ L.
W , be(t)
I o Ts |

) g_Ei-] l yi(t) kg_Ei-] 1 yi(t)

Obr. 10.136. Mechanicky systém ¢. 2
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Problém 10.3.

Predpokladajme pakovy mechanizmus, ktory je zndzorneny na Obr. 10.137. Pouzitim
energetickej metddy odvod’te matematicky model takéhoto systému a rieste jeho odozvu simulaciou
v Simulinku, ak vieme, Ze v tazisku paky pdsobi pulzujiica premenliva sila F(t) , ktorej amplitada je
F = 100 N. Pulzny signal sily sa meni periodou T = 2 s a jeho Sirka pulzu je 40 %. Parametre tohto
mechanického systému sa M = 100 kg, L = 1.5 m, k = 1050 N.m™!. Paku mozno modelovat’ ako
tycku so zanedbateI'nou hrabkou.

DO

S
-

F(t)

Xt
. —
AW m
Y ciccccs

Obr. 10.137. Pakovy mechanizmus €. 2

Problém 10.4.

Odvod’te matematicky model pre RLC obvod, ktory je zobrazeny na Obr. 10.138, zapiste do
maticového tvaru a rieste simulaciou v Simulinku pre simula¢ny cast = 1 s. Parametre tohto systému
st R=150Q, L =250 mH, C = 105 pF. Vstupné napitie u,(t) sa meni harmonicky funkciou
u,(t) =12-cos(w-t) +24,kdew =2 -n-faf =50 Hz.

C
A o o
i o+
+ +
N
ua(“) R L uO
L 2 0 -
L

Obr. 10.138. RLC obvod ¢. 1

Problém 10.5.

Odvod'te matematicky model pre elektricky obvod, ktory je zobrazeny na Obr. 10.139, zapiste
tento model do maticového tvaru arieSte simulaciou v Simulinku pre simulaény ¢as t = 0.5 s.

Parametre tohto systému st R = 150 kQ, C = 105 pF, L; = 150 mH, L, = 250 mH.
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Vstupné napitie u,(t) sa meni pulznym signalom s amplitidou u,(t) = 24 s periodou

T = 0.02 s a Sirkou pulzu 40 %.

U,

TC
T

Obr. 10.139. RLC obvod ¢. 2
Problém 10.6.

Odvodte matematicky model pre elektricky obvod zobrazeny na Obr. 10.140, zapiste ho do
maticového tvaru rieSte simulaciou v Simulinku pre simula¢ny ¢as t = 1 s. Parametre tohto systému
st Ry =2509Q, R, =350, C =300 pF, L =150 mH. Vstupné napétie u,(t) sa meni pulznym

signalom s amplitadou u, (t) = 12, periédou T = 0.05 s a Sirkou pulzu 50 %.

Obr. 10.140. RLC obvod ¢. 3

Problém 10.7.

Elektromechanicky systém zobrazeny na nasledujuicom Obr. 10.141, je budeny
jednosmernym elektromotorom. Predpokladajme, Ze induk¢énost’ L, = 500 mH, odpor R, =300Q a
konstanty elektrického a mechanickej Casti su Ky = Ko = 20. Mechanicka cast’ modelu pozostava z
momentov zotrvacnosti I, = 100 kg.m? al=150kg.m?a s tlmi¢ov viskézneho tlmenia
B, =0.05N.m.s.rad ' aB = 0.08 N.m.s.rad . Motor je na jednej strane zatazeny momentom
od zataze My, = 5 - sin(t) a na strane druhej momentom od motora M,,,. N4jdite matematicky model
opisyjici vztah medzi vstupnym napitim u,(t) =12-cos(w-t)+12, kde w=2-m-f a
f = 50 Hz, zat'azujucim momentom My, a elektrickym pradom i, s uvazovanim natocenia od motora
@, a nato¢enia hmoty ¢y, na strane zat'aze.

Vysledny matematicky model zapiSte do maticového tvaru a rieSte simulaciou blokovej schémy

v Simulinku pre simula¢ny ¢ast = 2s.
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Obr. 10.141. Elektromechanicky systém

Problém 10.8.

Nasledujuci Obr. 10.142 zobrazuje pneumaticky systém, ktory pozostava z dvoch zasobnikov

plynu s kapacitami C; = 3.5 x 103 kg.m?.N"1aC, = 4.5 x 103 kg.m?. N1,

Y
v
R, R,
pi . p1 p1 pE
m P, P h P, P
v
C, C,

Obr. 10.142. Pneumaticky systém

Suchy vzduch konstantnej teploty T =25°C(298K) prudi cez ventil sodporom
R; = 100 Pa.s.kg™! do zasobnika ¢&. 1. Tlak plynu na vstupe ventilu p; = 6 MPa je konstantny
a VACsi ako tlak py v zasobniku €. 1. Vzduch d’alej pradi do zasobnika €. 2 cez ventil s konstantnym
odporom R, = 200 Pa.s.kg™!. Odvodte diferencidlne rovnice systému, zapiste ich do maticového

tvaru a rieste simulaciou blokovej schémy v Simulinku pre simulacny ¢ast = 10 s.

Problém 10.9.

Nasledujuci Obr. 10.143 zobrazuje hydraulicky systém dvoch nadrzi s prierezovymi plochami
S; = 15m?aS, = 25 m?. Cerpadlo s konstantnym tlakom Ap = 5 MPa je pripojené v spodne;j ¢asti
nadrze ¢ 1 k ventilu s odporom R; = 15000 Pa.s.m™3. Kvapalina pritcki z nadrZe & 1 do
nadrze & 2 cez ventil s odporom R, = 25000 Pa.s.m™~3 a opusta nadr &. 2 cez ventil s odporom
R; = 18000 Pa.s.m™3.

Hustota kvapaliny je p = 1000 kg. m~3. Odvodte diferencidlne rovnice v zmysle h; a hy,

ktoré zapiste do maticového tvaru. Rieste odozvu tohto hydraulického systému simulaciou blokovej

schémy v Simulinku pre simula¢ny ¢as t = 1000 s.
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R, R

@,7,.®

| K
P. PJ|J

lth:qmzi

R,
@ @ quO

Obr. 10.143. Hydraulicky systém dvoch nadrzi s ¢erpadlom

Problém 10.10.

Na d’alSom Obr. 10.144 je zobrazeny hydraulicky systém dvoch nadrzi s plochami prierezu
S; =25m?a S, = 35 m?. Cerpadlo s konitantnym tlakom Ap = 10 MPa v hornej ¢asti pumpuje
sucasne kvapalinu do nadoby ¢&. 1 cez ventil s odporom R; = 20000 Pa.s.m™3 a do nadrze &. 2 cez
ventil s odporom R, = 15000 Pa.s.m~3. Obe nadrZe st v spodnej &asti prepojené prostrednictvom
hydraulického ventilu s odporom Rz = 15000 Pa.s.m™3. Z nadoby ¢&. 2 odteka kvapalina cez ventil
s odporom R, = 25000 Pa.s.m™3 priamo do atmosférického tlaku. Hustota kvapaliny je p =
1000 kg. m 3.

Odvodte matematicky model pre takyto hydraulicky systém dvoch nadrzi, ktoré opisuje ako sa
meni vySka hladin v zasobnikoch h; a hy v zavislosti na Case a vstupnom tlaku, ktory je vyvolany
pumpovanim cerpadla. Zapiste tento matematicky model do maticového tvaru a rieste odozvu takéhoto
systému vytvorenim blokovej schémy v Simulinku.

Pri tvorbe blokovej schémy vyuzite bezkontaktny prenos signadlov medzi jednotlivymi blokmi
a takisto subsystémy, ktorymi zadefinujete pre odvodené diferencidlne rovnice systému. Odozvu tohto

systému rieste pre simula¢ny ¢ast = 1500 s.
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Obr. 10.144. Hydraulicky systém s ¢erpadlom
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