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UvoD

Vybrané kapitoly mechaniky kontinua uvedené v tejto préci vznikali v rokoch 2009 az 2017
ako rozsirujuce doplnky monografii [1] a [2] na internetovej stranke mkp-fem.sk. Boli tvorené
ako samostatné casti najprv z oblasti geometricky a fyzikdlne nelinedrnych uloh telesa
z poddajného materidlu, potom zoblasti prudenia tekutin, zprenosu tepla, elektro-
magnetizmu, kontaktu telies a akustiky. Nakolko sa vo vsekych tychto pripadoch vySetruje
spojité kontinuum metddami mechaniky kontinua [3] dochadzalo pri naraste poctu kapitol bud’
k opakovaniu metdd, vztahov irovnic alebo kpotrebe <castého odvolavania sa na
predchddzajuce casti. Nakoniec z tohto vyplynula potreba spojit tento materidl do jedného
celku a spristupnit ho zaujemcom tym najjednoduchsim spdsobom — vo forme e-knihy
pristupnej na internete.

Linedrne ulohy mechaniky moZno pomocou komerénych vypocCtovych softvérov
(univerzalnych programovych systémov) skoro rutinne riesit s minimalnym a, Zzial, casto i
podceriovanym narokom na teoretickd pripravenost uzivatela; pri nelinearnych dlohach je to
tazko myslitelné. Uz len samotné zadavanie vstupnych dat (typ materidlu, okrajové podmienky,
konvergencéné kritéria, volba vhodného vypoctového modelu ai.) ako aj schopnost odhadu
doveryhodnosti vypocitanych vysledkov vyZzaduje dokladnu teoreticku i prakticku pripravu.

Tak ako je to zdOraznené v nazve, kniha je uréenda aj pre aplikacne zaloZzeného zaujemcu
a vacsina jej Casti ilustruje tedriu prikladmi alebo vyuZziva softvérové prostriedky na riesenie
jednoduchych vzorovych nelinedrnych udloh. Postupy a vyuZivanie softvéru pre analogické
redlne ulohy je potom uzZ obycajne len otazka vacsej pracnosti pri editacii vstupnych dat.

Kniha obsahuje kapitoly hlavne z troch fyzikalne odlisSnych Casti

e Statické geometricky a fyzikalne nelinearne ulohy telies z poddajného materidlu. Sem
patri predovsetkym kinematika velkych deformacii a sfiou spojené alternativne
miery napatia, dalej pruzne-plastické ulohy, viskoelasticita, viskoplasticita a krip.

e Dynamika tekutin s dérazom na turbulentné pruadenie, s ktorym sa skoro vyhradne
stretavame pri Ulohach technickej praxe.

® Prenos tepla srozborom jeho troch zakladnych sp6sobov: Prenos tepla vedenim
(kondukciou), salanim (radiaciou) a prudenim (konvekciou).

Uvedena problematika spolu s elektromagnetizmom, kontaktom telies a akustikou po
uvodnych teoretickych castiach je doplnena prikladmi, ktoré sa rieSia numerickymi metéddami,
ato metddou konecnych prvkov (MKP) a metddou koneénych objemov (MKO) s vyuZitim
programov Ansys Mechanical a Ansys Fluent. Pokial je to moZné, vyuZiva sa program
Mathematica 5 na priamy vypocet uUlohy zo zakladnych diferencidlnych rovnic, pripadne aj
program Matlab pri praci s maticovymi rovnicami.

Poznamenavame, Ze text knihy do urcitej miery predpoklada ovladanie zakladnych pojmov
a zakladnej linedrnej a nelinedrnej teérie MKP zhruba v rozsahu ucebnic [1] a [2].



1 Vztahy medzi posunutim a deformaciou. Geometrické rovnice

1.1 Malé deformacie

UvaZujme v kartézskom suradnicovom systéme priestorové deformovatelné teleso a
zataime ho statickou sustavou vonkajsich sil. PretoZe teleso je upevnené (nemodie sa
pohybovat ako tuhy celok) ucinkom tychto sil sa vychodzia konfiguracia (geometria) telesa
zmeni, body telesa sa premiestnia (posunu) do novej polohy - teleso sa zdeformuje.

Predpokladajme, Ze pozname vektor posunutia bodov telesa (deformacna formulacia MKP
ich poskytuje na koneénych prvkoch v aproximacnom tvare)

u(x,y,z)
(x,y,2) (1.1)

kde spojité funkcie u, v, a w su zlozky posunutia bodu xyz v smere suradnicovych osi. Zaujima
nas vztah medzi tymito funkciami a hladanymi funkciami, ktoré budd vyjadrovat mieru
deformacie telesa v jeho bodoch.

Vyznaéme vo vnutri nezatazeného telesa vo vSeobecnom mieste xyz diferencialny
(infinitezimalny, "nekonecne" maly, bodovy) objemovy element dxdydz (obr. 1.1).

y
C D dy
X
A B dz
7 dx
Obr. 1.1

Ucinkom zataZenia sa element posunie v priestore a zdeformuje (vzhladom na jeho velmi malé
rozmery sa uvazuje jednoduchy typ deformacie suvisiaci s definiciou napatia: zmenia sa jeho
dizkové rozmery - v smere stradnicovych osi sa natiahne alebo skrati - a porusia sa pravé uhly
medzi jeho stenami).

BI

A )

A dx B U, | Adx
Ug

Obr. 1.2
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Uvazujme na elemente dva body A a B na rovnobeZnej hrane s osou x a vzdialené od seba o
dx (obr. 1.2). U¢inkom zataZenia sa pévodnd poloha bodov A a B zmeni. Ich spojnica sa posunie,
zmeni svoju dizku a nato¢i sa. Pri malych deforméciach (e,<<1) zanedbavame ucinok
natocenia na dizku spojnice a za mieru deformacie elementu v smere x sa voli pomerna zmena
x-ovej vzdialenosti bodov
_ Adx  ug—u,

E, =

amn— 1.2
X dx dx (1.2)

t.j. podiel zmeny vzdialenosti bodov Adx k povodnej vzdialenosti dx. V pripade, ked sa element
v smere osi x len posunie ako celok (u;=u,), je pochopitelne ¢, =0. Ako vidiet, je to
bezrozmerné &islo i so znamienkom (s fyzikdlnym vyznamom pomerného prediZenia alebo
skratenia).

Posunutie uy urime z rozvoja funkcie u v bode A do skrateného Taylorovho radu. Vzhfadom

na malé deformacie sa uvazuju len prvé dva cleny

uB:uA—l—@dx (1.3)
Ox

¢o vlastne predstavuje linearizaciu funkcie u v okoli bodu A. Dosadenim (1.3) do (1.2)
dostavame vztah pre vypocet pomernej deformécie v bodoch telesa

0
e (x,y,2) :8—1 (1.4)

Je to vlastne gradient funkcie u(x,y,z).

Analogickym rozborom deformacie elementu v smere osi y a z by sme dostali

g, (x,y,z):g—; (1.5)
ez(x,y,z)zaa—vzv (1.6)

Funkcie ¢,, ¢, a ¢,, ktoré nazyvame normdlové deformdcie, vyvolaji zmenu objemu

y
elementu, ale neporusia pravé uhly medzi jeho stenami, pretozZe len posuvaju rovnobezné steny
elementu o rozdielnu hodnotu smere ich spolo¢nej normaly. Zatazenie telesa vsak vyvola aj tzv.
$mykové deformdcie ~,,, 7, a 7, ktoré vzajomnu kolmost stien narusia, priom ale

nezmenia objem elementu. Ak sa napr. bod C (obr. 1.1) posunie v smere osi x oproti bodu A o
hodnotu A, potom podla obr. 1.3

dy .y

A A /X YZ = evx

= A Obr.1.3
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opatovnym vyuzitim skrateného Taylorovho radu pre vyjadrenie u. dostavame

A=u,—u,=u,+—dy—u,=—d
c U A dy y—Uy ay y

Zvisla stena elementu sa takto nakloni o uhol

tam, A _0u
71 71 dy 0y

Analogicky pre natocenie vodorovnej steny (obr. 1.3) dostdvame

ov
Y Rtany, = ax

a Smykova deformdcia v rovine xy (celkova zmena pravého uhlu elementu v rovine xy) je

ou Ov
=y, = — o — 1.7
’Y)(y 71 ’72 ay aX ( )

Cyklickou zamenou premennych dostaneme Smykové deformacie v dalSich dvoch rovinach

ov  ow
_ov, 9w 1.8
Vyz az+8y (1.8)
ow Ou
=4+ 1.9
Y=o T 5, (1.9)
Suhrnne mozZeme tieto linearne zlozky deformacie vo vseobecnom bode telesa zapisat do
(pseudo)vektora
%
ox
Q
&y ay
& w
g, 0z
{e}= v [ 2w av (1.10)
Vye ;)y g"
Vo) |9V oW
0z dy
ow  ou
ox dy

V maticovom zdapise symetrického tenzora deformdcie sa uvaiuje tenzorova Smykova
deformdcia ¢; =¢; (obr. 1.3) na kaZdej stene elementu (ako polovicna hodnota celkove;

Smykovej deformacie) a plati

XX Xy Xz €11 €12 813 gx 0l57xy 0157xz
E=E, E, E,|=|&1 &y &3|=|057, £, 0,57, (1.11)

&1 & &3 0,57, 0,57, €

4
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kde Cleny ¢; ziskame z jednoduchého indexoveho zapisu

Loy o) 1

E. = u. .+u;: 1.12
) ox;  ox, ”') (1.12)

Pri deformacnej formuldcii pevnostnej ulohy, kedy primarnymi nezndmymi je pole posunuti,
vztahy (1.10) jednoznacne urcuju pole deformdcii. Pravda inverzny problém, ktory sa vyskytuje
pri silovej formulacii, je zloZitejsi, pretoZe zo Siestich zloZiek deformacie moZno jednoznacne
urcit tri zlozky posunutia len pri zohlfadneni obmedzeni kladenych na funkcie zloZiek deformacie
vo forme tzv. rovnic kompatibility.

1.2 Velké deformacie

Linedrne geometrické vztahy medzi zlozkami posunutia a deformdcie (1.10), resp. (1.12) v
materidlovych bodoch deformovaného telesa dobre vyhovuju pri velkom mnoistve
pevnostnych Uloh, pretoze dblezité materidly pouzivané v technickej praxi (kovy, betén, drevo,
sklo atd'.) dovoluju len malé hodnoty deformacii. Napr. ak jeden meter dlhy prat konstantného
prierezu natiahneme o 1 mm vyvoldme v lom ¢iselne mald pomernu deformaciu ¢, =0,001.
Takato deformacia vSak v ocefovom prute vyvold napatie o velkosti zhruba 200 MPa, ¢o je na
hranici medze sklzu beZnej ocele, u mnozstva inych menej tvarnych materidlov je to uzZ za
medzou pevnosti.

Pravda, existuje viacero materialov (napr. priemyselnd guma, niektoré plasty) a viacero
technologickych procesov (napr. rézne druhy tvarnenia ocele), kedy linedrne geometrické
rovnice nevyhovuju a pri simulaénych vypoctoch sa musia pouZit presnejsie vztahy. Odvodenie
tychto vztahov nie je jednoduché, existuje viacero postupov i pouZitych mier deformacie, nie je
jednoducha ani ich aplikacia v MKP. PodrobnejSie o tom piSeme v [2] av kapitole 4. Tu si
uvedieme len geometricky sp6sob odvodenia zloZiek Green- Lagrangeovho tenzora deformicie,
¢o uz umoznuje urcity pohlad na nelinedrne geometrické vztahy, ale treba povedat, Ze
vlastnosti a mozZnosti vyuZitia kazdej miery deformdcie sa daju hibsie ozrejmit vidy len spolu s
jej silovym partnerom - napatim.

Vratme sa k obr. 1.2 a upresnime zmenu dizky spojnice bodov A a B tak, Ze zohladnime aj
vplyv rozdielneho posunutia tychto bodov v smere osi y. Tento rozdiel sme oznacili 6 a
aproximaciou funkcie v v okoli bodu A skratenym Taylorovym radom dostavame

Vg =V, —i—%dx
takze
ov

O=vg—V, zadx

a deformaciou zmenenu dizku spojnice bodov vyjadrime pomocou Pytagorovej vety

. du . Y (ov Y du (Y (Y
AB =,|| dx+—d. —d. =dx,|[1+2—+| — —
\/( X+8x Xj J{ax Xj X\/ i 8x+(8xj +(8xj
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Zavedieme pomernu deformdciu (len kvoli jednoduchosti zapisu oznacenu rovnako ako pri

malych deformacidch)

AB —AB AB \/
E = = — 1 =

X AB dx

Ju (du
1+2—+| —
+ » +(

ox

-

Funkciu tvaru y14+x mozno rozlozit do radu 14 x/2+x*/8+... a predchadzajuci vztah, po

aproximacii ¢lena s odmocninou dvomi ¢lenmi radu, méZeme upravit na

ou

& ox

Analogicky mozno ukazat, Ze plati

ov
£,=—

dy 2

ou Ov
’yxy_

Oy Ox 0Oydx O0Oyox

1 (aujz (av)z‘
+=| | =— | +| =—
2|\ ox ox

1|( dv 2 ou 2]
+=| | =—| +| =—
dy dy

ov

v

(1.13)

(1.14)

(1.15)

Je vidiet, Ze ked su deformacie dostatocne malé, mozno kvadratické cleny zanedbat a

dostaneme zlozky deformacie odvodené vpredu pre takyto pripad.

Predchadzajuce vztahy staci uz len doplnit o analogické ¢leny pre smer osi za moZme zapisat

nezavislé zlozky Green-Lagrangeovho tenzora deformacie do vektora

ou
x
ov
£, g
g, ow
el |
2, [ | Ov vl
2¢,, ox oy
2¢,, a_W+a_V
dy 0z
ou ow
B

alebo v stru¢nom indexovom tenzorovom zapise

1
5/<£:§

(2 (2] 2
2| \ox ox ox
1f(2u) (v) ,[ow
2\ dy dy dy
1 (% [ 2+(8_W
2| oz 0z 0z
(N CANES
ox )\ dy ox )\ dy ox
A EONEAANES
dy )\ oz dy )\ oz ay
A EANEA LANES
| \Lox J\ oz ox )\ oz ox
au, 8u€+aum au,,
ox, O0x, OJx, 0x,
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0z
ow
0z
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Pozndmka: Ak prit o dizke l, rovnobezny s osou x na konci umiestnenom v zaciatku

stradnicového systému upevnenime a na druhom konci natiahneme o dizku A? potom sa jeho
dizka zmeni na ¢ =/, +A¢ a funkcia posunutia bude
Al -1,

u(x)= ZX = 7

X

Podla vztahu (1.3), platnom pre malé deformacie, Standardna "inZinierska" miera deformacie
pruta je

_Ou (-1,
€ing = 7. —
Ox L

Zo vztahu (1.13) pre Greenovu mieru deformacie pruta plati

2 B % 2_p2
R I et R E] IS R
ox 2\ ox 2y 20 4, 2 0

Pre malé deformacie (¢;,;, <<1) je rozdiel medzi obidvomi mierami zanedbatelny

I—1, (I-1)(1+1) -1 o .
€ = = = ~ =&

Ty b(th) Lo tAIL) B(24e,) 28

Green-Lagrangeov tenzor deformacie je nezavisly na tuhom posunuti a tuhej rotdcii telesa, a
preto sa v MKP casto vyhodne vyuziva pri rieSeni Uloh s malymi deformaciami ale velkymi
posunutiami a velkymi rotaciami v tzv. korotacnom sudradnicovom systéme [2] .

Pozndamka 2: Vratme sa eSte raz k obrazku, z ktorého sme urcovali zlozky Green-Lagrangeovho
tenzora deformdcie:

A (x,y') 3

A(x,y) dx By,

Obr. 1.4

Green-Lagrangeovsku pomernu deformaciu ¢, vyjadruje, ako sme uz uviedli, pomer

A'B'—AB
AB

SX:

Je to vyraz analogicky s malymi deformdaciami, ale vSimnime si, Ze teraz smer spojnice A'B’, a
teda smer ¢,, je iny ako smer AB, resp. dx. Zlozka ma smer totozny so smerom x', do ktorého

sa natodila Usecka dx ucinkom zatazenia. Ak pri dalSom zataZovacom kroku sa Usecka len
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posunie a natoci, bez zmeny vzdialenosti A'B', potom sa velkost deformacie nezmeni. Zlozky
Green-Lagrangeovskej deformdcie sleduju svojim smerom rotdciu elementu (materidlovej
Castice), ale ich velkost je na tejto rotacii (a samozrejme i na tuhom posunuti) nezavisla. Plati to
potom i pre ich partnerské (energeticky zviazané) napatové zlozky druhého Piola-Kirchhoffovho

napdtia (kapitola 5).
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2 Matice nelinearneho prutového prvku (vel’ké posunutia, vel'keé
rotacie, malé deformacie)

V kapitole 7 prace [2] sme sa zaoberali rovinnym prutovym prvkom pre velké posunutia a
rotacie. Uviedli sme, Ze pre pruty (prutové konecné prvky) s konstantnou hodnotou pomernej
deformdcie po ich dizke je tvorba matic prvku pomerne jednoduchd, pretoZe nie je nutné
vyjadrovat posunutie ani deformaciu vSeobecného bodu prata. Vtakomto pripade sa
deformacia vyjadruje pomocou suradnic a posunuti koncovych bodov pruta. Mozno tieZ zaviest
predpoklad (aproximdciu) o nemennosti prierezu pruta a modulu pruznosti pocas deformacie a
integraly vykonavat po zaliato¢nom objeme, resp. po zaciatoénej dizke pruta. Dokumentovali
sme to na tvorbe matic rovinného prutového prvku vhodného na rieSenie uloh s velkymi
posunutiami a rotaciami a malymi deformdciami. Pouzili sme Greenovu mierku deformacie
a pre urcenie matic prvku sme vyuzili princip minima celkovej energie prata. Volba Greenovej
deformacie formuldciu zjednodusila natolko, Ze ¢leny matic prvku sa dali vyjadrit explicitne
pomocou vseobecnych parametrov prvku.

Vychadzajuc z prace [4] odvodime teraz zdkladné matice takéhoto prvku pomocou
vektorového poctu s vyuzitim principu virtudglnych posunuti. Je to elegantny, i ked trochu menej
nazorny postup, ktorym mozno stéasne vytvorit matice rovinného i priestorového prvku.

2.1 Vektor vnutornych uzlovych sil prvku

UvaZujme tesne vedla uzlov vyrezany lubovolny prvok rovinnej prutovej konstrukcie (obr.
2.1), ktorého dizka je v zatiato¢nej (nezatazenej) polohe uréena velkostou vektora

X=X,-X, (2.1)

i(X,,Y,) Y,

Obr. 2.1
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kde
X=[x v, X=[x v] (2.2)

a kvadrat dizky pruta je
?=X"X (2.3)

Pre vektor x, udavajuci dlZzku prata po zatazeni, plati

x=X+u (2.4)
kde
X=X;—X;
(2.5)

takze kvadrat dizky pruta sa U¢inkom zataZzenia zmenil na
P =x"x=(X+u) (X+u) (2.6)

Teraz uZz mbZeme vyjadrit deformaciu prdta pomocou [ubovolnej z pouzivanych
jednorozmernych mierok (kap. 6 [2]); kvéli jednoduchosti zvolime Greenovu mierku (1.18)

52—L21T1Tj 1( 1JT 1 r
£ = ==—| X'u+=uu|==| X+=u| u=—(X+x) u 2.7
° 2P LZ( 2 2\ 2 2L2( ) (2.7)
ktorej variacia je
1 1
586 =L—2(X+U)T5u =L—2XT5U (28)

Prut je myslenym rezom vyrezany zo sustavy tesne vedla uzlov a jeho rovnovazny stav po
zataZeni zabezpecuju vnutorné uzlové sily sily q; a q; (ktoré sa v tomto pripade chovaji ako
vonkajsie koncové sily pruta - pozri obr. 2.1) a pre jeho rovnovahu plati princip virtudlnych
posunuti

W = W, — OW,

i = | NOesd 0 —q] SU, —q] S, (2.9)

L
Pretoze ried§ime Ulohu s malymi deformaciami mozno v (2.9) integrovat po zadiatoénej dizke
pruta L a po dosadeni J¢; z (2.8) dostavame

1

ow = 2

(NxT)(8u; - 6u;)dL—q] Su; -q]du; =0 (2.10)

O ey —~

Transponovanie tejto rovnice a Uprava dava
L 1 L 1
W = du] UL—ZNde—q,J+ su; [IL—ZNXdL—qjjzo (2.11)
0 0

Po vhodnej volbe virtualnych posunuti (jednotkové a nulové) a vyjadreni integralov dostaneme
dve rovnice
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X 4 X 4
=—-NZ==—NZ=n, =N==NZn 2.12

kde n je jednotkovy vektor v smere pruta v aktudlnej (zatazenej) polohe. Osova sila v smere
pruta pri pouziti Greenovej deformacie takto je

N, =N% (2.13)

Skreslenie sily N vyvolané pomerom //L je pri Ulohach s malou deformaciou zanedbatelne malé
Ak pre linearne elasticky material zvolime jednoduchu konstitutivnu rovnicu
N = EySy&, (2.14)

potom pre vnutorné uzlové sily pruta podla (2.12) plati
X X
qi :_EOSO‘C“‘GT qj :EOSO‘C"GT (215)

Po dosadeni za ¢, a x by sa ndzorne ukdzala nelinedrna zavislost zloZiek tychto sil od zloZiek

posunutia.

Pravda, v MKP sa pracuje s kompletnymi vektormi (stipcovymi maticami) prvku

X X; X; u; q; (2.16)
= , Xe = , ue = , e = .
RS X; u; a q;

kde uzlové vektory su jedno, dvoj, alebo trojélenné, podla toho, ¢&i sa prvok vyuzZiva v jedno,
dvoj, alebo trojrozmernom priestore. Doteraz odvodené vztahy moZno vyuZit aj s tymito

o [1
=l (2.17)

vektormi pomocou matice

kde | je jednotkova matica 2x2 pri rovinnom prute a 3x3 pri priestorovom prute. Aplikaciou
tejto matice v (2.3), (2.7) a (2.15) dostaneme

2 =X"X=XPX, (2.18)
e 1 T
&g ZF(Xe‘f—xe) Pue (219)

a nakoniec vektor vnutornych uzlovych sil prvku vyjadreny pomocou priestorovych (aktudlnych)
suradnic

E.S.;
Qo == 2 PX (2.20)

e

a pomocou materidlovych (zaciatocnych) suradnic

=eefep(X, +u,) (2.21)

e

e

19



2.2 Tangencialna matica tuhosti prvku

Tangencidlnu maticu tuhosti prvku vyjadrime ako vztah medzi diferencidlnym prirastkom
posunutia prvku du:d(uj—u,) a diferencialnym prirastkom vektora vnutornych uzlovych sil dq.

Podla (2.14) a (2.15) dostavame

dN N XdN N
dg. =—X———dx=| ———+—I|d(u. —u, 2.22
9 L L (Ldu Lj(") ( )
dq; =—dq; (2.23)

a pre derivaciu N podla zloZiek u s ohladom na (2.14) a (2.7)

dN __ _ deS ES E,S
oL ES, d‘i‘: == (X" +u7) = X’ (2.24)
(4 €

Po dosadeni tohto vyrazu do (2.22) a (2.23) dostadvame vysledok

dq; xx”  —xx’ du,
dqez[ d }z Ee_fe +ﬂP [ }szktdue (2.25)
dq; L|-xx" xx” | L |y

kde K¢,, je tangencidlna matica prvku vyjadrena pomocou priestorovych (aktudlnych) suradnic

prvku (2.4), pricom prva matica v tomto vztahu sa nazyva matica materidlovej tuhosti a druha je
matica geometrickej tuhosti.

Maticu tuhosti prvku vyjadrend pomocou materidlovych (zaciatocnych) sturadnic dostaneme,
ked do (2.25) dosadime (2.4)
K®=K;+K: +K¢ (2.26)

Je zloZena z linedrnej matice tuhosti

XX"  -xx’
KS = Eefe (2.27)
L [-XX" XX
matice tuhosti zac¢iato¢ného posunutia
£s | Xu'+uX+uu —(XuT+uX+uuT)
e =Zee (2.28)
L ~(Xu" +uX+uu’)  Xu+uX" +ud’
matice tuhosti zac¢iato¢ného napatia
e N.g NI -
K =—¢P=—¢ (2.29)
L, L 1

Matica K¢ sa vyuZiva pri tzv. totalnej Lagrangeovskej formulacii (kapitola 6) a rieSeni prutovych

konStrukcii pomocou MKP.

2.3 Totalna a aktualizovana Lagrangeovska formulacia

Pri numerickej analyze nelinearnych uloh pomocou MKP sa vonkajsie zataZenie obycajne
rozdeli na Casti a Uloha sa riesi vo viacerych zataZovacich krokoch. Dévodom je bud to, Ze
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vonkajSie zatazenie ma nelinedrny priebeh, alebo situacia, kedy iteracnd procedura nie je
schopnd s plnym zataZzenim konvergovat v jednom zataZovacom kroku. Pri Lagrangeovom
popise nelinearneho deformacného pohybu telesa sa v takomto pripade vyuzivaju dve zakladné
formulécie na urcenie jeho deformaéného a napatového stavu:

e totdlna Lagrangeovska formuldcia (TLF)
e aktualizovand (updated) Lagrangeovska formulacia (ULF)

V oboch formuldcidch sa pri aktudlnom ztaZzovacom kroku vyuZiva vztaind (znama)
konfiguracia. Pri TLF vsetky veliciny (posunutia, sily, napatia) sa vyjadruju pomocou zaciatocnej
nemennej konfiguracie a mierami deformdcie a napadtia su najCastejSie Green-Lagrangeov
tenzor deformdcie a druhé Piola-Kirchhoffovo napatie. Pri ULF sa v aktudlnom zataZovacom
kroku upravuje geometria z predchddzajiceho kroku, ktord potom slizi ako vztaind
konfiguracia pre dalsi zatazovaci krok. Pretoze takto pri ULF je vztaind konfiguracia
zdeformovanda, miery deformacie a napdatia su logaritmicka alebo Almansiho deformacia
(kapitola 4) a Cauchyho napétie. Obe metddy vypoctu maju svoje vyhody i nevyhody a volba
formulacie zavisi od typu ulohy a pouZitého materidlového modelu.

2.3.1 RieSenie nelinearnej prutovej sustavy pomocou totalnej Lagrangeovskej
formulacie

Princip TLF si ukdZzeme na priklade numerického riesenia jednoduchej geometricky nelinearnej
prutovej sustavy s velkymi posunutiami a rotaciami, ale malymi deformaciami. Pre potreby
programovania vyjadrime najprv explicitne vektor vnutornych uzlovych sil a tangencialnu
maticu vSeobecného prvku rovinnej prutovej konstrukcie, ktory sa v nezataZenom stave
nachddza v zaciatocnej (referenénej) konfiguracii urcenej stiradnicami uzlovych bodov i aj (obr
2.1). Po zataZzeni sa prut dostane do aktualnej polohy a zlozky posunuti uzlovych bodov, ktoré
vzniknu pri tomto premiestneni, usporiadame do vektora

ue=[u,. v, u vj]T (2.30)

Ak zavedieme X;=X,-X;,, Y;=Y,=Y,, u;=u;-u;, v;=v,—v;, potom pre kvadraty dlzok
nezatazeného a zatazeného pruta plati

L=X;+Y;
te=(x; +Uﬁ)2 +(Y vy )2
Zo zmeny dizky prdta moZno vyjadrit Greenovo pomerné prediZenie prata v aktudlnej polohe
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e

(2.31)

Zo (2.21) dostavame vektor vnutornych uslovych sil prvku
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1 0 -1 o] X+y —k

X

E.S.& ESe|l0 1 0 —1|Y+y —k

q, =256 p(X, +u,) =" T =s.o8| (2.32)
] . |1 0 1 0| X+y k,
0 -1 0 1 |YVY+y k,

kde ky =(X;+u;)/L,, k, =(Y;+v;)/L, a vzhladom na malé deformacie sme pre napdtie pruta
zaviedli of = E,&.

Tangencialnu maticu prvku a jej ¢asti mozno vyjadrit zo vztahov (2.26) az (2.29)

Ke =K +Ke +Ke ~Ese) A A1 ES. | B Bl 5051 (2.33)
s |-A A 2 |-B B L[4
kde
X X2 XY,
A:XXT:{Y/}[X/V Yj:]= ! ﬂzﬂ (2.34)
Ji inin in
2
B XuT +uX" +uu’ = 2Xj,uj,. +Uj Xj,-vj, +Yj,.uj,- +uv;; (2.35)
XV +Yuj +uv;; 2Y;vi +V/?i

Pri TLF nie je potrebné vyclefiovat z materialovej matice prvku maticu zaciato¢nych posunuti a
plati

K kk, k2 —kk, |
A+B (-A+B kK K2 —kk, -k’

KS, =K§+Ke = £ CA+B)|_Es,| Kk K v (236)
2 [(-A+B) A+B Lo | —ki —kk, ki kk,

2 2
—kk, K kk, K

2.3.2 Vypocet prutovej sustavy v programovom prostredi Mathematica 5

Odvodenie vektora vnutornych uzlovych sil a tangencidlnej matice elementu uz umoznuje
vytvorenie nelinedrneho programu MKP pre rieSenie telies tvorenych z takychto prvkov. Vo
zvolenom programovacom prostredi je to uz len otdzka algoritmizacie a programovania. V [2]
sme prvok zaradili do fortranovského programu NELMKP, tu ho vyuZijeme na tvorbu jedno-
duchého programu v programovacom prostredi bezne pristupného systému Mathematica 5.
Zaklad programu, aj priklad preberame z [2], ale program sme upravili pre pracu s viacerymi
zatazujucimi krokmi kvoli demonstracii totalnej Lagrangeovskej formulacie.

Pre pratovu sustavu na obr. 2.2 treba urcit posunutie posobiska sily F a velkost sil v prutoch,
ked je dané a = 1000 mm, h = 50 mm. Material a prierezy prutov su rovnaké s hodnotami E =
200000 MPa, S = 100 mm? . Ulohu treba rieit a vysledky vypisat v jednom behu pre hodnoty
sily F=2000, 3000 a 4000 N. V programe treba pouzit totalnu Lagrangeovsku formulaciu.
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2 Y

Obr. 2.2

Program na rieSenie Glohy v Mathematice 5 a vypocitané vysledky

(* PODPROGRAMY/FUNKCIE PROGRAMU *)

(*Vektor vnutornych uzlovych sil telesa/konstrukcie*)

VektorvnutUzlSil[a_,h_,c_,d_,E0_,SO_,u_,v_,print_]:=Module[{q},
g=Table[0, {2}, {1}];
gel=Vektorge[0,0,a,0,0,0,u+c,v+d,E0,SO,print,1];
g=AdiciaVnutUz1Sil[gel, {0,0,1,2},q9];
ge2=Vektorgela,0,2a,0,u+c,v+d,0,0,E0,S0,print,21];
g=AdiciavnutUz1Sil[ge2,{1,2,0,0},9];
ge3=Vektorgela, 0, 2a,-h,utc,v+d,0,0,E0, SO, print, 31;
g=AdiciavnutUz1Sil[ge3,{1,2,0,0},9];
Return[qgl];

(*Vektor vnutornych uzlovych sil prvku*)

Vektorqe[xi_,vi_ ,xj_,y3j_,ui_,vi_,uj_,vj_,EO0_,SO_,print_,el_]:=
Module[{x3ji,vyJji,uji,vii,L0,L,kx,ky,qge},
Xji=xj-xi;yji=yj-yi;uji=uj-ui;vii=vi-vi;

L=Sgrt[ (xji+uji) "2+ (yJji+viji)~2];L0=Sgrt [xJi"24+yJi"2];
eG=(L"2-L0"2)/ (2*1L0"2);

sigG = E0*eG;

If[print==1,Print ["NG" el," =", SO0*sigG, " n"]];
kx=(xji+uji) /L0; ky=(yJji+viji) /LO;
qe=50*sigG*{{-kx}, {-ky}, {kx}, {ky}};

Return[gel];

(*Prispevok prvku do vektora wvnitornych uzlovych sil
telesa/konstrukcie*)
AdiciavnatUz1lSil[pe_,kod_,p_]:=Module[{i,ii,neldof,q}, g=p;
neldof=Dimensions[kod] [[1]];
For[i=1, ifneldof, i++,ii=kod[[1]1];
If[1i>0,g[[11i,1]]+=pel[i,11111;
Return[qgl];

(*Tangencialna matica telesa/konstrukcie*)

23




TangMatTelesala_,h_,c_,d_,E0_,SO_,u_,v_]:=
Module [ {Kel,Ke2,Ke3,K},K=Table [0, {2}, {2}];
Kel=TangMatPrvku([0,0,a,0,0,0,utc,v+d,E0,SO0];
K=AdiciaMaticPrvku[Kel, {0,0,1,2},K];
Ke2=TangMatPrvkula,0,2a,0,u+c,v+d,0,0,E0,S0];
K=AdiciaMaticPrvku[Ke2, {1,2,0,0},K];
Ke3=TangMatPrvkula,0,2a, -h,utc,v+d,0,0,E0,S0];
K=AdiciaMaticPrvku[Ke3, {1,2,0,0},K];
Return([K]];

(*Tangencialna matica prvku*)

TangMatPrvku(xi_,vyi_,xj_,vJj_,ui_,vi_,uj_,vj_,E0_,S0_]:=
Module[{xji,yJji,uji,vji,L0,L,kx,ky},
Xji=xj-xi;yJji=yj-yi;uji=uj-ui;vii=vi-vi;
L=Sgrt[ (xji+uji) "2+ (yJji+viji)~2];L0=Sgrt [xJi"24+yJi"2];
eG=(L"2-L0"2)/ (2*1L0"2);
sigG= E0*eG;
kx=(xji+uji) /LO; ky=(yJji+vii) /LO;
konst=E0*S0/L0"3;
KeMat=((E0*S0) /LO) *{ {kx*kx, kx*ky, - (kx*kx), - (kx*ky)},
{kx*ky, ky*ky, —(ky*kx), —(ky*ky)},
{—(kx*kx), —-(ky*kx), kx*kx, ky*kx},
{-(kx*ky), —(ky*ky), ky*kx, ky*ky}};
KeGeo=( (S0*sigG) /LO)*{{1,0,-1,0},
{0,1,0,-1},
{-1,0,1,0},
{0,-1,0,1}1};
KeTang=KeMat+KeGeo;
Return[KeTangl; ];

(*Prispevok prvku do tangencidlnej matice telesa/konstrukcie*)

AdiciaMaticPrvku[KeTang_ ,kod_,Km_]:=

Module[{i, j,1i, 7J,NVE, K}, K=Km;

NVE=Length[kod];

For[i=1, i<NVE, i++,ii=kod[[1]];
For[J=1i, jJSNVE, j++, Ji=kod[[]J]];
If[1i>0&&33>0,K[[JJ,11]]1=K[[1i1i,]J]]l]+=KeTang[[1i,]]1]1111];

Return([K]];
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(*Iteracéné riesenie sustavy nelinedrnych rovnic Newton-
Raphsonovou metédou*)
NewtonRaphson [u0_,tol_,max_] :=Module[{norma=1,1i=0},
ux={u0[[1]],u0[[2]]};
Ktang[{u_,v_}]=K;
While[And[i<max, norma>tol],
ul=ux- (Inverse[Ktang[ux]]) .R[ux];

norma=Sqgrt [ (ul-ux) . (ul-ux)];
ux=ul;
i=i+1;]
Print[" Pocet iterdcii = ",1i-1];
Print[" Vysledny vektor nerovnovaznych sil R",i-1," =
", Rlux]];
Print[" Prirastok posunuti U",i-1," = ",ux]; 1;

(* VLASTNY NUMERICKY VYPOCET *)
F=0; a=1000; h=50; E0=200000; sS=100;
AF[1]=2000;
AF[2]1=1000;
AF[3]1=1000;
U[1]=0;
V[1]1=0;
Print ["VYSLEDKY VYPOCTU"];
(* Cyklus s tromi zatazZujucimi krokmi *)
For[i=1, i<4,
Print["krok = ",1i];
F=F+AF [1];
g=VektorvVnutUzlSil[a,h,U[i],V[i],E0,S,u,v,0];
Ri{u_,v_}]={gqll1]1]1[[1]],qll2]][[1]]1-F};
K=TangMatTelesal[a,h,U[i],VI[i],EQ,S,u,Vv];
Iteracia=NewtonRaphson[{0.,0.},0.001,30];
Uli+1]=U[i]+ul([[1]];
V[i+1]=V[i]+ul[[2]];

Print[" Vysledné zlozky posunutia volného uzla a sily v
prutoch"];

Print[" U= ",U[i+1]," mm"," v= ",V[i+1]," mm"];

g=VektorvVnutUzl1lSil[a,h,U[i],V[i],EQ,S,ul[[1]],ul[[2]],1]1;

i++];

VYSLEDKY VYPOCTU
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krok = 1
PoCet iterédcii = 5
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R 5
-6.72658x107°, 2.35265x10°°

Prirastok posunuti U 5 = {0.542913,25.9424}
Vysledné zlozky posunutia volného uzla a sily v prutoch
U = 0.542913 mm vV = 25.9424 mm
NG1 = 17591.3 N
NG2 = -4125.22 N
NG3 = 21762.8 N
krok = 2
PoCet iteracii = 3
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R 3 =
2.54659x107"%, 1.5109x107"°
Prirastok posunuti U 3 = {0.164869,6.27864}
Vysledné zlozky posunutia volného uzla a sily v prutoch
U = 0.707782 mm vV = 32.2211 mm
NGl = 24542.6 N
NG2 = -3768.66 N
NG3 = 28381.4 N
krok = 3
PoCet iteracii = 3
Vysledny vektor nerovnovaznych sil R 3 =
3.79077x1077, -2.06683x107"°
Prirastok posunuti U 3 = {0.141086,5.01706}
Vysledné zlozZzky posunutia volného uzla a sily v prutoch
U = 0.848868 mm vV = 37.2381 mm
NGl = 30851.3 N
NG2 = -3103.38 N NG3 = 34049.6 N

BlizSie informacie o programe i priklade mozno najst v [2].

vidiet z volania funkcii q a K, sa pri TLF nemeni. Vzhladom
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Tu uvadzame len niekolko

zdkladnych poznamok. Predovsetkym si treba vSimnut vykonnu cast programu s nazvom
VLASTNY NUMERICKY VYPOCET. Vietko predtym su funkcie programu, ktoré st volané so
zadanymi hodnotami z tejto casti. Po zadani vstupnych hodndt sa rozbehne cyklus troch
zatazovacich krokov. V prvom cykle so silou F = 2000 N sa vytvoria vztahy pre globalny vektor
vnutrnych uzlovych sil q a globalnu maticu tuhosti K s neznamymi zlozkami posunutiami
volného uzla u a v. Zavolanim funkcie NewtonRaphson so zaciato¢nymi nulovymi hodnotami u
a v sa rozbehne Newton-Raphsonova iteracia a vypocitaju sa a vypisSu prirastky u a v pre prvé
zataZzenie F = 2000 N. Zavolanim funkcie pre vypocet q s tymito hodnotami sa vypocitaju a
vypisu sily v pratoch pre prvé zataZzenie. Potom sa cyklus opakuje s novou hodnotou sily F, ale
vo vektore q, vektore nerovnovazinych uzlovych sil R a matici K sa uz zohladnia vypocitané
hodnoty posunuti. Zaciatocna konfiguracia prutovej sustavy (urCovana z hodnét a a h), ako

na typ ulohy a mald mieru




nelinearity, mozno vysledok pre silu F = 4000 N dosiahnut aj v jednom kroku a vysledok je
rovnaky ako v [2], o zaroven aj potvrdzuje spravnu programovu aplikaciu TLF.
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3 Napatie. Diferencidlne rovnice rovnovahy. Princip virtualnych
posunuti

3.1 Napatie

Uvazujme v kartézskom suradnicovom systéme priestorové deformovatelné teleso a
zatazme ho statickou sustavou vonkajsich sil. Sustava zatazujucich sil je v rovnovahe, obsahuje i
reakéné sily v miestach upevnenia telesa. U&inkom tychto sil sa teleso zdeformuje a jeho
vychodzia objemova a plosna konfiguracia V,, S, sa zmeni na aktudlnu konfiguraciu v, S (obr.

3.1).

Obr. 3.1 AktudlIna (zdeformovand) konfigurdcia telesa

Ked je teleso v rovnovahe, potom musi byt v rovnovahe aj kazda jeho cast. Ak teleso
rozrezeme myslenym rezom na dve Casti, tak je zrejmé, Ze pokial tieto ¢asti maju zostat nadalej
v rovnovahe, musia na seba pdsobit v myslenom reze vnutornymi silami, ktoré ich rovnovahu
zabezpecuju. Zo Siestich statickych podmienok rovnovahy napisanych pre odrezanu cast vieme
sice v myslenom reze urcit vyslednice vnatornych sil (Co v elementarnej nduke o pruznosti a
pevnosti pomaha pri rieSeni tzv. zdkladnych pripadov namdahania telies jednoduchych tvarov),
vo vSeobecnom pripade vSak nevieme, ako su vnutorné sily rozdelené po uvazovanom reze a
navyse treba vytvorit aj mierku na posudzovanie miery namahania telesa v jeho vseobecnom
bode.

Ak v myslenom reze vy¢lenime okolo bodu A velmi malu plosku A4S, situacia sa zjednodusi.
Na malej ploske mozno vnutorné sily spriemerovat a nahradit silovou vyslednicou AP (na velmi
malej ploske je momentovy ucinok vnutornych sil zanedbatelny) a za mieru namahania telesa v
tomto mieste sa potom voli pomer AP/AS, ktory sa pri limitnom zmenseni plochy A4S nazyva
napdtie

4P _dP

= lim —= (3.1)
450 A4S dS

Napatie vyjadrené tvare (3.1) je silovy vektor vztahovany na jednotku plochy, ktory vsak je
eSte aj funkciou smeru normaly rezovej plochy (jej ortogonalneho jednotkového vektora n),
pretoZe cez bod A mozno prelozit nekonecéne vela rezovych rovin.
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3.2 Transformacia napitia na pravouhlé roviny diferencialneho elementu

Predpokladajme Specidany pripad, ked rezové roviny v bode A suU rovnobeiné so
stradnicovymi rovinami. V takom pripade mozno vektory napétia na troch elementarnych
ploskdch dS, =dydz, dS,=dxdz a dS, = dxdy (obr. 3.2) rozloZit do zloZiek

p(n = el) =0,8, + Txyez 7,83
p(n=e,)=7,e,+0,e,+7,€, (3.2)

p(n = e3) =76+ szez +0,8;

Oy
— Tyx
Tyz
Txy

TZV —

o

TZX x

dy T..

y C. dz

X dx
z

Obr. 3.2

kde e,, e,, e; su jednotkové vektory v smere suradnicovych osi a devat hodnét o,, Ty s woer

0, su zlozky vektorov napatia na diferencialnych ploskach bodu telesa, ako je to znazornené na

obrazku. Napdtové zlozky o,, 0,, o, sa nazyvaju normdlové napitia, zlozky 7, 7,, 7,, 7, 7,

7,, sU $mykové napdtia. Napatie ma vlastnosti tenzora druhého radu a zapisuje sa ako matica

3x3 s roznym znacenim a indexovanim jej ¢lenov

o-x Txy sz O-xx O-xy O-xz O-ll 0-12 0-13
o=[o]=|7, o0, 7,|=|0, 0, 0,|=|0y 0, Oy (3.3)
sz sz O-z O-zx zy O-zz 0-31 0-32 0-33
D4 sa dokazat, Ze je to symetricky tenzor
Tyx =Ty
Tox = Txz (3.4)
sz =ty

a preto sa v aplikacnej mechanike, i v MKP, pracuje len so Siestimi zlozkami napéatia, Casto
zapisovanych do stipcovej matice - (pseudo)vektora

(3.5)

T
{G}:I:O-x O-y o, Txy Ty 7'-yz:l
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3.3 Vyjadrenie vSeobecného napitia v jeho rovine pomocou zloziek
Cauchyho veta o napéti hovori, Ze pomocou napati v troch na sebe nezavislych rovinach
iducich cez bod A, mozZno jednoznacne vyjadrit napatie v lubovolnej rezovej rovine iducej cez
tento bod. Vyjadrime jednotkovy normalovy vektor takejto vSeobecnej rezovej roviny v tvare
n=ne, +ne,+n,e; (3.6)
kde n,, n,, n, si smerové kosinusy vektora n v danom suradnicovom systéme. Potom napatie

v rezovej rovine bude suctom priemetov vektorov napatia z troch rovin elementu do smeru
vektora n

p=np(n=e,)+np(n=e,)+np(n=e;)

¢o s vyuzitim (3.2) dava
p=(0,n,+T,n,+7,n, )€
+(Txynx+0'yny+z' n )e2 (3.7)

zy''z
+(sz”x +7,n, +c7znz)e3
a v struénom skaldarnom indexovom zdapise
p; = 0jin; (3.8)
Je to napatie, ktoré vyjadruje Gcinok odstranenej Casti elementu (odstranenych zloZiek tenzora
napétia) na rovinu dS (obr. 3.3). Casto sa vyuZiva pri pisani silovych okrajovych podmienok (pre
plosny tlak alebo tah) na povrchu telesa - pozri napr. (3.15).

3.4 Analyza napaitia v bode telesa

Pri analyze napéatosti v bode telesa (z rovnic rovnovahy odrezanej ¢asti elementu na obr. 3.3)

Obr. 3.3

sa vyuziva vztah (3.8) v ktorom sa zohladriuje symetria tenzora napatia a plati
o;h; = p; (3.9)

alebo v nazornejSom maticovom tvare uz len so Siestimi nezavislymi zlozkami napatia
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O-X TXy TXZ nX pX
[el{n}=|7, o, 7,|in =10, ={P} (3.10)
TZX sz O-Z nZ pZ

Naklananim rezovej roviny (zmenou smerovych kosinusov n,, n,, n,) mbéZeme pri zadanom

yl
vektore napéitia {p} skimat zmeny zloziek napatia a vyjadrovat ich hodnoty pri Specidlnych

typoch napaétosti.

3.5 Diferencialne rovnice rovnovahy

V mechanike kontinua pri tzv. dlohe okrajovych hodnét pozndme hodnoty (funkcie) posunuti
a zataZeni na okraji telesa a hfadame funkcie posunuti, deformacii a napati vo vnutri telesa. Pri
analytickom rieseni Ulohy sa casto vychadza z (parcidlnych) diferencidlnych rovnic ulohy
(hfadané funkcie su vyjadrené vo forme gradientov funkcii), ktoré treba riesit pri zadanych
okrajovych, prip. i zaciatoénych podmienkach. V staticky zatazenom telese, ktoré je v
rovnovédinom stave, gradienty napitia sa pri prechode z bodu A(x,y,z) do bodu

A’(x+dx,y+dy,z+dz) nemdiu menit nezdvisle, ale musia spiiat diferencidlne podmienky
rovnovahy. Tieto podmienky zarucia, Ze aj diferencialna ¢ast telesa bude v silovej rovnovahe.
Z tychto Uvah vyplyva, Ze ak na telese v rovnovahe vycélenime ¢ast s objemom V s celkovou

povrchovou plochou S, potom integrdacia napatia p (3.7) resp. (3.8) po ploche S, Cize vyslednica
vsetkych povrchovych sil, sa musi rovnat nule

[pds=[a;nds=[ac,ds,=0
S S S
pretoZe aj tato cast musi byt v rovnovahe.
V telese viak mdZzu pdsobit aj objemové sily {b}=b;(x,y,z), t.j. sily na jednotku objemu, ako
vlastnd tiaz, odstrediva sila, magnetické sily, ktoré musime tiez zahrnit do podmienok

rovnovahy

[onds+[bdv=0
S v

Pomocou Gaussovej vety o divergencii1 aplikovanej v tomto pripade na trojrozmerny priestor a
tenzorovu veli¢inu o; moéZeme plosny integral v uvedenom vztahu transformovat na objemovy

s vysledkom
d0;
[| =2+ av=0

v\ %;

" Podla Gaussovej vety plati IXndS = J.VXdV , kde X je skalarna, vektorova, alebo tenzorova veli¢ina
s v
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a pretoZe tento vztah plati pre fubovolny objem telesa, musi byt integrand rovny nule a
dostavame skaldrne diferencidlne rovnice (podmienky) rovnovdhy telesa

aGj"+b =0
ox.

J
Pri zohladneni symetrie tenzora napatia mozno tuto rovnicu prepisat na

do;
= +h=0 (3.11)

X

a rovnice potom mozZeme pouZzivat len so Siestimi nezavislymi zlozkami napatia

do, 97T, N ot

X+ 2 +b, =0
ox ody dz
ot,, d0, Ot
Yoy Yy ip =0 (3.12)

Tymto diferencidlnym rovniciam musi pri danych okrajovych podmienkach vyhoviet kazdé
pole mechanického napatia O'U-(x,y,z) na spojitom objeme telesa, pokial ma spifiat podmienky

statickej rovnovahy.

Na zaver treba pripomenut, Ze napatie, s ktorym sme sa zaoberali v tejto Casti, je tzv.
Cauchyho (skutocné) napdtie, pretoze sme ho definovali na zdeformovanom (skuto¢nom,
aktualnom) tvare (objeme) telesa a pdsobilo na ploske udanej a vytvorenej jeho aktualnymi
suradnicami xyz; je to prave td miera napatia, ktord potrebujeme poznat pre hodnovernu
tuhostni a pevnostnu kontrolu zatazeného telesa. Pri jeho hladani z diferencidlnych rovnic
alebo z integralnych variacnych vztahov sa nevyhneme potrebe integrovat premenné po
neznamom zdeformovanom objeme telesa. S tym su spojené, Zial, pri nelinedrnych ulohach
(velké posunutia, velké rotacie, velké deformdcie, nelinedrne vlastnosti materidlu a i.), ako
uvidime neskér, znacné neprijemnosti.

Pri linedrnych Ulohach predpokladame, Ze vplyv rozdielnej polohy, tvaru a objemu aktualnej
konfiguracie oproti zaciato¢nej (vztaznej, vychodzej) konfiguracii telesa je zanedbatelny a ulohu
rieSime na znamej zaciatocnej konfiguracii. Napatie, ktoré uréime na tejto konfiguracii,
povazujeme za Cauchyho napatie.

3.6 Princip virtualnych posunuti

Princip virtualnych posunuti (deformacna verzia principu virtualnej prace [1]) patri k
zakladnym vychodiskam pre deformacnu formulaciu metéddy konecnych prvkov. Je to jedna z
foriem integralneho (energetického) vyjadrenia podmienok rovnovdhy deformovatelného
telesa.
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Princip virtudinych posunuti odvodime z diferencidlnych podmienok telesa (3.11), ktoré kvéli
zjednoduseniu zapisu medzivysledkov zapiSeme v najjednoduchsej forme

8(7,-]
_+bi=0 - O ‘—|—b’.=0 (3.13)

ij.J
ox f

Nech na ploche S, telesa su zadané deformacné (posuvové) okrajové podmienky u; a na ploche
S, silové podmienky (zataZenie) vo forme plo$ného tahu so zloZzkami p; (sustredené sily
neuvazujeme, mozno ich zahrut priamo do vysledku). Potom pre teleso platia diferencidlne

podmienky rovnovahy (3.13) so zakladnymi (Dirichletovymi) okrajovymi podmienkami

u =, na $ (3.14)

a prirodzenymi (Neumanovymi) okrajovymi podmienkami

o;n; =p; nas (3.15)

kde plocha telesa S=5,US,, S,nS,=0, a n; su zloZky jednotkového vektora normaly plochy

S,.
Aplikujme teraz na teleso virtudlne (myslené, zvolené) spojité funkcie posunuti ou;(x,y,z),

ktoré v mieste zadanych redlnych posunuti su nulové

ou; =0 na S, (3.16)
Potom pre teleso podla (3.13) dostavame
(G,.j/j+b,.)§u,. =0

a integral po objeme telesa sa musi tieZ rovnat nule

[(0y,;+b;)Suav=0 (3.17)

S
PretoZe v (3.17) m6Zme mimo S, funkcie ou; [ubovolne menit, tento vztah plati vtedy a len
vtedy, ked' su splnené diferencidlne podmienky rovnovahy (ked vyraz v zatvorke sa rovna nule).
Dostali sme takto ind formu vyjadrenia podmienok rovnovahy telesa.

Pomocou vzorca pre derivovanie sucinu (o-,j5u,) =0, ;6u; +0;0u; ; mbZeme (3.17) upravit na
7 ’ ’

J‘[(G,jé‘u,- ),j —0;0u; ; +b,0u; }dv =0

v
kde opét pouZijeme Gaussovu vetu o divergencii a transformujeme prvy ¢len v tomto vztahu na
plodny integral
J.(—O',jé'u,lj +b,5u,)dV+I(0U§uf)nde =0 (3.18)
v S
ktory sa podla (3.15) a (3.16) zmeni na

—0,0U; . +b.ou. )dV + | p;ou’dS =0 (3.19)
J(~oy6u,; +bdu,)dv + [ Bdu
4 S
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kde duf su zlozky virtudlneho posunutia na ploche Sp-
Vzhladom na symetriu tenzora napétia, a znamy vztah pre tenzor deformdcie ¢; (1.12)
mozZeme napisat
0;0U; ; = 0 E(&’u + 5“1/)} = 0;0€;

a z (3.19)dostavame vysledny vztah

[ o,68,dv = [b6u, av + [ p,6uPds (3.20)
v v S,
V maticovom zapise
[ 6" odv = [su'bdv + [ Su'pds (3.21)
"4 v S,

p

Integrandy v tychto vztahoch su skalarne hodnoty, ktoré maji rozmer prace [Nm] a zaraduju
sa takto do kategorie energetickych podmienok rovnovahy. Je to matematické vyjadrenie
principu virtualnych posunuti, ktory hovori, Ze ak na teleso v rovnovahe aplikujeme kinematicky
pripustné virtudlne posunutia, tak virtualna praca vnutornych sil sa rovna virtudlnej praci
vonkajsich sil, v stru¢nom zapise

W, = W, (3.22)

Pod pojmom virtudlna praca sa mysli praca realnych silovych veli¢in (napatia, vonkajsich sil)
vykonana na virtudlnych posunutiach. Napdtie a vonkajSie sily sa pri tomto myslenom
experimente nemenia, sU nezavislé na virtualnych posunutiach. VSimnime si tiez, Ze v
podmienkach rovnovahy telesa (3.20) su uZ, na rozdiel od diferencidlnych podmienok
rovnovahy, explicitne vyjadrené silové okrajové podmienky.

Ak je teleso rozdelené na siet konecnych prvkov, tak podmienky rovnovahy (3.20) platia aj
pre konecny prvok a v MKP sa princip virtudlnych posunuti ¢asto vyuZiva na formulaciu
linedrnych i nelinedrnych konecnych prvkov [1], [2].
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4 Kinematika kone¢nych (vel'kych) deformacii

4.1 Pohyb telesa. Materialové a priestorové suradnice

Deformovatelné teleso v mechanike kontinua predstavuje spojitu oblast materialovych
bodov (materidlovych Castic), ktora v procese zataZzovania vykondva v priestore vo vieobecnosti
zloZity pohyb. Tento pohyb moZno myslene rozloZit na pohyb telesa ako tuhého celku a jeho
deformdciu, vyvolanu zmenou vzdialenosti medzi bodmi telesa. Kinematika Studuje a opisuje
tento pohyb bez ohladu na vonkajsSie a vnutorné sily, ktoré tento pohyb vyvolavaju. Keby sme
tuto problematiku na tomto mieste nezlzili, museli by sme hovorit o oblasti kontinua a nie o
telese, o pohybe castic kontinua a nie Castic telesa a museli by sme rozsirit Gvahy a vztahy aj do
oblasti fluidnej mechaniky a termomechaniky (kapitola 20, [5]).

Nazvime suhrn materidlovych bodov tvoriacich model telesa v ¢ase t jeho konfigurdciou.
Konfigurdcia bez deformacii v ¢ase t=0 nech je zaciatocnou konfiguraciou telesa. Polohu
materidlovych bodov v zaciato¢nej konfiguracii budud uréovat v kartézskom suradnicovom
systéme s bazovymi (jednotkovymi) vektormi E, (obr. 4.1) tzv. materidlové (Lagrangeovské)

suradnice

V zaciato¢nej konfiguracii budeme materidlové body telesa oznacovat velkymi pismenami a
ostatné veli¢iny indexom nula: objem V,, plochu S, dlzku /,, hustotu materidlu p, .

X3, X3

Obr. 4.1

V procese zataZovania sa teleso deformuje a posuva v priestore a v ¢ase t materialové body
zaujimaju polohu udanu priestorovymi (Eulerovskymi) siradnicami

X=X, (4.2)

[t}
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kde x; su zlozky polohového vektora bodu v tejto tzv. aktudlnej konfiguracii. Polohové vektory
bodov v aktudlnej konfiguracii, ako vidiet zo (4.2), m6zu byt vyjadrené v inej baze - udanej e;,
budeme v3ak uvaZovat zhodnost E, a e;; pri niektorych veli¢indch vSak ponechdame ich
rozdielne oznacdenie, aby sme vyjadrili prislusnost danej veli¢iny ku zacdiatocnej alebo aktualnej
konfiguracii telesa. V aktudlnej konfiguracii budeme oznacovat objem V, plochu S, dizku ¢ a
hustotu p.

Zlozité fyzikalne vztahy medzi zadiatocnou a aktudlnou konfiguraciou budeme skimat teraz
len z kinematického hladiska, takze funkciu vyjadrujicu polohu bodov v aktualnej konfiguracii
mozno vyjadrit v tvare

x=x(X,t) (4.3)
Zapis pohybovej vektorovej funkcie x(X,t) na pravej strane tejto rovnice je sice nazorny, ale

oznaclenie je totozné s oznacenim polohového vektora bodu, a preto sa mbézme stretnut aj s
ekvivalentnym zapisom pohybu telesa v tvare

x=¢(X,t)=x(X,t) (4.4)
kde ¢(X,t) je funkcia popisujuca (mapujuca) tento pohyb.

Ak si zvolime materidlové suradnice X a ¢as t za nezavislé premené - takto vystupuju napr. v
rovniciach (4.3) a (4.4) - potom takyto popis pohybu sa nazyva materidlovy alebo Lagrangeovsky
a hovorime o Lagrangeovskej (materialovej) formulacii. V takomto pripade ak si v zaciatocnej
konfiguracii vyznacime fubovolny materialovy bod P so suradnicami X, potom vo vSeobecnosti

nelinedrna funkcia XP(t)=¢(XP,t) urcuje zakrivenu pohybovu drahu (cestu) materidlového

bodu P (jeho polohového vektora) pocas vySetrovaného pohybu telesa. Pre urcity konkrétny

nemenny cas t, funkcia X= ¢(X,t,,) zase uddava deformovanu konfigurdciu telesa v tomto case.

Pri Lagrangeovskej formulacii a rieseni Ulohy moéZme teda sledovat pohyb a deformacnu
zmenu telesa od zaciatocCnej konfiguracie az po aktualnu, ¢o je nevyhnutné pri dlohach, ktoré su
z nejakého dovodu (napr. materialového) od tejto cesty zavislé, nehovoriac o tom, Ze je pritom
obycajne potrebné poznat aj zdeformovany tvar telesa.

Mozna je aj formulacia ulohy, kedy nezavislé premenné siu X a t, a ktord sa nazyva
priestorovd alebo Eulerovska formulacia. S takymto opisom pohybu ¢astic kontinua a naslednou
formuldciou i rieSenim ulohy sa moZeme stretnut hlavne vo fluidnej mechanike (¢ast 20.2).
Nezavislym priestorovym suradniciam sa vSak niekedy nedd vyhnut ani pri nelinedrnych
pevnostnych ulohach, kde sa preferuje Lagrangeovskd formulacia, najma pri tvorbe
konstitutivnych rovnic (vztahov medzi deformaciou a napatim). Pravda, jednoznacnd vdzba
medzi fyzikdlnym vztahom vyjadrenym pomocou jednych alebo druhych suradnic vyplyva z
pohybu telesa, ktory je , samozrejme, na suradniciach nezavisly. Je teda mozné transformovat
kazdy vztah z jedného systému suradnic do druhého - nie je to vSak vidy jednoducha zéleZitost.
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4.2 Deformacny gradient. Natiahnutie (stretch)

V predchadzajucej casti sme ukazali, Ze ak si v zaciatocnej (nedeformovanej) konfiguracii
zvolime vsobecny bod s polohovym vektorom X, potom jeho polohu v aktudlnej
(deformovanej) konfiguracii uréuje vektor x=g¢(X,t)=x(X,t). Nelinedrnu vektorovd funkciu ¢
mozno v okoli bodu X rozvinut do skrateného Taylorovho radu (linearizovat v okoli tohoto
bodu) pri nemennom case t

o(X+dX,t) = 9(X,t)+Vyp(X,t)-dX+o(dX?) (4.5)

kde vyraz
F(X,t) =Vyo(X,t)=Vyx(X,t) (4.6)
sa nazyva deformacny gradient. PretoZe je to gradient vektorovej funkcie, je to tenzor 2. radu

axXt 3 3

ZZ ax e, ®E, (4.7)

i=11= 1

F(X,t)=

Pri deformacnom pohybe telesa sa Usecka dX spdjajuca dva susedné materidlové body X a
X+dX premiestni a zmeni na Usecku dx (obr. 4.1) pricom plati

dx =x(X+dX)—x(X)=FdX (4.8)

Deformacny gradient podla (4.8) obsahuje v sebe délezitu informdciu o deformacii (natiahnuti a
natoceni) materidlovej Usecky dX po jej deformacnej transformdacii na dx, o je vlastne
informacia o deformacii v okoli bodu, ktory je v zaliatoénej konfiguracii uréeny vektorom X.
Udaje o priestorovom posunuti (premiestneni) tohto bodu uréuje vektor posunutia
u(X,t)=x(X,t)—X (obr. 4.1) a potom pre deforméciu Useky dX tieZ plati

ox ., d(X+u)

dx=FdX=—dX= dX=(1+D)dX 4.9
X X (1+D) (4.9)
kde | je jednotkovy tenzor a D je tenzor derivdcii posunutia alebo tenzor gradientu posunutia

(displacement-derivative tensor, displacement gradient tensor).

Pre potreby algoritmizacie a pripadného programového spracovania, ale aj kvoli vacsej
nazornosti, je uZito¢né zapisovat dolezité tenzory vo forme matic. Deformacny gradient podla
(4.7) je

ox, ox; ox; | [ % a_X a_X 7
0X; 0X, 0X; oX oY 0Z
dx, 0x, Ox, | |dy dy Oy

F= | XY 4.1
X, oX, o, | |ax v oz (4.10)

ox; Ox; Oxg 9z dz oz
X, 0X, oX,| LIX Y 0Z]

a matica tenzora derivacii posunutia podla (4.9)
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du; Oy dup | oy du du
dX; 9X; 09X oX dY oZ
ou, du, du, v dv ov

D= -|= = =Z 4.11
X, X, Xy | | X oY oz (4.11)

du; dus  us ow Jdw ow
oX, oX, oXx,| L9X dY dZ]

Zo (4.9) vyplyva vztah
F=1+D=1+Vyzu (4.12)

ktory je v MKP zakladnym zdrojom urcovania deformacného gradientu v integracnych bodoch
prvkov vypoctového modelu telesa. V iterathom procese vieme totiz v kone¢nych prvkoch
vyjadrit aproximacné funkcie zloZiek posunuti u(X,Y,Z,t) a z nich aj potrebné derivacie do
(4.11). Z hladiska MKP mézeme tenzory D a F v dalSej analyze kinematiky deformacie
povaZovat za zname veliciny.

4.3 Miery deformacie

UvaZujme v zatiato¢nej konfiguracii telesa Ciarovy element dX s dizkou dL, ktory sa
U¢inkom deformaéného pohybu telesa natiahne (alebo skrati) na dx o dizke df a vo

vSeobecnosti sa aj natoci. Podla (4.9) plati

dx =X 4X = FaX (4.13)
oX
Po vydeleni oboch stran tohto vztahu si¢inom dLd/ dostavame
ox
An=—N=FN 4.14
X (4.14)

kde

daX dx
dL d/
su jednotkové vektory, ktoré uréuju smery Ciarového elementu pred a po deformacii. Koeficient
natiahnutia (stretch ratio) alebo pomerné natiahnutie A uréuje pomernd dizkovd zmenu

elementu
d/
A=— (4.16)
dL
Rovnicu (4.14) upravime tak, Ze na oboch stranach urobime skalarny sucin vektorov so sebou

samym
(4n)-(4n)=(FN)-(FN)

a postupnou Upravou dostavame
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(An)-(n)= A?(n-n)= 2> =(FN)-(FN)

—N.E”
=N-F’ (FN) (4.17)
=N-(F'F)N
=N-CN
kde, ako vidiet, pre tzv. pravy Cauchy-Greenov tenzor deformdcie plati
C(X,t)=F'F (4.18)

Dostali sme tak jednu z pouZitelnych mier deformacie telesa namahaného priestorovou
napatostou. Ak v zaciatocnej (referenénej) konfiguracii zadame smer N pre iarovy element
dX, potom tenzor C umoznuje urcit natiahnutie A4 tohto elementu po jeho deformacnej
zmene na dX v aktualnej konfiguracii.

Doélezity a Casto vyuZivany tenzor deformacie dostaneme z analogickej analyzy rozdielu
kvadratov dizok o/ a dL

d0? —di* = (dx-dx)—(dX-dX)

~~ ~—

= (FdX)-(FdX)—(dX-dX)
=dX -F" (FdX)-(dX-dX) (4.19)
= dX-(CdX)—(dX-dX)
=dX-(C-1)dX
=dX-2EdX
kde
1 1
E(X,t)=_(C-1) :E(FTF—I) (4.20)

je Green-Lagrangeov tenzor deformdcie. VyuiZitim inverzného vztahu (4.9) a analogickym
postupom (ale teraz vyliéenim X ) by sme dostali Almansiho (Eulerovsky) tenzor deformdcie,
ktory je funkciou priestorovych suradnic

e(x,t) :%(i—b‘l) (4.21)

kde
b=FF (4.22)
je lavy Cauchy - Greenov tenzor deformdcie.

PretoZe sa zaujimame o deformaciu telesa, budeme sa v dalsom predovsetkym venovat
Lagrangeovym mieram, ktoré su funkciou materidlovych suradnic, a to hlavne Green-
Lagrangeovmu tenzoru deformacie E, ktory sme vyuzivali v [2]. Jeho hlavné vlastnosti mozno
zhrnut takto:

e Je to symetricky tenzor a jeho nezavislé ¢leny mozno po rozpisani podla vztahov (4.20) a
(4.12) vyjadrit v pseudovektorovom tvare (vhodnom pre maticové operacie a programové
spracovanie)
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‘ 1(a_uz+a_vz+(a_w2 |
oau 2{ \ox ox oxX
ox
aV 1 (% 2+ ﬂ 2+(8_W ’
E Y 2| Loy )4 oY
E
Ey aa_W 1 (au 2+ ov 2+(8W 2
2 Y4 S35 Y35 Tl oy
{E}= = = 2|\ 0z 0Z Z (4.23)
Bl 22 du(ou) (v av) (aw)(d
2, | |ox ov (_u (_u +(_v (_v +(_W (_W
- w v ox )\ay ) lax \ay) \ox Loy
B A B ENEA AN ™
du_ ow oy \oz) \ay )\az) \ oY )\ 9z
S (Y NN EANET
Lax )laz) \ax \az ) Lox )\ oz )]

e MozZno dokdzat, Ze je nezdvisly na Cistej rotdcii telesa ako tuhého celku, ¢o je prirodzena
poziadavka na mieru deformacie. Uvazujme nedeformované teleso v zaciatocnej konfiguracii,
ktoré sa pohybuje ako tuhy celok. Takyto pohyb moino zloZit z rotacie okolo zadiatku
suradnicového systému a z Cisto translacného pohybu

x(X,t)=R(t)X+x,(t) (4.24)

kde R je tenzor rotacie a x; je vektor translaéného pohybu. V takomto pripade ale podfa (4.7)

plati F=R a k deformacii nedéjde, lebo z definicie Green-Lagrangeovho tenzora deformacie
(4.20)dostaneme

E=~(R'R—1)=(1-1)=0

kde sa zohladnilo, Zze R je ortogonalny tenzor.

e Je zovieobecnenim jednoosového Greenovho pomerného predizenia & :%(/12 -1), ktoré z

neho dostaneme pri Cistej jednoosovej deformdcii. Vtedy deformacny gradient podla (4.20) je

dé/dL 0 O
F= 0 1 0
0 01
a zo (4.20) dostavame
defdl 0 olde/d o o] 1 o o) |3(#47-1) o o
E:%(FTF—I)% o 10| 0o 10|01 0|z O 0 0] (4.25)
0 0 1 0 0 1 0 01 0 00

Pri vSeobecnej deformacii podla (4.19) plati
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%(dfz —dl’) = dX-EdX (4.26)

a po vydeleni s di*

2 2
ardt X gdX g -Y(2-1)-NEN (8.27)
2dl dL dL 2

kde N=dX/dL udava zvoleny (udany) smer elementarnej Usecky d X vychddzajicej z bodu X

zaciatocnej konfiguracie telesa.

Takto pre elementdrnu Usecku transformovanu do aktudlnej konfiguracie dx=FdX méinoz F
urcit Greenovu deformaciu a pomocou (4.14) alebo (4.15) aj jej smer n.

Priklad 4.1 Analyza deformdcie pomocou deformacného gradientu

Rovinna Stvorcovd materialova castica svelmi malymi (teoreticky nekonecne malymi)
jednotkovymi rozmermi umiestnena kvoli jednoduchosti v zaciatku suradnicového systému
podla obrazku

A
X, X,
B A
A
1 >
O X1 Xy
\ 4
C 1 D
« =l
Obr. 4.2

vykonala deformacny pohyb do ustalenej polohy podla funkcie

x (X Xp) | [1,5% —1,2X,+3
X (X, %) | |2,6X,+2,0%,+1

A0 -x0)-|

Podla tychto rovnic sa stred castice O(0; 0) posunul do polohy o(3; 1), co mdéZme povazovat za

posunutie Castice a rohovy bod A(0,5; 0,5) do polohy
x!=1,5X{-1,2X}+3=1,5-0,5-1,2-0,5+3=3,15
x§=2,6X]+2,0X}+1=2,6-0,5+2,0-0,5+1=3,30

Analogicky by sme dostali aj novl polohu ostatnych rohovych bodov: b(1,65; 0,70), c(2,85; -

1,30), d(4,35; 1,30). Do obr. 4.3 sme tieto body nakreslili v meritku a pospajali, ¢im sme ziskali
predstavu o novej polohe a deformacii ¢astice. Deformacny gradient tejto transformacie je
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I 0%
X, 09X, [1,5 —1,2}

F: =
2,6 2,0

ox, 0x,
X, 0X,
Deformacny gradient umoznuje analyzu deformdacie v tesnom okoli bodu, ktorého polohu v
zaCiatoCnej konfiguracii udava vektor X . UvaZujme v zaciatoénej konfiguracii telesa Ciarovy

element

0,5
dX:[ }
0,5

s dizkou dL=1/+2=0,7071 znazorneny v obr. 4.3.

A
XZ XZ
-
E, 1
B "X
X
C D

Obr. 4.3

Podla (4.13) pre jeho deformaciu plati
1,5 -1,2|0,5 0,15
dx=FdX= =
2,6 2,0]05] 230
Tento vektor je v obr. 4.3 zndzorneny Ciarkovane; jeho redlnu polohu ucuje posunutie (pozri tiez

obr.4.1). Pre jeho diZku (absolutnu velkost) plati

0,15
d¢* =dx-dx =[0,15 2,30][2 30}=5,3125 —  dl(=2,3049

7

Koeficient natiahnutia je
_9E_23049 55506

“dL 0,7071

Jednotkovy vektor h udavajici smer dx mozno urcit podla (4.14) alebo zo (4.15)
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noleno 1 {1,5 —1,2}{0,7071} _ {0,0651}
A 325926 2,0(0,7071| |0,9979
dx 1 [0,15] [0,0651

"= 40 2,308 {2,30} B {0,9979}

4.4 Polarny rozklad deformacného gradientu

Na zaklade Cauchyho teorémy o polarnom rozklade tenzora mozno deformacny gradient
dvomi spdsobmi rozloZit na sucin dvoch tenzorov

F=RU=VR (4.28)
kde symetrické tenzory U a V su pravy a lavy tenzor natiahnutia (ndzvy maju podla polohy
vo¢i R) a R je ortogonalny tenzor rotdcie (R™*=R’). Pre pravy Cauchy-Greenov tenzor
deformacie (4.18) potom plati

C(X,t)=F'F=U'R’'RU=UIU=U’ (4.29)
kde sa vyuzila symetria U (U’ =U) a ortogonélnost R .

Green-Lagrangeov tenzor deformdcie (4.20) potom je

E(X,t)=%(C—I)=%(U2—I) (4.30)

Deformacny vztah pre dX (4.13) je moZné zapisat v tvare
dx=FdX=R(UdX)=RdX" (4.31)

kde pomocné zatvorky naznacuju, Ze deformacia dX sa uskutocni v dvoch krokoch: najprv sa
dX natiahne na dX’=UdX a potom sa nato¢i do dx=RdX’. Celkovo sa teda deformacny
pohyb materidlovej Castice sklada z troch separovatelnych faz: posunutia, natiahnutia a rotacie.

Problém, ktory treba zvladnut pri rozklade deformacného gradientu, je urcenie tenzora U,
pretoze R sa potom uz vypodita zo vztahu (4.28)
R=FU* (4.32)
Aby bol zaruceny rozklad deformacného gradientu na Cisté natiahnutie a Cistu rotdciu musia
byt Ciarové elementy dX a dX’ v (4.31) rovnobezné, z coho vyplyva
dX’=UdX = AdX (4.33)
a dalej, pretoze podla (4.15) dX=NdL
UN=/N (4.34)

Rovnica (4.34) predstavuje linedrny problém vlastnych Ccisiel, ktorého rieSenim su hlavné
natiahnutia Ax a s nimi zviazané hlavné smery N; tenzora U. Jednotkové vektory Ng

vzhladom na symetriu U tvoria ortonormdlnu bazu spektrdinej reprezentdcie (spektralnej
dekompozicie) U a plati
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3
U=> AN, ®N, (4.35)

K=1

Tento dolezity vztah rozpiSeme v maticovom tvare

U:ﬂq{Nl}{Nl}T+ﬂz{N2}{N2}T+ﬂa{Na}{N3}T (4.36)

PretoZe pri umocneni U na prirodzené Cislo sa baza nemeni, (4.35) je Specidlnym pripadom

véeobecného vztahu
3

U"=> AN ®N, (4.37)
K=1
Pomocou (4.37) mozno vyjadrit Cauchy-Greenov tenzor deformacie (4.29) v tvare

3
C(X,t)=U*=> AN, ®N, (4.38)

K=1

a pre Green-Lagrangeov tenzor deformacie podla (4.30) dostavame

E(X,t)=%(UZ—I)=i

=1

(26 -1)N, ®N, (4.39)

N

Délezity tenzor logaritmickej deformdcie mozno urcit zo (4.37) ako Specialny pripad pre n=0
3
E,,(X,t)=¢(nU=> " (nA N, ®N, (4.40)
K=1
Z porovnania (4.35) a (4.37) vyplyva, Ze (4.34) mozno prepisat na
U’N= AN (4.41)

a pretoze U?> =F’F, hodnoty Ax @ Ng sa ur€uju Standardnym postupom riesenia problému
vlastnych disiel (4.41) z rovnic

(F'F-21)N=0 (4.42)
a podmienky pre ich nenulové korene

det(F"F- 271 =0 (4.43)

Zo znamymi hodnotami A, a N satenzor U urc¢i pomocou (4.35) alebo (4.36).

Priklad 4.2 Poldrny rozklad deformacného gradientu rovinnej ulohy

Treba urcit matice U a R deformaéného gradientu z prikladu 1

1,5 -1,2
F:UR:{ }
2,6 2,0

Podla (4.29) dostdvame
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T 5 1,5 2,6(1,5 -1,2 9,01 3,40
FFF=U’= =
-1,2 2,0 2,6 2,0 3,40 5,44
Zo (4.42) dostaneme sustavu homogénnych rovnic, ktora ma nenulové rieSenie len pri
podmienke, Ze determinant matice jej koeficientov (4.43) sa rovna nule

9,01— A2 3,40
det =0
3,40 5,44- 47

RieSenim tejto kvadratickej rovnice dostaneme /L_z, /122 a po odmocneni hodnoty hlavnych
pomernych natiahnuti 4, =3,3264 a A,=1,8398. Jednotkové vektory hlavnych smerov urcime

z0 (4.42) po postupnom dosadeni 4, a A, a vypocte ¢lenov N, a N, z tychto rovnic
0,8558 -0,5173
N, = N, =
0,5173 0,8558
Smer prvého hlavného natiahnutia 4, dostaneme z vektora N,: cos¢, =0,8558 a sing; >0 —

@, =31,15" . Hlavné smery su navzajom ortogonalne, a teda uhol ¢, =121,15" (obr. 4.4).

A

Xz X,
N,
AN
/V
.
X

Obr. 4.4
Matica natiahnutia podla (4.36) je

0,8558
U=ANN + 1NN’ =33264| '
21 1" %1 22 2" %2 |:0 5173

4

-0,5173
[0,8558 0,5173]+1,8398
0,8558

7

}[—0,5173 0,8558]| =

2,9286 0,6581
0,6581 12,2376
a maticu rotacie dostaneme zo (4.32)

1,5 -1,21[ 0,37 -0,11
2,6 2,0 ||-0,11 0,48

1 0,6775 -0,7355
R=FU " =

0,7355 0,6775

PretoZe matica rotdcie vektora v rovine o uhol « je
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Rz{cc.)sa —sina’} (4.44)
sina@  cosa

lahko zistime, Ze smery hlavnych natiahnuti (jednotkové vektorovy N,) sa pri zataZeni natocia
o uhol o =47,35°.

Na zaklade analyzy mozno konstatovat, Ze sa Castica vsmere udanom uhlom ¢, =31,15°
natiahne s hodnotou A, =3,3264, v smere kolmom o hodnotu udanu 4, =1,8398 a potom takto
zdeformovana sa ako tuhy celok natoci o uhol a=47,35° (pozri obr.4.4).

Algoritmizaciou tohoto postupu (v MKP spojenou aj s geometrickou a ¢asovou diskretizaciou)

mozno uréovat tenzory (matice) deformdcii (4.38) aZ (4.40) prip. i dalsie, ktoré ako funkcie X at
definuju deformacny pohyb telesa.

4.5 Zmena objemu

Deformacia telesa vyvolava zmenu objemu telesa a z toho vyplyvajucu zmenu hustoty
materialu. Tak, ako sa meni deformacia v kazdom bode telesa, tak sa meni aj objem a hustota a
ich zmeny sa musia skiimat a vyjadrovat na diferencidlnom objeme materidlovej ¢astice telesa.

UvaZujme v zaCiatoCnej konfigurdcii telesa objemovy element dV,, ktorého hrany su
rovnobeiné so suradnicovymi osami a su udané vektormi dX;=dXE;, dX,=dX,E, a

dX; =dX;E;, kde E,, E, a E; su jednotkové ortogonalne vektory (obr. 4.5).

XX

X3, X,

Obr. 4.5

Objem tohto elementu je
dV,, = dX,dX,dX, (4.45)

Ako vieme z predchadzajuceho, pohyb elementu mozno poskladat z troch faz: jeho posunutie
do polohy x=X(X,t) bez zmeny vektorov a jeho objemu, dalej natiahnutie jeho vektorov podla
vztahu (4.13)
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dx = a—XdX =FdX
oX

spojené so zmenou objemu elementu a nakoniec jeho rotacia bez zmeny objemu.
Zdeformovany element bude opat Seststen s tromi rovnobezinymi parmi stien (obr. 4.5),

ktorého vektory hran budu
oX

dx, =FdX, = del (4.46)
ox

dx, =FdX, = Edx2 (4.47)

dx, =FdX, = ;TXdX_;, (4.48)
3

Z vektorovej analyzy vieme, Ze objem S3eststena udaného vektormi jeho hran je skaldrny
trojnasobny suéin tychto vektorov, a preto zmeneny objem elementu je

dV = dx, - (dx, xdx, ) = 2X.[ 9% IX 4 dx,dx, (4.49)
dx, (dX, dX,
Ked'si pripomenieme deformacny gradient (4.10)
ox, Ox, Ox, |
oX; 0X, 09X,
Fo ox, 0x, 0x,
oX; 0X, 09X,
ox; Ox3 Oxg
| 0X;  0X, 09X |

vidime, Ze vektory 0x/dX; v (4.49) su vlastne stipce deformaéného gradientu a ich trojnasobny

suéin je determinant (Jacobian J) tenzoru F. Pripominame vzorec pre vektorovy sucin vektorov

a,b; —asb,
[axb]=|a;b, —a,b,
a,b, —a,b,
Potom pre zmeneny objem elementu plati
dv =Jdv,; J=detF (4.50)

Pri deformacii sa hmotnost telesa nemeni, musia sa teda zachovavat aj hmotnosti elementov
dm= p,dV, = pdV (4.51)
Zakon zachovania hmotnosti (rovnica kontinuity) ma potom tvar
2o :pj (4.52)
Zo (4.50) tiez vyplyva
J=detF>0 (4.53)

pretoze objem zdeformovaného elementu sa neméze rovnat nule, ani neméze byt zaporny.
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Priklad 4.3 Vypocet objemu zdeformovaného materidlového elementu

Materidlova Castica tvaru kocky s velmi malymi (teoreticky nekonecne malymi) jednotkovymi
rozmermi (obr.4.6) je zataZzovand v rovine X;X, rovinnou deforméciou (rozmer v smere X, sa

nemeni).

| "

X3/ .

Obr. 4.6

Jej deformacny gradient v aktudlnom zataZzovacom kroku je

1,5 -1,2 O
F=/2,6 2,0 O
0 0o 1

ZaciatoCny objem elementu je jednotkovy dV =dX;dX,dX;=1 a pre jeho zdeformovany objem

podla (4.49) zo stipcov F a vzorca pre vektorovy stéin dostdvame

2,0
dx [ dx _ dx
dv=—-. X dX,dX,dX;=[1,5 2,6 0]/ 1,2|1=6,12
dx; LdX, dx,
0
alebo tiez podla (4.50)
1,5 -1,2 0
dV =detFdV, =det| 2,6 2,0 0|1=6,12
o o0 1

Objem elementu po deformacii bude 6,12-krat vacsi (pozri obr. 4.4).

4.6 Zmena plochy

Pri transformacii plosSného zataZzenia medzi zaciato¢nou a aktuadlnou konfiguraciou treba
poznat vztah medzi vektorom plosného elementu v zaciato¢nej konfiguracii

dS, = dX, xdX; =Nds, (4.54)

a jeho hodnotou po deformacii (obr. 4.7)
dS=dx, xdX; =ndS (4.55)
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X3y X3

Obr. 4.7

kde N a n su jednotkové normdlové vektory. Zvolme Ciarovy element dX tak, Ze N-dX>0 a
vytvorme z vektorov dX,,dX;adX objem dV, a z vektorov dXx,,dx;a dx=FdX objem dV.

Potom podla (4.49) pre zdeformovany objem takéhoto elementu plati
dV =dx-(dx, xdX;)=dx-ndSs = (FdX)-nds
Objem zdeformovaného elementu mozno vyjadrit aj zo (4.50)
dVv =JdV, = JdX-(dX, xdX;) = JdX-Nds,
Porovnanim pravych stran tychto rovnic dostavame

(FdX)-nds = JdX-Nds, (4.56)

a z toho tzv. Nansonov vzorec
T T
nds=J(F') -Nds, alebo dS=J(F*) -dS, (4.57)

Absolutnu velkost plochy v aktualnej konfiguracii pomocou hodndt zaciatoénej konfiguracie
dostaneme, ked" vektory na oboch stranach prvej z tychto rovnic skalarne vynasobime sebou
samym, odmocnime a upravime pomocou vztahov pre pravy a lavy Cauchy-Greenov tenzor
deformacie

J

<n-bn

ds= ds, = JNN-C'NdSs, (4.58)

4.7 Miery rychlosti deformacie

Délezita velicina, ktora je jednoznacne definovana v aktualnej (zdeformovanej) konfiguracii
je tenzor Cauchyho napatia o (Cast 3.5). V integra¢nych (energetickych) rovniciach rovnovahy
uloh s malymi deformdciami je zviazany s tenzorom malych deformacii € a napr. pre virtualnu
pracu vnutornych sil plati

W, = [ o:edV, (4.59)
Y
Tento vztah je len priblizny, mozno ho pouiit len pri formulacii a rieSeni Gloh s malymi
deformaciami, pretoZe integracia sa vykonava na zaciato¢nom (nezdeformovanom) objeme
telesa (stotoznuju sa priestorové suradnice s materidlovymi) a navyse tenzor €
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_1f 9y, au/’
%33, "ox (460
j i

obsahuje len linedarne ¢leny derivacii funkcii zloziek vektora posunutia u(X,t) podla
materialovych suradnic.

Pripomenme si, Ze tak ako kazdy tenzor, aj tenzor gradientu posunutia D (4.11) sa da rozloZit
na symetrickd a antisymetricku ¢ast

D=V,u :%[(qu)Jr(VXu)T}r%[(VXu)—(qu)TJ (4.61)

a tenzor malych deformacii predstavuje symetricku ¢ast tohto rozkladu

g=%[(vxu)+(vxu)1 (4.62)

Predpokladajme, Ze pozname rychlost ¢astice telesa ako funkciu priestorovych stdradnic

v(x,t)= v(¢‘1 (x,t),t) (4.63)
potom tenzor gradientu rychlosti
ov(Xx,t
L 3)) (4.64)
oX

moze analogicky ako gradient posunutia zohrat Ulohu tvorby miery deformacie, ale vyjadrenej
pomocou priestorovych suradnic (vyuzZiva sa predovsetkym ako miera deformicie castice
viskdznej tekutiny). Ak su rychlosti vsetkych bodov rovnaké, gradient rychlosti je nulovy, k
deformdcii nedochadza; rozdielna rychlost susedicich Castic a z toho vyplyvajuci gradient
rychlosti, vyvold deformaciu . Symetricka ¢ast tohto tenzoru

d:%[(Vv)+(Vv)TJ:%(l+lT) (4.65)

sa nazyva tenzor rychlosti deformdcie, nezavisi od tuhého pohybu telesa a sluzi ako miera
deformacie v priestorovych suradniciach. Antisymetricka ¢ast rozkladu gradientu rychlosti
w=l[(vV)—(vV)T}=1(l—lT) (4.66)
2 2

sa nazyva tenzor spinu alebo (najma vo fluidnej mechanike) tenzor viru rychlosti, ktory uddva
rychlost rotacie Castice nezavisle na jej deformacii.

Pre vazbu medzi aktudlnou a zadiato¢nou konfiguraciou telesa je potrebné vyjadrit
rychlostné miery deformacie pomocou materialovych suradnic t.j. pomocou veli¢in, ktoré su
funkciami materidlovych sdradnic. NajjednoduchSie sa to dd urobit pomocou derivécie
deformacného gradientu podla ¢asu

£ F_9 (@j_ d (agbj_av_av@_n:

o (4.67)

“ot arlox) ox\at) X axoX
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a ztoho
I=FF" (4.68)

Dosadenim tohto vysledku do (4.66) by sme dostali aj vztah pre vyjadrenie tenzora rychlosti
d pomocou materidlovych suradnic, uzitoCnejSie je vSak jeho vyjadrenie pomocou
materialovych mier deformacie. Uvazujme preto elementarne vektory dX,, dX, a ich stav v

aktudlnej konfiguracii dx; =FdX, dx, =FdX . Potom po zohladneni (4.18) plati
dx, -dx, =FdX, -FdX, =dX, -(FFdX, ) =dX, - CdX, (4.69)
Urobme derivaciu tohto vztahu podla ¢asu a zohladnime pritom aj zavislost (4.20) 2E=C-I
%(dxl -dx,) = dX, -CdX, =2dX, -EdX, (4.70)
kde E je derivicia Green-Lagrangeovho tenzora deformécie podla €asu, ktord moino vyjadrit
pomocou deformacného gradientu v tvare
E=1C=1(FF+FF) (4.71)

Skaldrny si¢in s tenzorom E v (4.70) sa dd vyjadrit aj pomocou priestorovych elementéarnych
vektorov dx,, dXx, vyuZitim inverznych vztahov dX, =F'dx, a dX, =F'dx,

%(dxl dX, ) =2dX, -EdX, =2F 'dx, -(EF'dx, )=2dx, -(F'EF " )= 2dx, -d dx, (4.72)

Vlyjadrili sme takto naprotivok E v aktudlnej konfiguracii, ktorym je tenzor rychlosti deformacie
d=F "EF! (4.73)
Presved¢me sa o tom dosadenim (4.71) do tohto vztahu s prihliadnutim na (4.68)

d=F "EF*

F7(FF+FF)F?
TFF+F)F*

F
F

TET L EF)

%
3
3
(1 +1)

Energeticky konjugovand dvojica Cauchyho napadtia o a tenzora rychlosti deformacie d
umoziuje vyjadrit virtudlnu pracu vnutornych sil (4.59) v aktudlnej konfiguracii v tvare

W, = [ 6:5dav (4.74)
v

PretoZe zdeformovany objem telesa V nepozndme, treba tento integral transformovat na
zaciatocny objem, ¢o vyvola potrebu zavedenia Specidlnych mierok napatia (kapitola 5).
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4.8 Fyzikalna interpretacia tenzora rychlosti deformacie

Podla vektorovej algebry pre sucin elementarnych vektorov v aktualnej konfiguracii (obr.4.8)
plati dx; -dx, =dl,d¢,cosc . Derivacia tohto sucinu podfa ¢asu je

d(d¢ d(d¢
i(dxl-dx2)= ( 1)d52cosa+délgcosa—sina% (4.75)
dt dt dt dt
Xy %,
X1 %y
X3, %5
Obr. 4.8

Ked ju dame do rovnosti s jej hodnotou v (4.72) a vyslednd rovnicu vydelime s d¢,d¢,

dostaneme

Ld(del)cosc”Ld(dfz)
de, dt de, dt

cosoz—sino:‘(jj—il=2n1~dn2 (4.76)

kde n; =dx;/d¢; su jednotkové vektory.

Zvolme teraz Specidlny pripad, kedy sa jednotkové vektory stotoznia: n, =n,=n. Vtedy

ds, =ds, =ds, a=0 arovnica (4.76) sa zredukuje na

_14d(d0)
T dl dt

n-dn

(4.77)

Vysledok je vlastne definicia tzv. skutocnej rychlosti deformdcie, ¢o je rychlost zmeny
elementarnej dizky podelend touto dikou v aktudlnej konfiguracii. S vyuZitim koeficientu
natiahnutia A=d¢/dL, kde dizka elementu v zaliato¢nej konfiguracii dL nezéavisi od &asu,

dostaneme

n-dn=-—=- (478)

Ak zvolime jednotkovy vektor v smere suradnicovej osi x; (n=e; =(1,0,0) ), potom zo (4.78)
zistime, Ze rychlost natiahnutia v tomto smere udava diagonalny ¢len d,, tenzora d; analogicky
pre smer x,a x; dostaneme d,,a d,;. Diagonalne cleny tenzora rychlosti deformacie teda

udavaju rychlost normdlovej deformacie.
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Pre urcenie fyzikdlneho vyznamu nediagondlnych ¢lenov tenzora rychlosti deformacie
zvolme v (4.76) a=90°. Vtedy su Ciarové elemnty v ¢ase t na seba kolmé a tato rovnica sa
zmena na

da

_W=2n1.dn2 (4.79)

Zvolme Specialny pripad, kedy jednotkové vektory maju smer osi x; a x, . Vtedy dostaneme

9% (4.80)

dt

Je vidiet, Ze d,, je rychlost sSmykovej deformacie (rychlost zmeny pravého uhlu medzi ¢iarovymi

elementami). Minusové znamienko vyjadruje zmensovanie tohto uhlu. Rovnaky vyznam maju aj
ostatné nediagonalne Cleny d;; a d,; pre dalSie dve kombinacie suradnicovych osi. Pretoze

tenzor rychlosti je symetricky tenzor, urcili sme fyzikalny vyznam vsetkych jeho clenov. Ako
vidiet, je analogicky s fyzikalnym vyznamom ¢lenov tenzora malej deformacie e.
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5 Alternativne miery napatia

Cauchyho napdtie o(x,t) je funkciou priestorovych suradnic x(X,t) a vyjadruje napatie v

aktudlnej (zdeformovanej) konfigurdcii telesa. Pri rozbore kinematiky velkych deformicii telesa
sme uviedli dve deformacné miery, ktoré su suradnicovo kompatibilné s Cauchyho napéatim: su
to tenzor gradientu rychlosti

ov(x,t
L) (5.1)
ox
a symetricka ¢ast tohto tenzoru, tzv. tenzor rychlosti deformacie
d=3(1+1") (5.2)

V sucine s Cauchyho napatim davaju vnutornd deformacnu energiu jednotkového objemu za
¢asovu jednotku a su vhodné pre tvorbu energetickych podmienok rovnovahy telesa v aktudlnej
konfiguracii. O takejto dvojici hovorime, Ze je energeticky konjugovana (spojend, zviazand). Ak si
za mieru deformacie zvolime tenzor gradientu rychlosti, potom vnutorna virtualna energia
telesa v Case t je

Wy = [ 0:61dv (5.3)
v

kde V je zdeformovany objem telesa. PretoZe tento objem nepozname, treba integral (a
potom i kompletni podmienku rovnovahy) vyjadrit pre zndmy zaciato¢ny objem v, a integrant
transformovat na funkciu materidlovych suradnic. Potrebné vztahy na tento postup sme
pripravili v kapitole 3 odkial preberame

dVv =(detF)dV, =JdV, (5.4)
oF :

I=""F'=FF"' 5.5

n (5.5)

kde J je Jacobian deformacného gradientu F. Pomocou tychto vztahov mozno (5.3) prepisat na

Wiy, = [ Jo:(SFF )dv, = [ tr(JFa6F )dv, = [ (JoF 7 ):5Fdy, (5.6)

Yo Yo Vo

kde sa uplatnili vhodné vztahy z ponuky tenzorovych operacii

A:B=tr(A’B)=tr(BA")=tr(B'A)=tr(AB')

(5.7)
tr(ABC)=tr(CAB)=tr(BCA)
Vysledok v (5.6) mozno zapisat v tvare
SW,,, = [ P:6FdV, (5.8)
Yo
kde tenzor
P=JoF’ (5.9)
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sa nazyva prvé Piola-Kirchhoffovo napditie, ktoré, ako vidiet zo (5.8) je energeticky zviazané s
rychlostou deformaéného gradientu F. Alternativnym uplatnenim pravidiel (5.7) by sme v (5.6)
dostali transponovanu hodnotu P, tzv. nomindine napdtie

N=JF'c=P' (5.10)

Je uZito¢né na tomto mieste si pripomenut fyzikdlny vyznam Cauchyho napétia a porovnat
ho s fyzikdlnym vyznamom prvého Piola-Kirchhoffovho napéatia. Cauchyho vektor napétia p
vyjadruje podiel elementarnej sily dP a elementarnej plosky dS v aktudlnej konfiguracii a plati
(kapitola 3)

dP =pdS =ondS =odS (5.11)

Vyjadrime teraz pomocou tohto vztahu elementarnu silu v aktualnej konfiguracii dP tak, Ze

vektor plosky v (5.11) transformujeme pomocou Nansonovho vzorca (4.57)
dS=JFTdS, (5.12)

do zaciatocnej konfiguracie
dP =JoF"dS, =PdS, (5.13)

Zo (5.13) vyplyva, Ze prvé Piola-Kirchhoffovo napitie, tak ako jeho deformaény partner F, je
tzv. "dvojbodovy" tenzor (je to podiel elementdrnej sily v aktudinej konfiguracii na plosku v
zaciatocnej konfiguracii), navySe nesymetricky, a preto je znamejSia a viac sa vyuZiva jeho
symetricka alternativa druhé Piola-Kirchoffovo napditie. Toto napatie vyplynie zo zviazania
Cauchyho napatia so symetrickym tenzorom rychlosti deformacie d v rovnici (5.3)

SW,,, = [ :5ddv (5.14)
v

Pri transformacii tohto integralu na zaciato¢ny objem opat plati dv = JdVv, a podla (4.73)

od=FSEF™ (5.15)
takze
W,y = [ Jo:(F T SEF ™ )ay,, (5.16)

VO
S vyuzitimz (5.7) A:B = tr(BTA) a s platnostou tr(ABCD)=tr(CDAB) mozno (5.16) upravit na
W,y = [tr(FJoF T SE)dv, = [S: SEdy, (5.17)

Vo Yo
kde
S=JF'oF’ (5.18)

je symetricky tenzor druhého Piola-Kirchhoffovho napdtia, ktory, ako vidiet z (5.17) je
energeticky zdruZeny s rychlostou Green-Lagrangeovho tenzora deformacie E, resp. s variaciou
alebo virtudlnou zmenou JE.
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Za svoju pomerne znaénu popularitu vdaci druhé Piola-Kirchhoffovo napatie jednej svojej
vlastnosti, ktoru teraz struCne ozrejmime. Pri ulohach s velkymi posunutiami a velkymi
rotaciami, ale malymi deformaciami, plati

F=R; a tieZ I=p,/p=1 (5.19)
kde R je ortogonalny tenzor rotécie (R™' =R’ ). Potom sa (5.18) zjednodusi na
S=R’oR (5.20)

z Coho vyplyva, Ze zlozky tenzorov S a o su v takomto pripade rovnaké, ale zlozky Cauchyho
napatia s oproti materidlovym osiam X, Y, Z nato¢ené o uhly vyplyvajice z R. Tento vztah
medzi zlozkami S a o prirovinnej tlohe MKP ilustruje obr. 5.1

!

Pri formuldcii niektorych dloh mozno vyuZit tenzor Kirchhoffovho napdtia 7, ktory
dostaneme z (5.14) po jednoduchom prechode na integral po zaciato¢nom objeme pomocou
vztahu dv = JdV,

W,y = [o:5ddv = [Jo:5ddV = [7:5ddV, (5.21)
v V V

0 0

Z tohto vztahu vyplyva, Ze Kirchhoffovo napatie
T=Jo (5.22)

je energeticky zviazané s tenzorom rychlosti deformacie v integrali cez zaciatocny objem. Je to
ale velicina vyjadrovana v priestorovych suradniciach.

Uvedme este pre Uplnost inverzné vztahy alternativnych mier napatia
o—:%PFT; a:%FSFT ; a=%z (5.23)

Poznamenavame, Ze Cauchyho napatie je najlepsia miera skuto¢ného napatia v deformovanom
telese. Ostatné miery treba chdapat ako prostriedok vyuZivany na formuldciu a rieSenie
nelinedrnych uloh s naslednou transformaciou na Cauchyho napatie.
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6 Totalna Lagrangeovska formulacia

RieSenie okrajovych a zaciatocnych uloh poddajného telesa pomocou MKP vychadza z
principu virtualnych prac, resp. jeho alternativ, ako je napr. princip virtualnych posunuti. Tento
princip sme v predchadzajucich Castiach aplikovali na aktudlnu konfiguraciu telesa, pricom sme
vychadzali z diferencialnych (lokalnych, bodovych) rovnic rovnovahy

0;;+tb =0 (6.1)

kde o, su zloZky tenzora Cauchyho napdtia b, su zloZky vektora objemovych sil vztiahnutych na

jednotku objemu. PretoZe nds zaujima rieSenie staciondrnej ulohy, do (6.1) sme nezahrnuli
zotrvacné sily. Ak na body telesa (s vynimkou bodov kde suU predpisané redlne posunutia)
aplikujeme spojité virtudlne posunutia du;(x,y,z) a takto upravené rovnice (6.1) zitegrujeme po
aktualnom objeme telesa V dostaneme

[(0},;+b;)Suav =0 (6.2)

v

Postupom uvedenom v Casti 3.6 dostaneme zo (6.2) vysledny tvar globdlnej podmienky

rovnovahy telesa (v tenzorovom zapise)

OW = W~ W, = [o°: Sedv —[b- SudV - [ p- Suds (6.3)
v v S

p

kde b a p su vektory objemového a plosného zataZenia a Jde predstavuje virtudlnu zmenu
tenzora analogického s tenzorom malych deformacii, ktory sa pri odvadzani (6.3) zaviedol v

1 ou ouY | 1|sou (sou)

Vsetky veli¢iny v uvedenych vztahoch su funkciami priestorovych suradnic a integraly treba

tvare

vyjadrit na neznamom zdeformovanom objeme a zdeformovanej ploche. Podmienka rovnovahy
(6.3) sa wvyuziva pri Eulerovskej formuldcii alebo pri takzvanej aktualizovanej (updated)
Lagrangeovskej formulacii ulohy.

Pre Uplnost uvedme, Ze pokial by sme na teleso aplikovali virudlnu zmenu rychlosti
ov;(x,y,z), rovnakym postupom by sme dostali rovnicu rovnovahy (princip virtualnych vykonov)

v tvare

éwzja:5ddv-jb-5vdV—jp-5vds (6.5)
% % S,

kde dd je virtudlna zmena tenzoru rychlosti deformacie (Cast 4.7)
1 1] [ov avY | 1| v &)va
od 2(5 +o ) 2[5(8xj+5(8x) } 2[ ox +( ox (6.6)
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Zaoberajme sa teraz vyjadrenim globalnej (integralnej) podmienky rovnovahy staticky
zatazovaného telesa pomocou materidlovych suradnic. Dopredu prezradime, Ze sa vyuZiva pri
tzv. totdlnej Lagrangeovskej formuldcii Glohy, o ktorej budeme hovorit v suvislosti s touto
podmienkou. Pri virtudlnej zmene posunutia u virtualna praca vnutornych sil na zaciato¢nej
konfiguracii telesa je (kapitola 5)

SW,, = [S:SEdV, (6.7)
Y
kde S je tenzor druhého Piola-Kirchhoffovho napéatia, E je tenzor Green-Lagrangeovej
deformdcie a V, je zaciatoCny (nemenny) zndmy objem telesa. Pokial je vonkajSie zataZenie

konzervativne (nezavislé od deformacie telesa) virtualna praca vonkajsich sil je
W, = [b-udV - [p-Suds (6.8)
Vy So
V pripade Ze vonkajSie sily su zavislé od deformacie, treba ich definovat na aktudlnej
konfigurdcii a transformovat na zaciato¢nu podla transformacnych vztahov pre dV a dS (Casti
4.5a 4.6).

V totalnej Lagrangeovej formuldcii sa teda vyuziva princip virtualnych posunuti v tvare

oW =oWw,

int

— W, = [S: 5EdV, - [b-Sudv - [p-Suds (6.9)

v, v, S
a deformacny pohyb materidlovych bodov telesa je uréovany polom posunuti u(Xt), kde pri
stacionarnych ulohach ¢as t je len formalnou mierou iteracného procesu rieSenia ulohy a vektor
X obsahuje zname suradnice bodov nemennej zaciatoénej konfiguracie. Aktualna konfiguracia
(poloha bodov po deformacii) sa urcuje zo vztahu

x(X,t)=X+u(X,t) (6.10)

Prvym krokom upravy (6.9) pre vyuZitie v deformaénom variante MKP je vyjadrenie 6E a S

pomocou U a du, o nakoniec povedie k sustave rovnic, kde primarnymi neznamymi budu
zloZzky posunutia U. O Green-Lagrangeovom tenzore deformdacie E z Casti 4.3 vieme, Ze plati

2E=F'F-1=(1+D)" (1+D)-1 (6.11)
a z toho
1,7 1 A 1.7
E==(F'F-1)==(D+D")+-D'D (6.12)
2 2 2

pricom

du, du; du | [9u du ou

0X; X, 93| [9x oy oz

D du, Odu, du, | _| v dv  dv (6.13)
oX; 0X, 0X; oX dY dZ

du; dus  dug ow Jdw ow

X, 0X, 09X, | LoXx dY oZ]
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Virtudlna zmena JE, v ktorej E je funkciou u, sa musi urobit s ohladom na to, Ze u, ako vidiet z

(6.10), je zviazané s deformacnym pohybom bodu telesa. Zo (6.12) dostavame

SE=2(0D+6D")+1D"D+26D'D (6.14)
2 2 2
pretoze F=I+D, plati tiez
5E:%(FT5D+5DTF) (6.15)
kde podfa (6.13)
19(duy) 9(Suy) 9(Juy) |
K, X,  ox
5D = d(du,) 9(du,) 9(du,) (6.16)
K, X,  ox
d(du3) 9(du;) 9(du3)
X, ox, X, |

V (6.14) sme uvaZovali velmi malé virtudlne zmeny Ju a zanedbali sme nelinedrny clen
EdDTé'D; vysledok je vlastne smerovd derivdcia (directional derivative) E v smere u, ktoru

mozno vyuzit v procese iteracného riesenia Ulohy pomocou Newton-Raphsonovej metddy
(pozri dole poznamku).

Ak je teleso v rovnovahe, potom aj kazda jeho ¢ast musi byt v rovnovahe. Po rozdeleni telesa
na konecéné prvky, potom uvedené vztahy platia aj pre vSeobecny e-ty konecny prvok. Jeho
tangencidlnu maticu tuhosti mozno urcit [2] z diferencidlu vnitornej virtualnej energie (6.7)

d(ow,

int

), = [[dS: 6EdV, +S:d(SE)]dV, (6.17)

Vo
kde z (6.14) dostavame

d(JE)=4(dD" 6D + D’ dD) (6.18)

A na zaver este uplatnime v (6.17) konstitutivnu rovnicu (vztah medzi deformaciou a napatim) v

tvare
dS=D:dE - dS; =Dy, dEy (6.19)
kde D je materidlovy tenzor 4. radu a dostaneme
d(6W,,), = [[ 5E:D:dE+S:5D"dD |V, (6.20)

Vo

Pomocou uvedenych vztahov sme v [2] riesili rovinnl napatost telesa z izotropného linearne
elastického materidlu s uvaZovanim velkych rotacii a posunuti. Explicitné vztahy pre
izoparametické 8 a 9 uzlové prvky sme algoritmicky spracovali a zabudovali do fortranovského
programu NELMKP, ktory je v praci uvedeny v zdrojovom tvare.
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Poznamka

Smerova derivacia nelinearnej funkcie (nelinearneho funkcionalu, tenzora a pod.) poskytuje
linearizovany prirastok takejto funkcie v smere premennej, v nasom pripade v smere vektora
virtudlneho posunutia du.

Ak vyuZijeme vztahy z ¢asti 3
F(X,t)=Vg(Xt); D =Vu(X,t); E:%(FTF_I)

potom smerova derivacia F v smere U je

DF(¢)[5u]=%[V(¢+s(5u))] =V(su)=0D

e=l

Smerova derivacia Green-Lagrangeovho tenzora deformacie v smere u potom je
DE[éu] =%(FTDF[5U]+DFT[5U]F) :%(FT5D+5DTF)

¢o suhlasi so (6.15).
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7 Lagrangeovska formulacia geometricky nelinearneho prvku
rovinnej napatosti

Zjednodusenie vseobecnej priestorovej napatosti na rovinnu napatost sa vyuziva pri telese,
ktoré ma rovinnu plochu symetrie, tzv. stredovu rovinu, pricom vSetky zataZenia telesa pdsobia
len v tejto rovine. Za tychto predpokladov, ak stredovu rovinu telesa umiestnime do roviny XY,
bude mat vektor posunutia len dve zlozky

ue u(X,yY) (7.1)
“vx,y) '

a zredukuju sa aj vektory deformacie a napatia. V pripade izotropného linearne elastického
materialu a pouziti mierok S a E fyzikalne rovnice su

Sy . 1 wu 0 Ey
S=|s, |= u 1 0 E, |=DE (7.2)
1-u
Sxy 0 O (l_ﬂ)/z 72

Na rozdiel od napatia vsmere osi Z, deformacia vtomto smere nie je nulovd (vyvolava ju
prieCna kontrakcia pri nenulovom Poissonovom c¢isle materidlu), da sa vsak urcit z ostatnych
zloZiek
Y7
E,=———(Ex+Ey)
1-u

Budeme predpokladat, Ze teleso ma taky tvar a je tak zatazené, Ze v nom vznikaju len malé

deformdcie, ale velké rotdcie a posunutia.

Pri tvorbe matic konec¢ného prvku rovinnej napatosti sa v podstate postupuje tak, ako pri
tvorbe matic prutového a nosnikového prvku. Pri urCovani vektora vnutornych uzlovych sil
prvku q¢, budeme opat vychadzat z principu rovnosti virtudlnej prace vnutornych a vonkajsich
sil prvku (éast 3.6)

von

[ SETSdV, —dW, 5, =0 (7.3)
VE'

kde do argumentu integralu po objeme prvku musime vyjadrit virtudlnu zmenu vektora E pri
virtudlnej zmene posunutia véeobecného bodu prvku du=[du 5v]T .

Vhodny prvok na riesenie rovinnej napatosti je osemuzlovy izoparametricky prvok (obr. 7.1),
ktorého interpolaéné (tvarové) funkcie definované prirodzenymi stradnicami & a 1 su (napr.

[1])

M= (1=§)(2-n)(-1-¢-n) N =2 (1-7)(1-)
1 1 2
Ny =3 (L)1) (-1+¢-n) N =2 (1+8)(1-7?) .
Ny =3 (1) (1+7)(-1+&+n) N = (1) (1-¢)
Ny =3 (1=€) (1) (1= +n) N =2 (1-£)(1-7?)
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X,u

Obrazok 7.1 Rovinny osemuzlovy izoparametricky prvok s lokalnym &islovanim uzlov

Interpolacné funkcie umoznuju vyjadrit zloZzky posunutia bodu prvku uréeného prirodzenymi
suradnicami &, 7 pomocou posunuti uzlovych bodov

o
v
u(é, N, 0 N, O Ny - Ng O .
u:[ (577)}: 1 2 3 8 ” =N(&.7)u (7.5)
v(&m 0 N O N, 0 - 0 Ngj |
Vs |

Redlnu polohu bodu na prvku najdeme pomocou tych istych interpolacnych funkcii
a znamych (zadanych) suradnic uzlovych bodov prvku

x¢ ]
X(&En] INy 0 N, O N v oY
X= ’ |1 2 3 8 ¢ |=N(EM X (7.6)
L(é,n)} {o N,OON, 0 - 0 N|72 (&)
REM

Problémy s derivovanim a integrovanim funkcii typu f(&,7) podla premennych XY, sa

prekonavaju rovnakymi postupmi ako pri linearnych ulohach. Ak pre takuto funkciu, napr.
[ubovolnu interpolacnd funkciu N,, pouZijeme pravidlo derivovania funkcie viacerych

premennych, moéZeme napisat

ON; _ON; 9X 0N oY
o 09X o0& IY 9&

PretoZe vysledok pre 7 je analogicky, v maticovom tvare dostavame
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ai oxX dY || 9N, oN

! - — i i

9¢ | _| 95 Ig || oax g | X (7.7)
IN. oX 9Y || oN.

i - — i i

on | L9n onj oy oY

kde J, je Jakobidn tejto transformacie, ktorého ¢leny sa zo (7.6) daju lahko vyjadrit. Vysledné

vztahy pre derivacie N, podla globdlnych sdradnic dostaneme invertovanim tohto vztahu (7.7)

oN, oN; Y aY || oN,

I

o |_ya| 0|1 | 9| a¢

oN. ¢ N, :detJe _oX oX N,

!

ay o on o || on

(7.8)

Podla vzoru (7.7) vyjadrime zo (7.5) derivacie zloZiek posunutia a usporiadame ich do vektora

o e

x| | ox X X ue
B VAR VA 7o
oX oX oX oX

AN PR ' 1

LaY | L oX oX oX |

Virtudlna zmena posunuti uzlovych bodov du® vyvold virtudlnu zmenu vektora 0

§9=[aa‘u o0u 9dv I

)
X oY X ay} =Gou (7.10)

Pomocou uvedenych vztahov a (4.23) vieme uZ teraz, zo znamych posunuti uzlovych bodov

prvku u® asuradnic tychto bodov v zaciato¢nej konfiguracii X°®, vyjadrit zlozky Green-
Lagrangeovho vektora deformacie vo vSeobecnom bode prvku

u
du u ooov o
X X ox u
v | 1] 9 9 1
E-E+Eu=| = [+5]0 & 0 < 3: =E,+—A6 (7.11)
ou ov| |du du v dv|ax
v Tox] oy ox or ox] av

oy |

Virtudlnu zmenu tejto deformécie (vyvolanu virtudlnymi zmenami zloZiek posunutia ou a dov)
mozno vyjadrit v tvare

SE = 5EL+%A5G+%§A6=5EL +ASO=H50+A50=(H+A)50 (7.12)

kde sa uplatnila rovnost A50=JA0 a zaviedla pomocna matica
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1
H=|0
0

= O O
= O O
o = O

Dosadenim za 0 zo (7.10) sa virtualna zmena deformacie (7.12) mézZe upravit na konecny tvar
J0E=(H+A)Gdu® =B, (u°)ou’ (7.13)
Odvodili sme tak transformacnu maticu deformacie
B, =(H+A)G (7.14)

ktora z prirastku posunuti uzlovych bodov umoiZniuje vypocitat prirastok deformacie vo
vseobecnom bode prvku. Je zdkladom pre vypocet vektora vnutornych uzlovych sil prvku
a vypocet materidlovej matice tuhosti prvku i matice geometrickej tuhosti. Je to tangencialna
matica, a teda pri konecnych prirastkoch posunuti Au® dostdvame len linearizovanu
aproximaciu deformacie AE. To plati potom aj pre vSetky matice prvku obsahujuce B,,
a nasledne aj pre globalne matice ulohy a iteracia rovnovaznych rovnic je pri ulohe s velkymi
rotaciami a posunutiami nevyhnutna.

Pri linearnej Ulohe z (7.12) a (7.13) dostaneme

OE=0E, =HGJu* =B, ou° (7.15)
kde
[ ON, oN, ONg ]
-1 0 =2 0 ... =20
ox ox ox
oN. ON. oN
B =HG=|{ 0 — o0 —=2 .. 0 — 7.1
t oY oy oy (7.16)
ON, ON, 9N, ON,  ONg ONg
L dY dX 9y oX aY  oX |

je transformacnd matica deformdcie zndma z rieSenia linedrnej ulohy rovinnej napatosti.

Dosadenim (7.13) do podmienky rovnovahy prvku (7.3) dostdvame

e

sul [B],Sdv,—dulf,=0 - j Bl Sdv, —f, = (7.17)

kde f, je vektor vonkajSich uzlovych sil prvku. Pre vektor vnutornych uzlovych sil prvku teda
plati
q. = [B},SdV, = [G'[H+A] SdV, (7.18)

Tangencidlnu maticu tuhosti prvku dostaneme zvirtualnej zmeny vektora vnutornych
uzlovych sil

59, = [ (B},.58+ 5B}, S)dv, (7.19)

Z prvého ¢lena tohto vztahu dostaneme materidlovd maticu prvku

64



[BLDSEdV, = [B],DB,,u’dv, =K;,6u°
Pretoze 60H=0 a 6G=0, zo (7.14) dostavame
OB, =G AT
a druhy integrdl v (7.19) urcuje geometrickd maticu tuhosti prvku

[oBLSaV, = [GT5ASdY, = [ G'SS6dV, = [ GSGdV,du° =K ou°

kde sa vyutila rovnost SA™{S}=Sd8 s pomocnou maticou

Sy Sy 0 0

g_|Sv S 0 0
0 0 S, S
0 0 S, S

Vysledna tangencialna matica prvku je
Ks =Kj, +K¢ = [B},DBJ, dV, + [ G'SGd,

Urcenie vektora vnutornych uzlovych sil a tangencialnej matice tuhosti prvku umoznuje jeho
vyuZzitie v nelinedrnom programe MKP na rieSenie Uloh rovinnej napdtosti so zohladnenim

(7.20)

(7.21)

(7.22)

velkych rotdcii a posunuti telesa (pozri v programe NELMKP [2] prvky ELMTO03 a ELMTO04).

Integraly po objeme prvku sa pri pouziti izoparametrického prvku vykonavaju, tak ako pri
linedrnych ulohach, numericky. Napr. vysledny vztah pre algoritmické a programové
spracovanie vypoctu materidlovej matice tuhosti prvku z (7.22) s konstantnou hrubkou t

dostaneme tymito krokmi

11
K;, = [B},DB,,dv=t[[B},DB,dxdy =t | [ B},DB,, detd ddn ~
V, S,

-1-1

e e

~ tiiwiwj[B,TVLDBNLdetJe]

j=1i=1 e,

(7.23)

kde n je pocet integracnych bodov v jednom smere a w;, w; su vahové nasobky pre suradnice

integracnych bodov ¢, , n; podla tabulky 7.1.

Tabulka 7.1

Pocet Ich poloha ¢, Nasobky w;
integracnych
bodov n v jednom

smere
3 $3=F0.6,&,=0 wp=w, =5/9, w, =8/9
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Algoritmické a programové spracovania matic prvku rovinnej napatosti je uvedené vo
fortranovskom programe NELMK [2]. Kvéli jednoduchSiemu generovaniu uzlovych a prvkovych
Gdajov je v iom zabudovany aj devatuzlovy Lagrangeov prvok s tvarovymi funkciami

Ni= E1-8)(1-n)n 1

I Ne=—¢(1+¢)(1-7)
Ny == E(1+8)(1-n)7 ;

s =—(1+p)(1-&

N3=if(1+5)(1+f7)77 ! 2(11 ﬂ)( K
Vi=-Le(-genn Rl

I No=(1-7)(1-£)
Ne=—t-n(-2)n

Cislovanie uzlov je podla obr. 7.1, pri¢om deviaty uzol le¥i v strede prvku (pre £=0 a 7=0, je

Ny =1). Prvok vyZaduje 3 x 3 integrac¢nych bodov pri vypocte matice tuhosti.

Pomocou programu NELMKP sme vypocitali nasledujuci priklad:

Priklad 7.1

Pre nosnik na obrazku s vyznaéenym delenim na 8-uzlové prvky treba uréit pomocou programu
NELMKP zlozky priehybu nosnika v uzlovom bode A a zlozky napatia vintegrachnom bode B.
Vysledky porovnajte s rieSenim pomocou programu ANSYS.

Y4 E = 10000 MPa AF=1N
n=20,3 hrabka = 1 mm

I

A
0 O @ | ® @)

. B . >X

F 2 | 2 ] A

~ [ =100 mm _
Obr. 7.2

Analytické linearne riesenie
Priehyb koncového bodu nosnika (maximalny priehyb)

FI? 1-100°

= =50 mm
3El 3-10° 4127

vmax -

Napatie v integrachom bode B
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oo Mg, 1100 1
Yo, P 1243

RieSenie ulohy s programom NELMKP

= 86,60 MPa

Vzhladom na to, Ze ide o Ulohu s malymi deformaciami, dostato¢ne presné vysledky by malo
dat aj rieSenie s Green-Lagrangeovymi zlozkami deformacie azlozkami druhého Piola-
Kirchhoffovho napatia, s ktorymi program pri tomto type prvku (ELMTO3) pracuje. Osemuzlové
prvky sme zvolili vzhfadom na to, Ze umoziuju jednoduché porovnanie vysledkov s vysledkami
ur¢enymi pomocou ANSYSu, ktory nepouziva 9-uzlové prvky.

Vstupné hodnoty:

Rovinna napatost
253,50,1,2,2,8,1
KOOR

4,5,1,0
249,0,99,0
5,5,1,2
250,0,99,2
1,5,0,0
251,0,100,0
2,5,0,1
252,0,100,1
3,5,0,2
253,0,100,2

ELEM
1,1,1,6,8,3,4,7,5,2,5
50,1,246,251,253,248,249,252,250,247,
MATE

1 3
1.e4,0.3,1.,2,2,1,
KRAJ
1,0,1,1
,0,1,0
1,0

2,0
3,0

r4r

SILY
253,0,0.,1.

END
Vysledky:

Rovinna napatost

CELKOVY POCET UZLOVYCH BODOV = 253
POCET ELEMENTOV = 50
POCET MATERIALOVYCH SKUPIN = 1
ROZMER SURADNICOVEHO PRIESTORU = 2
POCET STUPNOV VOLNOSTI UZLA = 2
POCET UZLOV ELEMENTU (MAXIMALNY) = 8
POCET PRIPADOV ZATAZENIA = 1

UZL. SURADNICE

UzOL 1 SURAD 2 SURAD
1 .0000 .0000
2 .0000 1.0000
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3 UZOL

4 UZOL

5 UZOL

6 UZOL

7 UZOL

8 UZOL

3 0000
4 1.0000
5 1.0000
6 2.0000
7 2.0000
8 2.0000
9 3.0000
10 3.0000
11 4.0000
243 96.0000
244 97.0000
245 97.0000
246 98.0000
247 98.0000
248 98.0000
249 99.0000
250 99.0000
251 100.0000
252 100.0000
253 100.0000
ELEMENTY
ELEMENT MATERIAL 1 UZOL
1 1 1
2 1 6
3 1 11
48 236
49 1 241
50 1 246

MATER. SKUPINA 1 PRE ELEMENT TYPU 3

ROVINNA NAP. LINEARNE ELAST.PRVOK

MODUL PRUZNOSTI
POISSONOVO CISLO
HRUBKA

G.BODY= 2
NAP.BODY= 2

OKRAJOVE PODMIENKY UZLOV

UZOL 1 O0.Pp.
1 1
2 1
3 1

UZL. ZATAZENIA

UZOL 1 ZATAZ
1 .0000

2 .0000

3 .0000
251 .0000
252 .0000
253 .0000

.10000E+05
.30000
.10000E+01

2 0.P.

2 ZATAZ
.0000
.0000
.0000
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VYSLEDKY VYPOCTU

LINEARNE

UZLOVE POSUNUTIA

UzOL

2 POSUN

.0000E+00

2066E-02

.2809E-03

NAPATIA A DEFORMACIE V

ELEMENT

1 SURAD
.0000
.0000
.0000

100.0000
100.0000
100.0000

MATERIAL

.5001E+02
.5001E+02
.5001E+02

11-NAPAT.

.8624E+02
.8624E+02
.8524E+02
.8524E+02
.8450E+02
.8450E+02

22-NAPAT.

.9478E+00
.2158E+00
.1274E+00
.1274E+00
.3497E-01
.1612E+00

12-NAPAT.

.8451E+00
.1549E+00
.3908E+00
.6092E+00
.5207E+00
.4793E+00

NELINEARNE

UZLOVE POSUNUTIA

UzOL

.2098E+01
.2098E+401
.1366E+01
.1366E+01
.3660E+00
.3660E+00

2 POSUN

.0000E+00

1858E-02

.1927E-03

NAPATIA A DEFORMACIE

ELEMENT

1 SURAD
.0000
.0000
.0000

100.0000
100.0000
100.0000

MATERIAL

.4102E+02
.4083E+02
.4063E+02

11-NAPAT.
.7595E+02
.T711E402
.7497E+02
.7609E+02
.7425E+02
.7534E+02

.2675E+00
.7131E-01
.5494E+00
.5494E+00
.4773E+00
.1209E+01

22-NAPAT.
.3576E+00
.3712E+00
.6940E+00
.6922E+00
.5993E+00
.4028E+00

.2816E+00
.7184E+00
.7318E+00
.2682E+00
.4379E+00
.5621E+400

12-NAPAT.
.8349E+00
.1528E+00
.3875E+00
.6152E+00
.5142E+400
.4837E+00

IZAT. O
2 SURAD 1 POSUN
.0000 .0000E+00
1.0000 .0000E+00 -.
2.0000 .0000E+00
0000 .7498E+00
0000 .4243E-04
2.0000 -.7502E+00
INT.BODOCH
1-SURAD 2-SURAD
L4226 L4226
L4226 1.5774
1.5774 L4226
1.5774 1.5774
2.4226 L4226
2.4226 1.5774
97.5774 4226
97.5774 1.5774
98.4226 4226
98.4226 1.5774
99.5774 4226
99.5774 1.5774
IZAT. 0
2 SURAD 1 POSUN
.0000 .0000E+00
1.0000 .0000E+00 -.
2.0000 .0000E+00
0000 —-.1004E+02
0000 —-.1063E+02
0000 —-.1122E+02
V INT.BODOCH
1-SURAD 2-SURAD
L4226 4226
L4226 1.5774
1.5774 4226
1.5774 1.5774
2.4226 4226
2.4226 1.5774
97.5774 4226
97.5774 1.5774
98.4226 4226
98.4226 1.5774

.1475E401
.8846E+00
.8851E+00
.2940E+00

.1427E+00
.1541E-01
.1540E+00
.1540E+00

.3626E+00
.4440E+00
.5061E+00
.3004E+00



50 1 99.5774 .4226 .7875E-01 .2057E+00 .1592E+00
50 1 99.5774 1.5774 .5124E+00 .7960E+00 .6472E+00

Riesenie Ulohy s programom ANSYS:

1. Nazov tulohy
Utility Menu>File>Change Jobname... [FILNAM = ROVNAP;

2. Typ pouzitého prvku
Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Solid, Quad 8 node 82, OK, Close;

3. Materialové vlastnosti
Preprocessor>Material Props>Material Models... Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX
= 10000, PRXY =0.3, OK, Material, Exit;

4. Stredova plocha nosnika
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Rectangle>By Dimensions... X1 =0, X2 =100,
Y1=0,Y2=2,OK;

5. Siet’ prvkov

Preprocessor>Meshing>Mesh Tool..., Size Controls:Lines, Set 1, P: DIlhSie strany obdiZnika,
OK, Ndiv = 50, Apply 1, P: KratSie strany obdiZnika, OK, Ndiv = 1, OK, Mesh, Pick
All, Close;

6. Upevnenie modelu nosnika
Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Lines? P: Lava strana obdiZnika,
OK, UX, VALUE =0, OK;

Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Keypoints 1 P: Lavy spodny bod
obdiznika, OK, UY, VALUE = 0, OK;

7. Zadanie sily
Solution>Define Loads>Apply>Structural>Force/Moment>On Keypoints 1 P: Pravy horny bod
obdiznika, OK, FY, VALUE = 1, OK;

8. Zlozky napitia urcené v integraénych bodoch sa budu kopirovat’ (nie extrapolovat’) do uzlov
Solution>Load Step Opts>QOutput Ctrls>Integration Pt... No-copy them, OK;

9. Lineadrny vypocet
Solution> Solve> Current LS..., OK;

10. Vypisanie zloZiek posunutia bodu A a napitia v integracnom bode B

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... DOF Solution, Translation UX, OK?, P:
Pravy spodny bod obdiZnika, — UX = 0.75 mm, Cancel;

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... DOF Solution, Translation UY, OKf, P:
Pravy spodny bod obdiZnika, — UY = 50.01 mm, OK;

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... Stress, SX, OK?1, P: Lavy spodny bod
obdiZnika, — SX = 86.24 MPa, Cancel;

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... Stress, SY, OK{, P: Lavy spodny bod
obdiZnika, — SY=0.95 MPa, Cancel;
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General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... Stress, SXY, OK1, P: Lavy spodny bod
obdiZnika, — SXY= 0.85 MPa, Cancel;

11. Zapnutie geometrickych nelinearit
Solution>Analysis Type>Sol’n Controls... Analysis Options: Large Displacement Static, Time at
end of loadstep: 1, Number of substeps: 2, Max. no. of substeps: 4, Min no. of substeps: 1, OK;

12. Nelinedrny vypocet
Solution> Solve> Current LS... OK;

13. Vypis zloziek posunutia bodu A

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... DOF Solution, Translation UX, OK?, P:
Pravy spodny bod obdiZnika, — UX = -10.01 mm, Cancel;

General Postproc> Query Results>Subgrid Solu... DOF Solution, Translation UY, OK?, P:
Pravy spodny bod obdiznika, — UY = 41.00 mm, OK;

14. Znazornenie deformécie nosnika
General Postproc> Plot Results>Deformed Shape... Def.4+undef. edge, OK;

DISPLACEMENT

STEP=1
SUB =2
TIME=1
DMX =42.203

T =

15. ZloZky napitia v bode B

Utility Menu>Select>Entities... Nodes, By Num/Pick, OK?, P: Cavy dolny bod obdiZnika, OK;
General Postproc>List Results>Nodal Solu..., Stress, X-Component of stress, OK, Close;

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN ROTATED GLOBAL COORDINATES,
WHICH INCLUDE RIGID BODY ROTATION EFFECTS

NODE SX SY SZ SXY SYZ SXZ
1 77.165 0.35424 0.0000 0.84175 0.0000 0.0000

16. Ukoncenie préce

Utility Menu>Select>Select Everythings;
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Poznamky k prikladu:

1) Na porovnanie vysledkov je navhodnejsia tabulka:
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Typ Sposob X-ové Y-ové Ox oy T xy
rietenia vypoctu posunutie | posunutie | bodu B boduB | bodu B
bodu A bodu A [MPa] [MPa] | [MPa]
[mm] [mm]
Analyticky | 0,00 50,00 86,60 0,00 0,00
Linearne NELMKP 0,75 50,01 86,24 0,95 0,85
ANSYS 0,75 50,01 86,24 0,95 0,85
Nelinearne | NELMKP -10,04 41.02 75,95 0,36 0,83
ANSYS -10,01 41,00 77,16 0,35 0,84

Program ANSYS pri nelinedarnom vypocte zohladnuje aj velké deformacie; vyuziva pri tom
logaritmicki mierku deformacie. Ako vsak vidiet z porovnania, pouzitie Green-Lagrageovej
mierky ddva dostatoéne presné vysledky aj pri pomerne velkych rotaciach a posunutiach.

Programy NELMKP a ANSYS zohladriuju obdiznikovy tvar nosnika, a preto pri linedrnom
rieSeni ddvaju X-ové posunutie bodu A rovné 0,75 mm. V stredovom uzle koncovej hrany
modelu (t. j. na neutralnej osi) urcili oba programy pri linearnom rieseni X-ové posunutie rovné
0,00 mm.

2) Program NELMKP pocita a vypisuje napatia v integracnych bodoch, program ANSYS tieto
hodnoty extrapoluje do uzlov. Pre potreby porovnania napati sme v programe ANSYS uplatnili
prikaz, aby sa napdtia neextrapolovali do uzlov, ale len prekopirovali (pozri 8. krok v opise
interaktivnych prikazov).
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8 Urcenie matic prvku priamo z diferencialnych rovnic ulohy

8.1 Princip Galerkinovej metody

Analyza vacsiny uloh v technickej fyzike a v mechanike kontinua vedie na diferencialne
rovnice, ktoré treba rieSit pri urcitych okrajovych, pripadne i zacdiato¢nych podmienkach.
Exaktné rieSenie tychto rovnic pre zloZitejSie tvarované telesa a oblasti nie je zname a musia sa
rieSit pribliznymi metédami, medzi ktoré patri aj MKP. Vysvetlime si teraz na jednoduchej
jednorozmernej linearnej tlohe prechod od diferencialnej rovnice k jej formulacii v MKP.

Uvazujme diferencialnu rovnicu

—i(a%j+cu—f:0 pre 0<x<lL (8.1)
dx\ dx

kde a=a(x), c=c(x), f= f(x) su vstupné data (t.j. zname funkcie) Ulohy a u=u(x) je funkcia,
ktord treba urcit. Vstupné data zdvisia od geometrie, materidlu a "zataZenia" tejto
jednorozmernej ulohy. S touto rovnicou sa mézeme stretnut vo viacerych oblastiach [6] a treba
ju riesit pri prislusnych okrajovych podmienkach.

Pri pouziti MKP sa teleso, resp. oblast, rozdeli na kone¢né prvky a na vseobecnom e-tom
prvku (obr. 8.1) s n zvolenymi uzlovymi bodmi sa hlada aproximdcia funkcie u(x) v tvare [1]

n
u® (x) = N§ (x)uf +N5 (x)u5 +...+N5 (us = > N5 (x)uf (8.2)
j=1
kde N; si zndme interpolacné (tvarové) funkcie prvku a u; su hodnoty hladanej funkcie v tzv.
uzlovych bodoch (body 1 a n su krajné body prvku, ostané su vhodne zvolené vo vnutri prvku).
Ak toto priblizné riesenie dosadime do (8.1), rovnica vo vSeobecnosti nebude splnen3, lava
strana sa bude rovnat nenulovej hodnote, ktora sa nazyva zvysok (reziduum)

—i[GMJ+cue(x)—fe(x)=re(x,uf,u§,...,u§)¢0 (8.3)
dx dx

Xn

X

X1 e

f(x)

Q — L & q
1 n
X
Obr. 8.1

Jeden zo spo6sobov, ako moino vyzadovat nulovy zvySok r na prvku, je jeho zvaiené
integralne spriemerovanie pomocou n vahovych linearne nezavislych funkcii w;
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IW,.e(x)re(x,uf,us,...,us)dx:O i=1 az n (8.4)

Xy

¢im dostaneme n algebraickych rovnic na urenie hodndt vu,. Ak za vahové funkcie w{(x)
zoberieme tvarové funkcie N7(x)- v takomto pripade hovorime o MKP zaloZenej na

Galerkinovej metdde.

8.2 Slaba forma diferencialnej rovnice

Ak do i-tej rovnice systému (8.4) dosadime zvySok (8.3) dostaneme

o gioprpe

Aplikovanim pravidla o integrovani per partes v tejto rovnici na jej prvy ¢clen mozno vyhodne

znizit stupen derivacie aproximacnej funkcie u®(x)

X.

I g i du +ew;u® —w; f© |dx— eradu =0 (8.6)
d dx

dx dx

1 Xy

¢im sa zniZia (zoslabia) aj naroky na jej spojitost . Rovnica (8.6) sa preto nazyva aj slaby tvar
diferenciadlnej rovnice (8.1) na elemente. V rovnici, ako vidiet, sa automaticky objavili aj
prirodzené (silové, zdrojové, Neumanove) okrajové podmienky

{Wfa Z")’( } =w; (x)Q +wf (x,)Q; (8.7)

e

kde koeficient vahovej funkcie adu

" =Q sa nazyva sekunddrna premennd (da sa odvodit z
X

primarnej premennej u), ktorej kladny zmysel sa voli podla kladného zmyslu suradnicove] osi
(obr. 8.1), €o zmenilo znamienko €lena s Q; v (8.7). Napr. pri pevnostnej ulohe je to sustredend
osova sila, pri vedeni tepla tepelny tok (sustredeny tepelny zdroj) atd. Vysledny tvar rovnice
(8.6) s uvazovanim aj vnutornych uzlov (na ktorych tiez mézu byt "sily" Q) teda je

I(a d::(’ (Z; +cw,-euejdx = J w; (x;)f(x)+ ;Wf(x,)Qf (8.8)

X,

8.3 Urcenie matic prvku
Predpokladajme, Ze doména diferencidlnej rovnice (8.1) je rozdelend na pevnostné konecné
prvky s rovnakym poétom n uzlovych bodov a pre e-ty element mame uréit maticu tuhosti K¢,
vektor uzlovych sil q° a vektor vonkajsich uzlovych sil od spojitého zatazenia prvku f¢ do
zakladnej rovnice rovnovahy prvku [1]
Keu®=q°+1°¢ (8.9)
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Postup je uZ teraz jednoduchy. Do (8.8) dosadime aproximacnu funkciu u®(x) (8.2) postupne s
vahovymi funkciami

wi=N;, ws =N;, ..., wS =N/, ..., wi =Ny
¢im dostaneme n algebrickych rovnic pre uréenie n nezndmych hodndt hladanej funkcie v
uzlovych bodoch

;
u’ ={u1 Uy -0 Uy e un} (8.10)
VSeobecna j-ta rovnica tejto sustavy ma potom podla (8.8) a (8.2) tvar

(Z }rCN [Z ,de ZN (x)Q¢ +jN (x.)F* (x)dx

1 X,

X.

lie

n | % dN¢

X LU ’+cNN dx |u¢ =QF +f° (8.11)
=1 dx dx

S5 =Q+f

j=1

prei=1,2,..,nakdeij-ty ¢len matice tuhosti prvku je

¥ e dN?
K = j[adi—chfode (8.12)

dx dx

1

i - ty ¢len vektora vokajsich prvkovych sil od spojitého zatazenia

£00= [ Foongax (8.13)

Xy

a pretoze interpolacna funkcia sa vo svojom uzlovom bode rovna jednej a v ostatnych je nulova
v (8.11) plati

n
DN (x,)QF =@ (xf) (8.14)
j=1
Podrobnosti o interpolacnych funkcidch jednorozmerného prvku Nf(x;) mozno najst v

beznych priruckach MKP a tiez v [1]. V lokdlnom suradnicovom systéme prvku s x (obr. 8.1) pre
linedrny dvojuzlovy prvok (n = 2) su
N1(7)=1—£i N2(7)=EL (8.15)

e

a pre kvadraticky trojuzlovy (n = 3)

X X X _ X 2X
N (X)_(l_Zj[l_ZJ N, (x)=— 3 (1—Zj N3(X)——Z(1—ZJ (8.16)
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Matice prvku uréené v lokdlnom silradnicovom systéme v pripade jednorozmernej ulohy
platia aj pre globdlny systém so suradnicou x, pretoZze pri posuvani prvku sa matice takéhoto
prvku nemenia [1].

8.4 Priklad na ilustraciu postupu

K diferencidlnej rovnici (alebo rovniciam) sa vo vSeobecnosti dopracujeme tak, Ze napiSeme
rovnice rovnovahy (alebo bilan¢né rovnice) pre diferencidlny element vybrany myslenymi rezmi
z vypoctového modelu telesa (alebo oblasti). Kvoli ndzornosti vykladu si rovnicu (8.1)

skonkretizujeme na priklade pre jednorozmerny prut znazorneny na obr. 8.2.

E,S q

»%»»4»—»»»»»—}

Obr. 8.2

Prut je zataZeny na tah sustredenou silou F a spojitym konstantnym objemovym zataZzenim g
(v jednotkach sila/dlzka). Prierez je S a modul pruznosti materialu pruta E. Z prita myslenymi
rezmi vyrezeme diferencialny element o dizke dx s vyznacenim pdsobiacich sil (obr. 8.3).
N qdx
N+(dN/dx)dx

X dx

Obr. 8.3
Zo silovej rovnovahy elementu dostavame

—+g=0 (8.17)
dx
Do rovnice rovnovahy zahrnieme kostitutivnu rovnicu
N=ESe (8.18)
a vztah medzi pomernou deformaciou € a posunutim
du
e=—
dx
Dostaneme tak podmienku rovnovahy prvku v deformaénom tvare

(8.19)

2 (EsZ)+a=0 (8.20)

¢o je vlastne Specialny pripad rovnice (8.1)sc=0, a=ESaf=gq.

Rovnica (8.20) plati pre prut na obr 8.1 so zadkladnou (geometrickou) okrajovou podmienkou
#(x=0)=0 (8.21)

ako aj prirodzenou (silovou) okrajovou podmienkou
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ES% =F (8.22)
dX x=L

a predstavuje silnu formuldciu diferenciadlnej rovnice rovnovahy pruta.
Exaktné rieSenie diferencidlnej rovnice je v tomto pripade jednoduché. Dvojnasobnym
integrovanim rovnice a vyjadrenim integra¢nych konstant z okrajovych podmienok dostaneme
2
u(x) = —| Fx+ 2 (8.23)
ES 2
N3ajdime teraz rieSenie ulohy na obr. 8.2 pomocou uvedenej formuldcie MKP s jedinym
dvojuzlovym (n = 2) prvkom znazornenom na obr. 8.4. Podla (8.2) a (8.15) hlfadame teda
dvojclennu (linedrnu) aproximaciu funkcie posunutia pruta

U (x) = NE()us + NE (x)us (8.24)

U; U()?) q u;

)? EEJSE
L.

Obr. 8.4

Dve rovnice platné pre posunutia uzlovych bodov u; a uf v maticovom zapise podfa (8.11) az

(8.14) su
Ky Ky )y, Q 5

a po vyjadreni zndmych ¢lenov tychto matic pomocou tvarovych funkcii a prislusnych rovnic su

Eese 1 -1 Uy — Ql + 2 (826)
e -1 1 U; F qL

Pretoze teleso na obr. 8.2 sme sa rozhodli aproximovat len jednym prvkom, rovnice (8.26)

platia aj pre celé teleso s globalnou suradnicou x a globalnymi udajmi o telese. (Inak treba
vytvarat globdlne matice si¢tom rozsirenych matic prvkov [1].) Musime este do nich zahrnat
geometricku okrajovu podmienku
u; =0 (8.27)
a dostavame
uy = i(FL+£ (8.28)
ES 2

Podla (8.24) a (8.15) aproximacna (linearna) funkcia posunutia pruta je
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Lt
u(x) =< (F+ ) (8.29)

Z vynechanej rovnice v (8.26) moZno uZ teraz so znamou hodnotou u¢ urcit reakciu v

upevnenom uzle a zo znamych vztahov elementarnej pruznosti aj ostatné odvodené premenné
ako priebeh osove;j sily, pomernej deformacie a napatia.

Porovnanie exaktnej a aproximacnej funkcie posunutia pruta pre ¢iselné hodnoty

E =200000 Nmm™2,5 =100 mm?,L=2000 mm, g=0,6 Nmm™,F=2000N

uvadzame na obr. 8.5.

u
0.3

u

0.25 exakt /
0.2
0.15 /(uGprox

0.1 7
/

500 1000 1500 2000 X

0.05

Obr. 8.5

Uvedeny postup uréenia matic prvku ulohy definovanej diferencidlnou rovnicou, resp.
sustavou (parcialnych) diferenciadlnych rovnic, je vseobecny a mozno ho analogicky vyuZit pri
dvoj a trojrozmernych Glohach [6]. Bez zmeny ho mozZno poufZit aj pri nelinedrnych tlohach s
tym, Ze sustava rovnic pre uzlové posunutia je v takomto pripade nelinedrna a na jej rieSenie
treba pouzit iteracnu (Newton-Raphsonovu) metddu.

Poznanie matic vSeobecného prvku dlohy ma v MKP prvorady vyznam, pretoze dalsi postup
rieSenia je uz rutinna zalezitost ako po algoritmickej, tak i po programatorskej stranke [1], [2].

8.5 Nelinearna diferencialna rovnica

Diferencialna rovnica (8.1), pre Uplnost doplnena teraz aj o ¢len s prvou derivaciu hladanej
funkcie, sa skomplikuje, ak udané funkcie a(x), b(x), c(x) a h(x) su zdavislé aj od primdarnej
neznamej «(x) . Rovnica sa stane nelinedrnou a ma tvar

—i(a(x,u)ﬂ)+b(x,u)ﬂ+c(x,u)u—f(x) =0 pre 0<x<lL (8.30)
dx dx dx

s moznostami pre volbu dvoch okrajovych podmienok

ia%+h(x,u)(u—um)=0 a tiez u=uo (8.31)
X
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kde u_ a u, sU zname parametre. Znamienko plus plati pre pripad, kedy vonkajsia normala k

ploche ma smer pozitivnej osi x a znamienko minus plati pre opacny smer.

8.5.1 Urcenie matic prvku

Ako sme uZ uviedli, pri MKP sa teleso (oblast) rozdeli na urcity pocet konec¢nych prvkov a na
vSeobecnom e-tom prvku (obr. 8.1) s n uzlami sa hlada aproximdcia funkcie u(x) v tvare

n
u® (x) = N§ (x)uf +N5 (x)us +...+N5 (us = > N5 (x)uf (8.32)
j=1

kde N; s zname interpolacné (tvarové) funkcie prvku a u; su hodnoty funkcie (8.32) v uzlovych
bodoch (body 1 a n su krajné body prvku, ostané su vhodne zvolené vo vnutri prvku).

Pre uréenie n neznamyxh koeficientov uv¢ az u? mozno rovnakym postupom ako v
predchadzajucej Casti dostat n algebrickych rovnic (ktoré uz teraz, vzhladom na charakter
funkcii a, b, a c v (8.30), su nelinearne)

[K®Uu){u} ={q°} +{f°} (8.33)
kde K¢ je prvkovéa matica sustavy, u® je vektor (stipcovd matica) hodnét uf az u¢ prvku, g° je
vektor uzlovych "sil" prvku a f¢ je vektor uzlovych "sil" od spojitého "zatazenia" prvku.

VSeobecna i-ta rovnica sustavy (8.33) ma tvar

n

2 Kius = + £ (8.34)
j=1
kde
e : dN’e dee e dee epnié e e e e
KS = j (X, U= ==+ bOGUINT — X UINTNG o BuN7 (X INF )+ N7 (N (x,) (8.35)
a
f(x)= jf(x)N,edx+h1uiN,e(x1)+hnufoNf(xn) (8.36)

Okrajové podmienky (pre okrajové uzly okrajovych prvkov) sa uréuju podla (8.31). Cleny s h,
a h, sa uplatiuju len na okrajovych uzloch. Ak b=0, potom je matica K® symetrickd, v
opacnom pripade je nesymetricka.

Globalne matice modelu ulohy s viacerymi prvkami sa v MKP vytvaraju usporiadanou
sumaciou prvkovych matic. Pri nelinedrnej ulohe dostaneme potom globalnu sustavu
nelinedrnych algebrickych rovnic v tvare

[K(U){U} ={F} (8.37)
kde K je globélna matica sustavy, U je globalny vektor uzlovych neznamych a

{F}={Q}+{f} (8.38)
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je globalny vektor pravej strany sustavy. Hodnoty U sa zo sustavy rovnic (8.37) urcuju iteracne,
najcastejsie Newton-Raphsonovou metddou, pre ktord je potrebné urcit tangencidlnu maticu
sustavy K; [2].

Pri zostavovani globalnych matic sa postupuje rovnako ako pri pevnostnych ulohach [1], [2].
VyuZzivaju sa kédové Cisla prvkov na programovu realizaciu suctu tzv. rozsirenych matic prvkov
(v daldom ich ozna¢ime hornym pruhom). St to matice, ktoré sa pomocou riadkov a stipcov s
nulami rozsiria na rovnaky rozmer ako maju globdlne matice, pricom ich nenulové cleny su
¢leny lokalnych matic umiestnené v rozsirenej matici tak, aby pri scitani spravne prispievali do
globdlnej matice.

UkdZme si tento postup na jednorozmernej tlohe s jednou neznamou v uzle. Nech sa oblast
(teleso) sklada len z dvoch dvojuzlovych prvkov (obr. 8.6)

U U U

1 2 3

Obr. 8.6

takie matice K® a matica K su stupna tri. Globalnu maticu sustavy dostaneme ako sucet
rozsSirenych matic prvkov (¢leny lokalnych matic vyznacime len symbolicky)

e o 0 0O e o
K=KV +K@P =|e o 0|+|0 * x|=|o e4+x x
0 0O 0 * = 0o =* =%

Analogicky dostaneme aj globalne stipcové matice na pravej strane ststavy, napr.

° 0 °
Q=QY+Q? =| o |+| * [+| o+
ol |=x *

8.6 Jednorozmerny nelinearny prenos tepla vedenim a pradenim
Najednoduchsie typy nelinedrnej rovnice (8.30), vhodné na ilustracné priklady jej rieSenia
pomocou MKP, mozno najst pri analyze uUloh ustaleného vedenia tepla v jednorozmernom
modele telesa. Zaujimavy je aj prenos tepla kombinaciou vedenia a konvekcie (prenosu tepla
prudenim okolitého média). V tychto pripadoch je primarnou nezndmou prevysujica teplota

usT=T(x)-T, (8.39)

kde T je teplota média alebo (pri ¢istom vedeni) vztazna teplota. Termalne vlastnosti vacsiny
materialov su od teploty (pripadne aj jej gradientu) zavislé, ¢o nie vidy mozno zanedbat a vedie
to na nelinedrnu ulohu. Model telesa pri takejto ulohe delime na termdlne koneclné prvky,
pretoze ich materidlové charakteristiky su termalne (nie tuhostné, ako pri pevnostnej tlohe) a
primdarnou neznamou je prevysujuca teplota (a nie posunutie, ako pri pevnostnej tlohe).
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Diferencidlnu rovnicu pre konkrétnu ulohu dostaneme z tepelnej bilanénej rovnovahy
diferencialneho elementu. Typickym pripadom je prut konstantného prierezu S, ktorého dizka L
vyraznejsie prevlada nad priecnymi rozmermi. Nech je takyto prut obtekany médiom o teplote
T.. a nech v jeho objeme vznika teplo (napriklad chemickou reakciou) konstantnou rychlostou g
udanou na jednotku dizky. Potom moino uvazovat zmenu teploty len v smere osi x a riesit
Ulohu ako jednorozmernd. Material prita ma vodivost A(T) a znamy je aj teplotne zavisly
sucinitel prestupu tepla medzi prutom a chladiacim médiom h(T). Pozname tieZ perimeter

(obvod plochy S).

Z pruta vo vzdialenosti x a x+dx myslenymi rezmi vyrezeme diferencialny element (obr. 8.8) s
dizkou dx. Rychlost tepelného toku (mnoZstvo tepla Q za jednotku &asu) vo vzdialenosti x
oznaime Q=dQ/dt a budeme predpokladat, 7e touto rychlostou teplo do elementu vchéadza.
Rychlost, ktorou teplo vo vzdialenosti x+dx z elementu vychddza je Q+ (dQ/dx)dx (je to
linearizécia funkcie Q v jej okoli pomocou dvoj¢lenného Taylorovho radu). Na ploche pdx sa
odvadza konvekciou z elementu teplo rychlostou pdxh(T)(T—T.) a nech sa eSte v objeme

elementu tvori teplo rychlostou g udanej na jednotku dizky. Tepelna bilanéna rovnica potom je

th—(Q+Z—de)dt+qudt—ph(r)rdxdt: 0 (8.40)
X

z ktorej dostavame

dQ

——+¢-ph(T)T=0 (8.41)
X

1

Q Q+(dQ/dx)dx
gax

X de

v

Obr. 8.8

Ked' uplatnime vztah medzi rychlostou tepelného toku Q a teplotnym gradientom (Fourierov
zakon)

Q'z—/ur)sﬂ (8.42)
dx
dostaneme diferencidlnu rovnicu platnu pre priebeh prevysujlcej teploty v prute
i(l(T)S£j+c’7—ph(T)T =0 (8.43)
dx dx
Ak ju zapiSeme v zakladnom tvare podla (8.30)
—i(i(T)Sﬂ) +ph(T)T-G=0 (8.44)
dx dx

potom vidiet, Ze je $pecidlnym pripadom rovnice (8.30) s a=A(T)S, b=0, c=ph(T), f=q.
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Pre konkrétnu ulohu sa dve okrajové podmienky volia podla (8.31). Pre uplnost
poznamenavame, Ze ¢len s funkciou b, t.j. s dT/dx, by sa v v rovnici objavil len vtedy, keby sa
prat pohyboval v smere osi x uréitou rychlostou.

Uvadzame eSte rozmery a Udaje o niektorych veli¢inach, s ktorymi sme sa stretli v tejto Casti:

Q [W] - rychlost tepelného toku (rychlost vedenia tepla)
A [Wm™K?] - koeficient vedenie tepla

h - [Wm2K] - koeficient prestupu tepla

p - [m] - perimeter (obvod plochy)

Hodnota koeficientu vedenia tepla pre ocel je 50, hlinik 200, med 390 [Wm™K],

Hodnota koeficientu prestupu tepla silne zavisi od média a charakteristiky jeho prudenia:
vzduch h = 10 az 100 [Wm™2K*], voda h = 500 a? 10000 [WmK]

8.7 Priklad na nelinearne vedenie tepla

8.7.1 Zadanie a exaktné rieSenie

Budeme riesit nelinedrny pripad jednorozmerného vedenia tepla Specidlne zvoleny tak, aby
mal, pre ucely porovnania, aj rieSenie v uzatvorenom tvare. Rozmery veliéin kvéli jednoduchosti
nebudeme pisat, pre menej obvyklé sme ich uviedli v predchadzajucej ¢asti.

Nech jednorozmerné vedenie tepla v prute o dizke L = 1 je udané diferencialnou rovnicou
(8.44) bez prudenia (h(x,u)= 0) a s jednoduchou funkciou A(T)S=T

—i(rd—TjH:o 0<x<1 (8.45)
dx\  dx
Okrajové podmienky nech su
Q 79T a T| =2 (8.46)
x=0 dx =0 x=L

Na lavej strane je teda prut izolovany (implicitne aj na bo¢nych stenach) a na pravej strane je
predpisana prevysujuca teplota T(L)=~2.2 prita sa po dizke spojite odobera teplo rychlostou
g=-1. Treba urcit funkciu T=T(x) a rychlost, ktorou vchadza teplo do pruta na pravej ¢elnej

ploche, t.j. Q(x=1). Exaktné riesenie ulohy je

T(X)=v1+x* (8.47)

o ¢om sa mozno presvedcit dosadenim do (8.45).

8.7.2 Zostavenie aproximac¢nych rovnic MKP

Pri rieSeni ulohy pomocou MKP rozdelime prat na urcity pocet prvkov a prvou ulohou je
uréenie matice koeficientov (v tomto pripade matice vedenie tepla) vSeobecného e-teho prvku.
Zvolime linedrny prvok s tvarovymi funkciami (8.15) a dizkou l,. Cleny matice prvku uré¢ime z

(8.35), kde a=T(x), b =0, c =0 a aproximacna funkcia teploty na prvku podla (8.2) je
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T€(x)= N7 (X)TE + N5 (x)T, (8.48)

T a T, suteploty v uzlovych bodoch prvku. Dostaneme

e L+ 1 -1

Zo (8.36) uréime ekvivalentni nahradu spojitého "zatazenia" ¢ uzlovymi hodnotami

e =g(, } (8.50)

N~ N-

Bilan¢né rovnice prvku (8.33) su nelinearne

eyre[1 ] [a 1
T, +T, |: :| 1 6.21 +C-’€e i (8.51)
20, |-1 1 Tze_ Q; 3

a tato nelinedrnost sa prenesie aj do globalnych bilanénych rovnic modelu telesa. Tieto rovnice

dostaneme séitanim rozsirenych matic prvkov, pricom zavedieme globalne Cislovanie uzlovych
hodnét. Zvolime len dva rovnako dlhé prvky a podla horeuvedenej schémy séitavania
dostaneme

T, +T,  -T, -T, 0 T, Q" A
1 ) )
S| Th R hAM AT, T -T T = QM+ 4+ V4 2 (8.52)
: 0 =T, —T; T,+T, | ol £

Mdme tri rovnice s tromi neznamymi T,, T, a Q\?; komplikécia ale spociva v tom, Ze rovnice
su nelinedrne (nezndme sa nachadzaju aj v matici koeficientov) a uloha sa musi riesit iteracne.
Na pravej strane su v3etky hodnoty okrem Q? zname: Q") = 0 (je to okrajovéd podmienka),

Q"+ =0 (st rovnako velké opaéného zmyslu), vietky €leny f. sd rovnaké a rovné 0,59/, =
- 0,25 (pretoze g=-1 a ¢,=0,5). Na lavej strane pozndme T, =+/2 (je to okrajova podmienka a
2(,=1. Prvé dve rovnice po dosadeni tychto hodn6t mézeme zapisat takto

R, =(T,+T,)T,—(T, +T,)T, +0,25=0

8.53
Ry = ~{Ty + T, )Ty +(T, +2T, +\2)T, (T, +v/2V2+0,5=0 (853

Z tychto rovnic ur¢ime pomocou Newton-Raphsonovej metdédy T,a T,a potom z vynechanej

rovnice Q7.

8.8 Princip Newton-Raphsonovej metody a vypocet prikladu

Newton-Raphsonovou metdédou sme sa obsSirne zaoberali v [2], takie tu uvadzame len
princip, potrebny na pochopenie spbésobu rieSenia nelinedrnej sustavy rovnic (8.53) touto
metddou. RieSenie sustavy vychadza zo zvolenych zaciatocnych hodnot hladanych prvkovych
hodnét, ktoré musia zohladnit okrajové podmienky. V nasom pripade zvolime napr.
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0,5
T,=/0,5 (8.54)

V2

Ked tieto hodnoty dosadime do (8.53) rovnice nebudd splnené a vznikne vektor
"nerovnovaznych" zvyskov

r,=r(Ty,) (8.55)
Linearizovanim tohto systému dostavame
ar(T,)
r(T)=r(Ty)+ aTO (T-To)

Prvi aproximdciu T, hfadame tak, aby r,(T,)=0. Potom plati

or

ﬁ(TO)(Tl _To):_r(To) (8.56)
Po zvoleni zaciatocnych (vychodzich) hodnét posunuti T, predstavuje (8.56) linearny systém
rovnic s neznamym vektorom AT, =T, -T,. Ak matica tohoto systému je regularna potom jeho

rieSenie je
-1
ATy = _[KT (To )] r(To )
s tzv. tangencialnou maticou tuhosti telesa (Jacobiho maticou)

or _FR1 /OT, OR,/ arz}

TTOT | 9r, /9T, 9R, /9T, (8.57)

Hladand aproximdcia potom je T, =T, +AT,. Opakovanim tohoto postupu dostaneme vztah pre
postupnost aproximacii

T =T, _[KT (T, )]—1',(1.') i=0,1,2,

I

(8.58)

.
Ak této postupnost konverguje, tak sa vypocCet ukoncuje podmienkou pre |T,,-T,] alebo

(e
Tento proces mozno jednoducho realizovat v programe Mathematica 5 (pozri obr. 8.9).
Vypocitané uzlové teploty prikladu su

T, 1,000
T={T,=11,118 (8.59)
T3

NP

a aproximacné funkcie teploty na prvkoch podla (8.48) a (8.15)

TW(X) = (1-2x)+2,236x 0<x<0,5 (8.60)
T(%)=1,118(1 - 2x)+ 2+/2X 0<X<0,5 (8.61)

Z vynechanej rovnice v (8.52) dostaneme ocakdvany vysledok @\” =1 .

84



Porovnanie exaktného a numerického rieSenia je na obr. 8.10. PresnejSia aproximdciu mozno
dosiahnut pomocou vacsieho poctu prvkov alebo pouZitim kvadratickych interpolacnych funkcii
(8.16).

(xVektor nerovnovaznych zvyskov:)
R1[{T1_, T2_}] = (T1 + T2)*T1 — (T1 + T2)*+ T2 + 0.25;

R2[{T1_, T2_}] = —(T1 + T2)*T1 + (T1+2. *xT2 +
sqrt[2]) * T2 — (T2 + Sqgrt[2]) * Sgrt[2] + 0.5;
RI[{T1_, T2_}] = {R1[{T1, T2}], R2[{T1, T2}]};

(xNewton—Raphsonova iteralnd procedira:x)
NewtonRaphson[T0_, tol_, max ] :=
Module[{norma =1, i=0},

TO = TO;
o N
Print["Tq = ", T0|;
Kp[{T1_, T2_}] = Transpose|{dp; RI{T1, T2}], dpp RI(T1, T2}1}]/
Print["Ktang = "MatrixForm[Kp[{T1_, T2 _}]Il:

While[And[i < max, norma > tol],

T1 = T0 — (Inverse|kp[T0]]).R[T0];

o —
Print["T"i+1, "=, Tl];

norma = (ﬁ—ﬁ)(ﬁ—ﬁ) ;

If[norma< tol, Print["i""i_,_l, "=, MatrixFom[ﬁ[ﬁ]]]];
TO = T1;

i=i+ 1;]];

Print["VYSLEDKY"];
(x0d8tartovanie iterdcie so zaliatofnymi hodnotami:x)
NewtonRaphson[{O.S, 0.5}, 10_2, 10];

VY SLEDKY

Tg = {0.5, 0.5}

271 —2T2_
-2T1_ 4. TZ_)

Ktang = (
T1 = {1.25, 1.5}

Ty = {1.025, 1.16667}
T3 = {1.0003, 1.11905}

T, = {1., 1.11803}

r4 =
1.96011x10~°

N (—9.33594><10—7

Obr. 8.9
T

- /
1.3 o
e =

(1)
l l T 1 Texakt

%
0.2 0.4 0.6 0.8 =
Obr. 8.10

Tangencidlnu maticu vedenia tepla modelu mozno uréit dvomi spdsobmi. Jednak ako
Jacobiho maticu (8.57) sustavy (8.53), ktora pre nas priklad je
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{aRl/aTl BRl/BTz}{ZTl —272} (8.62)

" |0R, /0T, OR,/OT,| |-2T 4T,
ako ju urcil aj program (obr. 8.9). VSimnime si, Ze je nesymetricka.

Druhd moznost, ¢asto vyuzivana v programoch MKP (napr. aj v programe NELMKP v [2] pre
pevnostné prvky), je taka, Ze sa najprv odvodi tangencialna matica pre vseobecny e-ty prvok a
podla tohto predpisu sa v cykle cez vSetky prvky vytvaraju tangencialne matice prvkov modelu;
z tych sa slcasne usporiadanou adiciou vytvara globdlna tangencidlna matica.

Pre ij-ty ¢len tangencidlnej matice vedenie tepla prvku plati

K= S Ko h |- 3 Kk, T |- 3 Mo sis (869
aTjE aTje m=1 m=1 aTjE aTje m=1 aTje

a tangencialna matica dvojuzlového prvku je

aKil Te + aKiZ Te aKil Te + aKiZ TE

e '1 e '2 e '1 e 2 e e e e
ke Oh 0 9N O O | TR {_1 _1}+—T1 “h {1 _1} (8.64)
7oK, e OKS o OKG o OKG, | 26 [T 1) 26, [-1 1

1 2 1 2
aTy’ aTf Ty T,

Suctom rozsirenych tangencialnych matic oboch prvkov nasho prikladu (2¢, =1) a zavedenim

globalneho ¢islovania prvkovych teplét dostaneme opéat maticu (8.62).
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9 Doskové konecné prvky

9.1 1.Zakladné pojmy

Tenkou doskou (obr. 9.1) nazyvame ploché trojrozmerné teleso (konstrukény prvok) s
rovinnou strednicovou plochou (body hornej a spodnej plochy dosky su od tejto roviny rovnako
vzdialené). Prie¢ny rozmer dosky (hrubka) je vyrazne mensi ako ostatné rozmery (mensi ako
desatina jej Sirky v najuzSom mieste, ale nie tak extrémne maly, Ze doska straca ohybovu
tuhost). Doska je $pecidlny pripad tzv. Skrupiny, ktord je charakterizovana rovnako ako doska,
ale strednicovu plochu ma zakrivenu. Ak je doska namahana len v jej rovine, ide o membranové
namahanie dosky (steny) klasickou rovinnou napatostou ([1], [2]). Pri zataZeni len v prieénom
smere ide o namahanie dosky na ohyb a kridtenie. Vo vSeobecnosti je doska namdahana
kombindciou oboch tychto zatazeni.

Vacsina vyuzivanych matematickych modelov (matematickych tedrii) rieSiacich doskovy
pevnostny problém vznikla eSte pred pocitacovou érou. Su to hlavne:

e Kirchhoffov model vhodny pre linearne tenké dosky s malym priehybom. Zanedbava
energiu Smykovych napéati a predpokladd nezdvislost ohybového a membranového
zataZenia

e Reisner-Mindlinov model umoznujuci rieSenie malého priehybu linearnych tenkych a
mierne hrubych dosiek s pribliznym zohlfadnenim energie Smykovych napati

e Von Karmanov model pre geometricky nelinearne tenké dosky s vazbou stenového a
ohybového napatia, ¢o je dolezZité pre analyzu napatového spevriovania [2] a stabilitné
analyzy

® Exaktné modely vyuzZivajuce trojrozmernu tedriu pruznosti

V MKP sa pomocou doskovych konecnych prvkov modeluje len strednicova rovina dosky,
ktora je pri totalnej Green-Lagrangeovskej formuldcii aj referen¢nou rovinou. Doskové prvky su
teda z geometrického hladiska dvojrozmerné; zmenou ich hribky mozno modelovat dosku s
meniacou sa hrubkou, v pripade potreby mozno menit linedrne aj hrdbku samotného prvku.




9.2 Kinematické rovnice Kirchhoffovho a von Karmanovho modelu dosky

Oba modely vychadzaju z Kirchhoffovych predpokladov, Ze kolmice na nezataZenu
strednicovu rovinu dosky (prie¢ne normaly) zostanu rovné aj po zatazeni a rotuju tak, aby si
zachovali normalovy smer aj na zdeformovanu strednicovd plochu (priehybova plochu).
Predpoklada sa tiez, Ze body dosky na spoloénej normale nemenia svoje vzajomné vzdialenosti
(deformacia hrubky dosky sa zanedbava, & =0). Potom pole posunuti bodov dosky mozZno

vyjadrit pomocou funkcii zloZiek posunuti bodov strednicovej roviny u,, v, a w, (takto

vyjadreny ohybovy prispevok k posunutiu v smere osi x je zndzorneny na obr. 9.2)

ow

u(x,y,2)=ug(x,y)—z—"2
ox

V(lelz):VO(le)_zaWO (9'1)
dy

w(x,y,z) =w,(x,y)

dx

ds,

oxX
I
z
zZ,w R
—>! U—Z( aX)
Obr. 9.2

S touto aproximaciou funkcii posunuti moZino zlozky Green-Lagrangeovho tenzora
deformacie dosky vyrazne zjednodusit. Pripomenime si nezdvislé zlozky tohto tenzora
(materidlové suradnice su kvoli jednoduchosti oznacené malymi pismenami - nepotrebujeme
ich odliSenie od priestorovych)

2] )
279z 0z 0z 0z (9.2)
ov au ou Jou N ov ov N ow ow
ax ay ax dy Oxdy ox dy
ov ow ouodu odvov Jwow
e e = oy Ty Ty e oy o
_% ow 8u8u+8vav+awaw
0z Ox Ox0z 0x0dz O0x 0z

7/xy

7/X 4
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Pri geometricky i fyzikalne linearnej Kirchoffovej doske su gradienty funkcii zloZiek posunuti
malé Cisla a vSetky kvadratické ¢leny v (9.2) mozno zanedbat. S vyuzZitim (9.1) dostavame

du_ du, _dw,
E =——=——7—-
X 9x  ox ox*

_dv_dvy 0°w,

v Jdw  dw, ow,
=2 =— 44— =——0,""0_9
Vo =y az+ dy dy " dy

_ou aw__awo +%:

=22 _"% =2 =—427 = o (9.3)
Yoy oy o Y = e = T T T T o
ov du dv, du o’w ow
Yoy = “Eny ox * dy Jx oy ? 0xdy & 0z

.....

15°), potom nasledujuce kvadratické ¢leny su este stale malé, ale nie zanedbatelné

2 2
(2], (2], gt 0a)
ox dy ox dy

Zohladnenim tychto ¢lenov dostaneme tzv. von Karmanove pomerné deformdcie geometricky
nelinedrnej dosky

_du, +1(8w0 )2_282%

T x 2\ ox x>
_9vg L1 ow, ? _zazwo
y ay 2 ay ayz (9.5)

vy , Uy , OWo Iwy R

Yoy = ox dy Ox oy oxdy
pricom ostatné zlozky su rovné nule ako v (9.3).

9.3 Teodria Kirchhoffovej dosky zatazenej len v priecnom smere

Ak na dosku pdsobi len zataZenie v priecnom smere a body dosky sa mézu volne pohybovat v
smere x a y, potom pomerné deformacie Kirchhoffovho modelu podla (9.3) su

0w,
£ =—2
ox*
__ 0w,
& =-2 ayz (9.6)
o*w
=2 0
Py ‘ oxdy

Pre urcitu hodnotu premennejz (—h/2<z<h/2) su to deformacné zloZky rovinnej napatosti
(teraz ale s £,=0), ktoré, ako vidiet z (9.6), sa linedarne menia po hribke dosky. Z fyzikdlnych

(konstitutivnych) rovnic platnych pre rovinnu napétost a izotropny material dostdvame napatia
v doske
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o = E (6. +ue,) = Ez 82W0+ﬂazwo
R y 1- 12

- ox> dy>
_E _ Ez (d'w,  dw,
O-y_l—,uz (8y+ﬂ8x)__1_ﬂ2 dy? tH x> (9.7)
E Ez R
z-xy :nyy:— = (l_lu) .

2(1+ ) Py _1—,uz oxdy

kde E je modul pruznosti tahu/tlaku, 4 Poisonovo ¢islo a G modul pruznosti v Smyku materidlu.

Priehybova plocha je aj neutrdlnou plochou napati, na nej su napéatia nulové a menia
znamienko. Extrémne hodnoty napati sa, analogicky ako pri ohybanom nosniku, nachadzaju na
spodnom a hornom povrchu dosky.

Obr.9.3

Vyslednice vnutornych sil sa ur€uju integraciou napéti po prie¢nom reze s jednotkovou Sirkou
(obr.9. 3) a preto sa ¢asto oznacuju malymi pismenami

h/2 2 2 h/2 2 2
R e e e L
—h/2 AN V' )b

3
I

ox ay>

3
I

h/2 2 2
I (0,-1-dz)z =—D(M+,um]

S dy’ ox*
h/2 2

- _ 9w,

My = J/Z(Txy Lde)z=-DO—4)5 o (9.8)
h/2 ) 2 2

t,= J' 1',(2-1-dz=a&+ﬂ=—Di J WO+a Wo
b2 ox  dy ox| ox* oy’
" om, 0 2w, 9°

b= | Tyz.l.dz=ﬂ+ﬂ=_,31[a w, a_wJ
b2 dy  ox dy| ox dy

kde sme v poslednych dvoch rovniciach vyuzili vysledky dvoch momentovych rovnic rovnovahy
diferencidlneho elementu dosky k osiam 1 a 2 (obr. 9.4):
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om, om,,
txz =—F+—"
ox oy

(9.9)

Obr.9.4

Koeficient D, ktory v (9.8) vyjadruje tuhost dosky, je

h/2 3
I zzdz=L2 (9.10)
b2 12(1- %)

E

D=
1-u°

Silova podmienka rovnovahy tohto elementu zatazeného tlakom p dava

pdxdy +(t,, +dt,,)dy —t,dy+(t, +dt,)dx—t,dx=0

Po vykrateni ¢lenov a vydeleni rovnice sucinom dxdy sa zjednodusi na

ot
p+%+l=0 (9.11)
ox oy
Dosadenim priecnych sil z (9.8) a Upravou dostaneme biharmonicku diferencialnu rovnicu
dosky
4 4 4
0 W, o'w +8 w_p
ox* ox%dy> oy* D

N AAW =g (9.12)

kde A je Laplaceov diferencidlny operator. VyuZitim (9.8) az (9.11) ju mozZno vyjadrit aj
pomocou vyslednic vnutornych sil

92 ’m,, 9’m
a:ZX +2 axayy + ayzy =p (9.13)

Pri Kirchhoffovej doske, ako vyplyva z kinematickych rovnic, sa vSak energia priecnych
Smykovych deformadcii zanedbava, z ¢oho vyplyva, Ze pri tomto modeli sa predpoklada
7, =7, =0. Z praktického hladiska to znamen3, Ze tieto napétia musia by vyrazne mensie ako
napatia (9.7). Ak to nie je splnené, treba pouZit model (konecny prvok) zohladnujuci vplyv
priecnych sil dosky na energiu napatosti (napr. Mindlin-Reissnerov model).
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Z rozboru napatosti Kirchhoffovej dosky vyplyva, Ze najviac namahané miesta dosky treba
hladat na hornej alebo spodnej ploche dosky, kde absolitne hodnoty ohybovych normalovych

napati o,, o, i Smykové napatie od krutenia 7, maju extrémne hodnoty vzhladom na ich

priebeh po hribke dosky. Kritické miesto pre posudenie pevnosti dosky je potom miesto, kde
redukované napatie uréené podla vhodnej pevnostnej hypotézy (von Misesovo, intenzita
napétia) dosahuje maximalnu hodnotu.

Nielen primarna neznama - funkcia priehybu w,(x,y) strednicovej roviny dosky, ale aj
parcidlne derivacie tejto funkcie maju jasny fyzikdlny vyznam, doélezity pri vyhodnocovani

Iwy(x,y)

vysledkov i pri predpisovani deformacnych okrajovych podmienok. Funkcia vzhladom

X
na malé rotacie normal dosky sa povazuje priamo za uhol natocenia normadly v danom bode v

aWO(XIy)

rovine xz (t.j. okolo osi rovnobeZnej so suradnicovou osou y). Analogicky je uhol

natocenia v rovine yz. Na zakrivenom obvode strednicovej roviny treba vyjadrovat natocenia
okolo dotycnice a okolo normaly - ow,/dn a dw,/ds. Silovymi partnermi natoceni su ohybové

momenty a krutiaci moment na jednotku dizky m,, m

,, m, a m, ktoré v pripade zadanych

deformacnych okrajovych podmienok predstavuju nezname reakéné momenty v prislusnych
miestach. Rovnako ako pri inych pevnostnych udlohdach, mozno zadavat aj silové a zmiesané
okrajové podmienky.

Doska je vo vseobecnosti zatazena objemovymi silami (vlastna tiaz, odstrediva sila), plosSnym
tlakom, ciarovymi i sustredenymi silami, teplotnym zatazenim a reakénymi silami a
momentami.

9.4 Urcenie matic prvku Kirchhoffovej dosky zatazenej len v priecnom smere

Matice konecného prvku Kirchhoffovej dosky namahanej len v priechnom smere urcime
pomocou principu virtualnych posunuti (¢ast 3.6)

a/vint = 5VVext (914)

Na prvku budeme uvaZovat len konstatny plosny tlak p, takZe pre virtualnu pracu vonkajsich sil
plati

oW, = [ pow,ds (9.15)

So

Konstitutivny vztah (9.7) zapiSeme v maticovom tvare

*w,
E%
m, 1 u 0 e
G,={m, +=D|u 1 0 —a"‘g‘) =Deg, (9.16)
m, 0 0 (1-p)/2 i’
_28 W,
oxoy
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Po aplikacii virtudlneho posunutia Jw,(x,y) na strednicovd plochu zatazeného prvku

virtualna praca vnutornych sil bude

oW, = [(d,) De,ds (9.17)

se

0

kde vektor virtualnej deformacie dosky od prie¢neho zatazenia je

Se. = *6w,  9°dw, _2825W0 ! (9.18)
° ox* dy’ oxdy

Na prvku zvolime aproximaciu funkcie w,(x,y) pomocou vhodnych tvarovych funkcii prvku

N(x,y) a n hodnét zovseobecnenych posunuti uzlovych bodov prvku u}
wolx,y) = D UlN, (x,) (9.19)
j=1

Ak do (9.14) dosadime (9.15) aZ (9.19) a za virtualne posunutie postupne zvolime funkciu (9.19)
s jednotkovymi hodnotami zovSeobecnenych posunuti (ostatné rovné nule)

(Owo); =N; j=12,...,n (9.20)
dostaneme sustavu n uzlovych rovnic rovnovahy prvku
Ku® =1° (9.21)

V (9.21) K¢ je matica tuhosti prvku, u® je stipcovad matica (vektor) zovéeobecnenych posunuti
prvku a f¢ je vektor uzlovych zatazeni prvku od tlaku p. Pre vSeobecny koeficient matice tuhosti
K; sme dostali

92N. 9°N. 92N. 9°N, 92N. 9°N.  92N. 9*N. 92N 9°N.
K.=||D i— J4p i 4D = i J 44D i L dxd 9.22
i=]|0n e a2 Prgp o he|Ga g taa e [FA0sg 5 a0 v (9-22)

5
kde D; su ¢leny materidlovej matice D z (9.16).

Koeficient vektora f¢ na i-tom riadku je
f= JpN,dxdy (9.23)

So
Aproximacny polyndm priehybu strednicovej plochy prvku (9.19) mozZno zapisat aj v
maticovom tvare
wy(x,y) =Nu® (9.24)
kde
N=[N,(x,y) N, - N, N,] (9.25)

je matica (v tomto pripade riadkova) interpolacnych funkcii prvku a

e ow, ow, o’w, az_w '
u _[(WO)l [ axojl ( ayojl (axa;jl (WO)Z (aXaSJNUE:| (926)
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je vektor zovseobecnenych uzlovych posunuti prvku s NUE uzlami a so Styrmi uvedenymi
stupriami volnosti uzla.

9.5 Pravouhly Stvoruzlovy prvok Kirchhoffovej dosky

Z mnozstva konecnych doskovych prvkov, ponukanych literatirou MKP (vid napr. [7] ), sme
pre zoznamenie sa s interpolacnymi funkciami a pre demonstraciu numerického spracovania
vybrali Stvoruzlovy pravouhly prvok (obr. 9.5) so 16 stupriami volnosti.

Ow, Ow, 0w,

Wor Ox ' Oy '0OxOy

Obr. 9.5

Vypoctovy model dosky s tymto prvkom je presny aj pri hrubom deleni, pravda, prvok ma
obmedzené praktické vyuZitie, pretoze je vhodny len na riedenie obdiznikovych a $tvorcovych
dosiek. Patri do kategodrie tzv. konformnych prvkov, pri ktorych je kontinuita sklonu normaly k
strednicovej ploche dw,/dn zachovana vo vSetkych bodoch prvku (problémy so zachovanim

tejto podmienky vznikaju v rohovych bodoch vSeobecnych Stvoruholnikovych a trojuholniko-
vych prvkov). Interpola¢né funkcie prvku su [8]
Ni= (§-1)* (£€-2)(n-1)* (-2)
N2=- a(&1)* (€+1)(n-1)* (m-2)
N3=-%b(E-1)* (£-2)(n-1)* (+1)
No= ab(§-1)* (1+§)(M-1)* M+1)

Ns =2 (E+1)* (€-2)(n-1)*(-2)
Ne= 1 a(&+1)* (-E+1)(n-1)* (n-2)
N7=-2 b(E+1)* (€-2)(n-1) * (n+1)
Ns=-£ ab(E+1)? (1-E)(n-1)* (n+1)

o =1 (&+1)" (6-2)(n+1)* (n-2) (9.27)
Nio=2 a(E+1)? (-E+1)(n+1)* (-2)
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Ni = b(E+1)? (§-2)(n+1) 2 (m+1)
N1 =4 ab(E+1)* (1-E)(n+1)° (1-n)

Nis=% (§-1)* (-§-2)(n+1)* (n-2)

Nis=-%a(6-1)” (§+1)(n+1)* (n-2)

Nis=# b(E-1)* (-£-2)(n+1) * (m+1)

Nie= -4 ab(§-1)* (1+€)M+1) * (1-n)
kde

&=x/a a M=y/b
sU prirodzené suradnice prvku [1]. Ako vidiet, vzhladom na pravouhly tvar prvku je v tomto
pripade vztah medzi prirodzenymi stradnicami a stradnicami x, y jednoduchy, ¢o ulahcuje

derivaciu interpolaénych funkcii v (9.22) podla x ay. Konformnost prvku sa dosiahla zaradenim
zmiesSanej derivacie do uzlovych stupnov volnosti prvku.

9.6 Priklad - stvorcova vol'ne podopreta doska zataZena konstantnym
tlakom

Pomocou uvedeného prvku uréime maximalny priehyb a zndzornime priehybovid plochu
Stvorcovej dosky (obr. 9.6) so stranou a,= 2 m zataZenej normalovym tlakom p = 1000 N/m?,

ktora je volne podopreta po obvode. Hribka dosky je 0,01 m a materiadlové konstanty su E =
10" N/m?, 1 =0,25.

3(a,a)

2(a,-a)

a,=4a

Obr. 9.6

Priklad moZno vyriesSit pomerne s malou namahou, pretoZe prvok dava velmi presné
vysledky uZ pri deleni dosky na 2x2 prvky. Navyse doska ma dve osi symetrie, takZe staci pouZzit
len jeden prvok (obr. 9.6) s predpisanymi podmienkami symetrie. Odpadne teda nutnost
vytvarania globalnych matic dosky (matice prvku budl zdrover aj matice dosky). Dalsie
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zjednodusenie dosiahneme pouzitim programu Mathematica 5, pri ktorom nie je potrebné
editovat explicitné vztahy derivacii a integralov interpolacnych funkcii (program si ich vie sam
vypocditat). Z vypocitanych nenulovych hodnét zovSeobecnenych uzlovych posunuti mozno tiez
velmi jednoducho graficky znazornit priehybovu plochu symetrickej Stvrtiny dosky zobrazenim
grafu funkcie w,(x,y) podla vztahu (9.19) pomocou funkcie Plot3D.

Vypoctovy program je uvedeny na obr. 9.7. V programe sa zaviedli okrajové podmienky,
ktoré vyplyvaju z podopretia dosky

a ktoré vyplyvaju z jej symetrie

(awoj _[owg ) _ 0°w, o
ox ), dy ), | oxdy )

Po zavedeni tychto podmienok sa sustava rovnic (9.21) zredukovala na pat globalnych rovnic

Ku=f (9.28)
kde vektor neznamych je

;
3 ow, 0w, ow, o’w,
u{(wo)1 ( axo l (axa;jl ( ayol (E)XE);JJ (9.29)

Program vypocital maximalny priehyb dosky

Womax = (Wp), =0,0070m

a s vypocitanymi nenulovymi numerickymi hodnotami (9.29) vykreslil priehybovla plochu
symetrickej Stvrtiny dosky podla (9.24) s velkym zvaésenim priehybu (obr. 9.8).

Kontrola vysledku je mozna z analytického riesenia takejto dosky prevzatého z [ Lit1]

4 4
pag _ 1000-2° _ 444731 m

Womax = 0/045058 5 = 10T 0,013

Pre zaujimavost uvadzame vysledky z programu ANSYS so Skrupinovym Stvoruzlovym prvkom
SHELL63. Pri deleni dosky na 2x2 prvky w,,., =0,00578 m a pri deleni 10x10 prvkov

Womax = 0,00724m .
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(* STVORCOVA DOSKA *)

Off [General: :spell]

(* Vstupné udaje *)

EE=10.411; mi=0.25; h=0.01;p=1000.;

a=0.5;b=0.5;

(* Cleny materidlovej matice D *)

D11=EE*h*3/(12*(1-mi*2)); D22=D11;

D12=D11*mi; D33=EE*h*3/(24*(1l+mi));

(* Potrebné interpolatné funkcie prvku *)

r=x/a;s=y/b;

N1=1/16*(r-1)42%*(-r-2) (s-1)42%(-s8-2);

N6=a/16* (r+l)42*(-r+l) (s-1)42%(-s-2);

N8=-a*b/16* (r+1)A2*%(1l-r) (s-1)*2*(s+1);

N15=b/16* (r-1)42*%(-r-2) (s+1)A2%(-s+1);

N16=-a*b/16* (r-1)*2*(1l+r) (s+1)*2*(1-8);

Ni={N1,N6,N8,N15,N16};

(* Priprava a vynulovanie vektorov a matic *)

Nix=Table[0, {5}];

Niy=Table[0, {5}];

Nixy=Tablel[0, {5}1;

f=Table[0, {5}]1;

KK=Table[0, {5}, {5}];

(* VypoCet derivacii interpolatnych funkcii *)

For[i=1,i<6,

Nix[[i]]=D[Ni[[i]],{x,2}]1;

Niy[[i]]=D[Ni[[i]],{y,2}]1;

Nixy[[i]]1=D[Ni[[i]l],x,¥];

i++];

(* VypoCet matice tuhosti a vektora zataZenia prvku *)

For[i=1,i<6,

For[j=1,3<6,

KK[[i,311=KK[[i,3]]+Integrate [DI1*Nix[[i]]*Nix[[§]]+D22*Niy[[i]]*Niy[[j]1]+
DI12* (Nix[[i]]1*Niy[[F11+Niy[[i]]*Nix[[31]1)+
4*D33*Nixy[[i]]1*Nixy[[]j]l],{x,-a,a},{y,-b,b}];

J++1;
fl[il]=Integrate[p*Ni[[i]],{x,-a,a},{y,-b,b}];
Print["i = ",1i];

i++];

(* Inverzia matice tuhosti *)

KKinv=Inverse [KK];

(* RieSenie sustavy rovnic-vypolet nenulovych zovSeobecnenych posunuti uzlovych bodov *)
u=KKinv.f;

(* Vypis priehybu stredu dosky *)

Print["wOmax = w1l = ", u[[1l]]];

(* Vykreslenie priehybovej plochy symetrickej Stvrtiny dosky *)

Off [General: :spell]

wl=u[[1]];

wx2=u[[2]];

wxy2=u[[31];

wyd=u[[4]];

wxyd=u[[5]];

wix_,y_ ]=(N1*wl+N6*wx2+N8*wxy2+N15*wyd+N16*wxy4d) ;
Plot3D[w[x,y]*(-1000),{x,-a,a},{y,-b,b},AxeslLabel->{ar,as,-w*1000},ViewPoint—>{1.3,-2.4,2.}1;

Obr.9.7
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wlmax = wl = 0.00700991

Obr.9.8

9.7 Nelinearny prvok von Karmanovej dosky

Pri tomto prvku budeme uvaZovat von Karmanove pomerné deformacie geometricky
nelinedrnej dosky (9.5)

E=€,+2€, (9.30)
skladajuce sa z membranovych deformacii

%+1(8Wojz
m ox 2\ ox
£ ,
E,=1& = %+%(%) (9.31)
7 Wy | Oy , IWo IWg
ox dy ox dy

a z deformacii od priecneho zatazenia (ktorymi sme sa zaoberali v predchadzajlcej ¢asti)

_’w,
ox*

9w,
dy?

0wy
oxdy

(9.32)

Vo vyslednom deformaénom stave dosky dochadza pri takejto doske k vazbe linedrnych ¢lenov
klasickej rovinnej napatosti a linearnych ¢lenov klasickej Kirchhoffovej dosky (t.j. linedrnej
dosko/steny) s kvadratickymi clennmi gradientov funkcie priehybu dosky wy(x,y), ¢o v

konecnom dosledku vedie na nelinedarnu maticu tuhosti prvku.
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UvaZujme opat pravouhly Stvoruzlovy konecny prvok, ako v predchdadzaj ¢asti, avsak teraz uz
so Siestimi stupnami volnosti uzla (obr. 9), pretoZe v rovniciach rovnovahy prvku musime
zohladriovat aj membranové posuvy uzlov (u,); a (v,); -

Prvok bude mat 24 stupriov volnosti vyjadrenych uzlovymi hodnotami v usporiadani
vhodnom pre kompaktny zapis matic prvku

Ug
e

u® =< vg :{ul,u2,u3,u4,v1,v2,v3,v4,w1,w2,w3,---,W16}T (9.33)

wo
s geometrickym vyznamom podla obr. 9.9, t.j. ul=(uy),,u2=(up), atd.; vl=(vy);,v2=(v,), atd";

2
%)1"”4:(8 Wo

dy oxay

Wy

ox

wl=(w,),, w2=( J,w3=( )1, W5 =(w,), atd.

ow,

0w,

(Ug)s, (Vo3 (Wo)s,( Ox Jai Oy )3’(6x8y s

ow,

Obr.9.9

Priehyb strednicovej plochy dosky budeme opat aproximovat funkciou w,(x,y) udanou v

(9.24) s nezmenenymi interpola¢nymi funkciami (9.27).

Aproximacné funkcie membranovych zloZiek posunutia bodov strednicovej plochy prvku
nech su

uo(x,y)=nul+nu2+nyud+n,ud
(9.34)
Vo(X,y)=nvl+n,v2+nv3+n,va

s bilinedrnymi interpolacnymi funkciami

1-8)a-n)
1+$)1-n)
ny(x,y)=%3(1+8)1+7) (9.35)
n(x,y)=3(1-8)1+n)
E=x/a; n=y/b

n(x,y

)
n,(x,y)
)

(
(
(

1
4
1
4
1
4
1
4
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Fyzikdlne vztahy membranovej deformdcie su

1 u 0 &'
0, =D,e, =~ Elu 1 o |e (9.36)
“lo o wmnym
a virtualna praca vnutornych membranovych sil
h/2
oWy = [ 8e7D ne,dV = [ ([ 87D ,,&,,dxdy)dz = [ S}, A, dxdy (9-37)
v, —h/2 S5 S
kde
h 1 u 0 All Al12 O
A=hD,, =~ Elu 1 o |=|m2 A2 o (9.38)
o 0 (1w 0 0 A33
Celkova virtudlna praca vnutornych sil prvku je
m ) T T
W, = W, + W5, = [ (Ge,,) Ag,dxdy+ [ (S,) De,ds (9.39)
S S
Silové zloZzky membranového zataZenia su
ay Ay A, O &
q=1q, ;=Ag,=|A, A, 0 |j& (9.40)
qu 0 0 A33 7/),:;
a s prihliadnutim na (9.16) dostavame
All A12 0 8’r(n Dll DlZ 0 8;
W = [{oe] e Syl Ay A, O [& rdxdy+ {5 e ;)0 Dy, O |{g tdxdy (9.41)
% 0 0 Ayliy % 0 0 Dylly,
Podla (9.31) a (9.32) pre virtudlne zmeny deformacii plati
AU, dw, ISw, _9%dw,
+ 2
o€l ox  Ox Ox S5e° ox
2
S€, =4 e L= ag"0+a;’° agwo ; b€, =1 6 | = _885‘2’0 (9.42)
y y y y
%y ddu, N 9dv, N ow, dow, N ow, 0w, Ny 2325W0
dy ox odx dy dy Ox 7 axoy

Na prvku budeme uvaZzovat len konstatny plosny tlak p (membranové zatazenie budeme kvoli

jednoduchosti predpokladat len v uzloch globalneho modelu dosky), takZze pre virtualnu pracu
vonkajsich sil plati

oW, = [ pow,ds (9.43)
S
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Ak do (9.41) dosadime aproximdcie (9.34) a (9.24) a za virtudlne posunutie postupne
vystriedame tieto funkcie a ich membranové a ohybové vazby s jednotkovymi virtualnymi
hodnotami zovSeobecnenych uzlovych posunuti (ostatné rovné nule), dostaneme sustavu 24

nelinedrnych uzlovych rovnic rovnovahy prvku

Ke (ue)ue — fe

(9.44)

kde K°(u) je matica tuhosti prvku, u® je stipcovd matica (vektor) zovieobecnenych posunuti

prvku a f¢ je vektor uzlovych zatazeni prvku od tlaku p.

Pre potreby explicitného vyjadrenia ¢lenov matice tuhosti a vektora uzlovych zatazeni prvku

je vyhodné zapisat (9.44) v tvare

K11 KlZ K13 ue fl
0

K21 K22 K23 VS

K3l K3Z K33 WS f3

kde pre ¢leny submatic plati

- dn; on; dn; on; , 21 12
axa sg(Alz ox dy A3 dy ox xdy; [K"f :|4x4 Ki
, o ON; oN; , oN; oN;
_ lj- an; AL ow ‘A, ow, 9N; N ZAaaﬁ ow, 9N; N ow, 9N; xdy
4x16 ox ax ox dy dy dy\ ox dy dy Oox

5]
4]
&7
B B e
&7
4]
[«

on, ow,, ON; ow, ON; on; ( Ow, ON;  dw, ON;
I +A 0 +2A,. —L 0 J 0 J d
4x16 -[ L)y (Alz ox ox 2 dy oy J 33 ax[ ox dy " dy ox de Y
w, on; ow, 9n; | ON, ow,, 9N, ow,, on;
= I LA 0 A 0" J d
16x4 -[ { (A“ ox ox > oy ayj ay( 33 8x dy o dy ox de y
. 5 0 ) on, on.
=j' IN; Alza n; A3aw0 n; a/v A338W° n’+AzzaW° n; xdy
16x4  Js;| OJx ox dy dy ox 8y ox ox dy oy
N, azN
[l o 5 50
1 ow, ow, | |ON; ON;
+2~[5§{A11( ox ) Alz( j }ax ox

Yy ow, ow, ( ON, N, +8N oN; dxdly
B ox dy lox dy  dy ox

+ +
2 dy> oy’ © dy’ ox*
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°N, N, EaZN, N, 9, azN,} °N, 0

Iwg %2
[A“( j AZ( dy

(9.45)

zN}j
Ixdy +

33 9xdy Oxdy

N, N,
dy oy

(9.46)



Pre subvektory zataZenia prvku plati

{f1}4x1 =0; {f2}4x1 =0;

=fsEpNidxdy, i=1,2,--,16

(9.47)

Ukazme si na prikladoch, ako mozno dospiet ku vztahom (9.46). Ak na prvok aplikujeme

virtualne posunutie

Ouy(x,y)=n, (X'y)5U1|§u1:1

(9.48)

z (9.41) dostaneme pre j =1, 2, 3, 4 prvy riadok matice K" (a analogickym vystriedanim ul s

u2, u3 a ué4, celd submaticu K*)

Ay A, O
Ay A, O
0 0 Ay

on,

on
'[ S {a_xl ay

OOO}

[ +axdy = uff (Ana

an

an1 on

8x

>y oy

}/xdy uiKy;

Rovnakym sp6sobom sa tvori aj o nieCo komplikovanejsi prispevok od virtudlneho posunutia

N,
dxcly+ Le %

N,

o’

ale
axay

owy(x,y) =N, (x, y)5wj| Swjt

1(aw]

2\ ox

I WA NI AN o N A As g 1w, )

o ayay oy 5 e A EY

0 0 Ay 3

My, My

ox oy
1 w, aw, Y’ Jon, o, (awoj (awojﬂa/vl N, |
Mﬂj {I:Au( J Alz( ]‘|ax x [AZ +A, y Jay ByT
N, PN, PN, N, N, N, LN N, PN, N,
Wf[ eare Dzzay2 ay2 D”[ax2 ay2 % v ZDaaaayaxE)y

W, o, ( N, ON; 9N, ON,
Syl ox oy dy o

}”dywakff

Sk

Ay A 0
A, A, 0
0 A,

dxdy

9.8 Priklad - Stvorcova na obvode tuho votknuta nelinearna doska zatazena

tlakom

Pomocou nelinedarneho prvku von Karmanovej dosky ur¢ime maximalny priehyb a znazornime
priehybovu plochu Stvorcovej dosky (obr. 9.10) so stranou a,= 2 m zataZzenej normalovym

tlakom p =

materialové konstanty su E = 10™ N/m?, 1 =0,25.
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1000 N/m? ktora je volne podopretd po obvode. Hribka dosky je 0,01 m a




0s sym.

3(a,a)

> €
>

2(a,-a)

0s sym.

A
\ 4
A

a,=4a

Obr.9.10

Pri vypocte pouzijeme postup, ktory sme opisali pri rieSeni prikladu linedrnej dosky.
Vzhladom na tuhé votknutie sa pocet neznamych uzlovych posunuti po zavedeni okrajovych
podmienok zredukuje na jedind neznamu (w,) , €o je zaroven aj maximalny priehyb v strede

dosky. Sustava rovnic pre urcenie uzlovych posunuti sa takto zmenila na jedind nelinearnu
rovnicu

(104838+7,37467-108w1?)wl =250 (9.49)

ktorej nelinearny tuhostny ¢len i nahradnu uzlovu silu F od spojitého tlaku pre jediny stupen
volnosti dosky urcil program (Mathematika 5) uvedeny na obr. 9.11. V tomto obrazku sme
znazornili aj priehybovu plochu symetrickej stvrtiny dosky od jednotkového priehybu wl.

Nelinearnu rovnicu (9.49) sme rieSili Newton-Raphsonovou metddou [2] v jednoduchom
programe (Mathematika 5) na obr. 9.12 pre viacej pripadov zatazovacieho tlaku. Pre p = 1000
Pa program vypocital maximalny priehyb dosky

Womax = (Wp ), =0,0022995m

Na obr. 9.13 sme graficky znazornili nelinedrny priebeh maximalneho priehybu dosky v
zavislosti na zatazovacom tlaku pomocou vypocitanych diskrétnych hodnot.
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(* VOTKNUTA NELINEARNA DOSKA *)

Off [General: :spelll;

EE=10.411; mi=0.25; h=0.01;p=1000.;

a=0.5;b=0.5;

D11=EE*h*3/(12*(1-mi*2)); D22=D11;

D12=D11*mi; D33=EE*h%3/(24*(1+mi));

Ql1=EE/(1-mi*2);Q22=Q11;

Q12=Q11*mi;Q33=EE/2/(1+mi);

Al1=Q11*h;A12=Q12*h;A22=A11;A33=Q33*h;

r=x/a;s=y/b;

N1=1/16*(r-1)A2*(-r-2) (s-1)*2*(-8-2);

Nix=D[N1, {x,2}];Niy=D[N1, {y,2}];Nixy=D[N1,x,y];

Nx=D[N1,x];Ny=D[N1,y];

w0=N1*wl; dwx=D[w0, x] ; dwy=D[w0, y] ;

f=Integrate[p*N1, {x,-a,a},{y,-b,b}];

poml=Integrate[D11*Nix*Nix+D22*Niy*Niy+D12* (Nix*Niy+Niy*Nix) +
4*D33*Nixy*Nixy, {x,-a,a}, {y,-b,b}];

pom2=0.5*Integrate[ (A1l1*dwx*2+A12*dwy*2) *NX*Nx+ (A12*dwx*2+A22*dwy*2) *Ny*Ny
+2*A33*dwx*dwy* (Nx*Ny+Ny*Nx), {x,-a,a}, {v,-b,b}];

KK=poml+pom2 ;

Print ["KK = ",KK];

Print["f = ",f];

wlx_,y_]=N1*1.0;

Plot3D[-w[x,v], {x,-a,a}, {v,-b,b},AxesLabel->{ar,as, -w}

,ViewPoint—{1.3,-2.4,2.}]1;

KK = 104838. +7.37467x 108 w12

f = 250.

Obr.9.11
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NewtonRaphson[F_, uzac_, imax_, Rdov_] := Module[{},

Rlu ] =104838%u+7.3747+%1048%u*3 —F;

i=0; u0 =uzac; ul =ul;

While[i < imax && Rdov < Abg[R[ul]], u0 =ul; ul = u0 — R[u0]/R '[u0];
i=i+1L; 150

F=0;

Forlk=1, k<11,

F=F+ 250;

pPp=4xF;

NewtonRaphson[F, 0, 20, 1];

Print[" p = ", p, " Pa", " u = ", PaddedForm[ul *1000, {6, 4}], " mm"]

k++];
p = 1000 Pa u = 2.2995 mm
o = 2000 Pa u = 4.2350 mm
o = 3000 Pa u = 5.7903 mm
p = 4000 Pa u = 7.0615 mm
p = 5000 Pa u = 8.1356 mm
p = 6000 Pa u = 9.0670 mm
p = 7000 Pa u = 9.8892 mm

p = 8000 Pa u = 10.6293 mm

p = 9000 Pa u = 11.3032 mm

o = 10000 Pa u = 11.9233 mm

Obr.9.12

ListPlot[{{0, 0}, {1, 2.2995}, {2, 4.235}, {3, 5.7903}, {4, 7.0615}, {5, 8.1356},
{6, 9.067}, {7, 9.8892}, {8, 10.629}, {9, 11.3032}, {10, 11.9233}},
PlotStyle -» PointSize[0.02], AxesLabel - {"tlak [kPa]",

"priehvb [mm]"}, PlotRange — {—-0.2, 13}];

priehyb  [mm]

12 °
[ ]
10 o
[ )
8 °
[ ]

6 °

4 °

2 [

tlak [kPa
2 4 6 8 0

Obr.9.13
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9.9 Koncept Mindlin - Reissnerovej dosky
V tejto formulacii sa do vnutornej energie zataZenej dosky zahffia aj energia vyvolana
priecnymi Smykovymi deformaciami (skosmi y,,a 7,), ktora sa pri klasickych teoriach

(Kirchhoff, von Karman) zanedbava. VyZaduje si to potreba rieSenia hrubsich dosiek, ktoré
vzhladom na ich vacésiu ohybovu tuhost (narasta s tretou mocninou hriabky) si navrhované na
prenos vacsieho prie¢neho zataZenia. Vypocet tejto energie sa zjednodusuje tak, Zze sa v
prie¢nych rezoch predpokladd konstantny skos (a teda aj konstantné priecne Smykové napatie)
po celej hriubke dosky. Potom sa natolenie prieneho rezu zataZenej dosky v rovine xz (a
analogicky aj v rovine xy) u¢inkom skosu y,, zmeni tak, ako je to znazornené na obr. 9.14 a pre

funkcie posunuti bodov dosky na rozdiel od (9.1) sa zavadzaju vztahy
ulx,y,z) =uy(x,y)+2¢,(x,y)
V(Xryrz):VO(Xry)+Z¢y(Xry) (950)
w(x,y,z) =w,(x,y)
s neznamymi, a na funkcii priehybu strednicovej plochy dosky w,(x,y) nezavislymi, funkciami
é.(x,y) a 4,(x,y). V tomto modeli mierne hrubej dosky sa potom objavuje pat neznamych poli
zovseobecnenych posunuti uy, vy, wy, 8,,9,, kde ¢, a @, st uhly udavajuce rotacie prieCnych

normal okolo osi y a x (obr. 9.14).

Obr.9.14

Zviazanost rotacie normal priehybovej plochy s uhlami dotyénic k priehybovej ploche (s
parcidlnymi derivaciami funkcie priehybu w, ) sa takto vo vztahoch (9.50) zrusila. To je spolu so
zohladnenim prie¢nych deformacii zakladna charakteristika modelu Mindlin-Reissnerovej dosky
a zakladné odlisenie od klasickej tedrie dosky. Doésledkom takejto formulacie funkcii
membranovych posunuti je to, Ze napriek zohladneniu Smykovych deformacii a vacsich
moznosti vyuzitia modelu je tvorba a programova implementacia konecnych prvkov Mindlin-
Reissnerovej dosky jednoduchsia ako v pripade horeuvedenych klasickych modelov (pre prvok
dosky staci tzv. Cy kontinuita - zovSeobecnené uzlové posunutia prvku neobsahuju derivacie

106



funkcii posunutia). V deformaciach, tj. v parcidlnych derivaciach funkcii (9.50), sa uz neobjavia
druhé derivacie funkcie priehybu w,(x,y) a naroky na spojitost aproximacnych funkcii sa znizia.
Je potom pochopitelné, ze skoro vsetky komercné programy zalozené na MKP, vratane ANSYSu,
vyuZivaju takto formulované linedrne i nelinearne doskové konecné prvky.

9.10 Nelinearny prvok Mindlin-Reissnerovej dosky

Budeme postupovat rovnako ako pri nelinedrnom prvku von Karmanovej dosky, ale s
uvazovanim zmenenych funkcii posunuti (9.50). Zlozky deformacie vSeobecného bodu dosky sa
podla (9.30)

E=¢,+2¢,

skladaju z deformacii od membranového zatazenia (9.31), ktoré zostavaju bez zmeny

%+1(8Wo jz
ox 2\ ox

ey ,
erl=l o, 1f W, (9.51)
Y dy 2\ oy

7 Vg , Op , IWg IW,

ax dy o0x dy

ale vyznamne sa zmeni a zjednodusi deformacny prispevok od priecneho ohybového a
kratiaceho zatazenia (9.32)

99,
& ox
99,
E. = 80 = —_— 9.52
o) ag, , 99,
dy ox
Pribudnu teraz este aj deformdcie (skosy) od priecnych sil (pozri obr. 14)
Sl By,
g,=1" =1 (9.53)
7/yz aWO +¢
oay

Ako sme uviedli v GUvode tejto Casti, predpokladaju sa konsStanté skosy po hrubke dosky a
teda aj konStantné hodnoty smykovych napdti z,, a 7, (po vyske obdiznikového rezu je ich

skutoény priebeh parabolicky). Ich silové vyslednice (prie¢ne sily na rezoch s jednotkovou
Sirkou) potom su

t, =k, (h-1)7,, =k.hGY,, t,, =khGy,, (9.54)

Opravny koeficient tohto zjednodusenia k; , je znamy z elementarnej pruznosti (vypocet
energie $mykového napitia v ohybanom nosniku; pre obdizinik k; = 5/6). Virtudlna praca
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priecnych Smykovych vnutornych sil na kone€nom prvku potom v maticovom zapise je

%+¢
00w, dow, kGh 0 ax X
- 0 0 s
W, = Sf(ffe ) Ce,dxdy = I{ +69, 3 +5¢y}{ ) kseh} S, xdy (9.55)
0 —+¢y
dy
Celkova virtualna praca vnutornych sil nelinearneho kone¢ného prvku Mindlin-Reissnerovej
dosky je
OW,, = OW,T + OW,3, + OW,), (9.56)

kde pre treti ¢len plati (9.55) a prvé dva cleny su

Auy (awoj
ox +2 ox
Ar A, O
o J-{ 2 16w06(514/0 v, +1BWOB(SA/ 9, +85v +aw0%)&/v +awoa(iv}Au A, 0 %4_7(6%] dxdy(9'57)
X 2 ox dx dy 20dy oy dy dx oOx dy dy Ox 0 0 dy 2\ oy
dy Ox ox oy
99,
ox
D D. 0
P 04, 9 00 noe 0
M&_J‘{ §¢x a¢y 85¢x + a¢y D, D, O % dxdy (958)
5 X y y X 0 0o D y
B L
dy  ox

Vztah (9.56) obsahuje pat virtudlnych posunuti 8u,,dv,,5w, 30,,80,, ktoré zohravaju délezitu

ulohu pri tvorbe matice tuhosti prvku. Explicitné vyjadrenie ¢lenov matice tuhosti je
jednoduchsie, ked sa po dosadeni (9.55), (9.57), (9.58) do (9.56) a roznasobeni, rozcleni
virtudlna praca vnutornych sil na sumu piatich integralov, do ktorych sa zahrnu len ¢leny, ktoré
obsahuju prislusné virtudlne posunutie. Potom plati

W M&uo M5V0 M5W0 M5¢X M5¢y (959)

int int int int int int

kde
(85 2 \\
o f[28 [0 3 ), o 2w 0l v o (060
Wi _JL ox {A l:Bx 32 ox A dy A dy | dy * ox - ox dy dedy ( )

( \\
d0dv ou ow, v, ow, ddv, | du v, ow, ow,
SWSVO 0) A 0 ( oj :\ Y9Yo ( o] A 0 0 42% L Z%0 70 | |dxd 961
nt Jt ay { {ax ox E)y ay 33 ox E)y ox ox ay y( )

So

dow, | ow, au, ow, av, ow, ow, ow,(du, dv, Jdw, Iw,
M&wo 0 0 0 [ 0] 70 7[70] k Gh[io j 70[70 -0, -0 70]
int J{ ox [ ox { {ax 3 ox et dy dy s ox )| F A dy \dy ox dx - dy (962)

ddw, | dw, du, [8w0j v, [E)woj [8w0 ] Bwo(é)uo dv, dw, E)WO]
Mo k,Gh| 2o Ay o[ o Po , Mo, Mo | et
+ay[ay{A1{ax+ ox T ay+ ay s ay+¢y +338x ay+ax+ax+ay xa

sox _ [ ) 900, 0, 90, | 98¢, 8<|> 90,
W Sj{ = {Dna +Dy, 5 [t 3 Dss o Sq)kGh[ +<|>] dxdy (9.63)
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350, [ 36 0,7 380, [ap, 90 ow
oy _ y X y y X y 0
SVVint V= ;[ { ay |:D12 I + D22 ay + ay D33 ay + X + 5¢yk5Gh _ay + q)y dxdy (964)

Aproximacné funkcie posunutia uy,v,,w,,0,,0,5a na prvku v MKP uréuju interpolaciou

uzlovych hodndt pomocou interpolacnych funkcii prvku, ktoré zapiSeme v tvare

uo(x,y)=Zujnj(x,y) vo(x,y)=2vjnj(x,y) (9.65)
j=1 j=1
Wo(X,y)= D W;N;(x,y) (9.66)
j=1
p p
B (x.y)= D ap;(x,y) 8,(,y)=_Bip;(x,y) (9.67)
j=1 j=

Uzlové hodnoty tychto funkcii usporiadame do vektora

u =dwe b ={ul,u2,...,umviv2,...,.ymwl,w2, .., wn,al,a2, ..,ap,1,52,....fp)  (9.68)

@e
Ak do (9.59) dosadime aproximacie (9.65) az (9.67) a za virtuadlne posunutie postupne
vystriedame tieto funkcie a ich membranové, ohybové a Smykové vazby s jednotkovymi

virtudlnymi hodnotami zovSeobecnenych uzlovych posunuti (9.68) dostaneme sustavu
nelinedrnych uzlovych rovnic rovnovahy prvku

K®u®)u® =f¢ (9.69)

kde K°(u) je matica tuhosti prvku, u® je stipcova matica (vektor) zovéeobecnenych posunuti

prvku a f°je vektor uzlovych zataZeni prvku. V blokovej forme md tdto sustava rovnic
rovnovahy prvku tvar

K* K? K® o0 0 fug| (g
K®: K2 K2 0 0 ||V f
K3 K2 K® K* K [{wel={f, (9.70)
0 0 K® K“ KS||¢ f,
0 0 K® K KSS_ @e f

Integralne vztahy pre ¢leny jednotlivych submatic v piatich riadkoch matice tuhosti prvku v

(9.70) mozno vyjadrit pomocou piatich Casti celkovej virtualnej prace vnutornych sil (9.60) az
(9.64) a dostdvame
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on; an

on. on

Ki _IE(A“ ox Ox

Ly Ape—t— ldxd
3aay ay}j y

an; an
Ki}z—j Q(An L+ A

ox dy

o ON;

on; ow
K3 = A
g 25{8 [” ox Ox

A

aWO aNj

oN;
., Mo ’J+2A

> dy dy 33$ ox dy

on. on

aon. on.
2 _ i 91
Ki _J‘SS'(A33 ox 0x -

L1 \dxd
zzay ay) y

an

on, [aw0 on; ,

e

dy ox

awo BN

on; (awo oN;

+2A, 20
ox\ ox dy

ON.( ow
K= | =
v -[55 ox (All ox ax

an ow

dy ax

aWO anj aN A aWO anj
33 33
dy dy ay ox ay

oN, an

o Jon,
K> = A A
7 Is;_a (“ x Ty axj

Az ay ax

ow,
A
ay( 33 ax ax

K33 =js k, h 2N

o ox ax

ow, \
+ [Au (a_xoj +A;

ON, 8 ow
+k,Gh dxdy + A 0
dy ay} I{ ”( j

e
e
e

ow, | |ON, E)N
qu( ] ]ax ox

2
awy ' fowon,
dy ox ox ox dy

+k tho,q)JJd

338 a

9
+D, 99, (p’jdxdy

39y ox

+D,, 99, 9 (0’ +k,Ghe,;

dy

¥E‘/

8
K2 = j kGha—(ojdxdy
dg, 09, 29, 0
44_ | J
Ki _ISS Pu ox ox +0
99, 99;
K;S:J‘e Di, dhag
S ox dy
K5 = a¢ia¢1
oo dsl TP oox ox
K? =2 kB =k3*

ij Ji ij Ji

Ako sme uz uviedli, doska je vo vSeobecnosti zatazena objemovymi silami (vlastna tiaz,
odstrediva sila), plosnym tlakom, ciarovymi i sustredenymi silami, teplotnym zatazenim a
reakénymi silami a momentami od okrajovych podmienok pre zovSeobecnené posunutia.
Sustredené sily a momenty sa zadavaju priamo do uzlov globdlneho modelu dosky, spojité
zatazenia prvkov ale treba transformovat do uzlov a ich sumarny Géinok v e-tom prvku
predstavuje v (9.69) vektor vonkajsich uzlovych zatazeni prvku f€.

prvku do vektora f¢ sa urcuju z virtualnej prace vonkajsich sil. Napr. vonkajsie uzlové sily prvku

53
KU _Kl'

od plosného tlaku p dostaneme opat z (9.43)

WS, = Ipé‘deS

S
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ow,, ow, [ ON, ON; N N, N,
ox dy

, J}dxdy

dy ox

(9.71)

Prispevky spojitych zatazeni



Z podstaty MKP pri rieSeni pevnostnych uloh vyplyva, Ze vo vSseobecnosti vypoctovy model je o
nie¢o tuhsi ako redlne teleso (redlna konstrukcia). Pri niektorych typoch prvkov, a najma pri
hrubsej prvkovej sieti, sa vSak zaznamenal omnoho vyraznejsi nerealny narast tuhosti modelu
ucinkom neziaduceho blokovania (lockingu) deformacii. Jeho prejavom je tiez spomalenie
konvergencie a i pripadna numericka nestabilita rieSenia ulohy. Medzi prvky silne citlivé na tento
fenomén patria aj prvky Mindlin-Reissnerovej dosky, najma ak sa vyuzivaju interpolacné funkcie
nizSieho stupna (linedrne a kvadratické) pri hrubom deleni modelu. V tomto pripade je nositelom
tohto javu neredlne vysokd tuhost vyvolana priecnymi Smykovymi deformaciami (transverse
shear locking) a to pri Stihlych (relativne tenkych) doskach. Ak napr. vyvolame priehyb dosky
¢istym ohybom (okrajovymi momentami) vztah (9.53) nevie zabezpedit nulové prie¢ne smykové
deformacie, pribudne neredlna tuhost, ktora zmensi priehyb dosky. Analogicky problém vznika aj
pri tenkych doskach s malymi prie¢nymi silami. Korekcia tuhosti modelov takychto dosiek sa robi
najcastejSie selektivnou numerickou integraciou pri vypocte ¢lenov matice tuhosti prvkov. PIna
integracia sa robi pri ich vypocte z linedrnej tuhosti a redukovana pri urcovani ¢lenov od priecnej
Smykovej a nelinearnej tuhosti. Existuje mnozZstvo dalSich postupov a v odborne;j literatire mozno
ndjst viacero navrhov tzv. locking free doskovych prvkov. Aby sme v doleuvedenom ilustrachom
priklade nedostali neredlne vysledky eliminovali sme priblizne vplyv tohto fenoménu pomocou
jednoduchej opravy koeficientu k, podla vztahu [9]

i=1+0,2 Sg

ke 25h0°

(9.72)

9.11 Priklad - Pravouhly Stvoruzlovy nelinearny prvok Mindlin-Reissnerovej
dosky
UvaZzujme opat pravouhly stvoruzlovy konecény prvok, ako v predchadzich éastiach, avsak
teraz so stupnami volnosti uzla Mindlin-Reissnerovej dosky. Takyto prvok, s bilinearnymi
interpola¢nymi funkciami (9.35) pre vSetky aproximacné funkcie posunuti, ma v uzloch po styri
a celkovo dvadsat stupriov volnosti (obr. 9.15)

U =1 we ={u1,u2,u3,ud,v1,v2,v3,v4,wl,w2,w3,wi,a,,,,0,0,, B, 5. By B} (9.73)

Pravda, v pripade potreby mozZno volit aj interpolacné funkcie vyssieho stupria pre
jednotlivé vektory zovseobecnenych posunuti. V nasom priklade, aby sme mohli bez vacsej
zmeny pouzit program z predchadzajuceho prikladu a tiez kvoli vaésej presnosti nasho hrubého
delenia, zvolime aproximacnu funkciu priehybu strednicovej plochy dosky s interpolacnymi
funkciami (9.27)

16
Wo(x,y) =D w;N;(x,y) (9.74)

j=1
¢im sa pocet stupriov volnosti prvku zvysuje na tridsat dva.
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(U0)3'(V0)3/(W0)3'(¢x)3'(¢y)3
Obr.9.15

Pomocou nelinearneho prvku Mindlin-Reissnerovej dosky uréime maximdlny priehyb a
znazornime priehybovu plochu Stvorcovej dosky (obr. 9.16) so stranou a,= 2 m zataZenej
normalovym tlakom p = 100000 N/m?, ktord je tuho votknuta po obvode. Hribka dosky je 0,08
m a materialové konstanty su E = 108 N/m2 , 4=0,25.

0s sym.

3(a,a)

2(a,-a)

ad
0s sym.

a,=4a

Obr.9.16

Pri vypocCte pouZijeme postup, ktory sme opisali pri rieSeni prikladu linearnej dosky. Vzhfadom
na tuhé votknutie sa pocet neznamych uzlovych posunuti po zavedeni okrajovych podmienok
zredukuje na jedind neznamu (w,), , €o je zarover aj maximalny priehyb v strede dosky. Ststava

rovnic pre ur¢enie uzlovych posunuti sa takto zmenila na jedinu nelinedrnu rovnicu
(1,26781-10° +5,89974-10°w1?)wl =250 (9.75)

ktorej nelinedrny tuhostny ¢len i nahradnu uzlovu silu F od spojitého tlaku pre jediny stupen
volnosti dosky urcil program (Mathematika 5) uvedeny na obr. 9.17. V tomto obrazku sme
znazornili aj priehybovu plochu symetrickej Stvrtiny dosky od vypocitaného priehybu wil s
programom na obr. 9.18.
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Nelinearnu rovnicu (9.49) sme rieSili Newton-Raphsonovou metddou [2] v jednoduchom
programe (Mathematika 5) na obr. 9.18 pre viacej pripadov zataZovacieho tlaku. Pre p =
100000 Pa program vypocital maximalny priehyb dosky

Womax = (W), =0,019684 m=19,684 mm

Na obr. 9.19 sme graficky zndzornili nelinedrny priebeh maximalneho priehybu dosky v
zavislosti na zatazovacom tlaku pomocou vypocitanych diskrétnych hodnot.

(* VOTKNUTA NELINEARNA MINDLIN-REISSNEROVA DOSKA *)

Off [General: :spelll];

EE=10.48; mi=0.25; h=0.08;p=100000.;

a=0.5;b=0.5;

D11=EE*h~3/(12*(1-mi~2)); D22=D11l;

D12=D11*mi; D33=EE*h*3/(24*(1l+mi));

Ql1=EE/(1-mi*2);Q22=Q11;

Q12=Q11*mi;Q33=EE/2/(1+mi);

All=Q11*h;A12=Q12*h;A22=A11;A33=Q33*h;

ks=1/(1+0.2*4*a*b/25/h*2);

r=x/a;s=y/b;

N1=1/16*(r-1)22*(-r-2) (s-1)42*(-8-2);

Nix=D[N1, {x,2}]1;Niy=D[N1, {y,2}];Nixy=D[N1,x,y];:

Nx=D[N1l,x];Ny=D[N1l,y];

w0=N1*wl;dwx=D[w0, x] ;dwy=D[w0,v];

f=Integrate[p*N1, {x,-a,a},{y,-b,b}];

poml=Integrate[ks*Q33*h*Nx*Nx+ks*Q33*h*Ny*Ny, {x,-a,a},{y,-b,b}];

pom2=0.5*Integrate[ (Al1l*dwx*2+Al2*dwy*2) *NXx*Nx+ (A1l2*dwx*2+A22*dwy*2) *Ny*Ny
+2*A33*dwx*dwy* (Nx*Ny+Ny*Nx), {x,-a,a}, {y.-b,b}]:;

KK=poml+pom?2 ;

Print["KK = ",KK];

Print["f = ",£f];

wlx_,y ]1=N1*19.684;

Plot3D[-w[x,y],{x,-a,a},{y,-b,b},AxesLabel->{ar,as, -w[mm] }

,ViewPoint—{1.3,-2.4,2.}];

KK = 1.26781x10° +5.89974x100 w12

f = 25000.

Obr.9.17
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NewtonRaphson[F_, uzac_, imax_, Rdov_] := Module|[{},
Rlu_]=1267810%u+5.89974%x1046%u*3 —F;

i=0; u0 =uzac; ul =ul;

While[i < imax && Rdov < Abs|[R[ul]], u0 =ul; ul =u0 —R[ul]/R"'[ul];

i=i+1;];1;

F=0;

For[k =1, k < 11,

F=F+25000;

p=4x%F;

NewtonRaphson|[F, 0, 20, 10];

Print[" p = ", p, " Pa", " u = ", PaddedForm[ul *1000, {6, 4}], " mm"]
k++];

100000 Pa u = 19.6836 mm

[}
1l

p = 200000 pa u = 39.1587 mm
p = 300000 Ppa u = 58.2386 mm

o = 400000 Pa u = 76.7751 mm

p = 500000 pa u = 94.6494 mm
p = 600000 Pa u = 111.8100 mm
p = 700000 Ppa u = 128.2230 mm
p = 800000 Pa u = 143.8890 mm

p = 900000 Pa u = 158.8270 mm

o = 1000000 Pa u = 173.0690 mm

Obr.9.18

ListPlot[{{0, 0}, {.1, 19.6836), {.2, 39.1587}, {.3, 58.2386}, {.4, 76.7751}, {.5, 94.6494},
{.6, 111.81}, {.7, 128.223}, {.8, 143.889}, {.9, 158.827}, {1., 173.069}},
PlotStyle —» PointSize[0.02], AxesLabel - {"tlak [MPa]",

"priehyb [mm]"}, PlotRange —» {—0.2, 200}];

priehyb [mm]
200

150 o«

100 .

02 04 06 08 1 tlak[MPa]

Obr.9.19
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10 Konstitutivne rovnice hyperelastického materialu

Geometrické rovnice a diferencidlne rovnice rovnovahy platia pre fubovolny material, ktory
ma vlastnosti spojitého kontinua. Boli odvodené nezavisle od seba a neobsahuju Ziadne
materiadlové charakteristiky. Napatie ako miera namahania telesa je vSak zavisld od deformacie
a Ze tato zavislost ovplyviiuje aj druh materidlu, nas presviedCa experimentdlna prax.
Konstitutivne (fyzikdlne, materidlové) rovnice slizia na stanovenie tejto zavislosti (konstituuju
tuto zavislost). Nie su vo vseobecnosti odvodené od nejakych fyzikalnych principov (aj ked'
musia spifiat ur¢ité pravidla - napr. musia byt objektivne, t.j. nezavislé od tuhého pohybu telesa
v danom suradnicovom systéme); vyjadruju v podstate len vlastnosti matematického modelu
uvazovaného materidlu tak, aby vyhoveli experimentdlnym tudajom.

Existuje velké mnoZstvo materidlovych modelov a s nimi spojenych konstitutivnych rovnic,
ktoré sa snaZia simulovat rozlicné redlne materidly pre rdzne typy stacionarneho i
nestacionarneho namahania. Mnoho materidlov vykazuje po urditl hranicu velkosti zatazenia
linedrnu elastickl zavislost medzi deformaciou a napatim, ktord mozno vyjadrit vo forme
zovseobecnenia jednoosého Hookeovho zakona

O = Ciii€u (10.1)

kde redukciou clenov materialového tenzora cy,, mozno vyjadrit vSetky zakladné typy pruzného

linearneho materiadlu. Pod pruznym materidlom sa rozumie taky material, ktorého deformacia
vymizne, ked nan prestanu posobit vonkajSie sily. Napatie v zataZenom telese s takto
definovanym materidlom mozZno vyjadrit aj zo vztahu

ow(e) o (1 ]
=———=—|=¢€:C: 10.2
d de  d€ 28 c:€ ( )
kde W je mernd energia napatosti (deformacnd energia akumulovand v jednotke objemu),
nazyvana tiez elasticky potencial alebo elastickd potencialova funkcia. Napr. pre jednoosy tah

izotropného materiadlu dostavame

azgeW(e):a%(%aej=aa—€(%Eeej:a%[%ezEj=Ee

V technickej praxi sa Casto vyuzivaju aj nelinedrne elastické materialy, ktoré su pruzné vo
velkom rozsahu deformacie, pricom ale zavislost napatia od deformacie je nelineadrna (napr.
technickda guma, penové materidly, elastomérové kompozity, rézne plasty, biomaterialy).
Vzhladom na ich relativne mall tuhost a spbsob technického vyuZitia su ulohy s takymto
materidlom skoro vidy esSte aj geometricky nelinedrne. Pokial napatost zataZzeného telesa z
takéhoto materidlu nezavisi od zataZovacej cesty, ale len od vysledného deformaéného stavu,
mozno napatost urcovat z funkcie mernej energie napatosti W a hovorime o hyperelastickom
materiali (obr. 10.1). Mnohé hyperelastické materidly maju vysoki hodnotu objemového
modulu a ¢asto sa potom pri teoretickom spracovani ich modelov povazuju za nestlacitelné (s
nekonecne velkou hodnotou objemového modulu, t.j. zmena hydrostatického tlaku nevyvola
Ziadnu zmenu objemu takéhoto materidlu), pripadne takmer nestlacitelné (tym sa mysli
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materidlovy model, pri ktorom sa s ohladom na numerické spracovanie pripusta mald hodnota
stlacitelnosti).

Q{Q
—

-—

£
Obr.10.1 Jednoosd charakteristika nelinedrneho elastického materialu
Zakladnym krokom tvorby hyperelastického materidlového modelu je navrh skaldrneho
potencidlu W , ktory je funkciou vhodnej miery deformacie (Cast 4.3), najcastejsie
deformacného gradientu F, pravého, resp. favého Cauchy- Greenovho tenzora deformacie C,
resp. b, pripadne hlavnych natiahnuti 4,,4,,4;, ur€enych spektralnou dekompoziciou U, resp. V.

Pre deformacny gradient a jeho Jacobian plati

F:a—X=|+a—"I J=det(F) (10.3)
oX oX

Pravy a favy Cauchy-Greenov tenzor deformacie su
C=FF b=FF" (10.4)

Ak uvazujeme hyperelasticky material, tak potom miera napatia materidlovej ¢astice X
zatazeného telesa zavisi len od aktualneho deformacného gradientu F tejto Castice. Pretoze
energeticky konjugovanym partnerom F je prvé Piola-Kirchhoffovo napatie P plati

P =P (F(X),X) (10.5)

Ak sa nam za pomoci experimentu podarilo pre dany materidl vyjadrit elasticky potencial W
potom analogicky s (10.2) mozno napisat

oW (F(X),X)

P(F(X),X) = °F

(10.6)

Potencial W i zdavislost napatovych mier na tejto funkcii mozno modifikovat podla vztahov,
ktoré sme uviedli v kapitolach 4 a 5. Napr. z poziadavky objektivnosti konstitutivnych vztahov
vyplyva, Zze W je na F zavislé len cez jeho zloZku natiahnutia U a nezdvislé na zloZke rotacie R,
a pretoze pre pravy Cauchy-Greenov tenzor deformacie plati C=U* =F'F, moZno napisat

w (F(X),X) =W (C(X),X) (10.7)

Pre prirastok Green Lagrangeovho tenzora deformacie E, ktory je energeticky zdruZeny s
druhym Piola-Kirchhoffovym tenzorom napatia S, plati E:%C, dostdvame analogicky s (10.6)

tiez
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E)W oW
9C OE

=2 c=1s:¢ s(cmx)=2

C (10.8)

Ak ma hyperelasticky material izotropné vlastnosti, potom vztah medzi jeho potencidlom a C
je nezavisly od materidlovych osi a musi byt funkciou invariantov tenzora C

W (C(X),X) =W (I, 1, X) (10.9)
kde

Ic=trC=C:l
ll. =tr(CC)=C:C (klasickd forma tohto tenzora je Ii; = %[(trC)2 - trCZJ) (10.10)

Ill, =detC=J%; J=detF

a pre druhé Piola-Kirchhoffovo napatie podla (10.8) mozZno napisat

ow

g, W _,0Wdle OW Ol ., OW dllle _ oW, OW ~ 2 0W s (10.11)
oC 9. aC ol oC all, oC 3l o, olll,
kde sa uplatnili derivacie invariantov podla zloZiek tenzora C [10]
dl, oll, olll, .
e Zc_sHe —c_pct 10.12
oC oC aoC ( )

Invarianty C a b su identické

I, =trb=tr(FF")=tr(F'F)=trC =1,

Il, =tr(bb) = tr(FF'FF" ) =tr(F'FF'F) =tr(CC) = /I,

Ill, = detb = det(FF" ) = det(F'F) = detC = /i,
z Coho tieZ vyplyva, Ze derivacie W podla invariantov C v (10.11) su tieZ derivaciami W podla
invariantov b.

Cauchyho napatie mozno uréit z druhého Piola-Kirchhoffovho napéatia pomocou
transformacného vztahu (kapitola 5)

o = J'FSF’ (10.13)
Ked do tohto vztahu dosadime (10.11) dostaneme

1 awb 4t awbz E)W

(10.14)
ol oll, 3///c

oc=2J

Uvedené rovnice platia pre vSeobecny izotropny hyperelasticky materidlovy model. Ich
vyuzitie si ukdzeme na relativne jednoduchom modeli tzv. stlacitelného Neo-Hookeovského
materidlu. Nazov dostal podla toho, Ze zapis jeho charakteristik (Eulerovského tenzoru
deformacie) je analogicky so zdpisom charakteristik klasického linedrneho izotropného
Hookeovského materidlu. Stlacitelny Neo-Hookeovsky model je definovany potencidlovou
funkciou (existuje vsak aj viacero alternativnych zapisov, najma pri pouZiti /. v (10.10))
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W:%(/C —3)—GInJ+%(InJ)2 (10.15)

kde M a A suU materidlové konstanty. VSimnime si, Ze funkcia okrem zakladného predpokladu
objektivnosti (je funkciou invariantov 1. a \/lll. =J) spifia aj daléi nevyhnutny predpoklad, ze

pri nulovej deformacii je elasticka potencialna energia W nulova (C =1, /. =3, detF=1, InJ=0).
Druhy Piola-Kirchhoffov tenzor deformdcie teraz uz mézeme vyjadrit z rovnice (10.11)
S=M(I-C})+A(n)C™* (10.16)
a Cauchyho napatie z (10.14) pomocou zlozZiek lavého Cauchy-Greenovho tenzora b

_M

A
= | W 10.17
o ; b-0+ J(InJ)I (10.17)

Ak budeme napr. uvazovat jednoosy tah bez prie¢nej deformacie, potom

12
l AL

A 0
F=|0 0l; J=detF=/1; ﬂ:Z:1+T
0 1

o » O

0
o[, b=FF =
1

o +~» O

0
0
az(10.17) dostdvame
o, :M(22—1)+Aln/1
A A

Pre prut s jednotkovou dizkou, s M= 100 Pa a A = 1000 Pa, sme priebeh o, graficky znazornili

na obr. 10.1 pre najcastejSie vyuzivany rozsah deformacie tohto materialového modelu. Sp6sob
identifikacie realneho materidlu s tymto modelom (i dalSimi hyperelastickymi materidlovymi
modelmi) mozno néjst v manudaloch komerénych programov MKP.

Mi = 100.;
La = 1000.;
L=1.;
lambda = 1. +dL / L;
sigma = Mi (lambda”~2-1.) / lambda + La * Log[lambda] / lambda;
Plot [sigma, {dL, -0.3, 0.3},
PlotStyle -» {Thickness[0.005]}, AxesLabel - {deltal, sigmaX}]
sigmaX
200 -
e deltal
—0.3 -0.2 -0.1 8 0.1 0.2 0.3
—200 -
—400 -
—-600 -
Obr. 10.1
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Iny jednoduchy pripad je zataZenie viestrannym (hydrostatickym) tlakom, kedy

A0 0 2 0 0
T 2 3 { AL
F=10 A 0}; b=FF' =0 A° 0| J=detF=1°; /7,:2:1+T
0 0 A 0 0 A
Vtedy podla (10.17) dostavame
_ 1 2 3
G—E[M(l ~1)+AlnA }l

¢o predstavuje zatazenie
0,=0,=0, =p=%[M(/12 —1)+Aln/13J

Zavislost tlaku/tahu p na natiahnuti 4 je znazornend na obr. 10.2 (vSestranny tah je len
ilustracéna zaleZitost)

Mi = 100.;
La = 1000.;
L=1.;

lambda = 1. +dL/ L;
Pp = (Mi (lambda”~2 -1.) + La * Log[lambda“~3]) / lambda * 3;
Plot [pp, {dL, -0.2, 0.3}, PlotStyle » {Thickness[0.005]}, AxesLabel - {deltal, p}]

P

T e eltal,
-0.2 -0.1 , 0.1 02 03

=500 -

—1000 [

Obr. 10.2

Pri praci s nestlacitelnymi alebo takmer nestlacite/nymi materialovymi modelmi je potrebné
oddelit objemovu ¢ast deformacie (ktora meni len objem materidlove] ¢astice) od distorznej
(tvarovej, devidtorovej, ktord meni len tvar Castice, bez zmeny objemu). Pretoze determinant
deformacéného gradientu udava objemovd zmenu dv/dV, pre distorznd cast deformacného
gradientu F potom musi platit

detF=1 (10.18)
Ak zvolime

F=J"F = F=J% (10.19)

potom je tato podmienka splnena
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det F =det (J’1/3F)
=YY detF
=sY=1

Platnost vztahu medzi F a F ilustruje &iselny priklad na obr. 10.3.

F={{1.5, -1.2, 0},
{2.6, 2.0, 0},
{0, 0, 1}};
Print ["F = ", F // MatrixForm]
J = Det [F];
Print["J = detF = ", J]
pom = Det [T* (-1/3) »F];
Print ["detF’ = det[J*(-1/3)*F] = ", pom]
1.5 -1.2 0
F=12.6 2. 0
0 0 1
J = detF = 6.12
detF’ = det[J"(-1/3)xF] = 1.
Obr. 10.3

Analogicky mozno rozloZit aj dalSie tenzorové miery deformacie. Napr. pre distorznu zlozku
pravého Cauchy-Greenovho tenzora deformacie a jeho prvy invariant plati

C=FF= (detC)**C=s%3C Io=1,= trC = J"3trC (10.20)

Pri nestlacite/lnom Neo-Hookeovskom modeli sa elasticky potencidl (10.15) zjednodusi na
w :%(tré—3) (10.21)

pravda, z Uplnej nestlacitelnosti materialu vyplyvaju aj niektoré vypoctové neprijemnosti. Pri
Uplne nestlacitelnom materidli hydrostaticky tlak (p =0, /3) lubovolnej hodnoty nespdsobi
zmenu tvaru telesa, takZe napatie nie je moiné jednoznacne uréit z jeho deformacie. Z
konstitutivnych rovnic mozno urcit len deviatorické napatie o’=0;-0,,6;/3. Tlak p , ktory sa

objavi v konstitutivnych rovniciach, je nutné uréovat ako daliu primarnu neznamu ulohy z
podmienok rovnovahy a okrajovych podmienok. Pre nestlacitelny Neo-Hookeovsky material
rovnica (10.17) sa zmeni na

o=0+pl=M/(b-111)+pl (10.22)
kde opét palti 1, =1, =trC .

V. MKP sa problém s neznamou p casto rieSi pomocou tzv. takmer nestlacitelnych
materidlovych modelov. Postupuje sa tak, Ze k distorznej zlozke potencidlu sa na umoznenie
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malej objemovej deformacie pridava objemova energeticka zlozka U(J) na vytvorenie totalneho
potencialu v tvare

W(C)=W(C)+U(J) :%(tré—3)+%K(J—1)z (10.23)

kde sme zaviedli jednoduchy priklad takejto zlozky

1 5 du

uJ)=—K(J-1 =—=K(/J-1 10.24

(/) 3 (J-1) p 4 (J-1) ( )
Pri nestlaCitefnych materidloch sa K voli ako velky nasobok M (10 az 10°M). S touto
materidlovou konstantou sa mozno stretnut aj pri stlacitelnych hyperelastickych materidlovych
modeloch, ked' sa uvazuje energeticky potencial v tvare (10.23). Vtedy K predstavuje objemovy
modul materidlu (pozri napr. Neo-Hookeovsky model v teoretickom manuali ANSYSu). Pri
takejto volbe U, potom Cauchyho napédtie pre Neo-Hookeovsky materidlovy model podla

(10.22) je
o =M b-1)+K(J-1) (10.25)

Konstitutivne rovnice izotropného hyperelastického materialu sa ¢asto vyjadruju aj pomocou
hlavnych natiahnuti 4,,4,,4, a hlavnych smerov N,,N,,N,

3
D> N.®N, =I (10.26)

i=1

Je to vyhodné najméa vzhladom na experimentdlne uréovanie materialovych konstant modelu.
Spektralna reprezentdcia pravého Cauchy - Greenovho tenzora deformacie a jeho inverzie

pomocou tychto velicin je (kapitola 4)
3

C=U =) AN, ®N, (10.27)

i=1

3
C'=> 27N, ®N, (10.28)

i=1
PretoZe A,,4,,4; su vlastné €isla tenzora C, jeho invarianty moZno vyjadrit tieZ v tvare
2 2 2
h=le=l,=A4+4 +4
=1 =1, = A2 A2+ A2A2+ A2A2 (10.29)
=Ml =1ll, = AAA2A2

a vyuzivat ich pri vyjadrovani funkcii elastického potencidlu W rovnako ako (10.10). Z
podmienky (10.19) pre distorzné hlavné natiahnutia vyplyva

A =12 (10.30)
a pre nestlacitefny material tiez plati
I; =detC=detb=1 (10.31)

takZe distorznd (nestlacitelna) cast elastického potencialu obsahuje len dva distorzné invarianty
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L=s2 L= (10.32)

Elasticky potencial ¢asto vyuzivaného Mooney-Rivlinovho materidlového modelu v takmer
nestlacitelnej formuldcii mozno potom zapisat v tvare

N M
W= > Cpolh =3V (L—3)"+ > D, (J-1)" (10.33)

p,g=0 m=1

kde C,, a D, su materidlové kon3tanty. Kon3tanty C,, vyjadruju distorzné (Smykové) vlastnosti

modelu a D, uddvaju stlacitelnost t.j. objemovl zmenu tohto materidlového modelu. Ak

konstanty D,, sa rovnaju nule, ide o Uplne nestlacitelny material.

V odbornej literature tykajucej sa hyperelasticity a v manualoch komerénych programov
MKP moZno najst mnoZstvo hyperelastickych materidlovych modelov vychadzajucich z rozne
definovanych elastickych potencidlov tvorenych z invariantov mier deformacie analogickym
postupom, ako sme tu naznaCili. Pre zdujemcov o programové spracovanie Uuloh s
hyperelastickou deformaciou moino odporucit volne stiahnutelny fortranovsky program
FLagSHyP (Finite element Large Strain Hyperelasto-plastic Program) opisany v praci [10].

Priklad 10.1

Pomocou programu FLagSHyP sme rieSili ilustracny priklad rovinnej napatosti telesa
obdiznikového tvaru s rozmermi 6 x 3 a hrdbkou 0,1, ktorého siet $tvoruzlovych prvkov je
znazornena na obr. 10.4. Teleso je na lavej hrane pevne votknuté a prava hrana sa posunie o
hodnotu 2,5 podla obrdzku, pricom sa zabranuje jej prieénej deformdcii a strate stability telesa.
Material telesa je nestlacitelny Neo-Hookeov (10.21) s konStantou M=100. Vstupné udaje su
uvedené v prilohe. Do programu sme vlozili podprogram, ktory z Ciselnych vysledkov vytvoril
postscriptovsky subor na zobrazenie zdeformovane;j siete prvkov s vysledkom na obr. 10.5.

12 16 20 24 28
A Y
12 15 18
11 15 19 23 27
3x1
11 14 17
10 14 18 22 26
10 13 16
v 9 13 17 21 25
B u=2,5
6x1 ) |

Obr.10.4




JNIy
A

Obr. 10.5

Ten isty priklad sme riesili aj pomocou programu ANSYS s touto postupnostou prikazov v
interaktivnom made:

1. Zadanie nazvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = GUMA, OK;

2. Typ prvkov a ich hrubka

Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add..., Hyperelastic 4 node 182,
OK, Options..., K3 = Plane strs w/thk, OK, Close;

Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add, Edit, Delete, Add..., OK, THK =0.1, OK

3. Materidlové udaje
Preprocessor>Material Props>Material Model Number 1, Structural, Nonlinear, Hyperelastic,
Neo-Hookean, mu = 100, d =0, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie bodov strednicovej plochy modelu (Cislovanie je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Rectangle>By 2 CornersT: Width = 6, Height = 3,
OK;

5. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Size Cntrls>ManualSize>Global>Size: Size = 1, OK;
Preprocessor>Meshing>Mesh>Areas>Maped>3 or 4 sided: Pick All;

6. Upevnenie modelu a predpisanie posunutia pravej hrany modelu

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Lines: Tlavi hranu,
OK, Vyznatit' All DOF, Apply, TTavi hranu, Vyznaéit UY, Apply, Vyzna¢it UX,
VALUE =-2.5, OK;

7. Zapnutie vel'kych deformécii
Solution>Analysis Type>Sol'n Controls: Analysis Options = Large Displacement Static, Time at
end of loadstep = 1,0K;
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8. Prikaz na vykonanie vypoctu
Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

9. Vykreslenie zdeformovane;j siete

Main Menu>General Postproc>Plot Results>Contour Plot>Nodal Solu: DOF Solution, X-
Component of dispacement, Deformed shape with undeformed model, OK;

NODAL SOLUTION

STEP=1

SUB =1

TIME=1

Ux (AVG)
RSYS=0

DMX =2.5

SMN =-2.5

-2.5 -1.944 -1.389 -.833333 -.277778
-2.222 -1.667 -1.111 -.555556 0

10. Ukoncenie prace s uloZenim databazy tlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Priloha - Vstupné udaje prikladu do programu FLagSHyP:

Priklad Guma 18

quad4 111562

28 212673
130.0. 313784
230.1. 4159106
330.2. 51610117

4 30.3. 61711128
501.0. 719131410
6 01.1. 8110141511
7 01.2. 9111151612
8 01.3. 10113171814
9 02.0. 11118191514
1002.1. 12115192016
1102.2. 13117212218
1202.3. 14118222319
1303.0. 15119232420
1403.1. 16121252622

124



1503.
16 0 3.
17 04.
18 0 4.
1904.
2004.
2105.
2205.
2305.
2405.
2536.
263 6.
273 6.

28 3 6. 3. (pokrac.

hore)

2
3
0
1
2
3.
0.
1
2
3
0
1
2

17122262723
18123272824
1

16

1.100.0.1
04000
251-2.5
261-2.5
271-25
281-2.5

10 1. 0.1 30 1.e-6
0.0.5
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11 Pruzne-plastické ulohy s malymi deformaciami

11.1 Jednoosovy pruZne-plasticky materialovy model
VypoCty vtedrii plasticity vychadzaju z experimentalne ziskanych mechanickych
charakteristik materidlu. Pri kovovych materidloch sa casto vyuZiva tahova skuska
normalizovanej tyCe, z ktorej mozno ziskat zavislost jednoosového napatia
o=F/S,
od pomerného predizenia (jednoosovej deformécie)

£= =—
lO lO

PretoZze uvazujeme len oblast malych deformacii mozno v uvedenych vztahoch vyuzivat
zatiato¢né hodnoty dizky i plochy a inZiniersku mierku deformacie. Pri numerickych aplikaciach
sa bezne predpokladd, Ze medza Uumernosti (linearity), medza pruznosti a zaciato¢nd medza
sklzu materidlu o, su totozné (obr. 11.1). ZataZovanie takého pruta v Useku OK je pruzné

a linearne, plati Hookeov zakon
do=Ede (11.2)

s konstantnym modulom pruznosti E. Ak prut zatazime tak, Ze napatie prekroci medzu sklzu
materialu, zavislost 0 -& sa stava nelinedarnou a hovorime o pruZne-plastickom zatazovani.
V useku KM moino zdvislost prirastku napéatia od prirastku deformacie opat vyjadrit
analogickym vztahom s (11.1)

do=E;(£")de (11.2)
tu uZ ale E;(€”) je premennd veli¢ina, vyjadrend tangensom dotyénice ku krivke KM v danom
mieste, s ndazvom jednoosovy pruzne-plasticky tangencidlny modul materialu; je funkciou
plastickej Casti deformdcie £° a zavadza sa takto predpoklad, Ze celkovu deformaciu mozno
rozdelit na elastickd a plasticku éast, pricom plati

e=¢e°+¢° (11.3)

Obr. 11.1 Zidealizovany jednoosovy tah kovového materidlu
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Ak prut napr. v bode A odlah¢ime, zostane v iom trvala deformacia &” . Pri odlahéeni pruzna
deformacia vymizne linearne (v zavislosti od modulu pruznosti E), a preto odlahcovacia usecka
AB je rovnobezna s linearnym zatazovacim Usekom OK. Pri odlahéeni pruta z bodu H do bodu / a
opatovnom tahovom zataZeni sa zistilo, Ze nelinedrna zavislost sa objavi aZz od bodu J, t. j. po
plastickej deformacii doslo k zvySeniu medze sklzu materidlu (porovnajte bod J s bodom K).
Existuje teda rozdiel medzi zaciatocnou medzou skizu materidlu o, a aktudlnou medzou skizu
O - Pri numerickej simulacii sa obycajne rozdiel medzi bodom J a H zanedbdva a za o, sa
povazuje hodnota na krivke KM. Ak by sme po odlahéeni z bodu H pokracovali zatazenim na
tlak, zaznamendme medzu sklzu v bode L. Pri materidloch, ktoré v absolUtnej hodnote maju
rovnaku zaciato¢nu medzu sklzu v tahu i tlaku, sa tato rovnost porusuje. Tento désledok
predchdadzajucej plastickej deformacie materidlu sa nazyva Bauschingerov efekt. |dealizovana
krivka materialu na obr. 11.1 plati pre material vo vychodzom (plasticky este nedeformovanom)
stave, pri opakovanom, napr. cyklickom zatazovani za aktudlnu medzu sklzu sa musia
zohladrovat aj dalsie vlastnosti materialu.

UvaZujme teraz velmi maly prirastok deformacie v nelinearnej Casti krivky o - £ (obr. 11.2).

[e)
tg E,
do ﬁ%%g
K/ de’] de’
de

Dostavame

arctg E

O €

Obr. 11.2 Matematicky model jednoosového materidlu so spevnenim

de=def +deP (11.4)
Pre pruznu ¢ast deformacie plati Hookeov zakon
d
de=22 (11.5)
E
a pre plasticky prirastok sa analogicky zavadza
d
de? =99 (11.6)
H
kde
do
H(eP)=—— (11.7)
de?

sa nazyva plasticky (spevriovaci) modul materialu. Je to tangens uhla doty¢nice v diagrame O -

e?, v elastickej oblasti je nekonecne velky s dosledkom de” =0.
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Celkovy prirastok deformacie v oblasti pruzne-plastického zatazovania pruta mézeme teda
vyjadrit aj v tvare

de = de +deP =[£+1Jda
E H

Dalej podla obr. 10.2 a vztahov (11.2), (11.5), (11.6) plati

E=d_0'= do _ do _ 1 (11.8)
" de def+de? do do 1 1 '
E H E H
a z toho
H= EE (11.9)
E-E;

Niektoré dolezité aspekty opisaného modelu mozno zhrnut takto:

e Existuje elastickd oblast, t.j. urity rozsah napatia, v ktorej sa material sprava ako Cisto
linedrne elasticky, bez vzniku plastickej deformacie. Hranicou tejto oblasti je medza
sklzu.

e Ak napatie dosiahne medzu sklzu a zatazenie dalej narasta vznka tzv. plastické tecenie
materidlu spojené so vznikom trvalej plastickej deformacie.

® So vznikom plastickej deformacie je spojend aj zmena velkosti medze sklzu. Tento jav
sa nazyva spevriovanie materidlu.

S uvedenymi vlastnostami kovovych materiadlov sa v urcitej viac alebo menej modifikovane;j
forme mdzZme stretnat aj pri inych materialoch, ako je napr. betén, kamen, péda (rézne druhy
zemin) a niekolko dalSich. Hovorime, pravda, len o fenomenologickych vlastnostiach, pretoze
mikroskopicky mechanizmis, ktory ich vyvolava, méze byt Uplne rozdielny. Takisto su rozdielne
aj experimentalne postupy pri zistovani a overovani vlastnosti tychto materialov.

Jednoosové charakteristiky materidlu tvoria zdklad aj pre zadavanie vlastnosti materialu pri
rie$eni pruzne-plastickych tloh vieobecnych telies namahanych viacosovou napéatostou. Casto
sa aj takto charakterizované vlastnosti materiadlu v tedrii platicity i v programoch MKP dalej
zjednodusuju. Napr. sa predpoklada idealne pruzne-plasticky material (E; =0), alebo sa

skutoéna zavislost O - £ aproximuje bilinearnou ¢iarou (obr. 11.3).

o \varctg E, 9 \Varctg H

E,=0 K H=0

. arctgE

v
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Obr. 11.3 Bilinedrne spevriovanie a idedlne plasticky materidl

| ked takéto aproximacie vyzeraju na prvy pohlad z hladiska presnosti rieSenia dost
nedoveryhodne, ich vyuZivanie, napr. pri beZnej oceli, je velmi ¢asté a pri mnohych praktickych
Ulohach opravnené. Treba si totiz uvedomit, Ze pokial rieSime beZnl pruzne-plastickd ulohu,
plastické teCenie materalu sa objavuje len v miestach lokalnej koncentracie napatia. Body so
Spickami napdtia sa splastizuju a odovzdavaju pripadny dalsi prirastok zataZenia susednym
elasticky zatazenym “tuhym” Castiam a teda, aj ked sa zavedie idealne plasticky materidl,
plastické deformadcie su malé a bilinedarne spevnenie v okoli medze sklzu méze celkom dobre
vystihovat realitu. Pochopitelne v pripade kombinacie geometrickej a fyzikalnej nelinearity, pri
analyze telies vyrobenych zo Specidlnych materialov alebo pri visko-plastickych dlohach mame k
dispozicii aj presnejSie materialové modely (pozrite napr. ponuku materialovych modelov v
programe ANSYS).

11.2 Funkcia plasticity a kritérium plasticity

UvaZzujme teleso zatazené jednoosovym napatim o, pricom material telesa ma aktualnu
medzu sklzu &, v tahu a tlaku rovnaki. Potom pre elasticki oblast zataiovania Castice

(materidlového bodu) telesa plati
f=lol-,<0 - |oj<oy (11.10)

Takto zavedena funkcia f sa nazyva funkcia plasticity. Ak absolitna hodnota napédtia O
dosiahne hodnotu &,, a teda funkcia f nulovd hodnotu, zataZenie materidlovej Castice

dosiahlo hranicu plastickej oblasti. O tom, ¢o sa s Casticou odohra pri dalSej zmene napétia,
rozhoduje tzv. kritérium (podmienka) plasticity, ktoré mozno zapisat v tvare

Ak f(o,6¢)=|o]-0,=0 a & #0 — ide o plastické zataZovanie

(11.11)
& =0 — ide o elastické odlah&enie
kde & je rychlost jednoosovej plastickej deformdcie
&° :%gp(x,t) —  deP =£Pdt (11.12)

a X je polohovy vektor ¢astice v zatiatoénej (nedeformovanej) konfiguracii.

V suvislosti s kritériom plasticity (11.11) poznamenavame, Ze napatie 0 nemobze dosiahnut
vacsiu hodnotu ako je aktudlna medza sklzu o, a vsetky pripustné hodnoty napatia musia
spifiat podmienku

f(o,0,) <0 (11.13)

11.3 Zakon plastického tecenia. Podmienky plastického zatazenia a
elastického odl'ahc¢enia. Speviiovanie materialu

Pre jednoosovu deformdciu zdkon plastického tecenia materialu mozno formalne zapisat v
tvare
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& = A sign(o) (11.14)

kde (zatial neznamy) skalar A>0 sa nazyva plasticky ndsobok a funkcia sign je rovna +1, ak je
020 a-1, akje 0<0. Kladné (tahové) napatie takto vyvola kladnu jednoosovu deformaciu
(natiahnutie) a zdporné (tlakové) napétie zdpornu deformdciu (stlacenie). Plasticky nasobok
splfia tzv. podmienku komplementarity

/if =0 (11.15)
ktora spolu s podmienkou plasticity (11.11) a zdkonom plastického tecenia (11.14) zarucuje, Ze
v elastickej oblasti je rychlost plastickej deformacie nulova

f<0 — A=0 — &=0 (11.16)
a Ze plastické teCenie moze vzniknut len vtedy, ked sa absolitna hodnota napatia stotozni s
aktualnou medzou sklzu

loj=6, - f=0 — >0 (11.17)

Z uvedenych vztahov mozno stanovit aj tzv. zataZovacie/odlahc¢ovacie podmienky pruine-

plastického modelu

£<0, 120, Af=0 (11.18)
Z prvej vyplyva, Ze napatie musi leZat na alebo pod hranicou medze sklzu, druha zabezpeduje,
Ze plasticky ndsobok nemoze byt zaporny a z poslednej vyplyva, Ze pri plastickom zataZovani je
napatie rovné medzi sklzu, pricom A>0a tiez, ze A=0 pri elastickom odlah¢eni.

Ako sme uz uviedli, experimentdlne merania potvrdzuju, Ze plastické te¢enie materidlu je
spojené so zmenou aktudlnej medze sklzu &, . Tento jav je oznaCovany ako spevriovanie a pri
jednoosom modeli sa tzv. zdkon plastického spevriovania zohladnuje jednoducho funkciou

Oy = Oy (€") (11.19)
kde

?P:hé”}dt (11.20)

sa nazyva akumulovand plastickd deformdcia, do hodnoty ktorej, ako vidiet, prispieva rovnako
prirastok tahovej i tlakovej plastickej deformacie. Z definicii £, a A vyplyva

Fid :‘é"‘:i (11.21)

11.4 Podmienka konzistencie. Urcenie plastického nasobku.

Pri plastickom teceni materidlu, kedy absolitna hodnota napatia sa stdle rovna aktudlnej
medzi sklzu (o= 7, ), je podla (11.11) funkcia plasticity konstantna (f=0), z ¢oho vyplyva tzv.

podmienka konzistencie
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f=0 - df:a—fdt:O (11.22)

ot
a podla (11.11) a (11.6) tiez dostdvame
f =sign(0)6—H(E")&* =0 (11.23)

Plasticky nasobok moZno teraz zo vztahov (11.23), (11.21) a z Hookeovho zakona (v
rychlostnom tvare)

c=E(E-&") (11.24)

vyjadrit pomocou materidlovych parametrov a rychlosti (resp. prirastku) celkovej deformacie

: E E
A= sign(0)é=——|¢ 11.25
H+E gn(o) H+E|€| ( )

11.5 VSeobecny pruzne-plasticky konstitutivny model

Opisany jednoosovy model tazného kovového materidlu obsahuje vsetky zakladné
charakteristiky vSeobecného pruine-plastického materidlového modelu vhodného pre
trojrozmernd deformacnu a napatovu analyzu telesa z poddajného materialu. Pravda, rovnice a
vztahy platné pre takyto model si komplikovanejsie, pretoZe jednoosovu deformaciu a
jednoosové napatie musime nahradit tenzormi vSeobecnej priestorovej deformacie a napatosti.
Analogicky s jednoosovym modelom sa predpokladd, Ze tenzor celkovej deformacie € mozino
rozloZit na elasticku a plasticku cast

e=€+¢£° (11.26)

a pretoze pri pruzne-plastickom zataZovani je vztah medzi zatazenim (napatim) a celkovou
deformaciou nelinedrny, a zavisi aj od zataZovacej histérie (na rozdiel od nelinearity
hyperelastického materidlu), stretdvame sa s uvedenymi tenzormi hlavne v diferencidlnom (pri
numerickom rieSeni diferenénom) prirastkovom tvare

E=E+E - de=def +de° (11.27)

Tieto hodnoty sa vyjadruju pre aktudlny stav uréovany pseudocasom t (uvazujeme kvazi
staticku ulohu), ktory je formalnou mierou zataZzovacieho procesu. Celkové hodnoty deformacii
sa v priebehu zataZovacieho procesu urcuju séitdvanim (integrovanim) meniacich sa prirastkov.
Napétie sa vyjadruje na vychodzej (nedeformovanej) konfiguracii a vzhladom na predpoklad
malych deformacii ho moino povazovat za Cauchyho napétie. PretoZe uvazujeme materidl,
ktorého pruiné vlastnosti su linearne a izotropné, pre tenzor napatia plati zovSeobecneny
Hookeov zakon

c=D°:6° =2Ge;+KeT (11.28)

kde je uvedeny aj jeho, v tedrii plasticity ¢asto a vyhodne vyuzivany, rozklad na deviatoricku a
objemovu &ast. V (11.28) D° je $tandardny izotropny tenzor pruzného materialu, G je modul

pruznosti v Smyku, K je objemovy modul materidlu, 82 je deviatorickd cast tenzora pruznej
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deformécie, ef:tr‘ee‘ je objemové pruind deforméacia a I je jednotkovy tenzor druhého

radu.

11.6 Kritérium plasticity, plasticky potencial, zakon plastického tecenia a
zakon spevinovania
Jednoosova napatost, ktorou sme sa zoberali v predchadzajucej casti, je plne
charakterizovana velkostou a zmyslom (hlavného) napatia 0. Ak absolitna hodnota tohoto
napatia dosiahne velkost aktudlnej medze sklzu materidlu &, , hovorime o splneni kritéria

(podmienky) plasticity (plastického tecenia) takto zatazenej ¢astice (bodu) telesa. Podla (11.11)
sa da jednoducho vyjadrit v tvare

f(o,04)=0 (11.29)
Tento tvar kritéria plasticity mozno formalne zovSeobecnit aj pre viacrozmernu napatost

f(o,a)=0 (11.30)
kde ale skaldrna funkcia plasticity je teraz funkciou tenzora napatia O a pripadne jednej, dvoch
alebo aj celej sady funkcii @, riadiacich spevriovanie materialu.

Pri formulacii viacrozmernych plastickych modelov je vyhodné definovat zakon plastického
tecenia, a podla moznosti aj zakon speviiovania materidlu, pomocou vhodného plastického
potencidlu

g=g(o,a) (11.312)

Pre mnohé materialy (najma kovové) mozno ako plasticky potencial vyuZit funkciu plasticity ako
najjednoduchsi pripad plastického potencialu

g(o,a)= f(o,a) (11.32)

a v dalSom sa budeme zaoberat len takymito modelmi; nazyvaju sa asociativne (plasticky
potencidl je stotozneny s funkciou plasticity, ktord sa v takomto pripade casto nazyva aj
funkciou plastického zataZovania). Z plastického potencialu sa vyjadruje zdkon plastického
tecenia v tvare

&P :/ia—f:/if (11.33)
0o
kde devit ¢élenov tenzora
fo,a)=2 (1134)
oo

(vzhfadom na jeho fyzikdlny vyznam casto nazyvaného vektorom tecenia) dostaneme
postupnym derivovanim plastického potencidlu podla zloZiek napatia. Ako vidiet z (11.33),
vSetky ¢leny tenzora rychlosti plastickej deformacie su umerné plastickému nasobku, ktory je
nenulovy len v pripade, ked doslo k plastickému teceniu. Plasticky nasobok A a funkcia
plasticity (11.30) opat urcuju podmienky plastického zataZovania resp. odlahcovania, ktoré
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maju nezmeneny tvar i vyznam podla (11.18).

Problém speviiovania materidlu mozno vSeobecne vyjadrit pomocou jednej, dvoch alebo aj
celej sady vnutornych prememnych &, pre ktoré plati zdkon spevriovania

@ =/h (11.35)
kde pre

h(a,a):—S—); (11.36)

tzv. zobecneny modul spevriovania, treba urcit aj zavislost @ na vnatornych premennych &,
ktoré riadia vlastny speviiovaci proces pocas plastického tecenia materidlu.

11.7 VSeobecna termodynamicka formulacia spevnovacich funkcii

Ak predpokladdme izotermicky deformacny proces bez vymeny tepla mozno Helmholzovu
volnu energiu na jednotku hmotnosti

vie e, a)

povazovat za funkciu celkovej deformacie, plastickej deformacie a sady vnutornych
premennych @ charakterizujlucich speviiovanie materidlu. Tuto energiu mozno rozdelit na

elastickd Cast w° od elastickej deformécie a ¢ast w” spotrebovanu na plasticki deformaciu a

spevnenie materidlu
wie e, a)=y () +y"(a)= v (e- ")+ vy (a) (11.37)

Pre takto definovanu volnu energiu ma Clausius-Duhemova nerovnost tvar [1]

oy’

(a—,oa ~):&+oe’ —ax@=0 (11.38)
E
kde
a=p ¥ (11.39)
oa

je tzv. spevriovacia termodynamickd sila, p je hustota materidlu a znak * symbolizuje prislusny

sudin medzi jednotlivymi parmi @ a & . Rovnost v (11.38) plati len pre reverzibily (elasticky)
proces, z ¢oho vyplyva

0
o=p—W::De:ee=De(e—e‘”) (11.40)
o€
a zvysné dva Cleny tvoria tzv. funkciu plastickej disipdcie
¥ =0 e’ —a*a (11.41)

11.8 Urcenie plastického nasobku a pruzne-plastického tangencialneho
modulu

Pri plastickom te€eni materialu A#0 plati podmienka konzistencie (11.22)
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f=0 (11.42)

Derivovanim funkcie plasticity (11.30) podla ¢asu dostdvame

oo oa
VyuZitim vztahov pre rychlost zmeny napitia &
o"=De:ée:De(é—é”):De(é—is—];):De(é—/if) (11.44)

a rychlosti speviiovacej termodynamickej sily

. I yf . Iy .
a= Q= * 1h 11.45
P e p pe ( )
sa vztah (11.43) zmeni na
f o .. 0. :0f O
—:D°:(e—A—)+A—* xh=0 11.46
20 ) TG 5 P g (11.46)
a z neho plasticky nasobok je
f:D°:¢ (11.47)

A= f:D® :f—(af/aA)*p(azy/p/aaz)*h

Dosadenim tohto vysledku do (11.44) a mensou Upravou dostaneme rychlost zmeny napatia
(alebo po vyndsobeni s dt diferencidlny prirastok do’) v zavislosti od rychlosti celkovej
deformacie

c=D"¢ (11.48)

kde pre tzv. pruzne-plasticky tangencidlny materidlovy modul plati

(D¢:f)® (D¢ :f)

D =D° - (11.49)
f:D°:f—(0f /0A)* p(9*y” /0a?)*h
Podstata pouZitej Gpravy spocivala v tom, Ze pre symetricky tenzor D plati
f:D°:£=D°:f:¢ (11.50)

Z uvedeného vyplyva, Ze pre formulaciu konkrétneho pruzne-plastického materidlového
modelu treba vykonat tieto zdkladné prace

e urcit, alebo si zvolit, vhodné kritérium (podmienku) plasticity (11.30) a vnuatorné
premenné riadiace speviiovanie materialu

e definovat plasticky potencidl; v pripade asociovaného modelu (11.32) sa vyuZije funkcia
plasticity obsiahnuta v podmienke plasticity

e urdit vektor tecenia (11.34) a urcit, alebo si zvolit, zakon spevriovania (11.35)

e urcit tangencidlny materidlovy model (11.49) pre moznost uréovania prirastku napatia z
prirastku celkovej deformdcie vyvolanej prirastkami zatazenia (11.48)
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e pre potreby numerického rieSenia vyriesit problém dostatoéne presnej integracie
diferencidlneho vztahu (11.48) vzhladom na konecné prirastky deformacie A&

11.9 Napit'ové invarianty

Napdtie vo vSeobecnom bode zatazeného telesa mozno rozloZit na tzv. stredné
(hydrostatické) normalové napdtie o, I a deviatorické napdtie S

011 01 Op3 o, 0 O S11 512 S13
o=|o, 0, O0,|=| 0 o 0 [+|S; S Spnl|=0. I+S alebo o,=0.,0,+s; (11.51)
21 Opn Oy m 21 S S m i =Om0; +5;
031 O3 O3 0 0 o, S31 S32 Ss3
kde
O0,, +0,, +O.
_ 011 70y, T033
= (11.52)
3
a
1
S11 S1p Si3 3(20'11_0'22_0'33) O 013
—_ — 1 _ _
S=15) Sp» 3= 0y, 3(20-22 01 0'33) 033
1
S31 S S33 O3 03 3(20'33_0'11_0'22) (11.53)

Tento rozklad sa pomerne Casto vyuZiva, pretoze plastické tecenie niektorych délezitych
materidlov nezavisi od hydrostatického napatia a pri formulacii materidlového modelu sa
pracuje s deviatorickym napatim.

V Cauchyho pravidle pre vyjadrovanie napatia v lubovolnej rezovej rovine diferencidlneho
Seststenu (kapitola 3) pozadujme, aby v rovine uréenej vektorom vonkajsej normaly n pdsobilo
len normdlové napatie O . Potom plati

011 Opp O3 ||M ny
on=on - 0,y O,, Oy |l n,|=0|n, (11.54)
031 O3, O33 || N3 ny

¢o je Standardny problém vlastnych Cisiel: Pre danu maticu [ O] treba najst (vlastné) Cisla O a
(vlastné) vektory N, pre ktoré rovnice (11.54) platia. Je to vlastne sistava homogénnych rovnic

(0—ol)n=0 (11.55)

ktora ma nenulové rieenie len vtedy, ked determinant matice jej koeficientov sa rovna nule

0, -0 Oy 013
det(oc—ol)=det| o,, 0,,-0 0,5 |=0 (11.56)
O3 O3, O33 -0

Vyjadrenim determinantu dostaneme pre urcenie ¢ kubicku rovnicu

o’ —1,6>+5L,o—1,=0 (11.57)
kde

I, =01, + 0, + 03
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l, = 01,05, + 05,033+ 03307, — sz - 0'53 - 6?2,1 (11.58)
ly = 01105,033 +20,,05303, — 0'110_53 - 0-220_51 — 0330,

RieSenim tejto rovnice dostaneme tri korene o, 0,, 03, tzv. hlavné napdtia, ktoré pre danu

napatost v bode telesa (dany tenzor napatia) maju jednoznacné hodnoty. SU to napatové
invarianty, nezavislé na zmene suradnicového systému. Je zrejmé, Ze aj koeficienty /; rovnice
(11.57) su invarianty, lebo pri lubovolnej orientacii suradnicového systému musime z rovnice
dostat tie isté hlavné napatia. Nazyvaju sa hlavné invarianty tenzora napdtia. Moino ich
prehladne zapisat aj pomocou hlavnych napati

L =0,+0,+t0;
l, = 0,0, + 0,05+ 0,0, (11.59)
l; = 0,0,0;

Dosadenim hlavnych napati do (11.54) mozno urdit vlastné vektory, tzv. hlavné smery

napatia a potvrdit si vedomosti zo zakladov pruZnosti, Ze hlavné napéatia pOsobia v troch
navzajom kolmych rovinach.

Z dbévodov, ktoré sme uviedli, su doblezité aj invarianty deviatorického napatia. Rovnakym
postupom a z formalne rovnakych vztahov ako pri napati & dostaneme pre S charakteristicku
rovnicu analogicku s (11.57)

§—J,8*—Js—J; =0 (11.60)

kde, podla dohody zarucujucej kladnu hodnotu J,, sa zmenilo znamienko pri J,, ¢o treba

zohladnit pri prepisovani vzorcov pre J, z (11.58) a (11.59). PretoZe sa pri zmene suradnicového
systému stredné napdtie nemeni, hlavné smery napdtia su totozné s hlavnymi smermi
deviatorického napatia a plati

(11.61)

Pre hlavné invarianty deviatorického napdtia platia analogické vztahy s (11.58) a (11.59). Pre
najdolezitejsi hlavny invariant deviatorického napatia (J,) sme pripojili aj niektoré dalSie casto
pouzivané formy jeho zapisu

Jy=5+5,+5;=5;+5,,+5550
= %(0—121 + 0%, + 033 — 01,0y, — 05,033 — 03305, ) + Oy, + O3 + 03
J3=5,5,5;

Napéatové invarianty zohravaju doleZitu ulohu pri tvorbe podmienok plasticity a formulacii

plastickych potencialov.
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12 Von Misesov materialovy model s izotropnym speviovanim

12.1 Kritérium plasticity

Podla hypotézy von Misesa zaCiatok plastickej deformacie signalizuje situacia, kedy druhy
(kvadraticky) invariant devidtora napatia J, dosiahne kriticki hodnotu alebo, inak povedané,

ked jeho odmocnina dosiahne hodnotu kritického napatia K

\/Z:K (12.1)

Potom kritérium plasticity bude mat tvar
flo,K)= I, —K=0 (12.2)
Aby kritérium platilo aj pre jednoosovu napatost musi byt splnend podmienka (11.11)

lo]-6,=0 — |o]=0; (12.3)

a pretoZe pri jednoosovej napatosti je J, =%O’2 ateda \/22%5'/” podla (12.2) pre K plati
(2 Ox

NE]

¢o je vlastne medza sklzu materidlu v Smyku podla tejto podmienky. S pouzitim vSeobecného

vztahu pre J, (11.62)
Jh =is:s

dostavame potom podla (12.2) von Misesovu podmienku plasticity v tvare

fl0,5)=+25:5-5 =5-0) = (12.4)

Clen s odmocninou v tomto vztahu sa nazyva von Misesovo ekvivalentné napétie & . Jeho nazov
hovori, ze viaczlozkové napitie O, ktorého devidtor je S, mozno podla von Misesovej
hypotézy ekvivalentne nahradit jednoosovym napatim o a takto jeho Ucinok porovnavat s
jednoosovymi charakteristikami materialu. MoZno sa stretnut aj s ndzvom redukované, resp.
porovndvacie von Misesovo napatie. Aktualna medza sklzu v (12.4) vystupuje ako skalarna
vnutorna premenna riadiaca proces spevnovania materidlu. Po vyjadreni ekvivalentného von
Misesovho napdtia pomocou zloZiek napatia dostavame

= [Be.a_
6—\/55.8—\/Gfl+0'§2+6§3—6110'22—6220'33—633611+30'fz+30'§3+36§1

=\/O'2X+O'§+O'§—O'X0'y - 0,0, 0,0, +37,,+37, +31,,

(12.5)

alebo, pomocou hlavnych napati

o= \/%[(0'1 -0,)" + (o, ~0y)’ +(0y - 63)2} - \/Gf +0}+03-0,0,- 0,0, - 030, (12.6)

Fyzikdlne sa von Misesova podmienka plasticity vysvetluje dvomi spdsobmi. Hencky (v r.
1924) ukazal, Ze tu istu podmienku dostaneme z porovnania energie Smykovych zloZiek napatia
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(energie spbésobujucej len zmenu tvaru) priestorove]j a jednoosovej napatosti. Nadaj (v r. 1937)
zaviedol tzv. oktaedrické napatia (napatia posobiace na stendch pravidelného elementdrneho
osemstena — oktaédra, ktorého steny su rovnako sklonené vzhladom na smery hlavnych napati)
a nakolko pre Smykové oktaedrické napatie plati

— /2
okt — 3"2

T

interpretoval von Misesovu podmienku tak, Ze plasticka deformacia zacina vtedy, ked Smykové
oktaedrické napatie dosiahne kriticki hodnotu.

Von Misesova podmienka vystihuje experimentdlne zisteny jav, Ze plastickd deformacia
kovov skoro vébec nie je zavisla od hydrostatického (vSestranného) tlaku. Pretoze vSestranny
tlak o, =0, =0;=—p nevyvold Ziadne Smykové napdtia (nevyvold zmenu pravych uhlov
elementu), z Henckyho zistenia vyplyva, Ze neovplyvni ani von Misesovu podmienku plasticity.
Lahko sa mdZeme presvedcit, Ze pri zmene normalovych zloZiek napétia o rovnaku hodnotu, sa
J, nezmeni. Pravda tato vlastnost tohoto invariantu, a teda i von Misesovej podmienky, je uz

menej vitand pri vSestrannom tahu. Moznost vyskytu ,Cistého” vsestranného priestorového
tahu je vsak v praxi malo pravdepodobna.

Pre grafické znazornenie von Misesovej podmienky plasticity je vyhodny systém cylindrickych
suradnic (r, ¢, z). Tieto suradnice symetrického tenzora t moZno zaviest v trojrozmernom
priestore jeho hlavnych hodnét t,, t,, t;. V tomto priestore sa cylindrické suradnice definuju
takto (obr. 12.1): Osou z systému je priamka odklonena o rovnaky uhol od pravouhlych osi,
t,, t,, t;, to znamen3, Ze pre tieto body plati t, =t, =t,. Na tejto osi meriame vzdialenost z, .V
rovine kolmej k osi z meriame polomer r, ako aj uhol ¢, od roviny prechadzajucej cez os z a

suradnicovu os t, .

Obr. 12.1 Cylindrické suradnice tenzora t

Cylindrické suradnice tenzora t v priestore jeho hlavnych hodnét su jeho invarianty a ich
hodnoty su [11]

2, =1/3(t, +t, +1;)

138



rt:1/2/3\/t12+t§+t32—t1t2—t2t3—t3t1 (12.7)

t—t

=arcsin
(2 \/Ert

Podmienku splfia v priestore hlavnych napéti 0,,0,,0, mnoZzina napatovych bodov leZiacich
na kvadratickej ploche. Pri ich znazorneni je vyhodny uvedeny valcovy suradnicovy systém.
Z porovnania vztahu (12.6) a (12.7) vyplyva, Ze von Misesovu podmienku spifiaju len body,
ktoré lezia na pldsti valca s polomerom

r, =25, (12.8)

Os valca je totozna alebo rovnobezina (pri kinematickom spevriovani) s osou cylindrického
systému, odklonenej o rovnaky uhol od pravouhlych siradnicovych osi o;,0,,0; (nazyvana tieZ

hydrostatickou osou, alebo priestorovou diagondlou - obr. 12.2), na ktorej o, = 0, = 05. Rovina
kolma na os valca prechadzajlca cez zaciatok suradnicového systému sa nazyva T -rovina.
Vsetky stavy napatia vo vnutri valca su pruzné stavy. Body na plasti predstavuju kritické stavy
- na hranici pruznej a plastickej deformacie; kazda dalSia zmena napatosti, ktora by smerovala
von z valca, vyvola plastické deformécie. Nekoneéna dizka valca je ddsledkom nezavislosti von

Misesovho kritéria na vSestrannom tlaku a tahu: Bod takejto napatosti sa nachadza vidy na osi
valca a nemdze dosiahnut kriticki hodnotu.

Pre rovinnu napatost (o, =0) z (12.6) dostavame

0, +0;,~0,0,=0;

Obr. 12.2 Grafické zobrazenie von Misesovej podmienky plasticity

Obrazom tejto podmienky je v siradnicovom systéme o,,0, elipsa (obr. 12.3), ktorej hlavna os

je natocCend 0 45° od osi o, . Je to rez rovinou o3 =0 cez valcovy plast na obr. 12.2.
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Obr. 12.3 Von Misesovo kritérium plasticity pri rovinnej napdtosti

Niekedy je vyhodné pracovat s podmienkou plasticity v siradnicovom systéme hlavnych
deviatorickych napdti s, s,,s; . Pre hlavné deviatorické napatia plati
_0,t0,+0;

i i m; m
3

a lahko sa moZno pomocou (12.6) a (12.4) presvedcit, Ze von Misesova podmienka vyjadrena
pomocou tychto hodnot ma tvar

2 2 2 —
\/s1 + 55 + 55— 5,5, —5,5; — 535, = Oy (12.9)

Ked porovndme tento vztah so (12.7), vidime, Ze napétia spifiajice von Misesovu podmienku
maju v suradnicovom systéme s,,s,,s, takisto polomer

— |2 F
’s—\/:O'K

ale vSetky lezia na kruZnici v deviatorickej rovine (tzv. T -rovine, obr. 12.2), pretoze podla (12.7)
vzdialenost

zs:\/%(sl+sz+53) (12.10)
pre vSetky stavy napdtia je rovna nule, pretoze s, +s, +5s; =0.

Von Misesovo kritérium plasticity (spolu s dalSimi klasickymi podmienkami: Tresca, Drucker-
Prager, Mohr-Coulomb - pozri napr. [2]) sa vyznacuje vlastnostou izotropie, t.j. vyhovuje
podmienke

flo)=f(RoR") (12.11)

kde R je tenzor rotacie. Podmienka sa teda nemeni pri rotdcii napatosti (rotdcii siradnicového
systému) a vyhovuje pre izotropné (hlavne kovové) materidly.

12.2 Zakon plastického tecCenia

Urcenie podmienky pre zaciatok plastickej deformacie materidlu je len prvy krok rieSenia
pruzne-plastickej ulohy. Je potrebné odpovedat na dalSie zasadné otazky: Ak v bode telesa
vseobecna napatost dosiahne podmienku plasticity a nadalej narasta, aké velké budu a aky

budi mat smer zlozky prirastku tenzora plastickej deformacie de” =€Pdt? Pretoze v bode

140



skoncila linedrna zdvislost medzi zlozkami deformacie a napatia, ako teraz uréime prirastky
zloZziek napatia?

Na prvu otazku odpoveda zdkon plastického tecenia materidlu a na druhu konstitutivne
(fyzikdlne) rovnice, ¢o su vlastne prirastkové vztahy medzi zlozkami celkovej deformacie
a zlozkami napatia v uvazovanom bode pre prislusny materidlovy model. Konstitutivne rovnice
musia dostatocne presne zohladnovat fyzikalne vlastnosti materialu: Jeho vlastnosti v pruznom
a pruzne-plastickom stave, jeho spevnovanie, vyvoj a pripadni zmenu podmienky plasticity a i.

Zakon plastického tecCenia je v podstate zovSeobecnenie tohto zdkona pre jednoosové
zataZovanie (Cast 11.3) avyjadruje prirastok plastickej deformacie v situdcii, kedy napatost
v bode telesa splnila kritérium plasticity a zataZenie dalej narasta. Experimentdlne merania
potvrdzuju, Ze pre kovové materidly ma vektor diferencidlneho prirastku plastickej deformacie
smer normdly k ploche plasticity (pravidlo normality) uréenej gradientom jej funkcie. Potom
plati

=i (12.12)
teled
Ak v tomto vztahu vyuZijeme von Misesovu podmienku plasticity (12.4) ako funkciu plasticity
dostaneme zakon plastického tecenia v tvare (o platnosti vysledného tvaru sa mozno presvedcit
rozpisanim (12.4) az po zlozky O a precvicenim si derivovania zloZzenej funkcie podla
jednotlivych zloZiek napatia)

. e 5 Of s s . s . 3
P Jf= 2 32 32 __ 32 _ ;7 > 12.13
€ do \/;||s|| \/;\/s:s \/;\/56',( 25, —

k

Je to vlastne v pseudorychlostnom tvare tenzorovy zapis Prandtl-Reussovych rovnic

dey _dg _de) _dyy _dyy, _dyh

M Sy s, 27, 27, 27,

: d A, (12.14)

V tejto suvislosti upozornujeme na to, Ze ak v (12.13) uplatnime modifikovany ale ekvivalentny
tvar von Misesovej podmienky plasticity (12.4), napr.

fy=3s:8-0; =0 (12.15)

dostaneme
& =18 (12.16)
Zatial neznama hodnota skalaru /?0 v tomto pripade "absorbovala" konstantu 3/(25,). Po

uréeni tychto konstant Umernosti, bude samozrejme v oboch pripadoch vztah medzi zlozkami
napétia a zlozkami plastickej deformacie rovnaky.

12.3 Speviniovanie materialu

O tom, Ze sa kovovy material spevnuje, ak ho podrobime plastickej deformacii, nas
presviedéa prax a potvrdzuju to experimenty, napr. tahova skigka materialu. Tahovou skuskou,
pri ktorej sa vzorka materidlu zataZuje za medzu sklzu, mozno urcit zaciatocnd medzu sklzu
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materidlu o0,, a jednoosovy tangencidlny modul ET(Ep) ako zakladné jednoosové
charakteristiky, potrebné pre vypoctovu aproximaciu (simulaciu) speviiovania pri vSeobecnom
zatazovani.

Pri niektorych ulohdach sa vyuziva aj model idedlne plastického materidlu bez spevnenia s
konStantnou medzou sklzu o, v podmienke plasticity. Tento predpoklad je tiez znamy z

vypoctov na medzny stav a uplatiuje sa aj v tzv. koeficientoch bezpecnosti pri jednoduchych
pevnostnych vypoctoch podla technickych noriem. V takomto pripade sa plastické moduly E; a

H (Cast11.1) rovnaju nule a konstantna medza sklzu ma za nasledok nemennu plochu plasticity
pri akychkolvek deformacnych procesoch. Pokial napétie dosiahne medzu sklzu a dalej narast3,
neobmedzenej deformacii zabranuje len tuhost okolitého materialu alebo tuhost okolitych ¢asti
konstrukcie.

Jednoduchu formu simuldcie speviiovania materidlu uUéinkom plastickej deformdcie
predstavuje tzv. izotropné spevriovanie, pri ktorom sa materidl spevnuje vo vSetkych
napatovych smeroch rovnako. V takomto pripade sa vo von Misesovej podmienke plasticity
uvaZzuje premenliva medza sklzu o, . Jej hodnota monoténne narastd v zavislosti od miery

plastickej deformacie v danom bode telesa, ktorou najéastejSie byva ekvivalentna plasticka
deformacia €” alebo disipovand praca plastickej deformacie A”. Tieto miery umoziuju tiez
uréitym pribliznym sp6sobom vniest do vypoctu vseobecnej viacosovej napatosti jednoosové
spevnovacie vlastnosti materidlu urcené klasickymi normovymi skuskami.

Ekvivalentna plastickd deformacie ma analogicku funkciu ako evivalentné napatie - redukuje
viacosovy deformacny stav uréeny tenzorom plastickej deformacie na jednoosovy podla vztahu

t
z° :jépdt (12.17)
0

kde
P =\[|2&" : & (12.18)

Je to opat invariantnd skalarna veli¢ina, pricom ndasobok 2/3 zarucuje, Ze E"’:gfl, éize
platnost (12.17) aj pre jednoosovu deformaciu. lzotropné speviiovanie von Misesovho
materidlového modelu dostaneme, ked medza sklzu v (12.4) bude funkciou ekvivalentnej
plastickej deformacie

flo,6,)=y3s:8-0,(")=0 — s:s=20; (12.19)

Ak funkcia O, (€") je linedrna, hovorime o modeli s linedrnym izotropnym spevriovanim.
Spevnovacia funkcia vtedy ma tvar

o (€°)= 0o, +HE” (12.20)

s konstantym plastickym modulom H a konstatntnou zaciato¢nou medzou sklzu nedeformova-
ného materidlu.
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V pripade von Misesovej podmienky plasticity (von Misesovej funkcie plastického
zatazovania) vztah (12.19) s meniacou sa medzou sklzu &, zobrazuje v siradnicovom systéme

hlavnych napati jednoparametricki mnozinu stosovych valcov (obr. 12.4) s polomermi
. [h= _ 7 _
I’(O'K)—\/;O'K —\/;(O'K +H€p)
Izotropné speviiovanie mozno hodnoverne vyuZit len pri tzv. proporciondlnom zataZovani
(vSetky zloZky napdtia narastaju proporciondlne). Pri inom zataZovani - neproporciondlnom

alebo cyklickom - je pouzitie tohoto modelu nevhodné avzhlfadom na nerealny (obrateny)
Bauschingerov efekt moze viest k nepripustnym chybam.

G,

Obr. 12.4 Zmena plochy plasticity pri izotropnom sevriovani

Dosadenim (12.13) do (12.18) a s vyuzitim von Misesovej podmienky plasticity v tvare (12.19)

zistime, Ze plati
A=¢° (12.21)

Pre niektoré (nekovové) materidly je vyhodnejsie pouZit model, kde spevriovanie materidlu

je riadené akumulovanou pracou vnutornych plastickych sil (work hardening)
A, =[dA, =[a"de, =[dAc Tde,
Podmienka plasticity potom je
f=0-5,(4,)=0

Tento postup pre von Misesovu podmienku plasticity dava rovnaké vysledky ako uvedend
formuldcia modelu s deformacnym speviiovanim (strain hardening).

12.4 Prirastkové diferencialne konstitutivne rovnice a pruzne-plasticky
materialovy modul

V kapitole 11 sme uviedli prirastkové diferencidlne konstitutivne rovnice materidlového
modelu (vztahy medzi deformaciou a napatim) vo vseobecnom tvare
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6 =D%¢ (12.22)
kde
(D¢ :f)®(D°:f)

D% =D - 2 2
f:D°:f—(0f /9a)* p(d°y” /0a?)=h

(12.23)

je diferencidlny pruine-plasticky (tangencialny) materialovy modul. Rovnice (12.22) umoznuju
pri pruzne-plastickom zataZovani z diferencidlneho prirastku celkovej deformacie vypocitat

diferencidlny prirastok napatia. Skonkretizujme teraz modul D® pre von Misesov materidlovy
model s linedrnym izotropnym deformacnym spevniovanim.

Zo vztahov termodynamickej formulacie spevriovania (kapitola 11) zistime:

Mdme len jednu vnutornu premennu

a ={e"}

174 U
a:{pa;/p}zak(ep)

a pre zobecneny speviiovaci modul dostavame

da do,

jedinu termodynamicku silu

Takze plati

’y?  y’ 95,
= = = H
P oa’ P 0z 0’

a materialovy modul (12.23) je

D% — D° _(D H®(D°:f) (12.24)
f:D°:f+H

Tento zapis sa da dalej zjednodusit, ked vyjdeme z tenzorového vyjadrenia elastického
materidlového modulu rozdeleného na deviatoricki a objemovu ¢ast

D¢ =2GP,+KI®I (12.25)
kde
P, :J[—%I ®1

je deviatoricky projekény tenzor 4. radu (transformuje tenzor druhého radu na jeho
deviatoricku Cast), 1 a I su tenzory identity Stvrtého a druhého radu, G je modul pruznosti v
Smyku a K je objemovy modul materialu. PretozZe f je deviatoricky tenzor, dostavame

D®:f=2Gf (12.26)
podla toho
3 3G°

(D° :f)® (D : f) = 4G ®@f = 4G° 3_s® —s="—-50®s (12.27)
26, 20, o,
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a s vyuzitim (12.13)

2_
f:D:f=2Gf:f=2G i s:s i =2G i =5, i =3G (12.28)
20, 20, 20,3 20,

Po dosadeni (12.27) a (12.28) do (12.24) sa pruzne-plasticky modul zjednodusi na
D -p°-— 2% _ses (12.29)
G2(3G +H)

Sustava konstitutivnych rovnic (12.22) s pruzne-plastickym materidlovym modelom (12.29)
mbze byt v niektorych Specidlnych pripadoch vychodiskom pre numerické urcovanie prirastku
napatia v integracnych bodoch siete kone¢nych prvkov vypoctového modelu telesa pomocou
explicitnych metdd. Pri implicitnych (iteracnych) metddach integracie tychto rovnic, a najma pri
velkych zataZovacich krokoch (s velkym AA), ich pouZitie vedie k dramatickému poklesu
konvergencie globalnej iteracnej procedury, a preto sa nahradzuju rovnicami s tzv.
konzistentnym pruzne-plastickym materidlovym modulom (mysli sa tym konzistencia s
prislusnou integracnou procedurou, pozri napr. ¢ast 14.9).

Pozndmka

Podrobny opis von Misesovho materidlového modelu s kinematickym spevriovanim, ako aj
odvodenie pruzne-plastického materidlového modulu v maticovom zapise pre tento pripad
speviovania, mozno najst v [2].
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13 Numericka integracia konstitutivnych rovnic

13.1 Prirastkové rieSenie pruzne-plastickej ulohy

Vo vSeobecnosti su konstitutivne rovnice pruzne-plastického materidlového modelu (v
nasom pripade je to von Misesov materidlovy model s izotropnym speviiovanim) zavislé aj od
zataZovacej cesty (zataZovacej histoérie) prislusnej materialovej ¢astice (materialového bodu). To
znamend, Ze ak chceme dostat realisticky vysledok rieSenia pruzne-plastickej ulohy pre
vypocétovy model telesa, musime ho zatazovat ku koneénej hodnote prirastkovym spdsobom a
sledovat pruZzne-plastickd historiu kazdého bodu (v realite MKP kazdého integraéného bodu
vsetkych prvkov vypoctového modelu telesa). Formdlnou mierou zataZovania je pseudocdas t

diskrétne narastajuci v intervale < 0, t__ > o hodnotu At, ktord nemusi byt konstantna v

max
celom intervale. Privlastok pseudo vyplyva z toho, Ze uvazujeme staciondrnu (od ¢asu nezavislu)
pruzne-plasticki ulohu. Je to vSak vhodna miera prirastkov aj z toho dovodu, Ze umoznuje
potom prirodzenym spOsobom prechod na nestacionarne ulohy a beZne sa vyuzZiva aj v
programoch MKP. Je zrejmé, Ze algoritmus, ktory vyjadri rieSenie v ¢ase t+At=t, , pomocou

hodnét véase t=t,, bude schopny riesit GUlohu v celom uvaZovacom zataZovacom intervale a
dospeje k vysledku pre plnd hodnotu zataZenia.

Po Standardnej geometrickej (prvkovej) diskretizacii (pozri napr.[1]) formuldcia ulohy znie
potom takto: Treba ndjst globdiny vektor posunuti uzlovych bodov u, ., v €ase t, , tak, aby

bola splnena prirastkova (maticovd) rovnica rovnovahy
ru,,) =% -qu,,)=0 (13.1)

kde je r(u,,,) je globalny vektor rezidualnych (nerovnovazinych) sil, q(u, ;) globalny vektor

, , , / t / v p / v
vnutornych uzlovych sil a f,fj:l globalny vektor vonkajsich uzlovych sil v ¢ase t,_, . Pre vektor

vonkajsich sil v (13.1) sa vo vypoctovych programoch MKP obycajne zavadza

£ =A,,,f (13.2)

n+1

kde A,,, je nasobok vonkajsich zatazeni diskrétne sa meniaci v intervale <0, 1> a f* je

kone¢na hodnota globalneho vektora vonkajsich uzlovych sil. Takéto zataZovanie sa nazyva
proporciondle alebo tiez radidlne (evolu€na cesta tenzora napatia zobrazena v suradnicovom
systéme hlavnych napati je rovnd usecka - radiala).

Globalne vektory v (13.1) sa vytvorili usporiadanou sumaciou prvkovych vektorov (pozri
napr. [1])
q :fv B'6(a,,£(u,,,))dv (13.3)

fe = jve N'b, . dV+ L; N'p,.,ds (13.4)

V tychto rovniciach je vaésina veli¢in zndma zo zdkladov linedrnej MKP [1]: N a B su
transformacné matice posunuti a deformacii vSeobecného e-tého prvku (su linearne, pretoze
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uvazujeme malé posunutia a malé deformdcie), b a p su vektory vonkajsich uzlovych sil prvku
od objemového a plosného zatazenia. Na rozdiel od linearnej ulohy je vsak vo vypocte
vnutornych uzlovych sil elementu (13.3) namiesto napatia O prirastkovd konstitutivna funkcia
o, ktora je funkciou deformacie g,,,v Case t,.,a vnitornych premenych e, vcase t. Je to

vlastne algoritmicky zapis numerickej procedury, ktorej vysledkom je (aproximativna) hodnota
napatia
0,,=0(€,.,.a,) (13.5)

potrebna do (13.3) na vypocet vektora vnutornych uzlovych sil prvku v ¢ase t, ;.

K formalnemu vztahu (13.5) sa patri povedat niekolko poznamok: Ak v bode telesa pri
zatazovacom kroku dochdadza k plastickému teceniu vztah medzi napatim, deformaciou a
vnutornymi premennymi je nelinedrny a urcenie napéatia na konci zataZovacieho kroku podfa
(13.5) predstavuje interny (na materidlovej Urovni kone¢ného prvku) numericky prirastkovy
integraény proces, ktory treba odliSovat od globdlneho prirastkového rieSenia ulohy.
Konstitutivny vztah obsiahnuty v & je v danom prirastkovom kroku zavisly len od €,,,, pretoze

druhy argument a, sa berie ako znama konStanta z Casu t. Proces vypoCtu o,,, je

aproximacny, chyby vnesené na tejto Urovni sa uz nedaju opravit globalnou rovnovaznou
iterdciou a to je dovod, preco sa algoritmom integracie konstitutivnych rovnic i analyze chyb
tohto procesu venuje v tedrii MKP tolko pozornosti. Nelinarita konstitutivnych rovnic cez
vnutorné uzlové sily prvku (13.3) vchadza do globalnej formulacie ulohy a sp6sobuje, Ze
globalne rovnice rovnovahy (13.1) su nelinearne, nie su automaticky splnené ako pri linearnej
Ulohe, a treba ich riesit iteracne (najc¢astejsie Newton-Raphsonovou metddou).

13.2 Numericka integracia metddou elasticky prediktor-plasticky korektor
Na numerickd integraciu nelinedrnych funkcii & a @ v inervale (t, t,,;) moZno vyuzit

mnozZstvo metdd (pozri napr. [12], [13], [2]). V programoch MKP sa najcastejsie vyuzZziva metdda
elasticky prediktor-plasticky korektor. Princip tejto metddy mozno zhrnit do dvoch postupnych
a na seba nadvazujucich algoritmickych krokov:

a) Testovaci elasticky krok (elasticky prediktor)
Najprv sa predpoklada, Ze v kroku <t,,t,., > prirastok celkovej deformacie A& v

uvazovanom bode je elasticky (AA=0). Potom z prirastku celkovej deformdcie a zndmych
hodnét z predchadzajuceho zatazovacieho kroku mozno urcit skdsobné hodnoty (vnatorné
premenné &, urcujuce speviiovanie materialu, sa pri elastickej deformacii nemenia)

e test

. =€ +A€

test

Iy
test
o-n+1 :pa o
€l (13.6)
test
an+1 = an
a test
test
ane-‘fl = pa_
a n+1
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kde vyznam niektorych veli¢in sme uviedli v kapitole 12 . Nasleduje kontrola testovacieho
elastického stavu pomocou podmienky plasticity. Ak plati

test t t t
= floy,ay) <0 (13.7)
znamena to, Ze skusobné napatie 0't+1 vySetrovaného bodu lezi v elastickej oblasti, alebo sa

prave nachddza na ploche plasticity a moZe byt akceptované ako vysledné napétie o,,.;.
Plati to aj pre ostatné veliciny v (13.6). V opacnom pripade ma napatie plasticky nepripustnu
hodnotu a musi sa opravit (ako aj dalSie testovacie hodnoty) pomocou algoritmu
plastického korektora.

b) Plasticky korektor (algoritmus ndvratu na plochu plasticity)
Pre bod, ktory nesplitia podmienku (13.7), t.j. pre ktory f*'>0, je potrebné vykonat
numerickd integraciu vSetkych potrebnych nelinedrnych funkcii v intervale <t ,t,.,>.V

algoritme plastického korektora sa Casto vyuziva plne implicitnd spdtnd Eulerova metdda
(zndma zo zakladov numerického rieSenia nelinedrnych rovnic) v naSom pripade s rovnicami

6.e+1 rew+ti5t - A/“( +1'an+1)

n

o (13.8)
a,,=a,, +A(o,,;,a,,)

n

a s podmienkou, Ze napéatie sa musi nachadzat na speviiovanim zmenenej ploche plasticity
(obr.13.1)

O @510) = (13.9)

Ak elastické vlastnosti materidlu su linearne, mozno prvu rovnicu v (13.8) ekvivalentne nahradit
rovnicou s napatovymi ¢lenmi - takto upraveny algoritmus sa nazyva metddou projekcie na
najblizsi bod (obr.1)

0, =05 —AD°:f (13.10)

n

Ako sme uZ uviedli, existuje mnozstvo dalSich metdd a postupov urovania napdtia O, ; i

ked mnohé z nich su v podstate len urc¢itou modifikaciou alebo rozsirenim uvedenej metddy.

test
n+1

elasticky prediktor
,,f"bFoje cia na najblizsi bod

plasticky korektor

evvs

bod
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13.3 Numericka integracia nelinearnych rovnic von Misesovho materialoého
modelu

Uvedeny algoritmus numerického rieSenia nelinearnych "pruzne-plastickych" rovnic v
integratnom bode konecného prvku skonkretizujeme teraz pre von Misesov materidlovy model.

Hladame rieSenie pre vieobecny zataZovaci krok z ¢asu t, do €asu t v ktorom nam

n+l”
$tandardna procedira MKP z prirastku zatazenia Af* =% —f** doda pre integratny bod
prirastok celkovej deformacie A€ a vietky zname stavové veliCiny u¢ené pre ¢as t,. Potom
skusobné hodnoty elastickej deformacie, akumulovanej hodnoty ekvivalentnej plastickej

deformadcie a napatia su

e test

.7 =€ +A¢€

e =¢€r (13.11)
test _ pye . aetest
o-n+1 - D : 6‘n+1

Napatie ,fflt mozno ekvivalentne vyjadrit aj pomocou jeho deviadtora a stredného napatia

(kapitola 11)

test __ e test est __ e test test _ atest test
sn+1 - 2ng n+l 7 Grtn n+l — ng n+1 - o-n+1 - sn+1 + O-m n+11 (1312)

kde G je modul pruznosti v Smyku, K je objemovy modul materialu, 82 je deviatoricka cast

tenzora pruinej deformacie, & =tr|e°| je objemova pruznd deformadcia. Za skiSobnu hodnotu

medze sklzu sa jednoducho zoberie jej hodnota na konci predchadzajuceho kroku

o, =0,(E)=0,, (13.13)

n+l —

Nasleduje kontrola ¢i skisobna elastickd napatost leZi vo vnutri alebo prave na hranici pruznej
oblasti skusobnej plochy plasticity

flors,0,,) <0 (13.14)

Ak je tato podmienka splnend, potom zataZovaci krok v tomto bode vyvolal len pruiné
deformacie a skiSobné hodnoty predstavuju vysledné hodnoty pre Cas ¢,

_ test

8n+1 — ©n+l
est
o-n+1 =0Opnn
—p _ —ptest _=p (13.15)
€n+1 - €n+1 - gn

— _ —test _ —
O-kn+1 _O-It<n+1 _O-kn

Ak podmienka (13.14) nie je splnena, potom v zataZzovacom kroku v integracnom bode prvku

dochadza k pruzne-plastickej deformécii a vysledné hodnoty &, €., a AA pre €as t_,, treba

n+1

urcit z nelinearnych rovnic plastického korektora (13.8)
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e test [ n+1
n+1 n+1 Aﬂ’

sl (13.16)
g =€ +A1
kde
S, = n+1( +1)_ZGdeV[ +1] (13.17)
a pri zaruceni podmienky plasticity (kapitola 12)
Op1 —Ok(€ra)=0 = 38,118, —0(€)4)=0 (13.18)

Po vyrieSeni tejto sustavy rovnic sa tenzor plastickej deformdcie upravuje uz so zndmymi
hodnotami A4 a s,,,; podla vztahu

e, —e"’+Ae’°—e’°+Aﬂf

n

(13.19)
IISmII

a pre napatie plati

o-n+1 - sn+1 +0, mn+1I (1320)

Systém nelinearnych rovnic (13.16) mozno pre von Misesov materidlovy model vyrazne
zjednodusit. Pri nelinedrnom spevriovani mozno ho zredukovat na jedinu nelinearnu rovnicu s

jedinou nezndmou AA a pri linedrnom speviiovani mozno hlfadané hodnoty v ¢ase t, .. dokonca

n+1
urcit priamo z hodnot skiSobného elastického kroku. Ako sme uz uviedli, von Misesov vektor
plastického tecenia

Y _ES (13.21)

je Cisto deviatoricky, objemova zlozka o,,,, sa v (13.20) pri algoritme nemeni

=o't (13.22)

m n+l = ¥Y'mn+1l

a treba urcit len devidtor napatia, pre ktory podla Eulerovej metddy analogicky s (13.10) plati

s, =S —AAD®:f ., =S — AL2GE fest—MZG\f s n+1 (13.23)

nt1 = n+1 n+1 n+1 ”
n+1

a po Uprave

[ -G8 MzG] _ s

" lsnal

Pretoze vyraz v zatvorke je skalar, obe deviatorické napatia su kolinearne

test
sn+1
test
n+l

sn+1 —
sl [

a ked'to vyuZijeme v (13.23) dostaneme jednoduchy vztah pre vypocet devidtora napatia v Case
t

n+1
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[ Y ];ﬂ:[l—%M] % = kst (13.24)
o] 5
kde

test test test
= Ssn+1 sn+1

5-n+1_ 2
Z (13.24) vyplyva, Ze deviatorické napadtie S,,; dostaneme na zmenenu kruznicu plasticity (v

deviatorickej m- rovine) jednoduchym vyndsobenim napatia S,tff{ znamym ¢cislom k < O.

Hovorime potom o radidlnom navrate napatového bodu na novu plochu plasticity (obr. 13.2).

f
A n
1 o
I | n+l
| -
| %o_kn \/
| B . o | 'G test
i m 1 9n+1 Ont1
T [ /
} |
|

! |
i |

. |
| T rovina 41 !
} I

\ » >

; >
I test test
I 0] Sn+1 = ksn+1 Sh+1

Obr. 13.2 Grafické zndzornenie radidlneho ndvratu skusobného napdtia na von Misesovu plochu
plasticity

Zostava u? len urdit rovnicu pre jedind nezndmu AA z von Misesovej podmienky plasticity
(13.18), do ktorej ked dosadime (13.24) a (13.16), dostaneme

f(Ad)=3G"t -3GAA-G ., (" +Ad)=0 (13.25)

Rovnica je pri nelinedrnom speviiovani nelinedrna a AAdsa z nej uréuje Newton-Raphsonovou
metddou. So zndmym plastickym ndsobkom potom uZ moino S, urcit z (13.24) a dalSie
hladané hodnoty pre Cas t,,, z rovnic

_ est
o-n+1 - sn+1 + an n+1I

etest

_ S
n+1 _[De] n+1 = 2nc+;l +%+11
(13.26)
e’ =" +A
e =€ +A1f Ts ”
n+1

Pri linedrnom izotropnom spevnovani, t.j. pri bilinearnej aproximdacii jednoosovej krivky
materialu (kapitola 11) plati (kapitola 12)

O, =0, +HE? (13.27)
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kde o, je zaCiato€nd medza sklzu nedeformovaného materidlu a H je konsStantny speviiovaci

modul. V takomto pripade sa rovnica (13.25) sa zmeni na

F(AA) =55 ~3GAL—| 0, +H(E} +AA) | =0 (13.28)

n+1
z ktorej dostaneme plasticky nasobok priamo bez potreby Newton-Raphsonovej iteracie

_ it _Ona—0k _ Oy — (0, +HE) (13.29)
3G+H 3G+H 3G+H

Priklad 13.1
Pre vieobecny nezataZeny bod telesa je dané: E = 200000 MPa, E, = 2000 MPa, o, = 200 MPa,

KL = 0. Metddou radidlneho ndvratu treba urcit vyslednt napatost, ked v prvom zataZzovacom
kroku vzrastie jeho deformacia o hlavné zlozky ¢ =0,002, & =0,001, &=-0,002. UvaZuje sa

von Misesov materialovy model s linedrnym izotropnym spevriovanim.

RieSenie
Ulohu budeme riedit v maticovom zapise. PretoZe v bode posobia len tri hlavné zlozky

deformacie a napatia, zredukujeme vektory napdtia a deformdcie na tento rozmer a maticu
elastickych materialovych konstant na

. -4 pu  u
e
=—————| 4 l-u u
(1+u)1-2u)
4 1-p
Skusobné napdtie potom je
o 1 0 0} 0,002 400 MPa
./ =| 0, |=D°Ae=200000 1 0| 0,001 |=| 200 MPa
o, 0 0 1} —-0.002 —400 MPa
s ekvivalentnym napatim
ool = \/of +0’+ 07 —(0'10'2 +0,0, +0'20'3) =721,11MPa

a hodnotou zataZovacej funkcie v tomto napatovom bode
fret =56 — 0, =521,11 MPa >0

z ¢oho vyplyva, Ze bod sa dostal za plochu plasticity a napatie treba uréit radialnym navratom
na zmenenu plochu plasticity.

Stredné (hydrostatické) napatie skiSobného napatia je

0 =(0, +0, +03) /3=66,67 MPa
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a deviatorické napatie

0,-0,, 333,33 MPa
s =|0,-0, |=| 133,33 MPa
0,—0, | |-466,67 MPa

Plasticky ndsobok (v prvom kroku je totozny s ekvivalentnou plastickou deformaciou) podla
(13.29) je

ftest ftest
=—rl_= ntl =0,0017254
36+H 5 E | EE
2(1+4) E-E,
Hodnoty zloZiek deviatorického napatia podla (13.24)
3 94,06 MPa
Spi = [1— _teGst Mjs;‘f{ =0,28219s8"" =| 37,62 MPa
m -131,69 MPa
umoziuju uz urcit vyslednd napatost
O1nt1 1 160,73 MPa
C,1=| 0y |=SK1 +0,|1|=| 104,29 MPa
03,11 1 —65,02 MPa

Nova hodnota (naslednej) medze sklzu teraz je

Oni1 = Oy +HE, = 0, +HAA=203,49 MPa

Nova hodnota ekvivalentného von Misesovho napatia

= _ [3 . _
Oni1 =+ 2Sn+1 " Spu —\/0—12"‘0—5"'0—32,_(0'10'2"'0'10'3"‘0'20'3)

Kontrola hodnoty zataZovacej funkcie (kontrola ndvratu napéatia na zmenenu plochu plasticity)

=203,49 MPa

n+1

Jor1 = Opa — Oppyy =203,49-203,49=0

Priklad 13.2

Priklad 13.1 rieSte pomocou programu ANSYS

RieSenie

Ulohu vyrie$ime pomocou jediného priestorového pruine-plastického kone¢ného prvku tvaru
kocky s jednotkovymi stranami. Hlavné pomerné deformiacie zadame ako posunutia v smere
hran prvku s rovnakymi hodnotami ako su tieto deformacie. Na jednotkovych dizkach prvku tak
vyvolame udané deformdcie a dostaneme hladanu napatost.

Ulohu sme v interaktivnom maéde programu zadali a vypocéitali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu tlohy

153



Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = Priklad 13-2, OK;

2. Zadanie typu prvku pre tlohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Solid Brick 20 node, 186,
OK, Close;

3. Materidlové udaje
Linedrne:
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX =
2e5, PRXY = 0.0, OK;
Nelinedrne:
Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity,
Bilinear, Yield Stress = 200, Tang Mod = 2000, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie jednotkovej kocky
Preprocessor>Modeling>Create>Volumes>Block>By Dimensions..., X2 =1,Y2=1,72 =1,
OK;
Kliknite ikonu priestorového pohl'adu na kocku (Obligue View)

5. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Global, Set, SIZE = 1, OK, Shape = HEX,
Mesh, Pick All;

6. Upevnenie modelu a zadanie posunuti
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Areas,

T(Kliknite:) Lavu stenu elementu, OK, Lab2 = UX, Apply,
T Spodnu stenu elementu, OK, Lab2 = UY, Apply,
T Zadnd stenu elementu, OK, Lab2 = UZ, Apply,
T Pravd stenu elementu, OK, Lab2 = UX, Value = 0.002, Apply,
T Hornd stenu elementu, OK, Lab2 = UY, Value = 0.001, Apply,
T Prednd stenu elementu, OK, Lab2 = UZ, Value = - 0.002, OK;

7. Riadiace udaje nelinearneho rieSenia a vypocet
Main Menu>Solution>Analysis Type>Sol’n Controls...Time at end of loadstep = 1, Number of
subst. = 1, OK;
Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

8. Vypis zloZiek napitia prvkov
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Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress, 1st Principal stress,
OK;

PRINT S NODAL SOLUTION PER NODE

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL 1

NODE sl S2 S3 SINT SEQV
1 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

2 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

4 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

6 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

9 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

10 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49
12 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49
14 160.73 104.29 -65.019 225.75 203.49

9. Vypis stredného normalového napitia (HPRE) a ekvivalentnej plastickej deformacie (EPEQ)
Main Menu>General Postproc>List Results> Element Solution..., Stress, Plastic equivalent stress,
OK;

PRINT NL ELEMENT SOLUTION PER ELEMENT

ELEMENT= 1 SOLID186

NODE SEPL SRAT HPRE EPEQ CREQ PLWK

2 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

6 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

4 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

1 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

9 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

10 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

12 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

14 0.0000 1.0000 66.667 0.17254E-02 0.0000 0.34809

10. Ukoncenie prace s uloZenim databazy dlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Vypocitané vysledky suhlasia s analytickym rieSenim (Priklad 13.1).

Elegantna metdda radidlneho navratu plati len pre von Misesovu zataZzovaciu funkciu a spolu
s ostatnymi univerzidlnymi metddami pre ulohy, kde vsetky normalové zlozky napatia su volné
premenné, t.j. pre vseobecnu priestorovi napatost, rovinni deformdaciu a rotacne symetrickd
ulohu. Dolezity pripad pruzne-plastickej ulohy pre rovinnd napdtost, kedy jedna z troch
normalovych zloZiek napatia sa rovna nule, treba rieSit pomocou 3pecidlnej procedury
vytvorenej pre tento stav napatosti.

Nelinedrne spevniovanie predstavuje v uvedenej procedure len pomerne malu komplikaciu,
pretoZe uréenie AA z nelinedrnej rovnice (13.25) pomocou Newton-Raphsonovej metddy je
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jednoduché. Ukazeme sito na rieSeni Ulohy s materidlom, ktorého spevriovaciu krivku mozno
aproximovat pomocou Voceho vztahu (pozri napr. manual ANSYSu)

G, =0, +a& +b(1—e*) (13.30)

kde a, b, ¢ su materidlové konstanty a o, je zaliatoCnd medza sklzu materidlu. Ak zvolime
0, =200 MPa, a = 500 MPa, b = 30 MPa a ¢ = 1000, potom jednoosova nelinedrna spevfiovacia
krivka materialu a nelinearny jednoosovy materialovy modul maju tvar znazorneny v obr. 13.3.
Do grafov sme zakreslili aj linedrny priebeh o) = HE" s konstantnou hodnotou H =2020,2 MPa,
¢o zodpovedd hodnotdm E =200000 MPa a E; =2000 MPa z prikladov 1 a 2 a mbZe to byt

povaZované za linedrnu aproximaciu speviovacej krivky. Tieto priklady totiz teraz zopakujeme s
nelinedrnymi hodnotami z obr. 13.3 a budeme méct porovnat rozdiel vo vyslednej napatosti.

Sigk = 200; Emod = 200 000; HIin = 2020.2;

SigPlast = 200 + 500 * EpsPlast + 30 * (1 - Exp[-1000 « EpsPlast]);

SigLin = Sigk + Hlin % EpsPlast;

Hmod = D[SigPlast, EpsPlast];

gl = Plot [SigPlast, {EpsPlast, 0, 0.02}, PlotRange » {{0, .02}, {140, 240}},
PlotStyle » {Thickness[0.006]}1];

g2 = Plot [SigLin, {EpsPlast, 0, 0.02},
PlotStyle » {Dashed}];

Show[{gl, g2}, Frame -> True, GridLines -> Automatic]

Plot [Hmod, {EpsPlast, 0, 0.005}, Frame -> True,

GridLines -> Automatic, PlotStyle —» {Thickness[0.006]}]

W
e 300007\ ]

: 220 /— - 25000
SigPlast - Hmod \
.-~ |sigPlastLin 20000
200 \
15000
%0 \ Hnelin
N\

10000 \
160 5000

Hlin \
N T —— T
140 L L L L L L L L L L L L L L L L ClL 17
0.000 0.005 0.010 0.015 0.020 0.000 0.001 0.002 0.003 0.004 0.005)
EpsPlast EpsPlast

Obr.13.3 Nelinedrna spevriovacia krivka, nelinedrny plasticky modul a ich linedrne aproximdcie

Priklad 13.3

Pre vSeobecny nezataZeny bod telesa je dané: £ = 200000 MPa, o, = 200 MPa, u = 0.

Metddou elasticky prediktor-plasticky korektor treba urcit vyslednu napatost, ked v prvom
zataZzovacom kroku vzrastie jeho deformacia o hlavné zlozky ¢ = 0,002, &= 0,001, &= -

0,002. UvazZuje sa von Misesov materidlovy model s nelinedrnym izotropnym spevnovanim. Po
dosiahnuti zaliatoCnej medze sklzu o, sa medza sklzu v zavislosti od ekvivalentnej plastickej

deformacie €° speviuje podla vztahu (obr. 13.3)

G, =200+ 5002” +30(1 —e 00"
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RieSenie
Ulohu budeme riesit v maticovom zapise. PretoZe v bode pdsobia len tri hlavné zlozky

deformacie a napatia, zredukujeme vektory napatia a deformacie na tento rozmer a maticu
elastickych materidlovych konstant na

._ E
(141 -2p)

uo 1-u
Skusobné napétie potom je
o, 1 0 0] 0,002 400 MPa
% =| 0, |=D°Ag=20000{0 1 0| 0,001 |=| 200 MPa
o3 0 0 11-0.002| |—-400 MPa

s ekvivalentnym napatim

—test

(o}

_ 2 2 2 —
il = \/0'1 + 0, + 03 —(0'102 + 0,0, +aza3) =721,11MPa

a hodnotou zataZzovacej funkcie v tomto napatovom bode

ftﬁt — a}t,isf -0, =521,11 MPa>0

n

z coho vyplyva, Ze bod sa dostal za plochu plasticity a napatie treba urcit ndvratom na zmenenu
plochu plasticity pomocou plastického korektora.

Stredné napatie skisobného napatia je
0" = (0, +0,+0;)/3=66,67 MPa

a deviatorické skuSobné napatie

0, -0, 333,33 MPa
s =|0,-0, |=| 133,33 MPa
0;-0,, | |-466,67 MPa

Plasticky nasobok (v prvom kroku je totozny s ekvivalentnou plastickou deformaciou AA=¢")
uréime z nelinearnej rovnice (13.25) pomocou Newton-Raphsonovej metddy (metddu a nizsie
uvedeny pouZzity program sme vysvetlili v [2])

Program vypocital A4=0,0016534 a z toho &', =€’ +A1=0+AA=AA=0,0016534 a dal3i

postup je uz opat rovnaky ako v Priklade 13.1. ZloZzky deviatorického napétia su

104,05 MPa
3G
Sy = (1_ —test Aﬂjsfj{ = 0'3121448295{ =| 41,62 MPa
n+1 -145,67 MPa

a umoznuju uz uréit vyslednu napatost
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Vypoctovy program (Mathematika 5)

NR [SigEkvTest_, LambdaZac_, imax_, TolDov_] :=
Module[{}.,
R[Lambda_] = -300 000 * Lambda - 200 - 500 * Lambda - 30 (1 - Exp[-1000 * Lambda]) + SigEkvTest ;
i=0;
Lambda0 = LambdaZac ;
Print[" Lambda0 = ", LambdaO, ", RO = ", R[Lambdal]];
Lambdal = Lambda0 ;
While[i < imax && TolDov < Abs[R[Lambdall]],
Lambda0O = Lambdal;
Lambdal = Lambda0 - R[Lambda0] / R’ [Lambdal];
i=1+1;
Print[" i = ", i, ", Lambda (i) = ", PaddedForm[Lambdal, {7, 7}].
", R(i) = ", PaddedForm [R[Lambdal], {4, 2}]1]:

1:1]

NR[721.11, 0, 7, 0.000001];

Lambda0 = 0, RO = 521.11

i=1, Lambda (i) = 0.0015767, R(i) = 23.50
i=2, Lambda (i) = 0.0016534, R(i) = 0.02
i= 3, Lambda (1) = 0.0016534, R(i) = 9.64x107°
Oini1 1] [170,71 Mpa
G,1=| 0y |=Siki+0,|1|=| 108,28 MPa
O3t 1| |-79,00 MPa

Nova hodnota (ndslednej) medze sklzu teraz je
Gy .y =200+5002", +30(1—e™ %) = 225,08 MPa

Nova hodnota ekvivalentného von Misesovho napatia

= _ [3 . _
Opi1 =+ 2Sn+1 " Spu —\/0—12"‘0—%"'0—32,_(0'10'2"'0'10'3"‘0'20'3)

Kontrola hodnoty zataZovacej funkcie (kontrola ndvratu napatia na zmenenu plochu plasticity)

=225,08 MPa

n+1

foi1 =01 — Oy =225,08—225,08=0

Priklad 13.4
Predchadzajlci priklad rieSte pomocou programu ANSYS
RieSenie
Ulohu vyrie§ime pomocou jediného priestorového pruZne-plastického koneéného prvku
tvaru kocky s jednotkovymi stranami. Hlavné pomerné deformacie zadame ako posunutia v

smere hran prvku s rovnakymi hodnotami ako su tieto deformacie. Na jednotkovych dizkach
prvku tak vyvoldme udané deformacie a dostaneme hladanu napatost.
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Uloha sa v interaktivnom mdéde programu zaddva a pocita rovnakym postupom ako

Priklade 13.2, treba vsak zadat nelinedrnu speviiovaciu krivku. Jedind zmena je takto

prikazoch pod €. 3, ktoré treba zadat takto:

3. Materidlové udaje

Linedrne:

Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX
2e5, PRXY = 0.0, Nelinedrne:
Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity,

Nonlinear, Sig0 = 200, RO = 500, Rinf = 30, b = 1000, OK, Material, Exit;

V krokoch 8 a 9 dostaneme vysledky, ktoré suhlasia s analytickym rieSenim (Priklad 13.3).

8. Vypis zloZiek napitia prvkov

Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress,

NODAL RESULTS ARE FOR MATERIAL

NODE

o BN

12
14

OK;

Sl
170.71
170.71
170.71
170.71
170.71
170.71
170.71
170.71

S2
108.28
108.28
108.28
108.28
108.28
108.28
108.28
108.28

1

S3
-78.
-78.
-78.
-78.
-78.
-78.
-78.
-78.

997
997
997
997
997
997
997
997

SINT
249.71
249.71
249.71
249.71
249.71
249.71
249.71
249.71

SEQV
225.08
225.08
225.08
225.08
225.08
225.08
225.08
225.08

<

Ist Principal stress,

9. Vypis stredného normalového napitia (HPRE) a ekvivalentnej plastickej deformacie (EPEQ)
Main Menu>General Postproc>List Results> Element Solution..., Stress, Plastic equivalent

PRINT NL

ELEMENT=
NODE

R s o N

9
10
12
14

stress, OK;

ELEMENT SOLUTION PER ELEMENT

SEPL

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O o O o

SOLID186

SRAT

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

N N e e e

HPRE

66.
66.
66.
66.
66.
66.
66.
66.

667
667
667
667
667
667
667
667

O O O O O o o o

EPEQ
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02
.16534E-02

CREQ

.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000
.0000

O O O O O o o o

O O O O O o O o

PLWK

.35142
.35142
.35142
.35142
.35142
.35142
.35142
.35142

V programoch MKP sa na analyzu pruzne-plastickych uloh s nelinedrnou speviiovacou

krivkou materialu ¢asto pouziva aj multilinearna aproximacia tejto krivky (pozri napr. manual

programu ANSYS, HYPLAS a i.). V takomto pripade je na vypocet AA tieZ potrebnd Newton-
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Raphsonova iteracia, pretoZe zataZovaci krok méze byt dostatocne velky na to, aby v sebe
zahriioval prechod cez viaceré multilinedrne Useky spevnovacej Ciary so skokovou zmenou
plastického modulu H.
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14 Pruzne-plasticka uloha rovinnej napatosti

V kapitole 11 sme uviedli zakladné postupy rieSenia pruzne-plastickej ulohy platné pre
vseobecnu trojrozmernu napéatost, rovinni deformaciu a rota¢ne symetrickd tlohu. Su to ulohy
pri ktorych vsetky tri normadlové zlozky napatia su volné premenné. Pri rovinnej napatosti (pozri
napr. [1]) vSak zloZka kolma na stredovu rovinu telesa je rovnd nule (pricom ale zlozka devidtora
napéatia v tomto smere nie je nulovd) a uvedené vztahy a postupy nie je mozné pouzit bez
urcitej modifikacie. Vzhladom na €asty vyskyt tejto Ulohy v praxi sa jej budeme venovat v tejto
kapitole.

14.1 Rovinna napatost pri elastickom zatazovani

UvaZujme zatazené teleso v rovnovaznom stave, ktorého rovina (x,y) je rovinou symetrie
(stredovou plochou S) (obr. 14.1). Vsetky vonkajsie zataZenia (vratane reakcii) nech su
symetricky rozdelené po relativne malej hrubke telesa t(x,y); ich vyslednice teda po6sobia
vrovine Saspojité zatazenia p(x,y) ab(x,y) si na premennej z nezavislé. Za tychto
predpokladov staci pre rieSenie pevnostnej ulohy telesa uvaZovat len funkcie posunutia

stredovej plochy telesa
u {u(x’y)} (14.1)
v(x,y)

pretoze vietky deformacné i napatové veli¢iny telesa mozno z tychto funkcii vypoditat.

J (x5, v9)
b,

b,

y,v

hrubka = t(x,y)

Obr. 14.1 Stredovd plocha telesa a rovinny konecny prvok

Vo vektore zloZiek napatia su nenulové len zlozky, ktoré leZia vrovine (xy), a preto
hovorime, Ze teleso (stena, membrana) je zataZzena rovinnou napatostou

0'=[0'X o, rxy]T (14.2)

Vo vektore pomernej deformdcie uvazujeme len tri zlozky (materidl reaguje na rovinnu
napatost prie¢nou deformaciou ¢,, td ale mozno urcit z deformdcii v stredovej rovine)
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8=|:8X g, ;/Xy]T:[gX g, ngy]T (14.3)

Teraz uz mozno vyuzit postup podrobne uvedeny v [1] pre vSeobecné priestorové teleso, ked
sa zavedu zjednodus$enia platné pre rovinnu napatost

0,=7,=Ty=V,=Vx=0 (14.4)

Pomerné deformdcie v rovine (x,y) potom su

ou ov _ou  ov

E=—,6 E=—, =—+— 14.5
* ox' Y 9y Py dy 0x (14.5)
Z fyzikalnych rovnic dostavame
1 1 2(1+u) Ty
gx :E(Gx —,UO'y), gy :E(_,UGX + Gy)' 7/Xy = E Z.Xy = G (146)
a z podmienky o, =0
Y7,
€ :—E(O'X+0y) (14.7)

Invertovanim rovnic (14.6) dostaneme vztahy pre vypocet napéti zo zloZiek deformacie

_E
1- 4

(o}

g s(ectue); o, (ue,+¢,);  7,=Gr, (14.8)

1-u
Pomernu deformaciu v smere osi z je teraz uz mozné vyjadrit pomocou pretvoreni v rovine

(x,y), ked zo (14.8) dosadime do (14.7)

Y7,
£ =—" (e te 14.9
= lera) (14.9)

V maticovom tvare mozno teda fyzikalne (konstitutivne) vztahy zapisat v tvare

o =D (14.10)
kde matica materialovych konstant je
1 u 0
e E
D =T 72 0 (14.11)
"o 01—

14.2 Von Misesov pruzne-plasticky model rovinnej napitosti

Pri rieSeni pruzne-plastickej ulohy pre teleso zataZené rovinnou napatostou mozno opat
uvazovat len tie deformacné a napatové zlozky, ktoré leZia v stredovej rovine, pretoze ¢, sa ajv

tomto pripade da vyjadrit pomocou tychto zloZiek. VyuZiva sa na to vztah (14.9), kde sa pri

vyjadreni Sf uplatriuje nestlacitelnost materialu pri plastickom teceni (£ =0,5)
g,=& +¢& =— L(,9,f+ge)+gf+g” (14.12)
1-u y y
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Von Misesovo ekvivalentné napatie (kapitola 12) & potrebné do podmienky plasticity

f=0-0,(")=0 (14.13)
teraz je
=0 + 32— 0,0,+37, (14.14)
a vektor plastického tecenia
5 . 20, -0,
f=1—}(=—+20,-0 14.15
{aa} 20| 7 ( )
67

Xy

14.3 Urcenie napitia metodou elasticky prediktor/projekcia na najblizsi bod

SkuSobné napatie sa urci z redukovanych rovnic

o-Ox O-nx E 1 IU 0 A‘E'x
On =| O, |=| O,y +1_ﬂ2 a1 0 Ag, |=0,+DAc (14.16)
Tox | | Tmy 0 0 (1-w/2] Ay,

a vSeobecné rovnice spdtnej projekcie na najblizsi bod spevnenej plochy plasticity (kapitola 13)

potom su
o, Oox ; 1 u 0 . 20,-0,
C,.1=| O, :O';e_;_sf—Aﬂ,Defn_'_l =| Oy, —Aﬂvl_luz u 1 0 E ZO'X—O'y (14.17)
Ty Toxy 0 0 (1-w)/2 67,,
Ich rozpisanim a Upravou dostavame
Oox T Oy,

ST T kA

_ Oox — GOy

o, =—-= 14.18
Y 143GAA ( )

;- oy
¥ 143GAA
kde

E
K=

=—— Adl=
2(1-p)

ale

Neznamy skaldrny ndsobok A4 musi mat takd hodnotu, aby bola splnend podmienka
konzistencie

f,1(8%)=5,,,(A%)-5,(AZ)=0 (14.19)
kde
6, (A1) =0, + HE, = 0} + HAL = 0} + HG, ;AL (14.20)

n+1

Vyjadrenie vztahov na iteratné uréenie A4 je jednoduchdie pri pouziti kvadratu tejto
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podmienky
q(A1)= £, (A1) =52, (AZ)-53 (A%) =0 (14.21)

Umocnenim a Upravou ekvivalentného napatia (14.14) dostavame

—2 1 2 2 2

ooy =2 (0'X+0'y) +(O'X—O'y) +127,, (14.22)
a po dosadeni z (14.18)

_ (O'OX +0'0y)2 N 3(0‘0X —aoy) +1277

o Oy 14.23
" a(1+kad) 4(1+36A2) 14.23)
Pomocna funkcia g (14.21) potom je
2
q(AZ):(O-OX-l—O-OZ)Z 3(O-Ox_o-0y) tlzTgxy Gf(AZ)zo (14.24)
4(1+KA7) 4(1+3GM)

Z nelinedrnej rovnice (14.24), ¢o je vlastne upravena podmienka konzistencie, sa skalarna
hodnota A4 vyjadri pomocou N-R iteracie (pozri kapitolu 2 v [2]). Po rozklade funkcie g v okoli

AA do skrateného Taylorovho radu, pre iteraény vztah plati
q(A/lk)

Ay = Ay _m

(14.25)

kde sme ¢’ oznacili derivdciu funkcie g podla AA, pre ktord podla (14.24) a (14.20) dostavame

N _y5 90m_y5 9% o5 9% (O'k+Han+1A/1)[an+l+AﬂaaA”“}(14 26)

-+ =2
87 20mgag 20k gar =20 AT

a(a2)=

Zo (14.23) po odmocneni a derivovani podla A4 ziskame posledny potrebny vyraz pre iteraéni
proceduru

2 36[(0' +0, )2+1272 }
g 1 | K(og +0y,) . ox T 0oy Oxy

A &

— — (14.27)
ne1| 4(1+KAZ) 4(1+3GA7%)

Vypocet A4 a vysledného napétia G,., si vysvetlime na priklade (Ciselné vysledky vypocital

pomocny program uvedeny na obr. 2).

Priklad 14.1

Teleso zatazované rovinnou napatostou je vyrobené z ocelového materidlu, ktorého
vlastnosti pri pruzne-plastickom zataZovani aproximuje von Misesova zataZovacia funkcia a
linedrne speviiovanie. Pre vySetrovanli materidlovu ¢asticu telesa, ktorej predchadzajuci stav je
bez napatia, treba z explicitnych vztahov metddy elasticky predictor/projekcia na najblizsi bod
urcit vysledné hodnoty zloZiek napatia o

.10 ked' ju zdeformujeme pomernymi deformaciami
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£,=0,002 a ¢,=-0,001 a y,, =0,002. Dané je £ = 200000 MPa, o, = 200 MPa, E, =100000

MPa, 1 = 0,3. PoZadovand presnost nech je f, ., =o,,, — 0, <0,001 MPa.

RieSenie

Skusobné napatie podla (14.16) je

Oox 0 . 1 u 0 Ag, 373,6
oy =| 0, [=|0 +1_#2 u o1 0 Ag, |=---=|-87,9| MPa
Toy | O 0 0 (1-wm/2] Ay, 153,8

Kontrola podmienky plasticity

o, =\/00X2 +0,," = 0,,0,+37, =\/373,62 +(-87,9)* —373,6(~87,9) +3-153,8” =

Xy

=501,1 MPa > o, =200 MPa

Pretoze ekvivalentné napétie je vacsie ako medza sklzu materialu, vo vySetrovanom bode
dojde k nelinedrnej pruzne-plastickej deformdcii. Vysledné napatie vtakomto pripade treba
urcit z uvedenych vztahov spatnej integracie platnych pre rovinni napatost.

Zaciato¢né hodnoty pre vypocet napdtia pri pruZne-plastickom zataZovani su AZO:O a
0,0 =0, =200. Potom podla (14.23) aZ (14.27) iteratny vypocet vykonal program (vztahy
neobsahuju matice, a preto sme zvolili program Mathematica 5) uvedeny na obr. 14.2
a vysledky su:

Zlozky vysledného napatia vo vySetrovanom bode telesa:

o, =266,0MPa
o, =— 45,8 MPa
7,, =103,9 MPa

Vysledna (spevnend) medza sklzu materialu:
0,,., =342,7MPa

Vysledna ekvivalentnad plasticka deformacia:
£,=7,13510"
Priklad 14.2
RieSte predchadzajuci priklad pomocou programu ANSYS.
RieSenie
Materialovu cCasticu telesa mézeme nahradit jedinym koneénym prvkom rovinnej napatosti s

jednotkovou hrubkou, ktory bude mat udané materialové vlastnosti. Problém so zadanim skosu
Yy obideme tak, Ze hrany prvku umiestnime do smeru hlavnych pomernych pretvoreni &, a

&, (vtychto rezoch je ¥ nulové) a ich velkost vypocitame zo vztahu
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g tE,

&, +%\/(5X —g, ) +(7,) = Mil\/(o,ooz +0,001)* +(0,002) =

2 7 2 2
=0,0005£0,0018027 — ¢ =0,0023027; ¢, =-0,0013027

a pre smer g plati

Y 0,002 2

tg2p = = =2 5 ¢=16,845°
i g —-¢€, 0,002+0,001 3 i

Teraz uz mozno Ulohu Ulohu v prostredi programu ANSYS realizovat tymto postupom:

1. Zadanie nazvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [IFILNAM = RovNapatost1, OK;

2. Zadanie typu prvku pre tlohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add..., Solid Quad 8 node 183,
OK, Close;

3. Materidlové udaje
Linedrne
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX =
2E5, PRXY =0.3, OK,
Nelinearne
Nonlinear, Inelastic, Rate Independent, Isotropic Hardening Plasticity, Mises Plasticity,
Bilinear, Yield Strss = 200, Tang Mod = 1ES, OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie bodov nato¢enej plochy prvku (¢islovanie je automatické)
Utility Menu>Work Plane>Offset WP by Increments..., Degrees = 16.845, 0, 0, OK;
Utility Menu>Work Plane>Local Coordinate Systems>Create Local CS>At WP Origin..., OK;
Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active CS: X =0,Y =0, Apply,
X=1,Y =0, Apply,
X=1,Y =1, Apply,
X=0,Y=1,0K;
5. Vytvorenie plochy prvku
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>Trough KPs: TKPl,TKP2,TKP3,TKP4,
OK;
6. Vytvorenie prvku
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Lines, Set: Pick All, NDIV =1, OK;
(Preprocessor>Meshing>Mesh Tool): Mesh, Pick All, Close;

7. Upevnenie prvku v smere jeho hran (v smere hlavnych prediZeni) a zadanie £ ag
Preprocessor>Modeling>Move/Modify>Rotate Node CS>To Active CS T, Pick All;
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Nodes T

P: 1, 8, 6, OK, UX, Value = 0, Apply,

P: 1, 3, 2, OK, UY, Value = 0, Apply,

P: 2,5, 4, OK, UX, Value = 0.0023027, Apply,
P: 6,7, 4, OK, UY, Value = - 0.0013027, OK;
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(* Backward-Euler, Rovinna napdtost-explicitne *)
Off [General::spell,General::spelll]

(* Vstupne hodnoty *)
EE=200000; mi=0.3; Sigk0=200; G=EE/(2+2*mi); Et=100000; H=EE*Et/(EE-Et);

(* Startovaci bod *)
sxn=0;
syn=0;
sxyn=0;

(* Prirastok deformacie *)
EpsX=0.002;
EpsY=-0.001;
EpsXY=0.002;

(* SkuSobné elastické napidtie *)
K=EE/2/(1-mi);

K1=EE/ (1-mi"2);

sx0=sxn+K1* (EpsX+mi*EpsY) ;
sy0=syn+K1* (EpsY+mi*EpsX) ;
sxy0=sxyn+K1/2* (1-mi) *EpsXY;

(* Vychodzie hodnoty iterdcie *)
La=0;

Sigk=SigkO0;

Sekv=0;

cl=(sx0+sy0)"2;

c2=3*(sx0-sy0) *2+12*sxy0"2;

(* Iteracnd oprava *)

While [Abs[Sigk-Sekv]>0.001,
Sekv2=0.25% (c1/ (1+K*La) "2+c2/ (1+3*La*G) *2) ;
g=Sekv2-Sigk"2;

Sekv=Sqrt [Sekv2];

dSekv=-0.25/ (Sekv) * (K*cl/ (1+K*La) "3+3*G*c2/ (1+3*G*La) "3) ;
(*dSekv=-1/ (Sekv) * (K*cl/ (1+K*La) "3+3*G*c2/ (1+3*G*La) "3) ; *)
dg=2*Sekv*dSekv-2* (SigkO+H*Sekv*La) * (H*Sekv+La*H*dSekv) ;
La=La-q/dg;

Sigk=SigkO+H*La*Sekv];

(* VyCislenie napdtia *)
Al=1+0.5*La*EE/ (1-mi);
A2=1+3*La*G;
sps=(sx0+sy0) /AL;
sms=(sx0-sy0) /A2;

SXdef= (sps+sms)/2;
SYdef=(sps-sms)/2;
SXYdef=sxy0/A2;

(* Hodnota novej medze sklzu *)
SigkDef=Sigk;

(* Hodnota ekvivalentnej plastickej deformacie *)
EplastPruh=La*Sekv;

Print ["Vysledky"/TableForm[{{"SX =", SXdef,"MPa"},
{"sy =", Svdef,"MPa"},
{"SXYy =", SXYdef,"MPa"},
{"SigK =", SigkDef,"MPa"},
{"EpsPlast =", EplastPruh}
111

Vysledky
SX = 265.985 MPa
SY = -45.7687 MPa
SXY = 103.918 MPa
SigK = 342.7 MPa
EpsPlast = 0.000713502

Obr. 14.2 Program na urcenie vysledného napdtia rovinnej napdtosti pomocou spdétnej
integrdacie (Mathematika 5)
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8. Riadiace udaje nelinedrneho rieSenia a vypocet

Main Menu>Solution>Analysis Type>Sol’n Controls...,Time at end of loadstep = 1, Number of
substeps = 1, OK;

Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

9. Vypis zloziek napitia prvku
Main Menu>General Postproc>List Results> Nodal Solution..., Stress, X-Component of stress,
OK;
PRINT S NODAL SOLUTION PER NODE

THE FOLLOWING X,Y,Z VALUES ARE IN GLOBAL COORDINATES

NODE SX SY SZ SXY SYZ SXZ
1 265.99 -45.766 0.0000 103.92 0.0000 0.0000
2 265.99 -45.766 0.0000 103.92 0.0000 0.0000
4 265.99 -45.766 0.0000 103.92 0.0000 0.0000
6 265.99 -45.766 0.0000 103.92 0.0000 0.0000

10. Ukoncenie prace s uloZenim databazy tlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Dostali sme rovnaké vysledky ako z analytickych vztahov v predchadzajicom priklade, o
potvrdzuje ich spravnost.

14.4 Maticova formulacia pruzne-plastickych rovnic rovinnej napatosti

Uvedené analytické urcenie napatosti pri pruzne-plastickom zataZovacom kroku je sice
elegantné a jednoduché, pokial nds vsak zaujima tvorba programu MKP pre rieSenie pruzne-
plastickych Uloh rovinnej napatosti, je potrebné vytvorit zakadné vztahy a uloZit potrebné
hodnoty pre dalsi zataZovaci krok v maticovom tvare. V takom pripade sa stavové veli¢iny sa
zapisuju do sipcovych matic (vektorov)

T T
[55,55,25;-’] , e”:[gf,ef,zgﬂ

T
|:5xisyl5xy:|

e=[e.e 6, ], & (14,28

;
a:[ax,ay,rxy] , S
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kde sa v deformacnych veli¢indch uvazuju tenzorové zlozky Smykovych skosov (Zexy = 7Xy) apre

zloZzky deviatorického napétia pri o, = 0 plati

s=Po (14.29)
kde
i 4o
.
P=P =-1 % 0 (14.30)
0 0o 2

Von Misesovo ekvivalentné napatie (14.14) sa teraz da zapisat v tvare

5‘=\/62X +02-0,0,+37, =is'0=\20'Pa (14.31)
Podmienka plasticity (14.13) potom je
f=+y306"Po-5,(2°)=0 (14.32)
a jej vyhodne;jsi kvadraticky tvar
f,=30'Po-156,(€")=0 (14.33)

Vektor prirastku plastickej deformacie najjednoduchsie dostaneme vyuzZitim maticového
vzorca pre derivovanie skalarnej kvadratickej formy

pe? =% - Mi(gaTPa)iMaT(PT +P)=AA0'PT =AAPc  (14.34)
ele ele 2

kde, ako vidiet, pre vektor plasticity vtomto pripade sme dostali

(%

=Po=s (14.35)
0o

Pre prirastok ekvivalentnej plastickej deformacie mame
AE? = AA\2s" o =A20' PO (14.36)

V prirastkovom kroku z ¢asu t, do Casu t, , potom pre hodnoty elastického prediktora plati

e test

& =€ +Ae

est e etest
o =D s (14.37)
—ptest _ —op
6‘n+1 - gn

kde Ag je pre zataZovaci krok znamy linedrne uréeny prirastok deformacie z prirastku
vonkajsieho zatazenia. Pomocou tychto hodndt sa kontroluje podmienka plasticity (14.33).
Vypocita sa

£t =1(o™ ) Pl — 1 G2 (8% (14.38)
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Ak je fzteSt <0, testovacie hodnoty su platné pre tento (elasticky) zatazovaci krok, v opaénom

pripade treba tieto hodnoty opravit plastickym korektorom t.j. pouzit vztahy, ktoré testovaciu
napatost vratia na (zmenenu) Ciaru plasticity.

14.5 Rovnice navratu napatového bodu na Ciaru plasticity (plasticky

korektor)
Prva rovnica, ktord musi hfadané napatie o, v pripade pruZne-plastického kroku spliat, je
podmienka konzistencie v ¢ase t, ., (14.33)
h= %0-31-+1P0-n+1 _%alf(z‘nﬁ) =0 (14.39)

Ekvivalentnad plasticka deformacia sa v zatazujucom kroku zmeni o prirastok (14.36) na

& =& +ALJ307,,P0,,, (14.40)

a poslednou v tejto sustave nelinedrnych rovnic je implicitny vztah spatnej Eulerovej metddy

(kapitola 13) pre vypocet elastickej deformacie
E.,=" A =55~ AT, (14.41)

n n+1

Po vhodnej Uprave mozno sustavu nelinearnych rovnic (14.39) az (14.41) previest na jedinu
nelinedrnu rovnicu s jedinou nezndmou AA. Vyjdeme z elastickych konstitutivnych rovnic

Opi1= De€§+1 = De(eﬁflﬂ _A/?’Po.nﬂ) = De(€n+1 - Eﬁ —AﬂPO’nH) (14.42)
Dosadenim a Upravami postupne dostaneme

(I+AAD°P)o,., =D(g,,, — £7)
o,,=(1+AAD°P)'D¢(g,,, — £°) (14.43)

0,,=D " +AP) (g, ., — £)

Po uréeni AA bude podla (14.43) mozné urcovat napitie zo vztahu

0,1 =Dl(g,, — &) (14.44)
alebo, pretoze 07 =D(g,,, —£°) , podla

o,,, =DD* g (14.45)
kde

D=(D*'+AP)! (14.46)

14.6 Urcenie plastického nasobku z podmienky konzistencie

Vo vztahoch pre vypocet napatia z predchadzajuceho odstavca vystupuje uZ len jedna
neznama, plasticky ndsobok AA. Jeho velkost musi byt takd, aby bola splnend podmienka
konzistencie (14.39). Priame dosadenie maticového vztahu pre o,,, do tejto podmienky vedie
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na neprijemnd maticovu formu nelinedrnej rovnice, a preto sa vyuziva a do programov MKP
implementuje jej jednoduchsi explicitny tvar, ktorého odvodenie si teraz ukazeme.

Pri izotropnom elastickom materidli, ¢o je na$ pripad, maju matice D® a P rovnaké vlastné

vektory a pomocou ich ortogonalnej transformacie mozino ich v podmienke konzistencie
previest na diagondlne a z toho dostat explicitny tvar rovnice na vypoéet AA. Transformaéné

vztahy su
1 -1 0
(14.47)

P=QA,Q"; D°=QA,Q"; Qzﬁ
0 0 2

kde
1/3 0 0 E/1-u) O O
A=l 0 1 0, Ap= 0 2G 0 |; (14.48)
0O 0 2 0 0 G
a D° udéva rovnica (14.11).
Teraz zo (14.43) dostavame
Totet (14.49)

=(1+AAD°P) '6"l =QrQ’¢™*

n+1
kde
| AE ) ]
(1 £ J 0 0
3(1-u)
T=(1+A,A,) ' = 0 (1+2A46)™ 0 (14.50)
0 0 (1+244G6)™

Dosadenim (14.49) do podmienky konzistencie (14.39) dostaneme jej zjednoduseny explicitny

tvar
$(0151) QrATQTol: -332(E) =307 -3 57 =0 (14.51)
kde po vynasobeni matic je
p=—A . B, C (14.52)
(1+aAd)” (1+bAA)" (1+bAA)
s hodnotami
i G
a=1AAE/(1-p); b=2G

Pre medzu sklzu na konci zataZzujuceho kroku plati
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o, (e’)=5" =0, +H(e"’ +M\f¢) (14.53)
Z nelinearnej rovnice (14.51) treba teraz este vypoditat plasticky ndsobok AA .

14.7 Vypocet plastického nasobku pomocou Newton-Raphsonovej metédy

Hlfaddme takd hodnotu plastického ndsobku AA, pri ktorom je rovnica (14.51) splnend s
dostatocnou presnostou. Inak povedané pri Newton-Raphsonovej metdde (pozri napr. [2]) sa
hodnota AA postupne meni tak, aby funkcia

g(Ad)=1g"-15° (14.54)
konvergovala k nule. Klasicky zapis iteracného vzorca pre rovnicu s jednou nezndmou je
jednoduchy

glArk
AAF = Ak - ( k) (14.55)
a'(a%)
kde v nasom pripade
E)q op 2 _0S
A ) =L =p—" -5 — 14.56
( ) 0AL 0AA 3 0AA ( )

Potrebné parcidlne derivacie do g' sa daju urdit z (14.52) a (14.53)

39 _ 1[( 240 28b 2 J (12.57)

OAL 24| (1+aAA)’  (1+bAA) (1+bARY
a%_ \[(¢ Maaﬁj (14.58)

14.8 Spracovanie maticovych vztahov v jazyku FORTRAN

V programoch MKP sa uvedené vztahy vyskytuju vo forme podprogramu, ktory sa vola v
cykle pre kazdy integracny bod prvkov vypoctového modelu telesa. Zdverom uvedieme v tejto
Casti aj ukdzku takéhoto spracovania a aby to nebolo celkom suchoparne vo forme
spustitelného ilustraéného programu. Program, samozrejme, vzhfadom na jeho neuplnost, nie
je urceny na vypocty a treba si tieZ uvedomit, Ze pri nelinearnej ulohe, napatia v integra¢nych
bodoch prvkov ovplyviiuje aj globalna iteracia rovnovaznych rovnic.

Fortranovska ukazka je zaloZzena na vztahoch uvedenych v predchadzajucich odstavcoch a
spolu s komentarmi by mala byt zrozumitelnd pre zaujemcu, ktory ovldda zaklady
programovacieho jazyka FORTRAN. V ukazke je pre porovnanie naprogramovany vypocet
prikladu, ktory sa vyssie rieSil pomocou inych programov.

PROG RAM NAVRAT

e e TNy B L R R R 3
C wHwT RN * * wRN R e A

C Navrat napatoveho bodu na p1ochu p1ast1c1ty

C.'_.'_.'_.'..'.JJJJJ e e ettt e YT R U RV FLR RN
WRRN*™ ES
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IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION
1 STRES(3) ,SVECT(3), EPS(3),
2 A(3,3),B(3,3),P(3,3),D(3,3)
DATA RO ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R6
1 /0.00 ,1.00 ,2.00 ,3.D0 ,4.D0 ,6.D0 /
DATA ALLOwW / 0.00001D0 /
100 FORMAT(/' Prekrocil sa maximalny pocet iteracii'/)
200 FORMAT(' Medza sklzu =',F10.2)
300 FORMAT(' Napatia SX, SY, SXY =',3F10.2)
ROOT3 = SQRT(R3)
DLAMBDA = RO

I=0
EPEKV = 0.0D0
E = 2.0D5

POIS = 0.3D0

F = E/(R3*(R1-POIS))

G = E/(R2*(R1+POIS))

CALL MATICA(D) !Vypocet matice materialovych konstant De

EPS(1) = 2.0D-3 !zadane zlozky prirastku deformacie

EPS(2) = -1.0D-3

EPS(3) = 2.0D-3

STRES(1) = D(1,1)*EPS(1)+D(1,2)*EPS(2) !Zlozky testovacieho napatia
STRES(2) = D(2,1)*EPS(1)+D(2,2)*EPS(2)

STRES(3) = D(3,3)*EPS(3)

H = 2.0D5 !Plasticky modul biTlinearneho spevnovania
SIGKO = 2.0D2 !zaciatocna medza sklzu

Al = (STRES(1)+STRES(2))*(STRES(1)+STRES(2))
A2 = (STRES(1)-STRES(2))*(STRES(1)-STRES(2))
A3 = R2*STRES(3)*STRES(3)

DLAMBDA = RO

EPSTN = EPEKV

SQ2D3 = SQRT(R2/R3)

I=0

210 T = 1+1 !cyklus iteracneho vypoctu DeltaLambda N-R metodou

D1 = R1+DLAMBDA*F

D2 = R1+R2*DLAMBDA*G

FI = ALl/(R6%D1*D1)+A2/(R2%*D2*D2)+A3/(D2*D2)

FI = SQRT(FI)

DFI = -R2*A1*F/(R6%D1*D1*D1)-R4*A2*G/(R2*D2*D2*D2)
1 -R4*A3*G/(D2*D2%D2)

DFI = DFI/(R2*FI)

EPEKV = EPSTN+DLAMBDA*FI*SQRT(R2/R3)
SIGK = SIGKO+H*EPEKV

DSIGK H*SQ2D3* (FI+DLAMBDA*DFI)
GFCIA FI*FI/R2-SIGK*SIGK/R3

DGFCIE = FI*DFI-R2*SIGK*DSIGK/R3
DLAMBDA = DLAMBDA-GFCIA/DGFCIE
IF(GFCIA.GT.ALLOW) GOTO 210
IF(I.GT.50)write(*,100)

P(1,1) = R2/R3 !P matica
P(1,2) = -R1/R3

P(1,3) = RO

P(2,1) = -R1/R3

P(2,2) = R2/R3

P(2,3) = RO

P(3,1) = RO

P(3,2) = RO

P(3,3) = R2

CALL INVERT(D,A) !vypocet potrebnych invertovanych matic
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C

220

230

240

250

DO 220 I 1,3

DO 220 3J 1,3

D(I,J) = A(I,])+DLAMBDA*P(I,])
CONTINUE

CALL INVERT(D,B)

DO 230 I = 1,3

DO 230 1 = 1,3

D(I,J) = RO

DO 230 K = 1,3

D(I,J) = D(TI,3)+B(I,K)*A(K,])
CONTINUE

DO 240 I = 1,3 !Vypocet napatia
SVECT(I) = RO

DO 240 1 = 1,3

SVECT(I) = SVECT(I)+D(I,J)*STRES(I)
CONTINUE

DO 250 I = 1,3

STRES(I) = SVECT(I)

CONTINUE

STRES(4) = RO
Vypis vysledkov na obrazovku monitora

write(*,300)stres(1l),stres(2),stres(3)
write(*,200)SIGK

STOP

10

END

SUBROUTINE MATICA(D)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)

DIMENSION D(3,3)

DATA RO,R1,R2/0.0D0,1.0D0,2.0D0/
E = 2.0D5

POIS = 0.3D0

DO 10 ISTRE=1,3

DO 10 JSTRE=1,3
D(ISTRE,JSTRE)=R0O
CONST=E/(R1-POIS*POIS)
D(1,1)=CONST
D(2,2)=CONST
D(1,2)=CONST*POIS
D(2,1)=CONST*POIS
D(3,3)=(R1-POIS)*CONST/R2
RETURN

END

SUBROUTINE INVERT(A,B)
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A-H,0-Z)
DIMENSION A(3,3),B(3,3)

All = A(1,D
Al2 = A(1,2)
Al3 = A(1,3)
A21 = A(2,D)
A22 = A(2,2)
A23 = A(2,3)
A3l = A(3,1)
A32 = A(3,2)
A33 = A(3,3)
Tl = A22%A33 - A32*A23
T2 = A23*%*A31 - A21*A33
T3 = A21%*A32 - A22*A31

DETER = A11*T1 + A12*T2 + AL3*T3
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IF(DETER.EQ.0.0) stop
DENOM = 1./DETER

B(1,1) = T1*DENOM
B(2,1) = T2*DENOM
B(3,1) = T3*DENOM
B(1,2) = (-A12*A33 + A32*Al3)*DENOM
B(2,2) = ( A11*A33 - A31*Al3)*DENOM
B(3,2) = (-A11*A32 + Al2*A31)*DENOM
B(1,3) = ( A12*A23 - Al3*A22)*DENOM
B(2,3) = (-A11*A23 + A21*Al3)*DENOM
B(3,3) = ( A11*A22 - A21*Al2)*DENOM
RETURN
END

Vysledky

Napatia SX, SY, SXY = 265.99 -45. 77
Medza sklzu = 342.67
Stop - Program terminated.

Press any key to continue

14.9 Konzistentny tangencialny materialovy modul
Globdlna tangencidlna matica tuhosti vypoétového modelu MKP sa tvori formou

usporiadanej sumdcie tangencialnych matic tuhosti prvkov [1]

K¢ = L B'DBdV (14.59)

pricom pri materidlovo nelinedrnej Ulohe je matica D tzv. konzistentny tangencidlny
materidlovy modul prvku. Pojem konzistentny vyjadruje poZiadavku, aby jeho hodnota v
kazdom iteracnom kroku bola konzistentnd s integra¢nou procedurou, ktorej vysledkom je
vztah pre vypocet napdtia o,,, . Definicia tangecidlneho materidlového modulu je

D _ a0'n+1 _ aO-n+1

=96 . pgttes (14.60)
n+1 n+1
Rovnost derivacii v (14.60) vyplyva z toho, Ze plati
n-f—el'St =&1— 8,‘: (14.61)

Konzistentna linearizacia lokdlnych materidlovych matic prvkov vytvori globalnu tangencialnu
maticu tuhosti v takej forme, ktora zaruci kvadratickl konvergenciu globalnej Newton-
Raphsonovej iteracie Ulohy v zatazovacom kroku.

Pri odvodeni matice D vyjdeme z diferenciacie vztahu pre napatie (14.42)
dO',H_l = dDe nis]l: _dwepan+1 _Amepdan+1 (14.62)
a po podobnej Uprave ako v (14.43) dostdvame

do,,, =D(de’*! —dAIPdo,,,) (14.63)
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kde pre D plati (14.46). Zostava este vyjadrit v (14.63) dAA z podmienky konzistencie.

Diferencovanie podmienky konzistencie (14.39) dava (pozn.: d(xx)=2x"dx)
df, = 0,,,Pdo,,, —20,HdEL,, = (14.64)

Zo (14.40) dostavame
2A /1 o

n+1

d—p

n+1

= dAda+ Pdo, ., (14.65)

kde
a= (2 0'n+1PO' +1)Z = %6-

Dosadime (14.65) do (14.64)

A
o,..Pdo,, , —26,H(dAa +§7’1 o,.,Pdo,,,)=0 (14.66)
a po dosadeni za a sa rovnica zjednodusi na
4 Ho,
ol .,Pdo ., —aTdA/i 0 (14.67)
kde
b=1-2HAA
Teraz dosadime (14.63) do (14.67)
. 4 Ho?
ol.,PDde*! —dAaicT, ,PDPo, —ngdAﬂ =0 (14.68)
a z toho hladany diferencial je
dAA = o,,PD YT de’s (14.69)
O-n+1PDPO-n+1

VyufZitie tohto vztahu v (14.63) dava vysledny vztah pre prirastok napatia
do,., =Dd&; (14.70)

s konzistentnym tangencidlnym modulom

D= 6 _ DPO— 10-n+1|:,D 6 Dsn+1s;+1D (14.71)
4 HO’Z 4 Ho,
o-n+1PDP0-n+l 9 sn+1Dsn+1 +— 9 b

Pokial teda v programe MKP na vypocet pruzne-plastickej Ulohy telesa zatazeného rovinnou
napatostou vyuZijeme prirastkovy vypocet napatia podla (14.42) aZz (14.45), na zaruclenie
kvadratickej konvergencie Newton-Raphsonovej metddy pri rieSeni globdlnej sustavy
nelinearnych rovnic rovnovahy uzlovych bodov je potrebné pri vypocte tangencidlnych matic
prvkov pouzivat materidlovy modul (14.71). Pouzitie klasického tangencidlneho materialového
modulu (12.29) (elastoplastic continuum tangent operator)
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o e 9G*?
D =D - - S®s (14.72)
0. (3G+H)

vedie k rapidnemu poklesu konvergencie a v sicasnosti sa v komerénych programoch MKP uz
ani nepouziva.

14.10Urcenie konzistentného materialového modelu v jazyku FORTRAN

Podla vztahov predchadzajlicej casti sme spracovali program MATMODUL2D na urcenie
konzistentného tangencialneho materidlového modulu rovinnej napatosti s linedrnym
izotropnym speviovanim v jazyku FORTRAN. V redlnom programe MKP vystupuje tato cast ako
podprogram volany pre kazdy integracny bod z podprogramu, ktory pocita tangencialnu maticu
tuhosti prvku. Vstupné premenné do takéhoto podprogramu prichddzaju ako parametre
volacieho prikazu, my sme ich zadali priamo v Casti vstupné hodnoty. (Prevzali sme ich z
prikladu 18.1 v [2].)

PROGRAM MATMODULZD

JORORORORORC) B R R R R R R U RUROROROR,
Cn wHRRR RO ww E E

C KONZISTENTNY MATERIALOVY MODUL VON MISES 2D
Cv’:z’:z’:z‘cv‘: TE TN R R T TN
IMPLICIT DOUBLE PRECISION (A—H,O—Z)
DIMENSION
1 D(3,3),A(3,3),P(3,3),AVECT(3),BVECT(3),
3 STRES(3),B(3,3)
DATA RO ,R1 ,R2 ,R3 ,R4 ,R9
1 /0.000 ,1.0D0 ,2.0D0 ,3.0D0 ,4.0D0 ,9.0D0/

C Vstupne hodnoty
E=2.0D5
H=2.0D5
POIS=RO
DLAMBDA=6.6851D-4
STRES(1)=385.3D0
STRES(2)=197.9D0
STRES (3)=R0O
SIGEF=333.7D0
SIGK=333.7D0

BETA = R1-H*DLAMBDA/(R3*SIGEF)
po 10 1=1,3
po 10 1=1,3
10 p(1,3)=R0O

C Vypocet elastickej matice De
CONST=E/(R1-POIS*POIS)
D(1,1)=CONST
D(2,2)=CONST
D(1,2)=CONST*POIS
D(2,1)=CONST*POIS
D(3,3)=(R1-POIS)*CONST/R2

D(4,4)=R1

C vycislenie P-matice
P(1,1) = R2/R3
P(1,2) = -R1/R3
P(1,3) = RO
P(2,1) = -R1/R3
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P(2,2) = R2/R3
P(2,3) = RO
P(3,1) = RO
P(3,2) = RO
P(3,3) = R2

C Vypocet rozsirenej D-matice
CALL INVERT(D,A)
Do 120 1=1,3
DO 120 1=1,3
B(I,J) = A(CI,])+DLAMBDA*P(I,])
120 CONTINUE
CALL INVERT(B,A)
C Vypocet konzistentnej tangencialnej matice
DO 140 1=1,3
AVECT(I) = RO
DO 140 1=1,3
AVECT(I) = AVECT(I)+P(I,])*STRES(J)
140 CONTINUE
DO 150 1=1,
BVECT(I) =
DO 150 1=1,
BVECT(I) =
150 CONTINUE
RMENOV = RO
DO 160 1=1,3
160 RMENOV = RMENOV+AVECT(I)*BVECT(I)
BETA = R1-R2*H*DLAMBDA/R3
H2 = R4*H*SIGK*SIGK/(RI*BETA)
RMENOV = RMENOV+H2
Do 170 1=1,3
Do 170 1=1,3
B(I,J) = BVECT(I)*BVECT(J)
170 CONTINUE
DO 180 1=1,3
Do 180 1=1,3
D(TI,J) = A(I,3)-B(I,])/RMENOV
180 CONTINUE
WRITE(*,11)
WRITE(*,12)D
11 FORMAT( ' D = ")
12 FORMAT(3f15.3)
STOP
END

Program vypisal tieto ¢leny konzistentného tangencidlneho modulu:

3
RO
3
B

VECT(I)+A(I,3)*AVECT(J)

99868 .323 50710.778 .0e0
50710.778 27969.175 .000

.000 .000 T42.379
Stop - Program terminated.

V tabulke 14.1 sme uviedli vysledky itera¢nej procedury testovacieho programu, ktory
ilustruje efektivnost pouZitia tangencidlneho materidlového modulu konzistentného s
integraénou procedurou (treti stipec). Fnorma predstavuje normu zvy$kovych (nerovnovaznych)
uzlovych sil vypoc¢tového modelu a ite je &islo iteraéného kroku. Prvé dva stipce v tabulke
udavaju tieto hodnoty pri pouziti elastického materidlového modulu a klasického modulu
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spojitej integrdcie. Pri iteracnej procedure sa vyZadovalo, aby Fnorma klesla pod hodnotu
0,001.

Tabulka 14.1
Elasticky materialovy modul D, Modul spojitej integracie D | Konzistentny modul Dygn,
ite=1 ite=1 ite=1
Fnorma = 81.9361 Fnorma = 81.9361 Fnorma = 81.9361
ite =2 ite=2 ite=2
ir;orr:a =45.0528 Fnorma = 18.1286 Fnorma = 4.06090
I = . - . -
Fnorma = 24.1507 ite=3 ite =3
ite = 4 Fnorma = 6.25226 Fnorma =.142896E-02
Fnorma =12.7373 ite=4 ite=4
ite=5 Fnorma =1.70708 Fnorma =.113480E-06
Fnorma = 6.64959 ite=5
ite =6 Fnorma = .430342
Fnorma = 3.44982 .
. ite=6
ite=7
Fnorma = 1.78315 Fnorma =.104781
ite=8 ite=7
Fnorma =.919702 Fnorma =.250916E-01
ite=9 ite=8
Fnorma = .473786 Fnorma = .595902E-02
ite =10 o
ite=9
Fnorma =.243908
. Fnorma =.140928E-02
ite =11 )
Fnorma = .125520 ite =10
ite =12 Fnorma =.332571E-03
Fnorma = .645826E-01
ite =13
Fnorma =.332255E-01
ite=14
Fnorma =.170925E-01
ite =15
Fnorma = .879277E-02
ITERACIA CISLO = 15
PREKROCIL SA LIMITNY POCET ITERACII
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15 Viskoelasticita

Pruzne-plastické konstitutivne tedrie, s ktorymi sme sa zoberali v kapitolach 11 az 14, patria
do kategodrie tzv. ¢asovo nezavislych tedrii. Umoznuju tvorit ¢asovo nezdvislé materidlové
modely pre pruzne-plastické Ulohy pri ktorych ozva materidlu je nezavisld od c¢asovej zmeny
zatazujucich sil a od ¢asového intervalu, v ktorom sa aplikuje zataZenie. Tzv. pseudocas sa v nich
vyuziva len na sledovanie histdrie a stavu (nelinedrneho) zatazovacieho procesu, bez vlastného
fyzikdlneho vyznamu.

Pri Ulohach kde deformdcia materialu je vyznamne ovplyvnend ¢asovym priebehom a dizkou
casového intervalu zataZenia (a ¢asto aj teplotou), sa vyuZivaju tzv. viskoelastické alebo
viskoplastické konstitutivne vztahy (viskoplasticite sa budeme venovat neskér) a z nich
odvodené materidlové modely. Uplatiuju sa pri kovoch, dreve, polyméroch, skle, beténe,
zemindch, zZivej tkani, asfaltovych zmesiach a dalSich hustych amorfnych materidloch na hranici
medzi pevnou latkou a tekutinou. Tieto materidly sa vyznacuju kombinaciou vlastnosti
pruzného, resp. pruzne-plastického telesa a viskdznej tekutiny. Zakladné vlastnosti takéhoto
materidlu mozno dobre ilustrovat aj na experimentalnych vysledkoch jednoosového zataZenia
kovovej vzorky (uzavery vsak platia aj pre iny typ viskoelastického materidlu) zataZovanej pri
vysSej konstantnej teplote v uréitom ¢asovom intervale (obr.15.1).

Obr.15.1a ukazuje rozdielne tvary tahového diagramu materialu pri rozdielnych rychlostiach
deformacie. Vo vSeobecnosti modul pruznosti je mdlo zavisly od rychlosti deformdcie, ale
medza sklzu, ako aj speviiovacia krivka, su na rychlost deformacie a teplotu citlivé. Pri vyssej
teplote dokonca medza sklzu Uplne vymizne.

T=konst.
€ & S .
T &
€
> a
&
» >
t t
ct €1
G3
o, __,
o ?
G
.
t t
8 A GA
_> c

Obr. 15.1 Désledky casovo zavislej deformdcie kovového materidlu pri vysSej konstantnej
teplote: a - zavislost napdtia od rychlosti deformdcie, b - kripova deformdcia (teCenie materialu)
pri konstantnom napéiti, ¢ - relaxdcia napdtia pri konstantnej deformdcii
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Na obr.15.1b vidiet dalsi désledok ¢asovej zavislosti zatazeného materidlu, tzv. tecenie alebo
krip (creep).Pri konstantnom zataZeni na réznej Urovni dochadza v dostato¢ne dlhom ¢asovom
intervale k nelinedarnemu rozvoju nevratnych deformacii. Rychlost kripovej deformacie sa
zrychluje pri vyssich hodnotach zatazenia a v celkovom ¢asovom itervale sa meni: Prvy ¢asovy
interval tychto kriviek je charakterizovany velkou rychlostou deformacie a nazyva sa primdrny
krip, druhy interval ma kvazi konstantnu rychlost deformacie, je to oblast sekunddrneho kripu.
Pri vysokych zataZeniach alebo pri dlhodobom zataZzovani moze kripova deformacia dospiet do
tercidlneho stddia so zrychlujlicou sa deformaciou, ktora méze dosiet az do kripového lomu.

Treti dosledok ¢asovej zavislosti materidlu je napdtova relaxdcia, ktorej typicky priebeh
znazoriuje obr. 15.1c. Pri relaxatnom teste sa vzorka rychle natiahne na predpisanu
konstantnu jednoosovu deformaciu a v tomto stave sa ponechd dlhsi ¢asovy interval. Viskézne
vlastnosti materidlu vedu pri tom k plynulému poklesu hodnoty napatia v sledovanom ¢asovom
intervale. MozZnost vypoctarskej analyzy napatovej relaxacie sa vyuZiva napr. pri navrhu
predpatych strojnych Casti.

Typickd reakcia viskoelastického materidlu na dostatoéne dlho trvajuce zatazenie s
nasledujicim Uplnym odlahéenim je znazornend na obr. 15.2. Po kripovom teceni materidl na
odlahcenie reaguje viac alebo menej vyraznym pruznym uvolnenim deformdcie a jej naslednou
viskdznou relaxdciou; po jej dozneni zostavaju v materidli trvalé deformacie.

A A
ki elastické uvolnenie
(o p

—> deformacna
elastickd trvald
deformacia deformacia

>t > t
t,=0 t t,=0 t,

Obr.15.2 ZatazZenie a odlahcenie viskoelastického materidlu

Tedria viskoelasticity sa vyvinula prave na matematickd simuldciu uvedenych ¢asovo zavislych
vlastnosti a charakteristik materialu, ktoré za urcitych zatazovacich a teplotnych podmienok
viac alebo menej vykazuju okrem pruznych vlastnosti aj vlastnosti teCenia s urcitym stupfiom
viskozity. S viskozitou sa predovsetkym stretdvame v mechanike tekutin, kde pre Smykové
napatie 7 viskéznej tekutiny plati Newtonov zdkon viskozity

dy dv
T=p—"=pu— 15.1
M ﬂdy (15.1)

z ktorého vyplyva, Ze napatie v newtonovskej tekutine je pri konstantnej teplote linedrne
umerné rychlosti Smykovej deformacie ¥, resp. gradientu rychlosti v smere kolmom na

prudenie tekutiny, pricom konstantou umernosti je koeficient dynamickej viskozity tekutiny 2.
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V tedrii viskoelasticity sa tento vztah zovSeobecriuje aj na normdlové napatie 0 tahaného
viskézneho pruta

o= ndg— ne (15.2)
dt '
kde 77 je koeficient viskozity materidlu a & je rychlost normdlovej deformacie. Viskdzne

vlastnosti pruta si potom méZzeme predstavit vo forme timi¢a naplneného viskéznou tekutinou,
v ktorom napdtie je umerné rychlosti deformdcie podla (15.2). Kombinaciou linedrnych
pruznych a linearnych viskéznych vlastnosti materidlu mozno tvorit linedrne viskoelastické
materidalové modely, t.j. modely, pri ktorych plati linearny vztah medzi napatim a deformaciou
pre fubovolny dany ¢as, pricom, pravda, zavislost tychto veli¢in od ¢asu moéze byt nelinearna.

15.1 Jednorozmerné viskoelastické modely

a) Maxwellov materidlovy model pozostava z pruiného clena s modulom pruznosti £ a
viskdzneho €lena s viskozitou 77, ktoré su zapojené do série (obr. 15.3). Celkova pomernd

deformacia sa pri takomto zapojeni

E n

€4 €2
Obr. 15.3 Maxwellov materidlovy model

rovna suctu deformdcii pruzného a viskézneho ¢lena, priCom napdtie oboch ¢lenov je rovnaké.
Pre model potom platia tieto rovnice

o . o

Diferencovanim poslednej rovnice a dosadenim za &, a &, dostdvame konstitutivny vztah pre
tento model

0'+g()'= né (15.3)

Pri skokovom zataZeni konstantnym napatim o, v ¢ase t =0 len pruzny ¢len reaguje okamtzite ,

takie £(0)=o0,/E apretoze 6=0 rieSenie diferencidlnej rovnice (15.3) je

(o] (o] (o] t 1
t =—°t+C=—°t+—°=[—+—] =D(t 15.4
£(t) o 7 T\ TE 0, =D(t)o, (15.4)

kde D(t) sa nazyva modul kripovej poddajnosti. Deformacia Maxwellovho modelu teda pri
zataZzeni konstantnym napatim (Co je skuska materidlu na krip) zo zaciato¢nej hodnoty o,/ E
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linedrne neobmedzene narasta, po ukonéeni zatazenia poklesne o pruznd hodnotu a v zavislosti
od dfiky ¢asového intervalu zostdva v materidli trvald deformadcia, pricom model vbbec
nesimuluje nelinedrnu deformacnu relaxaciu. Volbou konstant 7 a E mozno takto len velmi

hrubym spdsobom aproximovat vlastnosti realneho materialu pri kripovom zatazeni (obr. 15.4).

G A . A
elastické uvolnenie
Go G, /E
—>
(¢) .
O/E elasticka trvald
deformdcia deformdcia
» t > t
0 t 0 t,

Obr.15.4 Ozva Maxwellovho modelu na skokové zmeny zataZovacieho napdtia o,

Maxwellov model v3ak je schopny dobre simulovat napdtovd relaxaciu materialu pri zatazeni
konstantnou deformaciou (obr.15.1c). Ak model zatazime konstantnou na case nezavislou
deformaciou &, = ¢ +¢,, v oboch clenoch vznikne rovnaké napatie, takZe plati

_ 98

ESl =n at

Upravou a rie$enim tejto diferencidlnej rovnice dostaneme

de
E(e,—&)=n—=2
(& &) 77d
E gr=—9%
n &6

E
;t:—én(go—gz)+c

Zo zaciatoCnej podmienky t=0-— ¢, =0 dostaneme C=/(ng, a pretoie O'=E(€O—82) pre

napatovu relaxaciu Maxwellovho modelu dostavame

oit)=Ege =g e, t,=

n
; (15.5)

Typicky priebeh relaxacie napétia je zndzorneny na obr. 15.5. Parameter t, sa nazyva relaxacny
cas, je mierou rychlosti relaxacie napatia, ¢im je mensi, tym je relaxacia napatia rychlejSia. Zo
vztahu (15.5) vidiet, Ze je to ¢as, za ktory napatie klesne na hodnotu o, /e .
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Obr.15.5 Maxwellov model - relaxdcia napditia pri konstantnej deformdcii
Pre porovnanie s Hookeovym zakonom mozno rovnicu (15.5) zapisat v tvare
oft)=Ee e, = E(t)e, (15.6)

kde E(t) sa nazyva relaxacny modul materialu, ktory, tak isto ako model kripovej poddajnosti v
(15.4), je pri viskoelastickom materiali zavisly od c¢asu a pri zloZitejSich modeloch zohrava
dolezitu ulohu pri napasovani jednoosej krivky modelu na experimentdlne zistenu krivku
redlneho materidlu.

b) Kelvinov (Voigtov) materidlovy model pozostava z pruzného ¢lena s modulom pruznosti £ a
viskdzneho ¢lena s viskozitou 77, ktoré su zapojené paralelne (obr. 15.6), takZe plati

8=€1=€2

al

. O

Po vylu¢eni o, a o, z tychto rovnic konstitutivny vztah je
o=Eec+née (15.7)
Separdciou premennych dostaneme
_ de
n (0,/E)—€

a po integracii
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%t =—(n[(o,/E)—¢€]+C

Zo zaliatocnej podmienky t=0 — &=0 dostaneme C=/n(o,/E), takie pre ¢asovi zmenu
deformacie (krip materialu) plati

dt)z%(l—e_t/t”) —g(l-et, t, =%7 (15.8)

Rovnica (15.8) ako aj obr. 15.7 potvrdzuju fyzikalnu Gvahu, Ze pri skokovom zatazeni modelu
kon$tantnym napatim o, v ¢ase t =0, pruzny ¢len sa nemo6Ze okamzite deformovat, pretoze

mu v tom brani viskdzny ¢len, takZe kripova krivka Startuje z hodnoty £=0 s rychlostou
(smernicou dotycnice) &(t=0)=o0,/n. Parameter t, sa v tomto pripade nazyva retardacny

(spomalovaci) ¢as materialu; ¢im je vyssi, tym je kripova deformacia pomalejsia.
Ak model v Case t=t; odlahlime, konstitutivna rovnica (15.7) s nulovym napéatim sa zmeni
na 0=E&+ 1€ ajejrieSenie je

£(t) = ce E/M (15.9)

Deformacia v ¢ase t, podla (15.8) je &t;)=(o, /E)(l—e_(E/th) a ked'ju vyuZijeme v (15.9) ako
zaciato¢nu podmienku, pre ¢asovy interval odlahéenia modelu dostaneme vztah

E E
o. -t ——t B
g(t):?o(eﬂ —1)e " :go(etl/tg_l)e t/t, t>t, tR:g (15.10)

Graficky je typicky priebeh kripového zataZzenie a nelinedrneho odlahcenie (deformacnej
regeneracie) podla vztahov (15.8) a (15.10) zndzorneny na obr. 15.7 s hodnotami
£=0,/E=1,t,=2,t =4.

o N\

o/ N

\t
2 4 6 8 10

Obr. 15.7 Ukdzka priebehu kripového tecenia a nelinedrneho uvolnenia pri Kelvinovom
(Voigtovom) modeli

Nedostatkom Kelvinovho (Voigtovho) modelu je vsak to, Ze nie je schopny simulovat
nelinedrnu napatovld relaxaciu viskdzneho materidlu. Ak do konstitutivneho vztahu (15.7)
dosadime konstantnud deformaciu &,, dostaneme konstantné napdtie o=£E¢, a k Ziadnej

¢asovo zavislej napatovej relaxacii nedochdadza.
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c) Maxwellov model paralelne spojeny s pruznym ¢lenom

Maxwellov a Kelvin-Voigtov model su najjednoduchsie modely viskoelastického materialu.
Kombinaciou pruzného a viskdzneho ¢lena mozno tvorit dalsie modely, ktoré lepsie vystihuju
napatovo-deformacné vlastnosti redlneho materialu pri jednoosovom zatazovani. Jednoduchou
ukdzkou je model znazorneny na obr. 15.8, kde je Maxwellov model paralelne spojeny s
pruznym ¢lenom.

Z fyzikalnych uvah vyplyvaju pre model (so znacenim veli¢in podla obr. 15.8) tieto vychodzie
vztahy

e=¢g+¢, 0=0,+0,, 0,=E¢& o0,=n& =E¢, (15.11)

€ €,
Obr. 15.8 Maxwellov model paralelne spojeny s pruZznym ¢lenom

Derivovanim (15.11); podla ¢asu a vyuZitim (15.11)4 dostavame

. . . 0O, O
E=g+&="2+22 (15.12)
E2

Pomocou (15.11); a (15.11)3 vyldcime z (15.12) o,

1, . )
+—(0—E,& (15.13)
(o6

a po usporiadani ¢lenov dostavame hladanu konstitutivnu rovnicu modelu

0+Ei(7=E15+77

2 2

E, +E, .
12 (15.14)

Ak do (15.13) dosadime E; =0, €im vyradime horny pruzny ¢len v obr. 8, dostaneme

konstitutivnu rovnicu Maxwellovho modelu (15.3), alebo ak bude dolny pruzny ¢len dokonale
tuhy (E, = o ), dostaneme vztah platny pre Kelvin/Voigtov model (15.7).

Pre kripovy test so zataZzenim ¢, zo (15.14) dostavame

de E +E
GozEle(t)+KE, K=n 1E 2
2
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a rieSenie tejto diferencidlnej rovnice po vyuziti fyzikdlne zrejmej zaciato¢nej podmienky
£0)=0,/(E, +E,) je

i)
K

J (15.15)

o/

t - "2
) EIL E(E,+E)

Ak model v Case t =t, odlahlime, konstitutivna rovnica (15.14) s nulovym napdtim sa zmeni
na 0=E,e+K¢ ajejriedenie je
£(t) = ce™ B/ (15.16)
Deformdcia v ¢ase t; podfa (15.15) je
El
a ( )

t)=—0|1-——2
8( 1) El L El(E1+E2)e J

a ked' ju vyuZijeme v (15.16) ako zaciatocnu podmienku, pre ¢asovy interval odlahcenia modelu
dostaneme vztah

g(t) :ﬁ e(E1/K)t1 _L e_(E1/K)t t> tll K= 77E1 +E2 (15'17)
E, E,(E, +E)) E,

Graficky je typicky priebeh kripového zataZenia a nelinedarneho odlahéenia (deformacne;j
regenerdacie) podla vztahov (15.15) a (15.17) zndzorneny na obr. 15.9 s hodnotami o, =1,

E,=1,E,=2 ,E/K=1/2,t =4.

E
1.0+
0.8F
0.65
I I I I I l’
( 2 4 8 10
0.2}
0.0t

Obr. 15.9 Ukdzka priebehu kripového tecenia a nelinedrneho uvolnenia trojélenného modelu

Z obr. 15.9 vidiet, Ze model pri zataZeni konstantnym napatim o, nadobudne okamZitu
deformdciu &, =0, /(E; +E,), ktord v zavislosti od Casu a parametrov modelu potom
nelinedrne narastd. Pri odlahceni (t, =4, 0, =0) zaznamenadme nelinedrny pokles deformacie.

Tieto Ziaduce vlastnosti model prevzal v podstate od Kelvin-Voigtovho modelu. Schopnost
napatovej relaxacie zase prevzal od Maxwellovho modelu. Ak model zataZime konstantnou
deformaciou ¢&;, konstitutivna rovnica (15.14) sa zmeni na
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0+Eid=EleO

2
Jej rieenie so zacCiato¢nou podmienkou o(0) = &,(E; +E,) je
_Et

ot)=¢,(E,+Ee ) (15.18)

Tento vztah pre hodnoty £, =5, £, =20, 7=50 a & =0,1 dava priebeh napatia znazorneny
na obr. 15.10.

g
12
10

N\

5\

° N\

. \

L \

2 4 6 8 IOt

Obr. 15.10 llustracny obrdzok relaxdcie napdtia modelu

Kombinaciou viacerych Maxwellovych alebo Kelvin-Voigtovych modelov moZno tvorit
modely, ktoré su schopné dostato¢ne presne simulovat aj zloZité experimentdlne urcené
jednoosé vlastnosti realneho viskoelastického materidlu. Pridanim kazdého dalSieho ¢lena sa
zvySuju simulaéné mozZnosti modelu, ale zaroven sa aj zvySuje rad jeho diferencidlnej
konstitutivnej rovnice a mnoistvo koeficientov, ktoré treba urcit pri identifikacii modelu s
experimentdlne ziskanymi vysledkami kripového a relaxa¢ného testu materidlu. VSeobecna
konstitutivna rovnica modelu zlozeného z lubovolného poctu ¢lenov ma tvar

0,0+0,6+0,0+-=bye+ b+ (15.19)

Vyznamnu Ulohu vo vypoctovych postupoch MKP zohrdva tedria zovsSeobecneného
Maxwelovho modelu v zapojeni, kedy jeho ¢leny su pospajané paralelne (obr. 15.11), ktory
preto budeme analyzovat trochu podrobnejsie.

E,
| Ez
|n2

E
VA

yQ

E:
ANV @
€=€

- €

Obr. 15.11 Zovseobecneny Maxwellov model s paralelnym spojenim ¢lenov
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Konstitutivna rovnica jednoélenného Maxwellovho modelu zapisanda podla (15.3) je
a,0+0a,6=b,&, dvojclenného s paralelnym spojenim &lenov a,0+a,6+a,6 =b,£+b,€ atd. Po
urceni koeficientov dvojé¢lenného modelu (napr. z podobnych fyzikdlnych dvah ako pre model
na obr. 15.8) a zovseobecnenim tohto postupu mozno dostat vztah pre urcenie konstitutivne;j
rovnice zovseobecného Maxwellovho modelu v tvare

[(D/El+1/171)(D/E2+1/172)(D/E3+1/773)---]0'

(15.20)
:[D(D/EZ+1/772)(D/E3+1/773)..-+D(D/E1+1/771)(D/E3+1/773)...+...}g

kde D reprezentuje prikaz na derivaciu premennej, ktord s nim pride do sucinu, podla casu (
De=de /dt =4). Pre dvoj¢lenny model podla (15.20) dostaneme

o+0a,6+0,06=bE+b,E (15.21)
Eymy +E;my W} E +E,
kde a, = e , Oy = y by=m+1n,, b2: ;.
EiE, EE, EE,

Ak pre teno model zaddme konstantnu deformaiciu, rovnica (15.21) sa zmeni na linearnu
homogénnu diferencialnu rovnicu druhého radu s konstantnymi koeficientami

0+a0,6+a,6=0 (15.22)

Jej charakteristicka rovnica je a,r’+a,r+1=0, ktord ma dva redlne korene n/E =t a

n, / E, =t, avSeobecné riedenie (15.22) teda je
olt)=Ce "t +C,e" (15.23)

Po vyuziti zaciato¢nych podmienok o(0) = &,(E, +E,) a O"(OJ“)=—(E12/771 +E22 / 1,)&, sa (15.23)
zmeni na vysledny tvar
olt)= &, (E,eVt +E,e7) (15.24)

Poznamenavame, Zze podmienka pre o(0) je zrejma z fyzikalnej ivahy a podmienka pre &(0)
vyplynie z rovnice, ktoru dostaneme, ked konstitutivhu rovnicu (15.21) zintegrujeme v case
t=0 v éasovych hraniciach od —A7 po +AT, ktoré sa v limite bliZia k nule. Dostaneme tak pre
urcenie zaciato¢nej rychlosti relaxacie napatia rovnicu

En+E : 5
1777:_ 2"h (E,+E,) &+ Z1Z_72 o0h)=(m+m)g — 6007 )=—E2/m+EL/ 1,)&,
1k2 1=2

Pre model s hodnotami a, =2.5 a a, =1, sme urobili ilustralny test relaxacie napatia z
hodnoty o(0) =40 (ktoru v ¢ase nula dosiahneme ndhlou kon3tantnou deformaciou £, =1) so

zaciato¢nou rychlostou poklesu napatia ¢(0)=—50 . Diferencidlna rovnica (15.21) ma teraz tvar
0+2.50+0=0 ajejrieSenie s uvedenymi zaciatoénymi podmienkami je (obr. 15.12)

o(t)=18,8 e 231 121,20 =Ce”h 4 C,e7 (15.25)
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s grafickym priebehom na obr. 15.12 (Mathematika 5). Obrdazok je vykresleny tak, aby ukazal
superpoziciu vysledného priebehu napétia z oboch ¢lenov funkcie (15.25).

DSolve[{sigma''[t]+2.6*sigma'[t]+sigma[t]==0,sigma[0]=40,sigma'[0]=-50}, sigmalt],t]//Simplify
soll = NDSolve[{sigma"'[t]+2.5sigma'[t]+sigma[t]==0,sigma[0]=40, sigma'[0]=-50}, sigma, {t, O,
1}]

gl=Plot[Evaluate[sigma[t]/.sol1],{t,0,2},PlotRange -> {0,40}, GridLines -> Automatic,AxesLabel ->
{t,sigma}];

g2=Plot[18.7961E~(-2.13066t),{t,0,2}, GridLines -> Automatic,PlotRange -> {0,20},AxesLabel ->
{t,sigmal}];

g3=Plot[21.2039E7(-0.469338t),{t,0,2}, AxesLabel -> {t,sigma},GridLines -> Automatic];
GraphicsGrid[{{g2,g3,81}}]

{{sigmalt]->18.7961 EA(-2.13066 t)+21.2039 EA(-0.469338 t)}}

sigm sigm sigma
20p 40p

. ~ .
B 05 10 1 T~ 20

' - L L L
00 05 1.0 15 20 —~ 0.0 05 1.0 15

Obr. 15.12 Napdtovda relaxdcia dvoj¢lenného zovseobecneného Maxwellovho modelu

Zaujemca mozZe zopakovat uvedeny postup aj pre odvodenie &t) pre pripad kripového
teCenia s konstantnym napéatim o, a zisti, Ze viacClenny zovseobecneny Maxwellov model, na
rozdiel od jednoclenného, je uz schopny v takomto pripade simulovat nelinedrny priebeh

deformacie.

Ked' vztah (15.24) zovSeobecnime pre n ¢lenov
n 77
olt)=g Y Ee i, t=" (15.26)
i=1 i

vidime, Ze vysledné napétie predstavuje superpoziciu napati jednotlivych ¢lenov, ktoré maju
rozdielne, od ¢asu zdvislé, viskoelastické vlastnosti. Po doplneni modelu o sériovo pripojeny
pruzny €lena s konstantnou tuhostou E, uZ ¢asovy priebeh napatia nebude konvergovat k nule,

ale k hodnote o, = E &,

oft) = [Eo +i5ie‘”ff} &=Eltle, =" (15.27)
i=1

i
kde E(t) je relaxatny modul. Poznamenavame vsak, Ze pri zatazeni ¢asovo premenlivou

deformaciou je relaxacny modul funkciou aj deformacie, t.j. E = E(&,t).
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15.2 Jednorozmerny model zataZeny ¢casovo premenlivym zataZenim

UvaZzujme linedrny jednorozmeny viskoelasticky model zatazeny casovo premenlivym
napatim o(t) a uréme vztah pre vypocet jednorozmernej deformacie £t), ked pozname modul
kripovej poddajnosti D(t). Z predchadzajucich rozborov vieme, Ze od zatazenia konstantnym
napatim o, dostaneme priebeh deformacie &(t)=D(t)o, - pozri napr. (15.4). PretoZe material
je lineadrny a plati zdkon superpozicie mézeme k tejto deformdcii pripocitat deformaciu od
malého prirastku napatia Ao, ktoré zaéne posobit v ¢ase 7. Pre vyslednu deformaciu potom
plati (obr. 15.13)

&(t)=o,D(t)+ AoD(t - 7)

OA

AO

AcD(t-T)

T t

Obr. 15.13 Superpozicia prirastkov deformdcie pri zmene napdtia

Sumaciu prirastkov deformacie mozno zovSeobecnit pre nekonecéne velky pocet nekonecne
malych prirastkov napétia do; a dostaneme vztah pre uréenie kripového tecenia

&(t) = o,D(t) +id0',D(t —7)= O'OD(t)+jD(t - r)%dr (15.28)
0

i=1

Vysledny integral sa nazyva Boltzmannov, ale moino sa stretnat aj s inymi nazvami:
hereditarny, klesajucej pamati, Duhamelov. Analogicky moZno dospiet aj ku vztahu pre
relaxaciu napatia v ktorom kripovu poddajnost D nahradi relaxacny modul £

de(7)

—2dr (15.29)
dr

olt) = &E(t)+ [ E(t - 7)
0

Vztahy (15.28) a (15.29) su konstitutivne rovnice viskoelastického materialu vo vSeobecnom
tvare, platia, samozrejme, aj pre jednoduché mechanické modely, pre redlny material vsak
musime do nich urcit moduly D a E na zdklade experimentalnych testov. Napr. podla (15.29)
napatova ozva na nahle zataZenie materiadlu deformaciou &, je &E(t), z €oho vyplyva navod na

experimentalne urCovanie E(t) na zdklade priebehu nameraného napatia. Analogicky podla
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(15.28) mozno urcit D(t) meranim ¢asového priebehu deformdacie vyvolanej ndhlym napatovym
zatazenim o, .

Priklad 15.1

Vysetrite pomocou Boltzmannovho integralu priebeh deformacie Maxwellovho modelu pri
dvoch zataZeniach s rovnakym maximalnym napatim o, ale rozdielnym ¢asovym priebehom

podla obr. 15.14. Konstitutivna rovnica Maxwellovho modelu je podla (15.3) c+n6/E=n¢ a
modul kripovej poddajnosti podla (15.4)D(t)=t/n+1/E.

o O 4
O, @ g, @
t t 0 t t

Obr. 15.14

RieSenie
1. zatazZenie

1. ¢asovy Usek 0 <t <t;: 0(0)=0, of(t)=0,t/t,, do(r)/dr=0,/t,

-7 1 (2 t)
&t)= O'OD(t)-i-J.Dt 7) O-(T)df 0+ f -([(tTT—i_Ede:&kt_—i_iJ

2. Casovy usek: t >t : o(t)=0,, do(7)/dz=0

do(7) dr+jo(t r)da(r)d _jo(t AL
dr dt

1 1

da(r) &[t—tl/erl]

&t)=o,D(t)+ | D(t—17)
° { dr L\ n E

2. zataZenie: t > t;

PouZijeme vztah (15.4) a pre zaCiatok zataZenia ¢as posunuty o t;

e __(t-t 1]
&(t)=D(t—t,)oy(t;) 0'0( " E

¢o dava mensie hodnoty ako prvé zatazenie v tom istom ¢asovom Useku.

Uvedeny priklad ilustruje dve vlastnosti Bolzmannovej integralnej superpozicie, ktoré obidve
suhlastia s experimentalnymi skisenostami: Po prvé, materidlovy model ma "pamat"; pamata si
predchadzajucu zatazovaciu histériu, na rozdielne zatazovacie historie reaguje rozdielne. Po
druhé, reaguje na rychlost zataZovania; deformacia je vacsia pri postupne rasticom zatazeni na
konecnu hodnotu, ako pri ndhlom zataZeni na tuto hodnotu.
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15.3 Viacrozmerna viskoelasticita

RieSenie rovinnych a priestorovych viskoelastickych uloh s malymi deformaciami a
izotropnymi vlastnostami materidlu je v podstate zalozené na zovseobecneni poznatkov a
postupov pouzitych pri jednorozmernych ulohach. Tuhostné vlastnosti materidlu (a potom aj
tenzor napétia) sa s ohfadom na vyhodnejsie vyjadrenie a jednoduchsie numerické rieSenie
priestorovej nestacionarnej nelinearnej tlohy rozdelujui na objemové a deviatorické (analogicky
postup sa vyuzival pri pruzne-plastickej ulohe). Deviatorické (Smykové) deformacné vlastnosti
materidlu charakterizuje modul pruznosti v Smyku G a objemovu stlacitelnhost objemovy modul
K. Vztahy medzi materidlovymi charakteristikami si zname zo zékladov pruznosti

6o E i _E
201+ p) 3(1-2u)

kde E je modul pruznosti v tahu a K je Pissonovo Cislo materidlu. Materidlové vlastnosti

mnohych viskoelastickych materidlov pri zatazeni nie su stile, menia sa s ¢asom; pri urcitej
konstantnej teplote su to klesajuce funkcie vyjadrované obycajne vo forme Pronyho radov tak,
ako sme sa s tym uz stretli pri zovSeobecnenom Maxwellovom modeli

t
ng —
G(t)=Gy +> Ge © (15.30)
i=1
t

3

nK
K(t)=Ks + > Ke
i=1

(15.31)

’ . . . s ’ v .V G
kde G, a K; su rozdielne moduly jednotlivych Maxwellovych Clenov, pricom t’ =7 /G, a
t=n, /K, su ich relaxatné asy. Pri ¢lenoch G, a K, sa ¢asto mdzme stretnit s indexom oo,

ktory naznacuje, Ze ide o hodnotu, ku ktorej rad konverguje pri velmi dlhom (teoreticky
nekonecnom) case.

Funkcie (15.30) a (15.31) je vyhodné, kvdli ich lahSej modifikacii, upravit zavedenim
relativnych ¢lenov
=Gy /G,, o =G /G,
O’OK:KSO/K' 6K/K:K/'/Ko
kde

Ng ny
GO:GS°+ZGi, KO:K(°)°+ZK,
i=1 i=1

Funkcie (15.30) a (15.31) maju potom tvar

t

Ng —
G(t)=Gy| ag + Y e © (15.32)
i=1
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Ny —
K(t)=Ko| ap +> e © (15.33)
i=1

Konstitutivnu rovnicu pre priestorovi napatost teraz uz mozno napisat vo forme
zovSeobecnenia Boltzmannovho integralu s rozdelenim napétia na deviatoricki a objemovu
Cast

C"SL(T)dr (15.34)
dr

olt)= '([ZG(t —7 -

de(7) dr+ IJ K(t—17)
0

kde O je tenzor Cauchyho napétia, e je deviatoricka ¢ast tenzora deformacie, £, je objomova

¢ast deformécie a I je jednotkovy tenzor. V programoch MKP sa zlozky napéatia (15.34) v
integracnych bodoch vycisluju v ¢asovych krokoch pomocou numerickej integracie (pozri napr.
teoreticky manual programu ANSYS).

Priklad 15.2

Pre podlhovastu obdiznikovi dosku, ktorej vypoctovy model a rozmery st zndzornené na
obrazku, urte pomocou programu ANSYS cCasovy priebeh maximalneho ohybového napatia,
ked ju na kratSej strane votkneme a na naprotivnej strane naplocho prehneme o 30 mm.
Poissonovo Cislo materidlu £ =0,3 a objemovy modul K nie su ¢asovo zavislé. Vyhodnotenim
experimentalneho testu materidlu sa zistili hodnoty ¢asového priebehu modulu pevnosti v
Smyku s pribliznou aproximaciou podla (15.30), kde plati

G, =7300MPa t, =100
G, =4900MPa t,=2000s

G, =480MPa t;=2-10%s
Gy =0

RiesSenie

Pre program ANSYS treba hodnoty Pronyho radu pre smykovy modul prepoditat podla
horeuvedenych vztahov na relativne hodnoty. Zadiatoény modul pruznosti v smyku (hodnota pri
t=0)je
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3
Go =Gy + .G, =12680 MPa
i=1
a relativne nasobky su

& =G /G, — a,=0,61985
a, =0,38446
o, =0,03766

Zaciatoény modul pruznosti v tahu je

E, =2G,(1+ u)=32968 MPa

a objemovy modul

—_ B _27473Mpa
3(1-24)

Ulohu sme v interaktivnom méde programu zadali a vypocéitali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = OhybViskoDosky, OK;

2. Zadanie typu prvku pre tlohu

Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Shell Elastic 4node 181,
OK, Close;

3. Hrubka dosky

Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add/Edit/Delete, Add... ,OK, TK(I)=10, OK, Close;

4. Materidlové udaje
Linearne
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX =
32968, PRXY = 0.3, OK,

Nelinedrne
Nonlinear, Viscoelastic, Prony, Shear Response... al=0.61985, t1=100, Add Row,

a2=0.38446, t2=2000, Add Row,

a3=0.03766, t3=2E4, OK,

Volumetric Response...
al=27473, t1=0, OK, Material, Exit;

5. Vytvorenie bodov plochy prvkov (¢islovanie bodov je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active CS: X =0,Y =0, Apply,

X =1000, Y =0, Apply,

X =1000, Y =100, Apply,

X =0,Y =100, OK;
6. Vytvorenie plochy prvkov
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>Trough KPs: TKPl,TKP2,TKP3,TKP4,
OK;
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7. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Areas, Set: Pick All, SIZE = 50, OK;
(Preprocessor>Meshing>Mesh Tool): Mesh, Pick All, Close;

8. Upevnenie a zat'aZenie modelu

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>O0n Nodes T,
P: Tri uzly na l'avej strane obdiZnika, OK, All DOF, Value = 0, Apply,
P: Tri uzly na pravej strane obdiznika, OK, UZ, Value = -30, OK;

9. Riadiace prikazy nelinearneho rieSenia a vypocet

Solution>

P:Unabridged Menu

Load Step Opts>Time/Frequenc>Time and Substps..., TIME=3600, NSUBST=100,

KBC=Stepped,OK;
Load Step Opts>QOutput Ctrls>DB/Results File..., FREQ=Every Substep, OK;
Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

10. Vykreslenie relaxdcie maximdlneho ohybového napitia (v krajnom bode votknutého
prierezu)

Utility Menu>Plot>Elements

TimeHist Pospro>Kliknite prvd ikonku zlava (Add Data) >Nodal Solution>Stress>X-
Component of stress,OK, Piknite uzol vo votknuti, OK, Piknite tretiu ikonku zl'ava (Graph
Data)

20
18
16
14

12

VALU

0 800 1600 2400 3200 4000
400 1200 2000 2800 3600
TIME

11. Ukoncenie price s uloZenim databazy dlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

196



Dosku, vzhladom na jej tvar, moZno povaZovat za nosnik a zaciatocné maximalne napatie (v
¢ase t = 0) mozno priblizne skontrolovat pomocou vzorcov platnych pre ohyb nosnika. Sila,
ktora vyvola priehyb 30 mm potom je

_ 36 _3:32968-1000-10°

W =
3o 12-1000°

30=24,73N

a pre maximalne ohybové napatie plati

M F¢ 6-24,73-1000
Oomax = omax = 7= - 3 =14,84 MPa
w, %bh 10-100

15.4 Vplyv teploty

Vlastnosti mnohych viskoelastickych materialov, napr. polymérov, su silno zavislé od teploty
a tedria ich materialovych modelov a konstitutivnych rovnic nemdéze tuto veli¢inu obist. Aj v
tomto pripade zakladné postupy treba hladat najprv pri jednorozmernych modeloch. Ak
budeme napr. uvazovat konstitutivnu rovnicu Maxwelovho modelu (15.3) s teplotne zavislou
viskozitou 7(T), dostaneme diferencialnu rovnicu s dvomi nezavislymi premennymi - ¢asom t a

teplotou T

LMmndo_ €
£ dt —77( ) (15.35)

Ak do nej zavedieme teplotu ako funkciu ¢asu T =T(t), vznikne linedrna diferencialna rovnica s
nekonstantnymi koeficientami. Zjednodusme tento problém najprv tak, Zze budeme uvazovat
konstatnu teplotu T =T,. Pri danej teplote T, potom pre kripovu podajnost a relaxény modul

]

Maxwellovho modelu podla (15.4) a (15.5) plati

1t
D(t’T’):E+_ (15.36)
i

_ T
E(t,n):Ee t/tR(T;), tR(t):TI) (1537)

a model ma takto pre kaZzdu teplotu T, inu kripovu a relaxa¢nu funkciu.

Nahradme teraz ¢as t premennou

popal , do_ A (15.38)
nT) dt  nT)

kde A je konstanta. Tato substitlicia transformuje konstitutivnu rovnicu Maxwellovho modelu

(15.35) na diferencialnu rovnicu s jedinou nezavislou premennou &

Ado de
o)+ Ed§ dcf (15.39)

a kripova poddajnost a relaxaény modul sa zjednodusia na
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1 ¢
D(&)=—+—= 15.40
é) £t ( )
_ o7 _A
E(§)=Ee """, tR—E (15.41)
Grafické obrazy tychto funkcii predstavuju tzv. hlavné krivky (master curves), z ktorych
mozno spatnou transformaciou dostat krivky funkcii (15.36) a (15.37) pre vSetky rozdielne

teploty 7. a naopak, vietky tieto krivky v systéme s premennou & spitne skolabuju

]

(premiestnia sa) do hlavnych kriviek.

Zvolme ako priklad linedrnu zmenu viskozity v zavislosti od teploty podla vztahu
(1 )
T)=n,|1-A +-1
77( /) 770{ L-,; )

kde T, je referencna teplota (je to teplota, pri ktorej sa viskozita rovnd zadanej kon3tantnej
hodnote 77,) a A = 0,2 a zvolime pomer 7, /E =5. Potom vztah (15.41) vyjadreny pomocou t

mozno vyjadrit ako
tE 0,2t

Na obr.15.15 sme graficky znazornili ¢asovy priebeh tychto funkcii pre teploty 100, 20 a -100
°C. SuU to vsetko exponencidlne funkcie s podobnym tvarom a ak za referenénd hodnotu
zvolime 20 °C, potom pri vyssej teplote

1.0
08

E(tT)/E
0.6

0.4

0.2

0 10 20 30 40 50 t

Obr.15.15 Priebeh relaxacného modulu pri rozdielnych teplotdch

sa relaxaCné Casy zmensuju a pri nizSej naopak. Ak tieto krivky znazornime v logaritmickom
stradnicovom systéme (obr. 15.16), krivky su len posunuté voci sebe o urciti hodnotu. Tento
fakt mozZno napr. pre ¢asovo zavisly modul pruznosti v Smyku vyjadrit takto

log[G(t,7)] = f{log(t) +log[ AT, T,,)]}

kde f oznacuje funkciu hlavnej krivky a Iog[A(T,Lef)] je je funkcia horizontalneho posunu v ¢ase

t z teploty Tref do teploty T. Z uvedeného vyplyva, Ze pre viskoelastické materidly, u ktorych
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experimenty potvrdzuju takdto podobnost materidlovych kriviek (su to tzv. termoreologicky
jednoduché materidly), je moiné pomocou hlavnych kriviek urcovat teplotné zmeny
materialovych hodno6t z tzv. posuvnych funkcii (shift functions) A(T,T,).

1.000 (

0.500

xrz-loo

0.100

0.050 =T, =20 \ \
log[E(t,T)/E] T=100

0.010

0.005 \

0.1 05 10 50 100 500 logt

Obr.15.16 Priebeh relaxacného modulu pri rozdielnych teplotdch v logaritmickych suradniciach

Hlavna krivka realneho materialu sa tvori pomocou viacerych experimentalnych testov pri
roznych teplotach a posuvanim tychto kriviek na referencnu teplotu Tef SA zaroven urcia aj

hodnoty posuvnej funkcie A(T;,T,). Interpolaciou tychto hodnét moino zostavit funkciu
A(T,T,) . Napr pre polyméry mozno namerané hodnoty posuvnych fukcii dobre aproximovat

tzv. WLF (Williams-Landel-Ferry) funkciou

C(T=Ty)

log A(T,T.;) =
BA(T, Trey) Co+T T,

kde C; a C, su materidlové konStanty. Okrem tejto funkcie sa vyuZiva aj Tool-

Narayanaswamyho funkcia alebo, najma pre roztavené sklo, Tool-Narayanaswamyho funkcia s
fiktivnou teplotou (pozri napr. teoreticky manudl programu ANSYS).

Priklad 15.3

Rotacne symetricky skleneny izolator platovany z oboch stran ku kruzku z ALUMINA (Al,03) s
rozmermi na obrazku sa ochladzuje rychlostou 3 °C/min. z teploty 618 °C na teplotu 460 °C, kde
sa izotermicky pozdrZi 4 hodiny. Potom sa rychlostou 3°C/min. dalej ochladzuje na teplotu
okolia 18 °C. UrcCte pomocou programu ANSYS priebeh maximalnej intenzity napatia
(redukovaného napétia podla Trescovej hypotézy) v zavislosti na klesajucej teplote na hranici
oboch materidlov. Vlastnosti oboch materidlov prevezmite z prikladu VM200 overovacieho
manualu programu ANSYS (pozri tiez prikazové riadky prikladu uvedené nizsie). V priklade
vyuzite Tool-Narayanaswamyho funkciu s fiktivnou teplotou.
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Y
¢ 4 mm SKLO
0.5 mm ALUMINA
7 mm
o
X
SKLO
/

RieSenie
Priklad sa riesil pomocou tychto prikazovych riadkov programu ANSYS:

/PREP7
ET,1,PLANE183,,1 | OSOVO SYMETRICKY 8-UZLOVY PRVOK

/COM, MATERIALOVE VLASTNOSTI ALUMINA

MP,EX, 1, 3.73113E5

MP,PRXY,1, 0.3

TB,PRONY,1,1,1,SHEAR

TBDATA,1,0.0,1E-7

TB,SHIFT,1,1,1,FICT

TBDATA,1, 618, 0.0, 1.0!PARAMETRE SHIFT FUNKCIE

TBDATA, 4, 618, 1.0, 0.0!PARAM.FIKT.TEPLOTY: TFI, CFl, TAUFI
TBDATA, 7,52.6E-7, 0.119E-7, -1.0E-11 | KOEF.TEPL.VODIVOSTI TUH.FAZY
TBDATA,12,52.6E-7, 0.119E-7, -1.0E-11 ! KOEF.TEPL.VODIVOSTI TEK.FAZY

/COM, MATERIALOVE VLASTNOSTI SKLA

MP,EX, 2, 7.2548E4

MP,PRXY,2, 0.3

TB,PRONY,2,1,3,SHEAR ! SMYKOVE VISKOELASTICKE VLASNOSTI
TBDATA,1,0.422,0.0689

TBDATA,3,0.423,0.0065

TBDATA,5,0.155,0.0001

TB,SHIFT,2,1,6,FICT I TN SHIFT S FIKTIVNOU TEPLOTOU
TBDATA, 1, 618, 6.45E4, 0.53 | PARAMETRE: FIKT.TEPLOTA, H/R, X
TBDATA, 4, 618, 0.108,3.0 ! 1.FIKT.TEPLOTA

TBDATA, 7, 618, 0.443,0.671 ! 2.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,10, 618, 0.166, 0.247 | 3.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,13, 618, 0.161, 0.091 ! 4.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,16, 618, 0.046, 0.033 | 5.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,19, 618, 0.076, 0.008 ! 6.FIKT.TEPLOTA

TBDATA,22, 64.7E-7, 0.02E-7, | KOEF.TEPL.VODIVOSTI TUH.FAZY
TBDATA,27, 3.43E-5, | KOEF.TEPL.VODIVOSTI TEK.FAZY
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/COM, TVORBA KONECNYCH PRVKOV
N,1,

N,3,,0.00025

FILL

N,7,0,0.0035

FILL

NGEN,5,7,1,7,1,.0005
MAT, 1
E,1,15,17,3,8,16,10,2
E,15,29,31,17,22,30,24,16
MAT,2
E,3,17,19,5,10,18,12,4
E,17,31,33,19,24,32,26,18
E,5,19,21,7,12,20,14,6
E,19,33,35,21,26,34,28,20

/COM, OKRAJ. PODMIENKY A VAZBA UZLOV V RADIALNOM SMERE
NSEL,S,LOC,Y

DSYM,SYMM,Y

NSEL,S,LOC,X

DSYM,SYMM, X

NSEL,ALL

D,1,ALL

CP,1,ux,15,16,17,18,19,20,21

CP,2,ux,29,30,31,32,33,34,35

FINISH

/SOLU

/COM, NASTAVENIE ZACIATOCNEJ TEPLOTY
TREF,618

TOFFST,273

TUNIF,618

TIME,1E-5

CNVTOL,F,,,,.001 | MALE ZAC. ZATAZENIE

| NA ZABEZPECENIE KONVERGENCIE

SOLVE

OUTRES,ESOL,1 ! UKLADAJ VYSLEDKY PRE KAZDY SUBKROK
NSUBST,200

TUNIF,460 ! OCHLADZOVANIE
TIME,3160

SOLVE

TIME,(14400+3160) | IZOTERMICKA VYDRZ
SOLVE

TUNIF,18 | DALSIE OCHLADZOVANIE
TIME,(14400+12000)

SOLVE

FINISH
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/POST26

ESOL,2,3,,BFE,TEMP
ESOL,3,3,3,S,INT,SINT

XVAR,2

/GRID,1

/AXLAB,X,TEPLOTA
/AXLAB,Y,INTENZITA NAPATIA (MPa)
PLVAR,3

FINISH

Vysledky

Objemové zmrstenie telesa (polovice tvoriacej plochy telesa) u¢inkom ochladenia:

DISPLACEMENT
STEP=4

SUB =25
TIME=26400
DMX =.391E-04

Priebeh intenzity napatia na hranici oboch materidlov v zavislosti od klesajlcej teploty a
vysledna hodnota zvyskového napatia (nazorne vidiet prechod z tekutej fazy skla, cez skok pri
tranzitnej teplote, do tuhej fazy):

12.6
11.34
10.08

8.82

7.56

6.3

5.04

3.78

INTENZITE W2FATIZ [MPa)

2.52

1.26

0 128 256 384 512 640
64 192 320 448 576

TEPLOTA OCHLADZOVANIA [°C]
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16 Viskoplasticita

Pruzne-plastické konstitutivne tedrie, s ktorymi sme sa zoberali v kapitolach 11 az 14, patria
do kategdrie tzv. ¢asovo nezavislych tedrii. Umoznuju tvorit ¢asovo nezavislé materidlové
modely pre pruZne-plastické ulohy pri ktorych ozva materidlu je zanedbatelne zavisld od
¢asovej zmeny zatazujucich sil a od casového intervalu, v ktorom sa aplikuje zataZenie. Tzv.
pseudocas sa v nich vyuZiva len na sledovanie histdrie a stavu (nelinedrneho) zataZzovacieho
procesu, bez vlastného fyzikalneho vyznamu.

Pri Ulohach, kde deformdcia materialu je vyznamne ovplyvnena c¢asovym priebehom a
dizkou Easového intervalu zataZenia, sa vyuZivaju tzv. viskoelastické (pozri kapitolu 15) a
viskoplastické konstitutivne vztahy a z nich odvodené materialové modely. Viaceré
viskoplastické tedrie su podobné c¢asovo nezdvislej plasticite tym, Ze je v nich zahrnuté
kritérium plasticity ako zaciatok (visko)plastickej deformacie (po tuto hranicu je deformacia
elastickd), ale s tym rozdielom, Ze funkcia viskoplastického tecenia f mdze byt aj vacsia ako nula

a koeficient viskoplasticity AA, A sa urcuje nie z podmienky konzistencie ale pomocou
Specialnej "viskoplastickej" rovnice, ktora charakterizuje prislusny viskoplasticky materialovy
model. Uplne analogicky s ¢asovo nezavislou plasticitou moino do viskoplasticity zaviest aj

speviiovanie medze sklzu pomocou experimentdlne urcenej jednoosovej krivky speviiovania
materialu. Ak medza sklzu je konstantna, hovorime o idealne viskoplastickom materiali.

Zakladné vlastnosti viskoplastického materidlu mozno rovnako ako pri viskoelasticite dobre
ilustrovat na experimentalnych vysledkoch jednoosového zataZenia kovovej vzorky zataZzovanej
pri vyssej konstantnej teplote v uritom ¢asovom intervale (obr. 16.1).

Obr. 16.1a ukazuje rozdielne tvary tahového diagramu materialu pri rozdielnych rychlostiach
deformacie. Vo vSeobecnosti modul pruznosti je malo zavisly od rychlosti deformacie, ale
medza sklzu, ako aj spevriovacia krivka, su na rychlost deformacie a teplotu citlivé. Pri vy$sej
teplote dokonca medza sklzu Uplne vymizne (obr. 16.2).

T=konét.
€3 c T :
&
. T a
€4
t t
td A
——0Gs
G, 5 > b
5 !
t t
o4 Obr. 16.1 Désledky casovo zavislej deformdcie kovového materidlu pri
vysSej konstantnej teplote: a - zdvislost napdtia od rychlosti
- c deformdcie, b - kripovd deformdcia (teCenie materidlu) pri
konstantnom napdti, ¢ - relaxdcia napdtia pri konStantnej
deformacii
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Na obr.16.1b vidiet dalsi désledok ¢asovej zavislosti zatazeného materialu, tzv. tecenie alebo
krip (creep).Pri konstantnom zataZeni na roznej Urovni dochadza v dostato¢ne dlhom ¢asovom
intervale k nelinedrnemu rozvoju nevratnych deformacii. Rychlost kripovej deformacie sa
zvacsuje pri vysSich hodnotach zataZzenia a v celkovom ¢asovom itervale sa meni: Prvy ¢asovy
interval tychto kriviek je charakterizovany velkou rychlostou deformacie a nazyva sa primdrny
krip, druhy interval ma kvazi konstantnu rychlost deformacie, je to oblast sekunddrneho kripu.
Pri vysokych zataZeniach alebo pri dlhodobom zataZzovani moze kripova deformacia dospiet do
tercidlneho stddia so zrychlujucou sa deformaciou, ktora méze dosiet az do kripového lomu.

Treti dbsledok Casovej zavislosti materidlu je napdtovd relaxdcia, ktorej typicky priebeh
znazornuje obr. 16.1c. Pri relaxathom teste sa vzorka rychle natiahne na predpisanu
konstantnu jednoosovu deformaciu a v tomto stave sa ponecha dlhsi ¢asovy interval. Viskdzne
vlastnosti materidlu vedu pri tom k plynulému poklesu hodnoty napatia v sledovanom ¢asovom
intervale. MoZnost vypoctarskej analyzy napatovej relaxacie sa vyuZiva napr. pri navrhu
predpatych strojnych Casti.

T=20 100 200 300 400 500°C

Obr. 16.2 Vplyv teploty na tahovy diagram nizkouhlikovej ocele

Analogicky s pruZne-plastickou c¢asovo nezavislou Ulohou moZno nazorne uviest
viskoplasticitu vo forme jednorozmerného modelu, ¢o je vyhodné aj z toho dévodu, Ze modely
pre viacrozmernU napatost sa najCastejSie vytvaraju ako zovseobecnenie jednorozmernych
viskoplastickych konstitutivnych rovnic. Celkova deformdcia sa opatovne rozklada na elasticku a
viskoplasticki cast (nepovazujeme za potrebné oznacovat trvali deformdciu inak ako v
predchddzajucich castiach o ¢asovo nezdvislej plasticite, len si treba uvedomit, Ze teraz je uz
funkciou redlneho ¢asu t a v tomto vztahu to aj vynimocne explicitne zdéraznime)

)= +£°(t) (16.1)
Pre jednorozmerné axialne napétie plati Hookeov zakon s modulom pruznosti v tahu E
O=E& (16.2)

Analogicky s jednorozmernym c¢asovo nezavislym pruzne-plastickym modelom zavedieme
funkciu visko-plastického zatazovania
flo,06,)=0-0; (16.3)
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kde o, je aktudlna medza sklzu materidlu. Pre nasSe Ucely rozboru viskoplastickych vztahov

zvolime jednorozmernu Peirce/Pericovu modifikaciu [12] zndmeho a Siroko pouZivaného
Perzynovho modelu (pozri mnoistvo zdrojov na internete) pri ktorom pre rychlost

viskoplastickej deformacie plati
1
£ (0,5,) == ['jﬂjm—l sign(o)  ak f(0,5,)20
n

Oy (16.4)

&’(0,0,)=0 ak f(o,0,)<0

kde 77 a m su materidlové konstanty pri danej teplote. Pomocou konstanty 77, ktora ma rozmer

¢asu, mozno menit viskozitu modelu, bezrozmerné cislo m vyjadruje citlivost materidlu na
rychlost deformacie.

Predpokladajme, Ze v (16.4) je splnena podmienka viskoplastickej deformacie, elastickou
deformaciou vyvolané napatie (v dalSom ho budeme povazovat za kladné - tahové) dosiahlo
medzu sklzu, a nech dalej celkovd deformacia monoténne narastd s fubovolnou (konstantnou)
rychlostou deformdcie & podla vztahu

(o
e(t)z?k+at=€0+05t (16.5)
kde, kvoli zjednoduseniu predpokladame konstantnd medzu sklzu rovnu zaciatocnej medzi sklzu
0, (tzv. idedlne viskoplasticky material).

Pre rychlost viskoplastickej deformacie podla (16.4); s m = 1 (aby bolo moZné analytické

rieSenie pre €’ a 0)a 0, = 0, potom dostdvame

E —&P _
gp(t):ﬂzl[ﬂ_]} _1 M—l ZE{M_]} =i[0{t—é‘p(t):| (16.6)
dt L ok n O n & né&g

RieSenim tejto diterencialnej rovnice so zac¢iato¢nou podmienkou £°(0)=0 dostaneme velkost
viskoplastickej deformdcie v ¢ase t

Sp(t)=C¥|:t—77€0(1—€_t/(77€°))] (16.7)

a po dosadeni tohto vysledku spolu s (16.5) do Hookeovho zakona o =E(e—£”) aj napatie ako
funkciu ¢asu

o(t)=o, [1+m](1—g‘”‘”‘9°))} (16.8)

Pomocou tohto vztahu mozno simulovat klasickd jednoosovu kripovd zavislost materialu
(zavislost napatia od casu pri zadanej konstantnej rychlosti deformacie «). Pravda, z
praktickych dovodov (kvoli lahSiemu porovndvaniu s experimentalnymi meraniami) je
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vyhodnejSie vyjadrit zmenu napatia v zavislosti od deformdcie &£. Transformaciu ¢asu na
meniacu sa deformaciu dostaneme zo (16.5)

E—&
t=t(g= 0 (16.9)
(04
Dosadenim tohto vztahu do (16.8) dostaneme
1(1—¢
ole)= o {1 +anf1—e™ 9]} (16.10)

Kripové krivky uréené z tohto vztahu s hodnotami o, =200 MPa, E = 200000 MPa a so su¢inom

materialovych konstant a7 z rozsahu od 0 po c sme znazornili na obr. 16.3.

o
500

400

300 |

19

200 - G CEEEEEEEE

100 - Oy

ol

0.005 €

0.000 0.001 0.002

0.003

0.004

Obr. 16.3 Kripové krivky jednorozmerného modelu

S uvedenymi zjednodudujicimi podmienkami (&, =o,, m = 1) moino lahko ukazat, Ze
model je schopny simulovat aj napatovu relaxaciu pri aplikovani konStantnej deformacie &,. V

takom pripade pre napatie modelu plati funkcia
o=E(g—¢,)=0,—E¢, (16.112)

do ktorej treba urcit g, z diferencialne rovnice (16.4)

o,—E¢€
é, J[ 0 ""p —1} (16.12)
n Ok

so zaCiato¢nou podmienkou £°(0)=0. RieSenie ddva funkciu relaxacie napatia v tvare
o(t)= 0, — (0, - ak)(l—e_ﬁ) (16.13)

ktorej graficka ilustracia pre hodnoty E = 10° MPa, o, =400 MPa, o, =100 MPa, 77 = 2000 sek,

je znazornena na obr. 16.4.
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Obr. 16.4

16.1 Integracny algoritmus von Misesovho viskoplastického modelu

Numericka algoritmizacia 3D viskoplastickych materidlovych modelov sa prirodzene opiera o
postupy pouZité pri modeloch casovo nezavislej plasticity. Pri struchom opise takéhoto
postupu a tvorbe zakladnych rovnic viskoplastického materidlového modelu vyuZijeme postup
uvedeny v kapitole 13 pri numerickej integracii konstitutivnych rovnic von Misesovho modelu s
izotropnym spevriovanim. V uvedene] kapitole mozno tieZ ndjst opis principu integracnej
metody elasticky prediktor/plasticky korektor i fyzikdlne vysvetlenie veli¢in, ktoré nie su
opatovne uvadzané v tejto Casti.

a) Testovaci elasticky krok (elasticky prediktor)

Najprv sa predpokladd, Ze v kroku <t,,t,,, > prirastok celkovej deformdacie A€ v

uvazovanom bode je elasticky (AA=0). Potom z prirastku celkovej deformacie a zndmych
hodnét v ¢ase t, moino urcit tzv. skiSobné hodnoty

£ =f + Ag
test
e =g
ptest — (16.14)
et =gk
o.f,islt =De :8e test

Nasleduje kontrola testovacieho elastického stavu pomocou podmienky plasticity. Ak plati

ftest Ef[O'tESt,O'(E'pteSt] <0 (16.15)

7 v v , ey t v y v . . .
znamena to, 7e skiobné napatie 0. vySetrovaného bodu le7i v elastickej oblasti, alebo sa

prave nachadza na ploche viskoplasticity, a moéze byt akceptované ako vysledné napétie o,,,;.

Plati to aj pre ostatné veli¢iny v (16.14). V opac¢nom pripade sa napatie musi sa opravit (ako aj
dalsie testovacie hodnoty) pomocou algoritmu viskoplastického korektora (v nasom pripade
podla zovseobecneného Peirce/Peri¢ovho vztahu).

b) Viskoplasticky korektor
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Pre napatovy bod, ktory nespiia podmienku (16.15), t.j. pre ktory f®'>0, je potrebné
vykonat numerickd integraciu nelinedrnych funkcii v intervale <t,,t,.,>. V algoritme

viskoplastického korektora opat vyuzijeme plne implicitnu spdtnt Eulerovu metédu a
dostaneme rovnice

0,,=0""-AD:f , (16.16)
Z,.,=E,+A1 (16.17)

s viskoplastickym ndsobkom AA, pre ktory v nasom pripade plati

ar=At (M]m 1 (16.18)
n|\ o (g

a kde At je Casovy prirastok v zatazovacom kroku a & je von Misesovo ekvivalentné napitie.
Ak sa podari vyriesit tento systém nelinearnych rovnic, potom bude mozné upravit deformacie
zo vztahov

éﬁﬂ = g;’ +AM., 6ﬁ+1 = éwflt A, (16.19)

Systém nelinedrnych rovnic (16.16) a (16.17) mozno pre von Misesov materidlovy model
analogicky ako v kapitole 13 zredukovat na jedint nelinedrnu rovnicu s jedinou nezndmou A4
a pri linedrnom spevriovani mozno hladané hodnoty v ¢ase t, , dokonca urcit priamo z hodn6t

skusobného elastického kroku. Ako sme uz uviedli, von Misesov vektor plastického tecenia

of \/; S
— =\ T (16.20)
2
o s
je Cisto deviatoricky, a preto je vyhodné rozdelit napatie na deviatoricki a objemovu ¢ast

0,1 =S, t0, 11 (16.21)

mn+1

Objemova zlozka o,,, sa v (16.21) pri algoritme nemeni

. ...=0" (16.22)

mn+l = Ymn+l

a treba urcit len devidtor napatia, pre ktory podla Eulerovej metddy analogicky s (16.16) plati

S0 =S % — AADC 1, = 8% — AA2GH,,, = S — AL2G, [3ontd (16.23)

n+1 n+1 n+1 ” ”
n+1

a po Uprave

" Isnal

{ + A6 MZGJ _se

Pretoze vyraz v zatvorke je skalar, obe deviatorické napatia su kolinearne
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test
sn+1 — sn+1
test
[$nall |5t

a ked'to vyuZijeme v (16.23) dostaneme jednoduchy vztah pre vypocet devidtora napatia v Case
t

n+1

2G 3G
R e =R L= R (1624
||sn+1|| O,

kde &% je elastickd skiiSobna hodnota von Misesovho ekvivalentného napétia. Aplikaciou

(16.24) aj na definiciu von Misesovho ekvivalentného napatia dostavame jeho redukovanu
hodnotu

G, =0, —3GAA (16.25)

Vysledny vztah pre vypolet A4 dostaneme dosadenim tohto vzorca spolu so (16.17) do (16.18)

1

—test m
Ad-AL | Gwn =3GAL (16.26)
n O'k(g,‘,’+A/1)
alebo po Uprave
(CAVEETVY _ At -5, (87 +A4)=0 (16.27)
" NAA+ At !

Viskoplasticky nasobok A4 moZno z nelinedrnej rovnice (16.27) urcit Newton-Raphsonovou
metddou a potom z rovnic (16.24) a (16.21) napatie. Tak isto uz mozno upravit vietky dalsie
napatové i deformacné veliCiny, ktoré potom slizZia ako vychodzie hodnoty pre dalsi ¢asovy
krok.

Priklad 16.1

Pre podlhovastli na jednej strane votknutd obdiZnikovi dosku, ktorej vypoctovy model a
rozmery su znazornené na obrdazku, uréte pomocou programu ANSYS v intervale 0 az 0,5 hod.
Casovy priebeh maximdlneho ohybového napdtia, casovy priebeh plastickej deformacie a
priebeh priehybu dosky na volnom konci, ked' ju nahle zatazime tlakom p = 500 Pa. Poissonovo
Cislo materidlu £ =0,3 a modul pruznosti E = 10000 MPa nie su Casovo zavislé. PouZite
Peirce/Pericov viskoplasticky model. Vyhodnotenim experimentalneho testu materialu sa zistili
tieto hodnoty materidlovych konstant m = 0,8 a 7=0,01hod. Medza zaliatku plastickej

deformicie je o, =6 MPa a spevriovaci modul E; =2500 MPa.
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RiesSenie

Ulohu sme v interaktivnom méde programu zadali a vypocéitali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = OhybViskoPlastDosky, OK;

2. Zadanie typu prvku pre tlohu

Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Shell Elastic 4node 181,
OK, Close;

3. Hrubka dosky

Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add/Edit/Delete, Add... OK, TK(I) = 10, OK,
Close;

4. Materidlové udaje

Linearne

Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX =

10000, PRXY = 0.3, OK,

Nelinearne a bilinedrne speviiovanie
Nonlinear>Inelastic>  Rate  Dependent>Visco-Plasticity>Isotropic ~ Hardening
Plasticity>
Mises Plasticity>Bilinear, Peirce Model, m = 0.8, Gamma = 0.01, OK, Yield Stss = 6,
Tang Mod = 2500, OK, Material, Exit;

5. Vytvorenie bodov plochy prvkov (¢islovanie bodov je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Keypoints>In Active CS: X =0,Y =0, Apply,

X =1000, Y =0, Apply,

X =1000, Y =100, Apply,

X =0,Y =100, OK;
6. Vytvorenie plochy prvkov
Preprocessor>Modeling>Create>Areas>Arbitrary>Through KPs: TKP1,TKP2,TKP3,TKP4,
OK;
7. Vytvorenie prvkov
Preprocessor>Meshing>Mesh Tool: Size Controls: Areas, Set: Pick All, SIZE = 50, OK;
(Preprocessor>Meshing>Mesh Tool): Mesh, Pick All, Close;
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8. Upevnenie modelu
Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Nodes T,
P: Tri uzly na l'avej strane obdiZnika, OK, All DOF, Value = 0, OK;

9. ZataZenie tlakom p

Solution>Define Loads>Apply>Structural>Pressure>On Areas T, Pick All, Value = 0.0005,
OK;

10. Riadiace prikazy nelinedrneho rieSenia a vypocet

Solution>

P:Unabridged Menu

Load Step Opts>Time/Frequenc>Time - Time Step..., TIME = 0.5, DELTIM = 0.005, KBC =
Stepped, Minimum time step = 1E-5, Maximum time step = 0.01, OK;

Load Step Opts>QOutput Ctrls>DB/Results File..., FREQ=Every Substep, OK;

Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

11. Vykreslenie relaxdcie ohybového napétia (v krajnom vldkne votknutého prierezu),
viskoplastickej deformécie (v krajnom vlakne votknutého prierezu) a maximalneho priehybu
Utility Menu>Plot>Elements
TimeHist Pospro>Kliknite na prvii ikonku zlava (Add Data), Nodal Solution>Stress>X-
Component of stress, Result is taken from the = bottom, OK, Kliknite uzol vo votknuti, OK,
Piknite tretiu ikonku zl'ava (Graph Data),

14.2
14
13.8

13.6

SIGMAX [MPa]

12.6

12.4

12.2

0 A 2 3 4 5 CAS [hod]
.05 15 .25 .35 45

Utility Menu>Plot>Elements

TimeHist Pospro>Kliknite na prvii ikonku zlava (Add Data), Nodal Solution, Plastic strain, X-
Component of plastic strain, Result is taken from the = bottom, OK, Kliknite uzol vo
votknuti, OK, Kliknite na tretiu ikonku zl'ava (Graph Data),
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(x10*-3)
2

1.8
1.6
1.4

1.2
EpsPlastMax

0 A 2 3 4 5
05 15 25 35 45 CAS [hod]

Utility Menu>Plot>Elements
TimeHist Pospro>Kliknite prvii ikonku zlava (Add Data), Nodal Solution, DOF Solution, Z-
Component of displacement, OK, Kliknite uzol na vol'nom konci dosky, OK, Kliknite na
tretiu ikonku zlava (Graph Data),
112
108
104
100
96
MaxPriehyb [mm]
92
88
84

80

76

72

0 1 2 3 4 5
05 15 25 35 45 CAS [hod]

11. Ukoncenie price s uloZenim databazy dlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Dosku, vzhladom na jej tvar, mozno povazovat za nosnik a za¢iatocné maximalne napatie (v
Case t = 0) a i zaciato¢ny maximalny priehyb mozno priblizne skontrolovat pomocou vzorcov
platnych pre ohyb nosnika.

Ciarové zataZenie nosnika (na jednotku dizky) v naSom pripade je
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~Q_pS_0,0005:(1000-100)

= =0,05N/mm
0 ¢ 1000

Maximalne ohybové napatie nosnika vo votknuti potom je

o _Momax_qg'g/z_ 50-500

MW, lph*  1100-107

=15,00 MPa

a pre maximalny priehyb plati
qt* qt* 0,05-10"
Wiax = = 1.3 ey 3
8El  8E {5 bh 8-10"15100-10

=75mm

16.2 Kripové modely bez plochy plastického teCenia

Perzynov model kripu a jeho modifikdcie moZno vyuZit pre relativne kratke ¢asové intervaly,
najma pre problémy kratkodobo p6sobiaceho razového pruzne-plastického namahania, pretoze
pri dlhsom casovom rozpati numerické rieSenie diverguje. Pri dlhych casovych intervaloch
klasického kripu s vyssSimi teplotami sa uplatnuju viskoplastické modely bez elastickej oblasti s
ohranicujucou plochou plasticity a teda bez medze urcujucej zaciatok ¢asovo zavislej plastickej
deformacie. Pri takychto modeloch takto vznika trvald kripova deformacia pri lubovolnej
nenulovej hodnote napétia, ¢o pri vyssich teplotach je prijatelné aj pre kovové materialy (obr.
16.2). S ohladom na predchadzajuci vyklad kripovej problematiky staci tieto modely
charakterizovat jednorozmernymi vztahmi pre urcovanie rychlosti (visko)plastickej deformacie
£

VSeobecne znamy a Casto vyuZivany je Bailey-Nortonov kripovy zdkon (mocninny kripovy
zakon)

e’ =Ac"t" (16.28)

s teplotne zavislymi materidlovymi konstantami A, n, m, ktorého rychlostny (prirastkovy tvar je
& =Ac"'mt" (16.29)

Je to tzv. formulacia s ¢asovym speviiovanim (pri nezmenenych materialovych konstantach
vacsie napatie zvysi rychlost deformacie a ¢asovy priebeh deformacie vykazuje mensie hodnoty

)
Ak z (16.28) vyjadrime ¢as a dosadime ho do (16.29) dostaneme formulaciu s deformaénym
spevriovanim (pri nezmenenych materidlovych konstantdch vacsie napatie zvysi rychlost

deformacie a pri tom istom ¢ase model dospeje k mensej hodnote £°).
&P = AYM mahIm (gP )im-1/m (16.30)

Pri numerickych metddach a obzvlast v MKP sa viac uplatiuju formulacie s deformaénym
speviiovanim a povacsSine aj vykazuju lepSiu zhodu s nameranymi experimentdlnymi
hodnotami.
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Velké mnoZstvo kripovych rovnic mozno nast v tvare sucéinu navzdjom nezavislych funkcii
napatia, teploty a ¢asu

&’ =F(o,T,t)= f(o) g(T) h(t) (16.31)

kde T je absolutna teplota a funkcie f, g, h sa uruju experimentalne. Funkcia vyjadrujica vplyv

teploty ma obycajne tvar Arrheniovho zdkona
_a
g(T)=Ce AT (16.32)

kde C je kongtanta, Q [J mol™] je aktivaéna kongtanta, oby&ajne nezavisla na teplote a R = 8,31
[J mol™* K] je univerzalna plynova konétanta.

Zaujemca mozZe najst mnoistvo kripovych rovnic napr. v manudli programu Ansys; su
rozdelené podla sposobu integracie na explicitné a implicitné a podla urcenia na rovnice pre
krip primdrny, sekunddarny alebo primarny i sekundarny.

Priklad 16.2

Kovovy prut o dizke £ = 1000 mm s prierezom $ = 100 mm? zatazime silou F = 10000 N pri
konstantnej teplote 350 °C. Materidl pri tejto teplote vykazuje jednorozmernu kripovu
deformaciu s rychlostou

& =10"Jo t°#

kde ¢as je vyjadreny v hodinach a napatie v N/mm?, t.j. v MPa. Urcte pomocou programu Ansys
celkové predizenie prata v ¢ase t = 100 hod.
RieSenie

Vzhladom jednoduchost telesa a relativne maly ¢asovy interval ulohy zvolime explicitnd
metddu integracie. Z ponuky explicitnych kripovych rovnic s asovym speviiovanim programu
Ansys pre nasu ulohu vyhovuje rovnica

& = Clo_cztcae—m/r
kde C4 = 0 (teplota sa nemeni) a treba zadat C6 = 1, ¢im zvolime ¢asové speviiovanie (pozri
kripové rovnice v manuali programu).

Ulohu sme v interaktivnom mdéde programu zadali a vypoc¢itali tymto postupom:

1. Zadanie nazvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = Krip tahaného prita, OK;

2. Zadanie typu prvku pre tlohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete, Add... Link 2D Spar 1, OK, Close;

3. Prierez prita
Main Menu>Preprocessor>Real Constants>Add/Edit/Delete, Add... ,OK, AREA =100, OK,
Close;
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4. Materidlové udaje
Linearne
Preprocessor>Material Props>Material Models, Structural, Linear, Elastic, Isotropic, EX =
100000, PRXY = 0.3, OK,
Kripova rovnica
Nonlinear>Inelastic> Rate Dependent>Creep>Creep only>Mises Potential>Explicit, C1 = 1E-
6,C2=0.5,C3=-0.8, C6 = 1, OK, Material, Exit;

5. Vytvorenie uzlov (Cislovanie bodov je automatické)
Preprocessor>Modeling>Create>Nodes>In Active CS: X =0,Y =0, Apply,
X =1000, Y =0, OK;
6. Vytvorenie prvku (prita)
Preprocessor>Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Trough Nodes: TKPI,TKPZ, OK;

7. Upevnenie pruta a zadanie sily a teploty

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Displacement>On Nodes T, Kliknite
lavy uzol, OK, All DOF, Value = 0, OK;

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Structural>Force/Moment>On Nodes T,Kliknite
pravy uzol, OK, FX = 10000, OK;

Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Temperature>On Nodes>Nodes T, Pick All, Vall
=350, OK;

8. Riadiace prikazy nelinedrneho rieSenia a vypocet

Solution>

P:Unabridged Menu

Load Step Opts>Time/Frequenc>Time and Substps..., TIME = 100, NSUBST = 2000,
KBC=Stepped, OK;

Load Step Opts>QOutput Ctrls>DB/Results File..., FREQ=Every Substep, OK;

Solution>Solve>Current LS, Solve Current Load Step, OK;

11. Vykreslenie kripového posuvu koncového bodu prita

Utility Menu>Plot>Elements

TimeHist Pospro>Kliknite prvi ikonku zlava (Add Data), Nodal Solution, DOF Solution, X-
Component of displacement, OK, Kliknite uzol na vol'nom konci prita, OK, Kliknite na
tretiu ikonku zlava (Graph Data),

1.1
1.09
1.08
1.07
UX[mm] 106
1.05
1.04
1.03
1.02

1.01

1

0 20 40 60 g0 . 100 CAS [hod]
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11. UkoncCenie price s uloZenim databazy dlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Kotrola pruzného posunutia koncového bodu pruta

F¢ 10*-10°
g___ —

=—= =1mm
ES 10°-10?
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17 Prenos tepla

Prenosom tepla, s obmedzenim na tuhé telesa, sme sa uZ CiastoCne zaoberali v kapitole 8 a v
[1]; v tomto doplnku sa k prenosu tepla vratime komplexnejSim pohladom.

17.1 Tri sposoby prenosu tepla

Pod prenosom tepla sa rozumie vedeckd disciplina, ktord sa zaobera prenosom tepelnej
energie v telesach a tekutinach (kvapalinach a plynoch) vyvolanom rozdielom tepl6t.
Rozoznavame tri spdsoby prenosu tepla:

a) vedenim (kondukciou)
b) prudenim (konvekciou)
c) Ziarenim (radiaciou)

Teplo (tepelnd energia) uréitého mnozstva latky predstavuje suhrn spriemerovanej kinetickej
energie jej Castic (molekul a atomov). Pri prenose tepla vedenim sa uskutocnuje vymena energie
medzi stykajucimi sa Casticami s rozdielnymi teplotami. Kondukcia silne zavisi od vlastnosti
média a vyskytuje sa nielen v tuhych telesach ale aj v kvapalinach a plynoch.

Molekuly kvapalin a plynov sa mézu volne pohybovat a pri tomto pohybe z chladnejsej do
teplejSej oblasti prendsaju energiu. Tento prenos tepla sprevadzany aj medzimolekulovou
kondukciou sa nazyva prenos tepla prudenim. Ak pohyb tekutiny vyvolavaju len rozdiely jej
hustoty sposobené rozdielnou teplotou, hovorime o volnej, resp. prirodzenej konvekcii. Ak je
prudenie vyvolané vonkajSou silou (pumpovanie, fukanie a pod.) hovorime o vynutenej
konvekcii.

Vsetky telesa s nenulovou absollUtnou teplotou vyzaruju tepelnu energiu. Tepelnd radidcia je
jediny spOsob prenosu tepla, ktory nevyZaduje materidlne médium, aby doslo k prenosu
energie. Teplo sa vyZaruje z povrchu objektu prostrednictvom elektromagnetickych vin. Ked
tieto viny zasiahnu povrch iného objektu, ¢ast energie sa odrazi, ¢ast sa pohlti a zvySok sa Siri
dalej.

Pri redlnych problémoch prenosu tepla v technickej praxi sa obycajne stretavame so
véetkymi tromi sposobmi prenosu tepla. Casto viak ich podiel je kvantitativne vyrazne rozdielny
a ulohu mozno mnohokrat redukovat len na jeden, ktory vyrazne prevlada v celkovom prenose
energie.

Specidlnym pripadom zmeny tepelnej energie su fazové premeny latky (var, kondenzécia,
roztapanie, tuhnutie), kedy pri konstantnej teplote latka spotrebuiva teplo (pri uvolnovani
medzimolekulovych vazieb) alebo vydava teplo (pri vytvarani pevnejsich medzimolekulovych
vazieb latky).

17.2 Zakladné vztahy

Pri analyze prenosu tepla sa vyuZivaju vztahy, ktoré kvantifikuji mnoZstvo energie, ktoré
prejde za jednotku ¢asu cez jednotku plochy, pricom hnacou silou tejto rychlosti energetického
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toku je teplotny rozdiel, resp. teplotny gradient. Pri prenose tepla vedenim sa tento vztah

nazyva Fourierov zakon, ktory pre jednorozmerné vedenie tepla ma tvar
dT

iy bl

& (17.1)

q:

kde @ [W/m?] oznaduje hustotu tepelného toku v smere x, A[W/mK] je sucinitel tepelnej

vodivosti latky, T [K] je teplota a dT/dx je teplotny gradient v smere x. Hodnoty koeficientu
vedenia tepla pre niektoré materialy sme uviedli v tab. 17.1.

Pri prenose tepla medzi prudiacou tekutinou s teplotou T, a stenou tuhého telesa s

teplotou T sa uplatiiuje Newtonov zakon ochladzovania
qg="h(T—-Tg) (17.2)

kde h [W/(m?K)] je koeficient prestupu tepla konvekciou (koeficient prestupovej vrstvy).
Typické hodnoty tohoto koeficientu uvadzame v tab. 17.2.

Maximalne mnozstvo tepla za jednotku ¢asu Q [W], ktoré moze vyziarit plocha S absolutne
Cierneho telesa s teplotou T udava Stefan-Bolzmannov zakon

Q=oT"s (17.3)

kde o [W/(m?*k*)] je Stefan Bolzmannova konstanta (0 = 5,67 10%) a T je absoldtna teplota
plochy. Teplo, ktoré vyzaruje realny povrch pri tej istej teplote je vo vSeobecnosti mensie, ¢o sa
vyjadruje bezrozmernym nasobkom (emisivitou) €< 1 . Ak horuci objekt s plochou §,,

emisivitou &, ateplotou T, je cely obkoleseny omnoho vac¢Sou plochou o teplote T, mnoZstvo

vyZiareného tepla je
Q=gS, = &05 (T} -T,) (17.4)

Pokial analyzujeme mnozstvo vzajomnej vymeny vyZarovaného tepla dvoch telies s plochami
S, a S,, vztah (17.4) sa komplikuje a mozno ho formalne vyjadrit v tvare

Q= f,f,608 (T -T,}) (17.5)

kde bezrozmerny sucinitel f, vyjadruje emisno-absorbcné vlastnosti oboch pléch a f,

vzdialenost a vzajomnu geometrickl orientaciu oboch vyzarujicich ploch.

Tabulka 17.1 Niektoré hodnoty koeficientu tepelnej vodivosti [14]

Material A [W/(mK)]
Kovy

Cisté striebro 410
Cista med' 385
Cisty hlinik 200
Cisté zelezo 73

218



Zliatiny

Nehrdzajuca ocel (18% Cr, 8% Ni) 16
Hlinikova zliatina (4,5% Cr) 168

Nekovové materidly

Plasticka latka 0.6
Drevo 0.2
Kvapaliny

Voda 0,6
Plyny

Suchy vzduch (pri atmosférickom tlaku) 0,025

Tabulka 17.2 Niektoré hodnoty koeficientu prestupu tepla konvekciou [15]

h [W/(m*K)]

Plyny (neprudiace) 15

Pradiace plyny 15-250
Kvapaliny (neprudiace) | 100

Prudiace kvapaliny 100 - 2000
Vriace kvapaliny 2000 - 35000

Kondenzujuce pary 2000 - 25000

17.3 Rovnica vedenia tepla

Zakladnou (primarnou) premennou, ktoru treba urcit pri Ulohe vedenia tepla v tuhom telese,
je teplota, ako funkcia polohy pri ustdlenom stave T =T(x,y,z), resp. ako funkcia polohy a ¢asu
T=T(x,y,z,t), pri nestaciondarnom vedeni tepla. Z tejto funkcie potom uZ mozino urcit

sekundarne premenné: teplotny gradient pomocou parcidlnej derivacie tejto funkcie, alebo
tepelny tok z Fourierovho zakona. Fukcia T=T(x,y,z,t) sa urCuje z diferencidlnej rovnice
vedenia tepla, ktord teraz odvodime z bilanénych vztahov (zo zdkona zachovania energie)
diferencidlneho elementu vyrezaného myslenymi rezmi z telesa, v ktorom prebieha proces
vedenia tepla (obr. 17.1).

y
Qvfdv
‘ Q.
//
< |dy
| | | Qs
) X
Q1+d‘7 ///,/ A dz

z - dx Qy
Obr. 17.1 Diferencidny element pre analyzu vedenia tepla v telese
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Vo vSeobecnom bode telesa (x,y,z) hodnoty mnozZstva vedeného tepla za jednotku ¢asu Q [W
= J/s] v smere suradnicovych osi rozvinieme do skrateného (dvoj¢lenného) Taylorovho radu a
dostdvame

J
Qx+dx = Qx + QX dx
ox
Q
Qy+dy = Qy +a—yydy (17.6)
J
Qz+dz = Qz + QZ dz
oz

Budeme tiez predpokladat, Ze v elemente sa generuje teplo
Q,.,, = Qdxdydz (17.7)

kde Q [W/m?’] je vydatnost tepelného zdroja.

Velkost akumulovaného tepla v elemente (t.j. maximdlne mnoZstvo tepla, ktoré je schopny v
sebe "uskladnit") zavisi od Specifickej tepelnej kapacity materialu ¢ [J/(kgK)], jeho hmotnosti (t.].
od hustoty materidlu 0 a objemu) a rychlosti zmeny teploty

Qum = cpdxdydz%—: (17.8)

Tepelna bilancia elementu za jednotku €asu sa potom zostavi takto: Sucet privedeného tepla a
generovaného tepla sa musi rovnat suctu odvedeného tepla a akumulovaného tepla. S
prihliadnutim na obr. 17.1 potom dostadvame rovnicu

— oT
Q,+Q,+Q,+Qdxdydz=Q, 4 +Q, 45 + Qg + pcdxdydzg (17.9)

Do tejto rovnice dosadime vztahy (17.6) a usporiadame ¢leny

0 _
_99, dx — R dy— Q, dz + Qdxdydz = pca—dedydz (17.10)
ox dy 0z ot
Podla Fourierovho zédkona (17.1) plati
Q, =q,dydz = —xlxdydzﬂ
ox
oT
Q, =q,dxdz = —/lydxdza—y
Q, =q,dydz = —ﬂzdydzﬂ
0z

Po dosadeni tychto vztahov do (17.10) a vydelenim rovnice objemom elementu dxdydz
dostavame diferencialnu rovnicu nestacionarneho vedenia tepla
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i[ﬂxa—r}ri 29 +i[ﬂza—7—}+(—2=pca—r (17.11)
ox| “ox | oy| Yoy | oz| ‘oz ot

Ak sa material z hladiska tepelnej vodivosti chova izotropne (4, =4, =4, =4) rovnica sa
zjednodusi

T 9T 9T Q@ 10T

N RN T,

ox* 9y’ 0dz° A aoadt

(17.12)

kde = A/ (pc) sa nazyva sucinitel tepelnej difuzivity.

Ak sa analyzuje ustalené vedenie tepla bez vnutornej generdcie tepla, rovnica sa zmeni na

2 2 2
aZ+aZ+aZ: (17.13)
ox~ dy°- oz
a ked'to bude jednorozmerna uloha, plati
|, 0T
—| A—|=0 17.14
ax{ ax} ( )

Pretoze (17.11) je diferenciadlna rovnica 1. radu vzhladom na ¢as, musime pre fiu zadat jednu
zaciatocnu podmienku
T(x,y,z,t=0)=TO(x,y,z) (17.15)

kde funkcia T, udava rozdelenie teploty na zaciatku rieSenia ulohy v celom objeme telesa.

Okrem toho pre diferencialnu rovnicu 2. radu (vzhladom na polohové premenné) musime
zadat dve okrajové podmienky. Dirichletova okrajova podmienka v tomto pripade je

T(x,y,2,t)=T,(x,y,2,t) nas, (17.16)

kde S, je cast povrchu telesa, kde sme predpisali teplotu pomocou funkcie T.

Cauchyho okrajova podmienka predpisuje tepelny tok g (vo W/m?) cez plochu S,

az/lna—Tz/ixa—TcowH/l a—Tcos,8+/1za—7-c057/ nas, (17.17)
on ox Y dy 0z

kde vystupuju smerové kosinusy vonkajsej normaly k ploche. Vo vieobecnosti plochy S, a S,
predstavuju suhrn viacerych ploch prislusného typu aplati S, US, =S, S;,NS,=0, kde S je

celkovy povrch telesa.

17.4 Priklad jednorozmerného prenosu tepla

Uvazujme prut (chladiace rebro) konstantného prierezu S na obr. 17.2, ktorého dizka L
vyraznejsie prevlada nad Sirkou. V takomto pripade mozno zanedbat zmenu teploty v priecnom
smere a riesit Ulohu ako jednorozmernd v smere osi x. Prut je votknuty do steny s vysokou
teplotou Ty, je obtekany chladiacim médiom o teplote T.. a ma sluzit na odvod tepla zo steny.
Zaciatok pre x sme zvolili, o do priebehu teploty trochu nendzorne, na konci pruta, pretoze v
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takomto pripade hfadana funkcia T(x) ma jednoduchsi tvar, ako v pripade volby zaciatku vo
votknuti. Plati to potom aj pre aproximacnu funkciu vyuZivanu pri jednotlivych numerickych
metddach. Material prdta ma vodivost 4 a znamy je aj sucinitel prestupu tepla medzi pritom a
chladiacim médiom h. Sirka a hrubka pruta je potrebna len na vypocet obvodu (perimetra)
pruta p a tvar prierezu pruta pri tejto ulohe teda nie je vyznamny.

Obr. 17.2 Obrdzok pre analyzu tepelnych a teplotnych pomerov pruta (chladiaceho rebra)

1

Q Q+(dQ/dx)dx

X de

v

Obr. 17.3 Tepelnd bilancia diferencidlneho elementu pruta

Z pruta vo vzdialenosti x a x+dx myslenymi rezmi vyrezeme diferencialny element (obr. 17.3)
s dizkou dx. Mno#stvo tepla za jednotku ¢asu vo vzdialenosti x oznaéime Q a budeme
predpokladat, Ze do elmentu vchadza (v bilan¢nej rovnici bude mat znamienko +). Teplo, ktoré
vo vzdialenosti x+dx z elementu vychadza je Q+(dQ/dx)dx (je to linearizacia funkcie Q v jej okoli
pomocou dvojélenného Taylorovho radu). Na ploche pdx eSte odchadza z elementu teplo
pdxh(T —-T,), kde T je teplota v mieste x a T, je teplota okolitého média v dostatocne velkej

vzdialenosti od steny vySetrovaného telesa. Potom bila¢na rovnica je

d
Q—(Q+d—fdx)—ph(T—Tw)dx: 0 (17.18)
z ktorej dostavame
d—Q+ph(T—Tw)=0 (17.19)
dx

Ked uplatnime vztah medzi mnoZstvom tepla Q a teplotnym gradientom podla Fourierovho
zdkona (17.1)

dT
Q= _’155 (17.20)

dostaneme diferencidlnu rovnicu platnu pre priebeh teploty po dizke pruta
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2

d
ASF(T—Tw)—ph(T—TwFO (17.21)
X

Zavedenim funkcie prevysujucej teploty
Hx)=T(x)-T.. —> T(x)=T.+3(x) (17.22)

a zlG¢enim ostatnych konstant do x4 sa rovnica (17.21) zjednodusi na

2
TN pgix=0  kde 2 =PR

e Y7, s (17.23)

s okrajovymi podmienkami (zanedbavame odvod tepla konvekciou cez koncovu ¢elnud plochu
prdta - mald v porovnani s celkovou boc¢nou plochou - budeme tuto plosku povazovat za
tepelne izolovanu)

dv

=0 a 9 _ =Ty-T, (17.24)
dx x=0

x=L

VSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice (17.23) je
(x)=Ce"™ +Ce™™ (17.25)

ktoré sa po uplatneni okrajovych podmienok (17.24), vypocte integranych konstant a po
prevode ¥(x) na T(x) podla (17.22) zmeni na

T(X) =T+ eyL +e—,uL

(e”x +e_”x) (17.26)

Toto riesenie Ulohy budeme povaZovat za exaktné a graficky priebeh teploty T(x) po dizke
pruta sme znazornili na obr. 17.4 pre tieto konkrétne hodnoty: L =20 cm, p =10 cm, S =5 cm?,
A= 50 W/(m°C), h = 100 W/(m? °C), T,= 160 °C, T, = 10 °C. Z uvedenych hodnét dostaneme

podla (17.23) u* =160 1/m>.

T[°C]

160

126

T(x)

90

60

3n_///

“0 0.1 0.2 x[m]

Obr. 17.4 Priebeh teploty po dizke prita podla exaktného riesenia (17.26)
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17.5 Numerické metody rieSenia uloh vedenia tepla

Exaktné riesenie diferencidlnej rovnice vedenia tepla v telese moino ziskat len pre
obmedzenu triedu jednoduchych uloh. Existuje vSak mnoZstvo numerickych metdd, ktoré
mozZno vyuZit na aproximativne riesenie ulohy, pricom volba metddy zévisi od konkrétneho
charakteru a zloZitosti ulohy. My sa budeme venovat predovsetkym univerzdlnej metdde
konecnych prvkov, ale v tejto ¢asti na horeuvedenom jednoduchom priklade jednorozmerného
vedenia tepla uplatnime aj rieSenie inymi metddami. Posluzi to na informaciu o zakladnych
numerickych metddach (daju sa, samozrejme, vyuzivat aj pri rieSeni inych uloh), umozni to ich
porovnanie a rozliSenie a ziska sa tym aj pohfad na miesto a zaradenie MKP v mnozine
numerickych metdéd.

Pokial nerozdelime vySetrovany interval na viacero Usekov, musime si pri numerickom
rieeni jednorozmernej ulohy zvolit globalnu aproximativnu funkciu, splfiajicu predpisané
globalne okrajové podmienky. Casto sa takato funkcia voli v tvare kombindcie tzv. testovacich
funkcii N;(x)

n
T(X)=T(X)=T(x,00,0,,0,,...,0,) =Gy + Y a;N;(x) (17.27)
i=1
s nezndmymi koefocientami a;, ktoré treba ur¢it pomocou zvolenej numerickej metddy.

Testovacie funkcie musia byt spojité a diferencovatelné az po najvy$si stuperi derivacie
obsiahnute]j v diferencialnej rovnici ulohy.

Pre numerické rieSenie horeuvedeného jednorozmerného vedenia tepla zvolime
aproximacnu funkciu prevysujucej teploty s jedinym nezndmym koeficientom a, v tvare

B(x) =T(x)=To, = ag +a,N, (x) = (T, —Tw)[l +a,(x* /12 - 1]) (17.28)
ktora je diferencovatelna az do druhého radu a spifia okrajové podmienky (17.24).

17.5.1 Ritzova metoda

Ak aproximativny navrh riesenia (17.28) dosadime do diferencidlnej rovnice (17.23), rovnica
vo vSeobecnosti nebude splnena a dostaneme nenulovy zvysok (reziduum)

-
R(x) = dﬂx) —1*B(x)£0 (17.29)
X

Pri jednoduchej Ritzovej metdde sa vyZaduje nulovd integralna hodnota zvysku na intervale
rieSenia

L 2~
j(d 19£X) —,u21~9(x)j dx=0 (17.30)
5 dx

¢cim dostaneme rovnicu pre urenie koeficientu a,, a tym viac-menej UspeSné spresnenie

aproximativneho rieSenia. Po dosadeni (17.28) do tohto integrdlu, po integracii a vycisleni s
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konkrétnymi hodnotami prikladu dostaneme

2
o == S”ZL =1,0213 (17.31)
3+ul
a upravené priblizné riesSenie (17.28) je
T(X)=Too + B(X) = T, + (T, - Too)[l +1,0213(x% /2 — 1)] (17.32)

¢o sa malo ligi od parabolického priebehu x? /2, ktory by sme dostali pri a, = 1. Funkciu T(x)

sme v obr. 17.4 graficky porovnali s exaktnym riesenim.

T[°Cl
160

120 /

90
T(x)

60 /
B

30

0 0.1 0.2 x[m]

Obr. 17.4 Priebeh teploty podla exaktného riesenia (17.26) a priblizného riesenia Ritzovou
metodou (17.32)

17.5.2 Varia¢na metoda (Rayleigh-Ritzova metoda)

V. mnohych pripadoch moZno rieSenie diferencidlnej rovnice nahradit ekvivalentnou
variacnou ulohou najdenia funkcie, ktora minimalizuje Specidlny integral (funkcional, potencial)
zviazany s danou diferencidlnou rovnicou. Variaciu funkcionalu diferencialnej rovnice (17.23)
mozno vyjadrit vo forme Euler-Lagrangeovej rovnice

51 = j(ﬂ—ﬂ 19) 58dx=0 (17.33)

kde O je symbol varidcie prislusnej funkcie alebo veliginy. Integrovanim prvého ¢lena
integrantu per partes sa znizi stupen derivacie v rovnici a dostdvame

L L L
[d—ﬂdﬁ} - J' (d—ﬂ) 09 11 J' 958dx =0 (17.34)
dx " dx./ dx 5

Rovnicu mozno upravit na

L 2
[dx &9} ——5]{( ] +y2192}dx:0 (17.35)



kde sa vyuzili vztahy z variacného poctu

2
d(%) = 5(@] ; @ 5(@] = l 5(@] ; 3018 = l o2
dx ax dax ax 2 dx 2

Z okrajovych podmienok (17.24) vyplyva, Ze prvy ¢len v rovnici (17.35) je rovny nule, takze
variacna formulacia ndsho prikladu je

L 2
51=§j%[(d—19j +,u2192:|dX=0 (17.36)
0

dx

Odmena za namahu spojenu s uréenim variacného integrdlu

L 2
1:[l (ﬁj + 1209 |dx (17.37)
02 dx

spociva v tom, Ze ak do neho dosadime aproximacnu funkciu v tvare podla (17.27)
~ n
Hx)=ay+ Y a;N;(x) (17.38)

a vykoname integraciu, dostaneme funkciu s n neznamymi koeficientami a;, ale zéroven aj n
rovnic na ich urcenie podla zasad hfadania extrému funkcie viacerych premennych

ol

— =0 i=1,2,..,n (17.39)
aa;

pricom so zvySovanim poctu koeficientov aproximativna funkcia konverguje k exaktnému
rieSeniu.

VyuZime teraz tuto metddu na priblizné rieSenie nasho prikladu pricom aproximacna funkcia
(17.28) ma len jeden neznamy koeficient. Dosadime ju do variacného integralu (17.37)

4
20 L

L 2.2
I ZEI{MC& + 4 [To ~Too 0y (T —Too) (X —1)}2} dx (17.40)

Parcidlnu derivaciu tohto vztahu podla a; postavime rovnu nule, ¢o poskytne rovnicu pre

urcenie tohto koeficientu

aal H ey |:1+01L—2—1J}(X——1}}dx 0 (17.41)

Po vyjadreni integralu a dosadeni konkrétnych hodnét prikladu, pre koeficient a, plati

2,2
[ 160-0,04
g =L __ > = _0,899 (17.42)
10+4,°C  10+4-160-0,04

Spresnené aproximativne rieSenie s tymto koeficientom podla (17.28) je
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T(X)=Too + B(X) = Too +(Ty — Too )1 +a, (x> /> —1)] =10 +150[1 + 0.899(x” / 0.04 —1)](17.43)

Funkciu f(x) sme v obr. 17.5 graficky porovnali s exaktnym riesenim.

; -

30

D

0 0.1 0.2 x[m]

Obr. 17.5 Priebeh teploty po diZke pruta podla exaktného (17.26) a variaéného (17.43) riesenia

Varia¢nd metdda poskytla kvalitnejSiu aproximaciu rieSenia ako jednoducha Ritzova metéda,
navyse, v pripade zloZitejSej ulohy, mame moznost volit aproximativnu funkciu vyssieho stupna
s viacerymi koeficientami. Sustavu rovnic na ich uréenie potom zostavime z podmienok
minmalizacie variacného integralu podla (17.39).

17.5.3 Metody vazenych zvyskov

V metddach vazienych zvyskov (rezidui) hfadame konsStanty vhodne zvolenej funkcie
aproximativneho riesenia diferencidlnej rovnice tak, aby zvysSok, t.j. vyraz popisujuci mieru
nesplnenia diferencidlnej rovnice, nadobudal bud nulovd hodnotu vo vybranych bodoch, alebo
aby bol nulovy v zmysle priemernych hodnét, alebo aby bol nejakym spdsobom
minimalizovany.

Nech problém, ktory nie sme schopni exaktne riesit, ma vseobecny tvar
D(T(x))+q(x)=0 (17.44)

kde D je linearny diferencidlny operator a g je udana funkcia. Potom ak v tomto vztahu
uplatnime aproximacnu funkciu (17.27), rovnica nebude splnend a dostaneme nenulovy zvysok
(reziduum)

R(x)=D(T(x))+q(x) %0 (17.45)

Cielom metdd vazenych zvysSkov je nutit funkciu R(x)blizit sa k nule urcitym sumacnym
(integralnym) spriemerovacim sp6sobom na celej (v naSom pripade jednorozmernej) oblasti

L
IR(X)W,- (x)dx=0 i=1,2,...,n (17.46)
0
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kde pocet tzv. vdhovych funkcii w; sa rovna poctu neznamych koeficientov v aproximacnej

funkcii T(x) (17.27) z jasného dévodu - aby sme dostali potrebny poget rovnic na ich uréenie.
Jednotlivé metédy, z ktorych najznamejsSie teraz stru¢ne spomenieme, sa od seba liSia
volbou vahovych funkcii v (17.46)

17.5.4 Koloka¢na metdda

Jednoduchd metdéda kolokacii (umiestneni) rovnomerne umiestriuje tzv. kolokacné body po
oblasti rieSenia a vyZzaduje v nich nulovi hodnotu zvySku. Vahové funkcie sa vyberaju z triedy
Diracovych ¢ fukcii s vlastnostami

olx—x,)=1  x=x;
olx—x,)=0  x#Xx

¢o po aplikacii v (17.46) vedie na sustavu rovnic
R(x;)=0 (17.47)

VyrieSime teraz nas priklad touto metddou. Aproximacéna funkcia (17.28)
B(x) = (T —Too) [ 140,06 /2 =1) |

ma len jeden neznamy koeficient, zvolime teda len jeden kolokaény bod x = L/2 v strede pruta.
Na ur€enie a; podla (17.47) a (17.29) zostavime rovnicu

{dzzﬁ(x) ~

7 ;ﬁ&(x)} =0 (17.48)

x=L/2
z ktorej po dosadeni a jednoduchom rieSeni dostavame

4% 4-160-0,04
o =—h - 0,941 (17.49)
8+3u’> 8+3-160-0,04

Spresnené aproximativne riesenie s tymto koeficientom podla (17.28) je
T(X)=Too + B(x) =T +(Ty = Too)[1+ 0, (x* /2 —=1)] = 10+ 150[1 + 0.941(x> / 0.04 —1)] (17.50)
Funkciu T(x) sme v obr. 17.6 graficky porovnali s exaktnym riedenim.
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Obr. 17.6 Priebeh teploty po diZke prita podla exaktného (17.26) a kolokacného (17.50) riesenia
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17.5.5 Metdda najmensich stvorcov

Pri tejto metdde sa vychadza zo spojitej funkcie vytvorenej integralnou sumaciou kvadratov
zvysku na oblasti rieSenia

L
S(x) = j R2(x)dlx
0

Minimum tejto skalarnej fukcie sa hladd tak, Ze sa jej derivacie podla vSetkych nezndmych
koeficientov aproximacnej funkcie postavia rovné nule, ¢im dostaneme rovnice na ich vypocet

L
jR(x)ﬂdmo i=1,2,...,n (17.51)
p oa;

1
Porovnanim so (17.46) vidiet, vidiet, Ze vahovymi funkciami su vyrazy
. oR
' og

VyrieSime teraz nas priklad touto metddou. Aproximacna funkcia (17.28)
B(x) = (T —Too) [ 140,06 /2 =1) |

ma len jeden neznamy koeficient a,. Na jeho urcenie podla (17.51) a (17.29) zostavime

rovnicu, ¢o vedie na
L
j{[Zal — i (L2 +ax° —alLZ)J(Z—,uZX2 +,L12L2)}dx =0
0

s vysledkom

g =—t— 3k 0,935 (17.52)
4+ 8070 +8 101
Spresnené aproximativne rieSenie s tymto koeficientom podla (17.28) je
T(X)=Too + B(x) = Too +(Ty = Too )1 +a, (x> /> —1)] =10 +150[1 + 0.935(x* / 0.04 —1)] (17.53)

Funkciu T(x) sme v obr. 17.7 graficky porovnali s exaktnym rieSenim.

T[°C]

T(x)

Y

/ T(x)
=

]
(=]

_//
30
30

_/

()

0 0.1 0.2 x[m]

Obr. 17.7 Priebeh teploty podla exaktného riesenia (17.26) a riesenia metdodou najmensich
Stvorcov (17.53)
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17.5.6 Galerkinova metoda

Galerkinovu metédu mozZno struéne uviest ako Specidlny pripad metdédy najmensich
Stvorcov, kedy ale v minimalizacnej rovnici (17.51) vahovymi funkciami su testovacie funkcie
N;(x) aproximacnej funkcie (17.27). Koeficienty aproximacného rieSenia sa potom podla (17.51)

urcuju zo sustavy rovnic
L
.[R(X)N,.(x)dx=0 i=1,2,...,n (17.54)
0

VyrieSime teraz nas priklad touto metddou. Aproximacéna funkcia (17.28)
B(x) = (T —Too) [ 140,06 /2 =1) |

ma len jeden neznamy koeficient a, . Na jeho urcenie podfa (17.54) a (17.29) zostavime rovnicu
s kvadratickou vahovou funkciou
Nl(x)zl—x2 /[

a dostavame

L 2% 2

23x) .- X
—UVX)||1——|dx=0 17.55
{ { o | 1-7 (17.55)

Koeficient po vyjadreni a vycisleni je
2,2
o, =—*L 0,899 (17.56)
10+4°1

Spresnené aproximativne riesenie s tymto koeficientom podla (17.28) je
T(X)=Too + D(X) =T +(Ty = Too)[1 + 0, (x* / 2 —1)] =10+ 150[1 + 0.899(x* / 0.04 —1)] (17.57)

Toto rieSenie je totoZné s rieSenim, ktoré sme dostali pri aplikacii variacnej metddy (17.43) a
grafické porovnanie s exaktnym rieSenim je také isté, ako udava obr. 17.5. Je mozné dokazat, ze
variacna a Galerkinova metdda davaju rovnaky vysledok za predpokladu, Ze pre danu ulohu
mozno zostavit klasicky variacny funkcional.

Z hladiska metédy koneénych prvkov je Galerkinova metdda zaujimava tym, Ze pri jej
aplikacii nie na cell oblast (teleso) ale na individualnu podoblast (prvok) poskytuje nastroj na
formulaciu matic konecného prvku. V takom pripade zistime, Ze funkcie N; su vlastne
interpolacné (aproximacné, tvarové) funkcie prvku N7 definované na oblasti prvku [1] a
koeficienty a; su nezname prvkové uzlové hodnoty ulohy (teploty uzlov prvku, zovSeobecnené

uzlové posunutia atd’).

17.6 Silné a slabé riesenie ulohy okrajovych hodnoét

Priklad, ktorym sme sa zaoberali v predchadzajucich castiach, mézeme povaZovat za
jednoduchu ulohu okrajovych hodn6t definovanu diferencialnou rovnicou
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d*¥(x)

dx’

— 12 9(x)=0 x €[0,L] (17.58)

a okrajovymi podmienkami
Ly

=0 a 9 _ =T,-T, (17.59)
dx x=0

x=L

Klasické, "silné" riesenie tejto ulohy je funkcia ¥(x), pre ktoru plati

1. ¥(x) ma dve spojité derivdacie na intervale [0, L]

do
2. & —o, su=1,-T.
dx |,—o
d’d
3. . gX) —*¥(x)=0, pre kazdé x v intervale [0,L]
X

Existuje vela funkcii, ktoré spifiaju kritéria 1 a 2, ale len jedna funkcia (t.j. exaktné riesenie
diferencialnej rovnice), ktora splifia kritérium &. 3.

Ak rovnicu (17.58) vynasobime spojitou funkciou v(x), pre ktoru tiez platia okrajové
podmienky (17.59), a vyjadrime urcity integral tohto sucinu na intervale [0,L], rovnost sa
nenarusi a plati

£ a?8(x)
dx®

—yzz?(x)J v(x)dx =0 (17.60)
0

pri nezmenenych okrajovych podmienkach (17.59). Definovali sme takto slabu (integralnu)
formu nasej okrajovej Ulohy a pre slabé riesenie 1%(x) plati

1. ¥(x) ma dve spojité derivdacie na intervale [0, L]

2 L o st -1
x=0
L( o2 )
d“d(x ,
3a. _[ dxg)—ﬂzﬁ(x)) v(x)=0, pre kazdu spojitd funkciu v(x) splfiajicu okrajové
0
podmienky.

Rovnica (17.60) predstavuje alternativnu, integralnu, slabd formu diferencidlnej rovnice
(17.58). Je to z hladiska vyuZitia na rieSenie ulohy okrajovych hodndét prinajmenSom rovnocenna
nahrada, pretoze plati:

a) Ak existuje silné riesenie existuje aj slabé riesenie

b) Ak existuju obe rieSenia, tak su identické

c) Slaba formulacia prevadza vztah definovany diferencialnou rovnicou na integralny vztah
a pozaduje jeho splnenie v ur¢itom funkcionalnom zmysle, ¢im zoslabuje poZiadavky na
hladkost hladaného riesenia. Poskytuje moZnost rieSenia SirsSej triedy uloh a je
vhodnejsia na vyuZzitie pri pribliznych numerickych metddach

Slabu formu diferencidlnej rovnice mézeme zapisat aj v tvare
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L
IR(X) v(x)dx=0 (17.61)

kde R(x) je rezidualna funkcia, (stretli sme sa uz s fiou pri horeuvedenych pribliznych
rieSeniach), ktora sa rovna nule, ak #(x) je exaktné rieSenie diferencidlnej rovnice ulohy.

Slaba formulacia v tvare (17.60) ma nevyhodu v tom, Ze vyZaduje druhd derivaciu hladanej
funkcie (x) a len jednoduchu spojitost testovacich funkcii v(x). Obycajne sa preto vyuZiva
"vyrovnanejsia" forma, ktora integrovanim per partes podla vztahu

j FrOV(x)dx = fx)v(x) - j £V (x)dx (17.62)

znizi rad derivacie funkcie #(x) v Clene integrandu f(x), ktory ju obsahuje, na ukor jeho
zvysenia pre funkcie v(x).
Pre nas priklad upravena slaba forma bude

‘ S d’B(x) do
R dx = 8 i o, dx=0
£ (x)v(x)dx I o o ,uJ. (x) v(x)dx =

0

L
v(x)dx — /JZJ. Hx) v(x)dx =
0

J~ dd(x) dv(x)
0

(17.63)

Dostdvame takto ekvivalentni nahradu slabej formy (17.60), ktord s v(x)=N,(x) podla (17.54)

dava to isté priblizné riesenie ako (17.55).

Pod vhodnejsim tvarom slabej formy diferencialnej rovnice sa mysli, ako sme uz spomenuli,
predovsetkym vhodnejsi tvar na priblizné numerické rieSenie, ktoré v dalSej Casti zrealizujeme
pomocou MKP s vyuZitim Galerkinovej metddy na urcenie zakladnych vztahov (matic) ulohy.

17.7 RieSenie jednorozmernej tilohy pomocou MKP

Metdéda konecnych prvkov patri do kategdérie metdd, o ktorych sme hovorili v
predchadzajucich castiach. Mozno ju oznacit za univerzdlnu metddu priblizného rieSenia
obycajnych a parcidlnych diferencialnych rovnic, s ktorymi sa stretdvame pri formuldcii uloh
zaCiatoCnych a okrajovych hodndt v jednotlivych oblastich fyziky a mechaniky kontinua.

Charakterizuje ju predovsetkym to, Ze MKP globdlnu oblast dlohy meni na suhrn
jednoduchych podoblasti, nazyvanych konecné prvky, a Ze na kazdej podoblasti sa priblizné
rieSenie rovnic hladad vo forme polynémov. Prva vlastnost (rozdelenie celku na jednoduché
Casti) umoznuje rieSit geometricky zloZité oblasti s lokdlnymi nespojitostami a zloZitymi
okrajovymi podmienkami. Na vysSie uvedenych prikladoch sme videli, Ze metddy vazenych
zvySkov i ostatné variacné metddy vedu na urcity integral funkcie zvysku na oblasti rieSenia
ulohy, ktory pri komplikovanejsej globalnej oblasti je velmi zloZity alebo neriesitelny. Zavedenie
konecnych prvkov umoznuje vyjadrit variacny integral ako sucet jednoduchych integralov na
tychto podoblastiach.

Polynomické funkcie na podoblasti zase prindsaju jednoduchost do formulacie lokalnych
integrdlov a po jednoduchej Uprave predstavuji na konecnom prvku fyzikdlne nazorné
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interpolacné (aproximacné, tvarové) funkcie, ktoré interpoluju ciselné hodnoty rieSenia
(primarne nezname) na urcéitom pocte vybranych bodov (uzlov) prvku. Medzi susediacimi
prvkami treba zarucit podmienky spojitosti, aby bola zaruéena spojitost globalneho riesenia.

K vypocCtovému modelu MKP, ktory predstavuje sustava rovnic na urcenie neznamych
Ciselnych parametrov , sa moZzeme dopracovat viacerymi postupmi, pricom sa zohladnuje ich
vhodnost pre dany typ dlohy. Casto sa vyuZiva variatna Rayleigh-Ritzova metéda, princip
minima celkovej potencidlnej energie telesa, princip virtudlnej prace, resp. virtualnych posunuti
a metddy vazenych zvyskov (pozri napr. [1],[2]). Teda MKP patri do kategdérie metdd, pri ktorej
sa priblizné polynomické riesenie jednorozmernej tlohy

B(x) = Zn:a,N, (x) (17.64)
i=1

na kazdom elemente vyjadruje z integralneho funkciondlu zviazaného s diferencidlnou rovnicou
ulohy. Tiez treba spomendut fakt, Ze vo vSeobecnosti metdda vedie na velky pocet prvkov, uzlov
a velku sustavu rovnic. Pracuje sa teda s velkym poétom vztahov a Cisiel a preto nielen na
globalnej Urovni, ale aj na prvku, sa vyuziva maticovy zapis. PretoZze konecné prvky konkrétnej
fyzikalnej ulohy su formalne rovnakeé (liSia sa len Ciselnymi parametrami), byva zvykom prvkové
vztahy a matice vyjadrovat na vSeobecnom (e-tom) prvku, ktoré potom platia pre kazdy prvok
vypoctového modelu.

UkaZme si teraz rieSenie jednorozmernej ulohy vedenia tepla pomocou MKP, pricom
vyuZijme Galerkinovu metddu. Nie je to najjednoduchsi postup (jednoduchsie je vychadzat zo
znameho variacného integralu, ktory pre vedenie tepla je k dispozicii), ale ma vyhodu, Ze suvisle
ukazuje postup formuldcie ulohy od diferencidlnej rovnice az po vyslednu sustavu rovnic pre
urcenie neznamych koeficientov priblizného riesenia.

Budeme riesit ten isty priklad, ktory sme v predchadzajlcich c¢astiach riesili pomocou réznych
inych pribliznych metdd: Pre prut o dizke L na obr. 17.2 treba pri ustadlenom prenose tepla
urcit priebeh teploty

T(x) =T, + ¥(x) (17.65)

ked' pre funkciou prevysujucej teploty #¥x) plati diferencidlna rovnica (17.23) so znamienkovou
Upravou (kvoli prijemnejsim znamienkam po pouZiti integrovania per partes v slabej forme) a s
dosadenim za ” podla (17.23), aby sa ndm pri Galerkinovej metdéde nestracal fyzikdlny vyznam

jednotlivych ¢lenov

d*¥¥(x)

—AS
dx®

+ phd¥(x)=0 (17.66)

Okrajové podmienky, platia pre exaktné i priblizné rieSenie

dv¥(x)
dx x=0

=0 a ), =To—Tw (17.67)
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Konkrétne vstupné hodnoty prikladu si: L=20cm,p=10cm,S=5 cm?, A=120 W/(m°C), h
= 96 W/(m? °C), T,= 160 °C, T,,= 10 °C. Z uvedenych hodnét dostaneme podla (17.23)

12 =160 1/m’.

V dalSom budeme priblizné rieSenie kvdli jednoduchSiemu zdpisu oznacovat ¥¥(x); k zdmene s
exaktnym rieSenim nemdze dost, pretoze dalej sa uz budeme zaoberat len pribliznym riesenim

uvedenej ulohy.

L/3

1@ 2 @ 3 ® 4
X »

. L s

Obr. 17.8 Rozdelenie pruta na prvky s globdlnym ¢&islovanim uzlov

Prvym krokom rieSenia je diskretizacia pruta na konecné prvky a vyznacenie uzlovych bodov.
Ide ndm predovsetkym o metodiku a preto zvolime hrubé delenie len na tri prvky so Styrmi
koncovymi uzlami (obr. 17.8). Lubovolny, e-ty prvok potom bude mat dva lokdlne oznacené uzly

a vSeobecné parametre podla obr. 17.9.

Zvolme podla (14.24) priblizné rieSenie na e-tom prvku s dvomi nezndmymi koeficientami v

tvare
O°(x) = a;N;(x) +a,N; (x) (17.68)

Pri funkcidch N(x) v tomto vztahu je uZito¢né sa zastavit a urobit mald analyzu. Galerkinova
metadda ich pouziva ako vahové funkcie w(x), ktoré integralnym sp6sobom vyZaduju na kazdom
elemente nulovd hodnotu ich stéinu so zvyskom podla (17.54) a tiez aj ako testovacie funkcie
N(x), ktoré po urceni neznamych koeficientov a; tvoria na kazdom prvku funkciu (17.68)
priblizného riesenia. Pravda, testovacie funkcie musia byt zvolené, zname funkcie a preto si

teraz ukdZzeme jednu z moznosti ich urcenia.

Xj y
X »
X7 > X ,
e e
Q; = Q
e —
i J
P '—e >
O (x v
95 N;(X)
( N;(X)
1- 1
{ )

Obr. 17.9 Vseobecny, lubovolny, e-ty prvok s lokdlnymi ¢islami uzlov a jeho interpolacné funkcie
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Predpokladajme, Ze v uzlovych bodoch vSeobecného e-teho prvku prata na obr. 17.9 s
lokdInym Cislovanim uzlov pozname hodnoty funkcie #¥(x), t.j. % a z9f, a vyzadujeme jej

linedrny priebeh po prvku
O°(x)= o + a,x (17.69)

Zname hodnoty v uzloch ndm po dosadeni poskytnu dve rovnice pre urenie koeficientov ¢; a
o,
U =a, +a,x

U =4 +ox,

Po vypocitani koeficientov & a dosadeni do (12.29) dostaneme

e Xi=X e X=X e e e 1'919 e ne
9°(x) =0 + =L = N, ()8 +N;(x)05 = Ni(x) Ny(x) ]| |=N°6° (17.70)
X;—X; X;—X; f
kde funkcie
N(x)= X4 N ()= 2L =27 (17.71)
X;—X; L, X; = X; L,

su hladané linearne interpolacné (testovacie, bazové, aproximacné, tvarové) funkcie prvku.

SluzZia na interpolaciu (v tomto pripade linearnu) uzlovych hodnot primarnej nezndmej do
celej oblasti prvku. Vo svojom uzle maju hodnotu rovnu jednej, v ostatnych uzloch nulovu. Su to
vlastne inym, ale fyzikdlne omnoho nazornejSim, sp6sobom zapisané linedrne testovacie
funkcie (17.68). Na obr. 17.9 je graficky znazorneny sp6sob ako tieto fukcie podla vztahu
(17.70) interpoluji uzlové hodnoty na celt dizku prvku. (Struény vytah z bohatej tedrie
interpolaénych funkcii konec¢nych prvkov mozno najst napr. v [1]).

Derivacie funkcii (17.70) a (17.71) budeme tieZ potrebovat

e ) dN, . dN-
do® _dN, ¢+ N 5e an; __x X (17.72)
dx  dx dx ’ dx L, dx L

Aplikujme teraz Galerkinovu metddu na e-ty prvok. Ak dosadime linedrny tvar priblizného
rieSenia na tomto prvku (17.70) do diferencialnej rovnice (17.66), rovnica nebude splnena a
nenulovy zvySok je

d* 9 (x, 8,8

dx®

R(x,8,8,)=—1S +pho¥*(x,8,,0))

Galerkinova metdda vyzaduje, aby pre testovacie funkcie platilo

Xj Xj

[ RE(x, 8, 8N, (x)dx =0 [ Re(x, 8, 9)N,(x)dx =0
X; X:

i

¢im sme definovali dve rovnice na urcenie uzlovych hodnét &, a &;. Dosadime do nich zvySok
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IL 258 JNdx 0 IL 258 JN dx=0

Prvé Cleny integrantov upravime integrovanim per partes na vhodnejsi tvar

X/( e \ e 1%
—lsdidﬂ +phN. % |dx— NﬂSdél =0
X X
| d i J i d .
X/( dN e \ e Xj
[ -2sZ19% oo jax-| NS 92| =0
dx dx J dx .

Cleny mimo integralu su lahko identifikovatelné ako Neumanove okrajové podmienky pre
sekundarnu premennu, ktord v tomto pripade predstavuje tepelny tok. V krajnych bodoch
intervalu nadobudaju funkcie N; a N; hodnoty 1 (vo svojom uzlovom bode) alebo 0 (v inom

uzlovom bode), takZe dostavme

X
dot |’ do®
{N,/IS . } =-AS . =Q (17.73)
X X X X=X
X.
do€ |’ do®
. = =Q. 17.74
{ J dx } dx / ( )
X, X=X

Opacné znamienka signalizuju v uzle i vstup a v uzle j vystup tepla z prvku. Dosadenim (17.73) a
(17.74) do predchadzajucich rovnic sa tieto upravia na

1t )
j dN; dv* +phN,5 [dx=Q (17.75)

dx dx J

U dN; gt )
—~AS—L—— 4+ phN, ¥ |dx=Q, 17.76
J. dx dx PN J / ( )

i

Po dosadeni funkcii do integrantov tychto rovnic a integracii dostaneme jednoduché vztahy
pre urcovanie hodnot primarnej neznamej v uzlovych bodoch e-teho prvku, ktoré zapiseme v

(as[1 -1 L PhLe |2 L or|_|@ (17.77)
(L1 1 612}19; Q

Keo® =q° (17.78)

maticovom tvare

v stru¢nom zapise

kde K¢ je (symetrickd) matica tepelnej vodivosti prvku, #¥° je vektor uzlovych teplét prvku a g°
je vektor vnudtornych uzlovych "zatazeni" prvku (na uzle moZe existovat aj vonkajsi zdroj

tepelného toku).
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Poznamendvame, Ze vyjadrenie rovnic (17.77) je jednoduchSie pri pouziti lokalnej nezavislej
premennej X (obr. 9). Vtedy tvarové funkcie a ich derivacie su
X dn, 1 dnN; 1
, N;=— —t=—= —L== (17.79)
L L, dx L dx L

e e

a integraly (17.75) a (17.76) sa vyjadruju v hraniciachOa L, .

Po vycisleni konstant v (17.77), ktoré su pre vSetky prvky rovnaké, a sCitani matic dostaneme
pre vSeobecny prvok pruta

1,113  -0,793|| & | |QF
Key® = BEIREL (17.80)
-0,793 1,113 19}‘? Qj?
Skladanie prvkovych matic do globalnej sustavy rovnic pre model pruta na obr. 17.8
uskuto¢nime klasickym postupom pomocou suctu rozsirenych matic prvkov [1].

1,113 -0,793 0 0 5 [q
-0,793 2,226 -0,793 O 05, Q

K¢ = >1=| 7 |=q (17.81)
0 -0,793 2,226 -0,793(| | |Q
0 0o -0,793 1113 |8, | |q

Z okrajovych podmienok vyplyva, Ze @ =0a ¢,=T,-T,=160-10=150 °C. Q, a @ sa tieZ
rovnaju nule, pretoZze pri spojeni prvkov maju vnutorné uzlové tepelné toky v stykajlcich sa
uzloch prvkov rovnaku velkost a opacné znamienka. TakZe z prvych troch rovnic sme urdili
uzlové prevysujuce teploty

1,113 -0,793 0 [, 0 ¥ =21,9
-0,793 2,226 -0,793| %% |=| O - %,=30,7 (17.82)
0 —0,793 2,226 || % | [0,793-150 %, = 64,4

a z poslednej v (17.81), ked uz pozname ¢, =64,4 °C, mozno urcit neznamy uzlovy tok Q, (t.j.
mnozstvo tepla prudiaceho zo steny do chladiaceho rebra)

Q,=1,113-150-0,793-64,4=115,9W (17.83)

Pre porovnanie uvedieme celkovy tok tepla z exaktného rieSenia diferencialnej rovnice

Q=522 s ) TomTee (g o)
_ dx| e’ +e7 ™ _
=t x=t (17.84)
_ To—Too (s, —u\_
—ﬂﬂ/Sm(e +e )—112,4W

Hladané uzlové teploty chladiaceho rebra podla (17.65) su vyssie o teplotu chladiaceho
média T, = 10 °C, takZe podla (17.82) dostdvame T, =319 °C, T,= 40,7 °C, T,= 74,4 °C a
teplota T, = 160 °C je udana okrajovd podmienka. Linedrnu interpolaciu tychto hodnét spolu s

exaktnym priebehom teploty sme graficky porovnali v obr. 17.10. ZvySovanim poctu prvkov
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vysledky konverguju k exaktnym hodnotdam. Napr. exaktna hodnota teploty na izolovanom
konci pruta (x = 0) podla (17.26) je 33,7 °C a uvedeny postup s 10 prvkami dava 33,6 °C.
T°Cl
160

exakine

TMKP

74
7

0.1 0.2 x[m]

©
[«=]

Obr. 17.10 Porovnanie exaktného priebehu teploty a riesenia pomocou MKP s tromi prvkami a
linearnymi interpolacnymi funkciami

17.8 RieSenie prikladu pomocou programu ANSYS

Pomocou programu ANSYS mozno riesit priklad, s ktorym sme sa zoberali v predchadzajucich
Castiach, réznymi sp6sobmi. Najjednoduchsie pomocou termalneho Skrupinového prvku (Shell
57) alebo pomocou objemového Seststenového 3D prvku (Solid 70). Vymodeluje sa tvar prata s
konstantami pre vedenie tepla a na prislusné plochy sa predpiSu potrebné hodnoty pre odvod
tepla konvekciou.

PretoZe sa zaoberdme jednorozmernou ulohou vyuZijeme jednorozmerné termalne konecné
prvky Link 32 a Link 34. Prvok Link 32 je dvojuzlovy prvok urcéeny na jednorozmerné vedenie
tepla (vedie teplo len v smere svojej osi) s linedrnymi izoparametrickymi interpolacnymi
funkciami. Koncovy bod modelu zloZzeného z takychto prvkov, pokial nema predpisanu okrajovu
podmienku, je implicitne tepelne izolovany.

Na odvod alebo privod tepla konvekciou pri znamom koeficiente h mozno vyuzit termalny
dvojuzlovy prvok Link 34, ktory sa pripaja do uzlov modelu zloZzeného z konduktivnych prvkov.
Jeho prie¢na plocha udava plochu modelu v okoli pripojného uzla, na ktorej sa uskutociuje
konvekcia. Celkova suma ploch tychto prvkov sa rovna celkovej konvekénej ploche modelu;
dizka prvku je lubovolna (mdze byt i nulova). Vo volnych koncovych bodoch tychto prvkov sa
predpiSe teplota okolitého média T, .

Priklad sme v Ansyse rieSili v interaktivnom mode pomocou tychto prikazov:

1. Nazov tlohy
Utility Menu>File>Change Jobname, /[FILENAM = TermoPrut, OK;

2. Zobrazovat prikazy len pre termdlnu dlohu
Ansys Main Menu>Preferences>Thermal, OK;
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3. Potrebné typy prvkov
Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete>Add, Link, 2D conduction 32, Apply,
Add, Link, 3D convection 34, OK, Close;

4. Prierezové konsStanty pre prvky. Zadame tri skupiny: 1 - pre prvok Link 32 (jeho prierez), 2 -
pre krajné prvky  Link 34 (odvadzaju teplo z polovi¢nej povrchovej plochy kondukéného
prvku Link 32), 3 - pre ostatné konvek¢né prvky (odvadzaju teplo z celej povrchovej plochy
kondukéného prvku)

Real Constants> Add/Edit/Delete>Add, Type 1 Link 32, OK, AREA = 0.0005, OK,
Add, Type 2 Link 34, OK, AREA =0.2/6*0.1, OK,
Add, Type 2 Link 34, OK, AREA =0.2/3*0.1, OK, Close;

5. Materidlové konstanty. Zaddme len jednu skupinu s A4 a & . V konduénych prvkoch sa uplatni
len A av konvekénych len h.
Material Props>Material Models>Material Model Number
1>Thermal>Conductivity>Isotropic, KXX = 120, OK,
Convection or Film Coeff., HF = 96, OK, Material, Exit;

6. Tvorba uzlovych bodov
Modeling>Create>Nodes>In Active CS, X =0, Y =0, Apply
X =0,Y =0.05, OK,
Modeling>Copy>Nodes>Copy>Pick All, Itime = 4, DX = 0.2/3, OK;

.2 .4 .6 .8

7. Tvorba prvkov
(Implicitne st nastavené vlastnosti kondukénych prvkov - TYPE = 1)
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknut' uzly 1,3, Apply, 3,5,
Apply, 5,7, OK;
Elem Attributes, TYPE = 2 Link 34, REAL =2, OK,
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknit' uzly 1,2, Apply, 7.8,
OK;
Elem Attributes, TYPE = 2 Link 34, REAL = 3, OK,
Modeling>Create>Elements>Auto Numbered>Thru Nodes, Kliknit uzly 3,4, Apply, 5,6,
OK;
8. Okrajové podmienky
Ansysy Main Menu>Solution>Define Loads>Apply>Thermal>Temperature>0On Nodes,
Kliknite uzol 7, OK, TEMP, Value = 160, Apply, Kliknite uzly 2,4,6,8, OK, TEMP, Value =
10, OK;

9. Vypocet ustdleného stavu vedenia tepla v prite
Solve>Current LS, OK; (Ignorujte prip. upozornenie, Ze sa nenastavili asové kroky pre

239



nestacionarne prvky.)

10. Vypis teplot v uzloch
Ansysy Main Menu>General Postproc>List Results>Nodal solution>DOF Solution>Nodal
Temperature, OK;

NODE TEMP
1 35.437
3 44.482
5 78.047
7 160.00

10. Tepelny tok zo steny do prita
List Results>Element Solution>Heat Flow, OK;

ELEM = 3 HEAT
5 73.758
7 =73.758
ELEM = 5 HEAT
7 —-48.000
8 48.000

11. Ukoncenie vypoctu a uloZenie databazy ulohy
Ansys Toolbar>Quit, Save Geom+Loads, OK;

Linedrnu interpolaciu vypocitanych uzlovych hodnot teploty spolu s exaktnym priebehom
teploty sme graficky porovnali v obr. 17.11. Program dalej urcil velkost tepelného toku z uzla 7
(zo steny) do uzla 5 =73.8 W a z uzla 7 do uzla 8 = 48 W. Celkovy tok zo steny do pruta takto
podla tohto vypoctu je 73.8 + 48 = 121.8 W. ZvySovanim poctu prvkov vysledky konverguju k
exaktnym hodnotam. Napr. exaktna hodnota teploty na izolovanom konci prata (x = 0) podla
(17.26) je 33,7 °C a uvedeny vypocet s 10 kondukénymi prvkami ddva 33,9 °C.

T[° C]
160

I TANSYS

120

i Texar
90 /
60 /
e ——— /

[
60 0.1 0.2 x[m]

Obr. 17.11 Porovnanie exaktného priebehu teploty a riesenia pomocou programu ANSYS s tromi
jednorozmernymi prvkami a linedrnymi interpolacnymi funkciami
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17.9 Priestorové teleso

Uvazujme priestorové teleso, ktoré sa nachadza v podmienkach nestacionarneho prenosu
tepla (obr. 17.12). Pre funkciu teploty T ET(x,y,z,t) opisujucu nestacionarne teplotné pole v

Case t vo vSeobecnom termalne ortotropnom telese plati diferencidlna rovnica (17.11)

PRIESTOROVY TERMALNY |,
KONECNY PRVOK \

Obr. 17.12 VSeobecné priestorové teleso s nestacionarnym teplotnym polom

or a[ arj a[ arj a( arj -
- - | -= - |- — | = 17.
Pot T\ M o) Ty Mgy ) T\ Ry, ) = Ay 2t (17.85)
kde je

O ... hustota materialu telesa v kgm™

¢ ... merné teplo materilu telesa v Jkg K™
t ¢as v sekundach

A Ay, A, ... sUlinitele tepelnej vodivosti vo wmk?

Q ... vydatnost tepelného zdroja v telese (prirastok tepla v jednotke objemu za jednotku
¢asu) vo Wm’>

Nerovnomerné rozdelenie teploty v telese vyvola tepelny tok g (vo wm™)

+A,—+4,—

oT JT JT
i) =—{ 1504, 54T

(17.86)

ktory po uréeni funkcie T mozno vypocditat z uvedeného vztahu.

Pretoze (17.85) je diferencialna rovnica 1. radu vzhladom na ¢as, musime pre nu zadat jednu
zaciatocnu podmienku

T(x,y,2,t=0)=T,(x,y,2) (17.87)

kde funkcia T, udava rozdelenie teploty na zaciatku rieSenia ulohy v celom objeme telesa.
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Okrem toho pre diferencialnu rovnicu 2. rddu (vzhfadom na polohové premenné) musime
zadat dve okrajové podmienky. Dirichletova okrajova podmienka v tomto pripade je

T(x,y,2,t)=T,(x,y,zt) nas; (17.88)

kde S; je cast povrchu telesa, kde sme predpisali teplotu.
Neumanova (Cauchyho) okrajova podmienka predpisuje hustotu tepelného toku g, (vo wm?)
cez plochus,

aT aT aT aT

ﬁn:ﬂ'ngz’lxgn)("'ﬂ'ya_y”y""lzg”z nas, (17.89)

kde vystupuju smerové kosinusy n,, n,, n, vonkajsej normaly n k ploche S .

Na ploche S, moino tiez zadat okrajovi podmienku pre tepelny tok odvadzany, resp.

privadzany konvekciou s okrajovou podmienkou
G =-h(T-T.,) nas, (17.90)

kde h je zadany koeficient prestupovej vrstvyy vo WK'm™ a T, je zndma (zadand) teplota
tekutiny. (Analogicky mozno zadat aj okrajovi podmienku pre radidciu tepla, ktord automaticky
meni Ulohu na nelinearnu.)

Vo vseobecnosti plochy S; , S, a S, predstavuju suhrn viacerych ploch prislusného typu
aplati S, US, LS, =S, Sy NS, NS, =0, kde S je celkovy povrch telesa. Z podmienok ich
zadania vyplyva, Ze pre kazdy bod povrchu telesa (kazdy uzlovy bod vypoctového modelu MKP)

musi byt zadana okrajova podmienka - bud’ pre teplotu alebo tepelny tok. Programy MKP na
nezadané ,povinné” podmienky vacsinou reaguju takto (je uzitoéné si to v programe overit)

®* Nezadana zaliato¢na podmienka = vo vsetkych bodoch telesa je na zaciatku rieSenia
ulohy teplota rovna nule

e Nezadana okrajova podmienka pre teplotu = vo vsetkych bodoch povrchu telesa plati
podmienka pre tepelny tok.

® Nezadana okrajova podmienka pre tepelny tok = vo vSetkych bodoch povrchu telesa
(kde nie je zadand okrajova podmienka pre teplotu) je tepelny tok rovny nule — teleso je
teda na tejto casti plochy tepelne izolované. Ztohto vyplyva aj to, Ze v pripade
rovinnych uloh je teleso v smere kolmom na rovinu rieSenia tepelne izolované.

Mozno dokazat, Ze funkcia T(x,y,z,t) spifiajuca rovnicu (17.85) je vo variaénej formulacii

ekvivalentna funkcii, ktora minimalizuje funkcional

1 ar)’ ar)’ , (o1\* (= _oT 1 2
Y s Y Cia SR CA I A B ST e
2;[["8x+y8y+zaz R +Jq" +zsj( ) as (17.91)
q k

Varia¢na formulacia nestacionarnej ulohy prenosu tepla pre teleso potom znie takto: Treba
najst taka funkciu T(x,y,z,t) , ktord spifia zatiatoént podmienku (17.87) a okrajové podmienky

(17.88), (17.89) a (17.90), Ze pri nej integral (17.91) nadobuda minimalnu hodnotu. Takato
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funkcia exaktne vyjadruje velkost teplot v ¢ase t v bodoch (x, y, z) telesa. Funkcional (17.91)
sme v [1] vyuZili na odvodenie zakladnych matic formulacie MKP pre nestacionarne vedenie
tepla v priestorovom telese. V dalSom ukdZzeme odvodenie tychto matic Galerkinovou
metddou.

17.9.1 Geometricka diskretizacia ulohy. Matice prvku a telesa

Podla rovnakych zasad ako pri rieSeni pevnostnej tlohy [1] rozdelime teleso na konec¢né prvky a
vyznacime uzlové body. Nech celkovy pocet prvkov je NET a na kazdom prvku nech je NUE
uzlovych bodov. Funkcia, ktora v ¢ase t aproximuje rozdelenie teploty po vSseobecnom e-tom
prvku z jeho hodn6t v uzlovych bodoch, nech je

[

NUE T
T(x,y,2,t)= Y NS (x,y,2)TF =[Ny N, - Nyl 2 |=N.T (17.92)

J=1 :

TNue

kde Tje su Ciselné hodnoty tepl6t uzlovych bodov prvku v ¢ase t (su to primarne nezndme ulohy

analogické k zloZzkdm posunuti pri pevnostnej ulohe) a Nf su interpolacné (tvarové) funkcie

prvku. Geometria prvkov i interpola¢né funkcie nie su zavislé od fyzikalneho typu ulohy a z
geometrického hladiska sa model telesa tvori pomocou tych istych prvkov, aké sa pouzivaju pri
pevnostnych ulohach [1].

Nezndme uzlové hodnoty teploty sa musia uréit tak, aby funkcia (17.92) vyhovovala
diferencidlnej rovnici (17.85) a spifiala okrajové podmienky ulohy. Ako sme ukazali pri
jednorozmernych dlohach, metddy vazenych zvyskov vyzaduju, aby sa rezidudlna funkcia R na
oblasti prvku bliZila k nule ur¢itym sumacnym (integralnym) vazenym spdsobom

IW(x,y,Z) R(x,y,z) dV =0 (17.93)
Ve

kde w je vahova funkcia. V naSom pripade po dosadeni (17.85) do (17.93) dostavame

jw a&: aax(xaat(] a{ yaaTy] a{ﬂzaae} Q(x,y,z,t) [dV=0 (17.94)

e

Vyraz v hranatej zdatvorke predstavuje zvySok diferencidlnej rovnice (17.85), pretoze
T¢(x,y,2,t) je len aproximaciou exaktného riesenia T(x,y,z,t) na oblasti prvku.

Slaba formuldcia v tvare (17.94) obsahuje ¢leny s druhou derivaciou hladanej funkcie 7€ a
len jednoduch spojitost vahovej funkcie w . Vyuzitie zlozkového tvaru divergenéného teorému
pre tieto ¢leny (pri jednorozmernych ulohach sa na tento isty ucel vyuzZila integracia per partes)
poskytuje vyhodnejsi tvar
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I( LOTS L owaT® L owaT® . owort
P M ox ox Moy oy oz oz

aT® aT ) (17.99)
j L;LX ax HA S+ A, | dS =0

v ktorom sa priamo objavila (analogicky s jednorozmernou ulohou) aj okrajovd podmienka pre
tepelny tok g, (17.89) a zapis rovnice mozno skratit na

IL Te aw aT¢ 1 ow dT¢ P ow dT¢

_)
—_— — — dv — g dS=0 (17.96
ot A 9x ax Yoy oy f9z oz WQJ Ian ( )

Ve q

Po dosadeni aproximacnej funkcie (17.92) do (17.96) a okrajovej podmienky pre konvekciu

dostaneme
\uE are ow( , oT¢) ow( , oT¢) aw/(  aTe)
Y[l pew=—-== 4, A, A, wQ |dV [ T?
1017w e T ey ) e ) .
— [wa, ds— [wh(T-T..)ds =0
Sa Sk

Derivaciou funkcie T¢ podla ¢asu dostaneme z (17.92)

aTe . NUE .
= T (x,y,2,t)= D N;(x,y,2) T} (17.98)
j=1

kde Tf su Ciselné hodnoty derivacie teploty podla ¢asu v uzlovych bodoch prvku ako dalsie

nezname, vyvolané nestaciondrnym ¢lenom v diferencidlnej rovnici.

Pri Galerkinovej metdde za vahovu funkciu sa postupne dosadzuju interpolacné (tvarové)
funkcie prvku N, N,, ..., N;, ..., Ny, s aproximaénou funkciou (17.92) pre T¢, ¢&im

dostaneme potrebny pocet rovnic pre uréenie zakladnych vztahov a matic prvku. S funkciou N,

dostaneme i-tu rovnicu tejto sustavy (17.97) v tvare

NUE . NUE
ZC57}+Z(K1U+K2U)T qnl+qk/+Q (1799)
kde
= [ peNENgdy
Ve
([ ONEONS _ ONEONS NS ONS)
KE = | A ——L 4 —iL—J 20 "4
1 ILXBX ax+yay ay+zaz azJ

Ve
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KS; = j hNENEdS

Sk
ar, = | a,Nsds
Sa
(17.100)
d- [ hTa NS
Sk
qQ = [ansav
VE

Ak do rovnice (17.99) dosadime postupne vsetky fukcie N;, dostaneme NUE prvkovych rovnic,
ktoré zapiSeme v maticovom tvare
CT+ (K +KE)Te = ¢ (17.101)

kde primarne nezndme su zapisané vo vektoroch (stipcovych maticiach)

T=[1, T, . T o Tyl (17.102)

1

Te=[f, 7, o T o Tl (17.103)

1

matica tepelnej kapacity (merného tepla, tepelného timenia) prvku je

= [ p.c.NIN v (17.104)
Ve
Matica
- j B'DBdV (17.105)
Ve
obsahujuca
NG N, N Ny |
ox  ox ox ox A 0 0
ON, ON N, ON .
B, = ayl ayz ayl #’- D.=| 0 ,1y 0
N, AN My 0 0
L dz 0z 0z 0z |

sa nazyva matica difuznej vodivosti prvku. Matica

= j hNIN,ds (17.106)
je matica plosnej vodivosti prvku.
Vektor “zatazenia” prvku je
e =8+ 6 +1 = jQNTdv+jqn dS+IhTmN£dS (17.107)
S Se

kde jeho tri ¢leny predstavuju vektory generacie tepla, tepelného toku a konvekcie.
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Ak analogicky s pevnostnou ulohou pomocou rozsirenych matic prvkov [1] s¢itame prvkové
matice do globalnych matic vypoctového modelu celého telesa, dostaneme

CT+(K, +K,)T=f

alebo v najuspornejSom zapise
CT+KT=* (17.108)

Nazvy globalnych matic st analogické s ndzvami prvkovych matic, matica K sa nazyva matica
vodivosti telesa.

Vztah (17.108) pri linedrnej Ulohe predstavuje sustavu diferencidlnych rovnic 1. radu s
konstantnymi koeficientami, ktord program po c¢asovej diskretizacii Ulohy riesi v Casovych
krokoch analogicky ako dynamickd ulohu [1]. Pri hladani ustaleného teplotného pola, kedy prvy
¢len na lavej strane je nulovy, sa riesi sUstava obycajnych rovnic rovnakymi metddami ako pri
statickej pevnostnej ulohe.

Po vypocitani uzlovych teplét telesa (vektora T ) program v cykle cez vietky prvky telesa urdi
pomocou interpolacného vztahu (17.92) aproximacné funkcie teploty v prvkoch a z nich
odvodené nezname. Vysledky potom méZme v postprocesore programu analyzovat a textovo,
resp. graficky spracovavat rovnakymi postupmi a prostriedkami ako pri pevnostnych tGlohach.

Vyhodou univerzdlnych programov MKP, medzi ktoré patri aj program ANSYS, je to, Ze
fyzikdlne r6zne typy uloh sa rieSia analogicky, rovnakym postupom a v podstate aj pomocou
rovnakych prikazov. Pri rieSeni Uloh prenosu tepla mézeme teda vyuZivat vSetky skusenosti
ziskané pri riesSeni pevnostnych uloh.

Pravda, treba rozliSovat fyzikalne rozdiely a rozumiet fyzikalnej podstate ulohy. Z formalneho
hladiska sa potom plodny tepelny tok zadava v programe rovnako ako plosny tlak, okrajova
podmienka pre teplotu sa zadava rovnako ako okrajovd podmienka pre posunutie atd. Uplne
rovnako sa tieZ vytvdra geometricky a vypoctovy model telesa, pravda, s fyzikalne rozdielnymi
materidlovymi konstantami a inak nazvanymi prvkami; rovnaké prostriedky sa tiez vyuzivaju na
grafické i textové vyhodnotenie vypocitanych vysledkov.

Demonstruju to dva vyrieSené priklady s programom ANSYS, ktoré su uvedené v [1] (kapitola
Prenos tepla vedenim) obsahujuce postup rieSenia linedrneho staciondrneho a nestacionarneho
vedenia tepla pri dvojrozmernej ulohe. Priestorové ulohy sa rieSia Uplne analogicky.
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18 Prenos tepla radiaciou

18.1 Zakladné pojmy

Radiaciou (Ziarenim) nazyvame S$irenie akéhokolvek druhu elektromagnetickych vin v
priestore. Jej zdrojom je permanentna zmena elektromagnetickych poli oscilujucich elektricky
nabitych Castic atdmov. Elektro-magnetické viny sa Siria rychlostou svetla ¢ a navzajom sa
odliuju vinovou ditkou A a frekvenciou f, pricom plati vztah f=c/A. Ich frekvenéné
spektrum je Siroké (obr. 18.1), pricom tepelné Ziarenie (sdlanie) spésobuju najma infracdervené
lG&e s vinovou dizkou A=0,8.10° a2 0,1.10> m (0,8 az 100 um). Kazdé teleso, ktoré ma teplotu
vys$Siu ako 0 °K emituje tepelné Ziarenie. Ked'sa jeho teplota zvysi nad teplotu tela (cca 300 °K),
v urcitej vzdialenosti za¢iname vnimat tepelné vyzarovanie ako salanie tepla a pri vysokych
teplotach (napr. vlakno Ziarovky) prechadza tepelné Ziarenie aj do oblasti viditelného spektra.

<— Stupajlca frekvencia (v)

ul)“ 10% 10% 10" 1:11"' ul)'* MIJ” ul}'“ 1I(}“ ||{1“ ]It]" il{ﬁ 1|n” v (Hz)
rontgenové
Ziarenie

FJ\'I‘ AM Radioveé - dihé viny

Radiove
CEN

ZFiarenie ¥ uv IR Mikrovinneé

| | I | I T | L} | ! |
0% et e ap® dod P 1t doE Aol 10° 10 10° 108 k(m)
P = T Stupajica vinova dizka (1) [m] —

e Vidite/né spektrum

M"l 2 e e l"‘f‘"g m

400 500 600 700
Stipajtica vinova dizka (%) [nm] —

Obr. 18.1

Ked' tepelné Ziarenie zasiahne povrch telesa, ¢ast energie teleso absorbuje (pohlti), ¢ast sa

odrazi a ¢ast prepusti (obr. 18.2).

radiacia dopadajuica
=
pohltena, a
=
prepustena,T
j—
odrazena, p
P

Obr. 18.2 Ucinok tepelnej radidcie dopadajtcej na teleso

Vlastnosti povrchu telesa, na ktory dopada tepelné Ziarenie, charakterizuju tieto bezrozmerné
koeficienty:
= absorptivita (pohltivost) - pomer absorbovanej tepelnej energie k celkovej

dopadajlcej na teleso
p = reflektancia (odrazavost) - pomer odrazenej tepelnej energie k celkovej dopadajuce;j

na teleso
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T= transmitancia (priepustnost) - pomer prepustene] tepelnej energie k celkovej
dopadajlcej na teleso

Z energetickej bilancie vyplyva, Ze sucet tychto koeficientov sa musi rovnat jednej
a+p+t=1 (18.1)

Energia, ktord sa odrazi, méze mat zrkadlovy charakter (uhol dopadu sa rovna uhlu odrazu)
alebo difuzny (rozptyleny, Sireny do vSetkych smerov). Vacésina tuhych telies a kvapalin je pre
tepelny tok prakticky nepriepustna (z=0).

Uvedenu charakteristiku vlastnosti telesa a jeho povrchu, na ktory dopada tepelné Ziarenie,
mozno zjednodusit zavedenim pojmu idedlneho tepelného ZiariCa - termalne absolutne
Cierneho telesa, s tymito zakladnymi vlastnostami:

1. Absolutne Cierne teleso pohlti vSetku dopadajucu tepelnu energiu
(x=1,p=0,7=0)

2. Hustota vyZarovanej tepelnej energie (tepelny vykon na jednotku plochy) podla
Stefan-Boltzmannovho zakona je

g, =oT* [W/m?] (18.2)

kde o= 5,67-10_8 Wm2K* je Stefan-Boltzmannova konstanta a T absolutna teplota povrchu

telesa.

Absolutne cierne teleso v tepelnej rovnovahe so svojim okolim absorbuje z okolia vSetko
dopadajuce Ziarenie (tepelné Ziarenie vietkych vinovych diZok) a rovnaké mnoZstvo energie do
priestoru emituje. Absolutne Cierne teleso si moZno predstavit (aj fyzikdlne realizovat) ako duté
teleso s dokonale odrazajucimi stenami s malym otvorom. Ak do dutiny vnikd usmernené
Ziarenie len cez tento otvor, toto po mnohondsobnych odrazoch od jej stien odovzd3 telesu
celd svoju energiu. Ak steny maju teplotu T, Ziarenie, ktoré zo zohriatych stien vychadza do
priestoru nazyvame Ziarenim absolutne Cierneho telesa.

Najjednoduchsi prenos radiacnej tepelnej energie si potom mozno predstavit medzi stenami
dvoch dokonale ciernych telies s teplotami T,>T,. Nech rovnako velké vyZarujuce steny su
rovnobeiné, extrémne velké a s malou medzerou medzi nimi (aby sa Ziadna cast difuzneho
Ziarenia nevyzarovala mimo pléch). Potom (Cista hodnota energie vyZarovana z telesa 1 do
telesa 2 je

g =o(l; -T) [W/m’] (18.3)

Realne telesd vyZaruju tepelnu energiu menej efektivne ako absolutne Cierne teleso. V stave
termodynamickej rovnovahy sa teplota, a teda ani vnutorna energia telesa nemeni. Kolko
energie pohlti, tolko musi aj vyziarit. Preto absolitne Cierne teleso, v porovnani s redlnymi
telesami, ktoré maju rovnaku teplotu, vyZaruje, ale aj pohlcuje, najviac energie. Pomer intenzit
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vyzarovania redlneho telesa (na vietkych vinovych dizkach tepelnej radiacie) a absolltne
Cierneho pri rovnakej teplote sa nazyva emisivita

e=4 [] (18.4)

Pre redlne telesa je emisivita vacsia ako nula a mensia ako 1. Jej hodnotu uréuju vyZzarovacie
vlastnosti povrchu a je zavisla od teploty. V tab. 1 sme uviedli orientacné hodnoty emisivity
niektorych materiadlov. Vacsina kovov sa vyznacuje pomerne malou tepelnou emisivitou, pokial
nie su zoxidované. Nekovové materidly maju spravidla vysoku emisivitu.

Tab. 1 Orientacné hodnoty emisivity niektorych materidlov

Material Emisivita
betdn - drsny 0,94
drevo 0,85
hlinik — lesteny 0,05
hlinik — zoxidovany 0,25
liatina 0,20
lad 0,96 -0,98
liatina — zoxidovana 0,60-0,90
ocel — lestena 0,08
ocel listova zoxidovana 0,80
plast — polypropylén 0,97
pokozka — ludska koza 0,98
sklo 0,92
sneh 0,85
voda 0,98

V komercnych programoch MKP sa vypocty tepelnej radiacie ¢asto obmedzuju na tzv. Sedé
difuzne povrchy. Pri takychto povrchoch je emisivita i absorptivita nezavisla od vinovej dizky
Ziarenia a povrchy maju difuzny charakter s polgulovym vyZarovanim rovinnej plochy s
kosinusovou intenzitou. V stave termodynamickej rovnovahy na zaklade Kirchhoffovho zakona
sa absorptivita sedych telies rovnd jeho emisivite (¢=¢€), a teda materidly, ktoré dobre
vyzaruju teplo, zaroven ho aj dobre pohlcuju. Potom pre dve Sedé velké rovnobeiné steny
rovnicu (18.3) mozno upravit na

4, = &0T,' — oy (T,,T,)oT,’
= g,0T, — £0T, (18.5)
=go(l'-T,)
Ak vyZarovacia plocha telesa 1 je S; potom jeho Cisty vyZarovaci vykon je

Q,=50,= 51810'(7-14 - T24) (18.6)
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Z praktického hladiska nas predovsetkym zaujima sdlanie tepelnej energie medzi dvomi, prip.
viacerymi telesami. UvaZujme vymenu radiacnej tepelnej energie medzi dvomi Sedymi plochami
schematicky znazornenymi na obr. 18.3 a uréme velkost tepelného toku prenasaného
radiaciou do plochy 2. Plocha 1 vyZaruje

Ty

Plocha 1

Plocha 2

T,
Obr. 18.3

tepelny vykon do vsetkych smerov a len ¢ast dopadne na plochu 2
Q, =F,5&017 - T) (18.7)

kde koeficient F_,,, tzv. konfiguracny faktor (ktory musime poznat alebo vypocitat z ddajov o
velkosti, tvare a polohe oboch pldch) uddva, aka ¢ast z cekového radiaéného vykonu plochy 1
dopadne na plochu 2.

Pokial povrchy telies odrazaju teplo s reflektanciami p, a p,, rieSenie je komplikovanejsie

(pozri napr. [15] alebo teoreticky manudl programu ANSYS). Podla (18.1) s 7=0 plati
p=1-¢, p,=1-¢, adostdvame

(18.8)

&5 Sk, &5

Tieto postupy a vztahy mozno zovseobecnit pre vymenu salavého tepla medzi plochami
viacerych telies a numericky riesit takéto silne nelinedrne uUlohy tepelnej radiacie spojené
pripadne s dalSimi sposobmi prenosu tepelnej energie. Zostava eSte struéne ozrejmit
problematiku urcovania faktorov F; .

18.2 Konfiguracné faktory ploch

Prenos tepla radiaciou zavisi nielen od teploty telies a ich radiacnych vlastnosti ale aj od ich
vzajomnej relativnej orientacie. Tento vplyv sa vyjadruje bezrozmernym koeficientom s nazvom
konfiguracny faktor (faktor sklonu, faktor vyhladu), ktory mozno definovat takto

__energia Ziarenia priamo dopadajica na plochu j

v celkova energia vyziarena plochou i
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Predpoklada sa pri tom, Ze plochy su izotermdlne, Ziarenie je difuzne a priestor medzi
vyZarujucimi plochami je vakuum alebo plyn, ktory neovplyviiuje vymenu radiaCnej energie.
Konfiguracny faktor je v takomto pripade Cisto geometricka veli¢ina a mozno ho definovat aj
ako koeficient vyjadrujuci aku ¢ast vyhladu plochy i zatiefiuje plocha j. Niektoré hodnoty tohto
faktora potom mozno uréit priamo z takejto definicie (obr.18.4). Vyplyva z toho tiez, Zze ak
plocha 1 je vo vnutri plne uzavretej plochy 2, potom £, =1.

A A A

1 2 O1 2

A
\/

2

Flo=>12 F4-0 11—
F1_2 ->1/2
R0

v Y

Fia=Fo—>1

Obr. 18.4 Hodnoty konfiguracnych faktorov zrejmé priamo z definicie (dve velké rovnobeZné
roviny blizko seba, gulova plocha blizko velkej rovinnej plochy, mald plocha kolma na
velku

Vypocet konfiguraCnych faktorov ulahcuju aj dalSie pravidla. Jednym z nich je pravidlo
recipricity, ktoré vyplyva z energetickej rovnovahy oboch navzajom vyzarujucich telies

SF.=S.F. (18.9)

it Jhi

Dalej je to sumacné pravidlo platiace pre energeticky uzavrety systém. Ak totiZz plocha i v
energeticky uzavretom systéme vyZaruje tepelny tok Q,na n ploch, potom sa sucet tepelnych

tokov dopadajucich na jednotlivé plochy systému musi rovnat tomuto toku

Q,+Q,+...+Q, =Q

% %, G,
Q Q Q
a dostdvame sumacné pravidlo
Fi+Fy+...+F =1 (18.10)

V sumacnom pravidle nenulova hodnota F; sa uplatni len v Specidlnom pripade konkavnosti

plochy, ako je to zndazornené na obr. 18.5

L N N

F1.4=0 F1.4=0 Fi.4#20

Obr. 18.5 V specialnom pripade méze plocha vyZarovat aj sama na seba

Priklad 18.1
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Urcte konfiguracné faktory pre dva koncentrické gufové povrchy S, a S, :

Sz

Podla sumacného pravidla plati F; +F, =1. Plocha 1 je vypukld a tak dostavame
F.1=0
F,=1
Pre plochu 2 sumacné pravidlo dava F,; +F,, =1 a plati pravidlo reciprocity S,f, =S,F,,, takze
dostadvame
F1=51/5,
Vypocet konfiguracnych faktorov pre dve vseobecné plochy je komplikovanejsi a pri vyuziti

definicie a Lambertovho kosinusového zdkona moZno odvodit vseobecny vztah (pozri napr.
[15])

1 cos 3. cos .
F; :?,Isi Iszjdsidsj [-] (18.11)

kde S a ﬁj su uhly, ktoré zvieraju normaly diferencialnych elementov pléch s ich spojnicou

(obr. 18.6). Aj v pripade vSeobecnych ploch plati pravidlo reciprocity (18.9).

Obr. 18.6 Obrdzok k vypoctu konfiguracného faktoru vseobecnych pléch podfa (18.11)

Vypocet konfiguraéného faktoru podla (18.11) vedie aj pri pomerne jednoduchych plochach
na zloZité plosné integraly, ¢o si vynutilo vznik r6znych vzorcovych alebo grafickych katalégov
pre jednoduchSie urcenie konfiguracnych faktorov pri Casto sa vyskytujucich kombinaciach
ploch. Ak v takomto katalégu potrebni kombinaciu ndjdeme, potom sa konfiguracny faktor da
[ahko uréit z jednoduchého algebraického vzorca. Napr. pre dve rovnobeiné koncentrické
kruhové plochy vzdialené od seba o a (obr. 7), vypoctovy vzorec je
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S

S2

kde R=r/a a X=1+(1+R})/R;.

18.3 Vypocet prenosu tepla radiaciou v programe ANSYS

V programe ANSYS mozno pomocou MKP priblizne riesit prenos tepla viacerymi metddami,
ktoré su podrobne opisané v uzZivatelskom a teoretickom manuali programu. V prikladoch
zdkladnych vypoctovych postupov budeme vyuZivat metddu, ktord je v programe ANSYS
nazvana RSM (Radiosity Solver Method), resp. S2SM (Surface-to-Surface Method) v programe
ANSYS FLUENT.

Pri tejto metdde sa zavadzaju vsetky zjednodusujuce predpoklady, ktoré sme uvazovali v
predchdadzajucich castiach tohto dodatku. Je to predovsetkym predpoklad Sedych a difuznych
vlastnosti vyZarovacich pléch a neovplyviiovanie radiacie priestorom medzi salajucimi plochami.
(Niektoré tieto obmedzenia mozno obist v programe ANSYS FLUENT.)

Pri metéde RSM sa uzlové hodnoty hustoty radia¢ného toku g [W/m?] zavadzaju do
systému rovnic vedenia tepla [D16] vo forme vektora zataZenia. Pre stacionarnu Ulohu to vedie
na sustavu globalnych nelinearnych rovnic, ktord mozno napisat v tvare

KT =+ [£(T)] (18.12)

rad

Sustava sa riesi iteracne, pricom sa v kazdom iteraénom kroku upravuje vektor f __, pretozZe na

rad ?
plochach, ktoré sa zucastfiuju na vymene tepla radidciou sa meni teplota. Iteraény proces sa
ukonci, ked sa medzi telesami dosiahne energetickd rovnovaha v rdmci urditej predpisanej
tolerancie.

Pri rieSeni stacionarnych uloh si treba uvedomit, Ze pri nich hladame tzv. ustaleny (¢asovo uz
nemenny) teplotny a energeticky stav. Predstavme si dve telesd s rozdielnymi teplotami, pri
ktorych dochadza k prenosu tepla len radiaciou. Ak do teplejsieho telesa nebudeme doddvat
energiu a z chladnejsieho odoberat, tak sa teploty telies vyrovnaju a tepelny tok v ustidlenom
stave medzi oboma telesami bude nulovy. To znamena3, Ze pri tychto uUlohach sa na telesach
objavuju konduktivne a konvektivne okrajové podmienky, ktoré vedu k nenulovej vymene tepla
aj v ustalenom stave.
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Priklad 18.2

Pre dve dlhé koncentrické rury treba pomocou programu ANSYS urcit ustaleny stav prenosu
tepla radiaciou, ked su dané tieto hodnoty: D; = 10 cm, D, = 20 cm, t = 1 cm. Na vnutornej
ploche vnutornej rdry sa udrZuje konstantnd teplota Ty,t = 1000 °K a na vonkajsej ploche
vonkajsej rary Tyonk = 600 °K. Emisivity salajucich povrchov rar su & = 0,7 a ¢ = 0,6. Zaujimaju
nas teploty salajucich povrchov rar T, , T, a velkost hustoty tepelného toku qi, salaného z
teplejSieho telesa na studensie.

—

vonk

B

N

)

y

RieSenie
PretoZe su rury dlhé, zanedbdame malé mnoiZstvo tepla, ktoré vyzaruju koncové prierezy a

ilohu budeme riesit ako rovinnu. Vypocitany tepelny tok potom plati len pre jednotku dizky rur
(1 m), ale vynasobenim s redlnou dizkou lahko dostaneme jeho celkovt hodnotu.

Ulohu sme vyriesili touto postupnostou interaktivnych prikazov:

1. Zobrazovat’ len prikazy pre termalnu tilohu

Preferences >Thermal, OK;

2. Typ prvku

Preprocessor >Element Type >Add/Edit/Delete >Add >Solid > Triangl 6node 35, OK, Close;

3. Materidl (VyzZaduje sa formdlne zadat’ l'ubovolni hodnotu, ktord sa vSak pri Cistej radidcii

nevyuZzije)

Material Props >Material Models >Thermal >Conductivity >Isotropic, KXX=1, OK;

4. Vytvorenie prierezov rar

Modeling >Create >Areas >Circle >Annulus, Rad1=0.04, Rad2=0.05, Apply, Radl=0.1,

Rad2=0.11, OK;

5. Siet’ prvkov

Meshing >Size Controls >Smart Size >Basic, LVL=1, OK;

Mesh >Areas >Free, Pick All;

6. Okrajové podmienky pre teplotu

Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Temperature >On Lines, Kliknite postupne vsetky
4 vnutorné Ciary vnutorného prstenca, OK, VALUE=1000, Apply, Kliknite postupne
vSetky 4 vonkajsie ¢iary vonkajSieho prstenca, OK, VALUE=600, OK;

7. Okrajové podmienky pre emisivitu
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Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Radiation >On Lines, Kliknite postupne
vSetky 4 vonkajsie €iary vnutorného prstenca, OK, VALUE=0.7, VALUE2=1, Apply,
Kliknite postupne vSetky 4 vnutorné ¢iary vonkajSieho prstenca, OK, VALUE=0.6,
VALUE2=1, OK;

8. Riadiace prikazy pre vypocet radidcie (hodnota teploty okolia VALUE sa pri nasej ulohe

neuplatni)

Solution >Radiation Opts >Solution Opts, STEF=5.67E-8, TOFFST=0, VALUE=1, OK;

9. Riadiace prikazy pre vypocet F, (potvrdime implicitne nastavené hodnoty)

Solution >Radiation Opts >View Factor, OK;

10. Riadiace prikazy pre iterdciu a vypocet

Solution >Load Step Opts >Time/Frequenc >Time-TimeStep, TIME=1, DELTIM=0.5,
Minimum time step size= 0.1, Maximum time step size= 1, OK;

Solution >Solve >Current LS, OK;

11. Iustracia rozdelenia teplot v ustdlenom stave

General Postproc >Plot Results >Contour Plot >Nodal Solu >DOF Solution, Nodal

Temperature, OK;

TIME=1
TEMP  (AVG)

NE0CNEEEN

12. Urcenie tepl6t na plochdch s prenosom tepla
General Postproc >Query Results >Subgrid Solu >DOF Solution, TEMP, OK, Kliknite uzly na

sdlajucich povrchoch: T, =865,5 °K, T, =657,2 °K, Cancel;

13. Urcenie hustoty tepelného toku na plochéach s prenosom tepla

General Postproc >Query Results >Subgrid Solu >Flux&Gradient, TFSUM, OK, Kliknite uzly
na salajucich povrchoch: q;, = 12052 W/mz, g, = 6000 W/mz, Cancel;

14. Ukoncenie vypoctu
Utility Menu >File >Exit, Save Geom+Loads, OK;

Pomocou vypoditanych hodndt tepldt mozeme uz aj analyticky vypocitat hustotu tepelného
toku podla (18.8). Pretoze vonkajSia rura kompletne zachytava tepelnu energiu vnutornej
rary, je zrejmé, ze F,=1.
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Q, o' -1, _5,67-10°%(865,5" —657,2%) 2
%= T1Ts 1 1-g © 1-07 1 1-08 12053W/m
1 Ly = — 2 e

g F, &S5,/5 07 1 062

Kontrola energetickej bilancie
051 = G,5,
9,=9,5,/S, —  12052=6000-2

V pripade nestacionarneho prenosu tepla radiaciou [1] pribudnd do rovnic (18.12) ¢asovo
zavislé Cleny

CT+KT=f+[f(T)],, (18.13)

kde matica tepelnej kapacity (merného tepla, tepelného timenia) C sa vytvara usporiadanou
sumaciou prvkovych matic

C. = [ p.C.NIN,dv (18.14)
v,

takZze pri tvorbe prvkov v programoch MKP je potrebné zadavat okrem tepelnej vodivosti aj
hustotu p a merné teplo C materidlu.

Priklad 18.3

Dané su dve dlhé koncentrické rdry s rozmermi prieénych rezov: D; =10cm, D, =20cm, t=1
cm. Zaciato€na teplota oboch rdr je 300 °K. Vnutorna plocha vnutornej rary sa v ¢ase t=0
nahle ohreje na teplotu T, =1000 °K a udrZuje sa trvale na tejto hodnote. Ohriata vnutorna

rdra zacne tepelnou radiaciou ohrievat vonkajsiu ruru. Urcte Casovy priebeh teploty 7, na

vnutornom povrchu vonkajsej rary a hodnotu tejto teploty v v ¢ase t= 1 hod. Materidlové
vlastnosti oboch rir nie st zavislé od teploty. Koeficient tepelnej vodivosti 4 =50 WmK*
hustota p=7850 kgm™, merné teplo C = 440 Jkg K™ . Emisivity salajucich povrchov rur st g =
0,7 a & = 0,6. Teplota okolia vonkajsej rury T,, ., = 300 °K.

kolia

T

okolia
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RieSenie
PretoZe su rury dlhé, zanedbdme malé mnoiZstvo tepla, ktoré vyzaruju koncové prierezy a

Ulohu budeme riedit ako rovinnd. Ulohu sme vyriesili touto postupnostou interaktivnych
prikazov:

1. Zobrazovat’ len prikazy pre termalnu tilohu

Preferences >Thermal, OK;

2. Typ prvku

Preprocessor >Element Type >Add/Edit/Delete >Add >Solid > Triangl 6node 35, OK, Close;

3. Material

Material Props >Material Models >Thermal >Conductivity >Isotropic, KXX=50, OK, Specific

Heat, C=440, OK, Density, DENS=7850, Material, Exit; ;

4. Vytvorenie prierezov rar

Modeling >Create >Areas >Circle >Annulus, Rad1=0.04, Rad2=0.05, Apply, Radl=0.1,

Rad2=0.11, OK;

5. Siet’ prvkov

Meshing >Size Controls >Smart Size >Basic, LVL=1, OK;

Mesh >Areas >Free, Pick All;

6. Casovo zdvisl4 tloha

Solution >Analysis Type >New Analysis, Transient, OK, OK;

7. Zaciatocné teploty rar

Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Temperature >Uniform Temp, TUNIF=300, OK;

8. Okrajové podmienky pre teplotu

Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Temperature >On Lines, Kliknite postupne vsetky
4 vnitorné Ciary vnutorného prstenca, OK, VALUE=1000, OK;

9. Okrajové podmienky pre emisivitu
Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Radiation >On Lines, Kliknite postupne
vSetky 4 vonkajsie ¢iary vnutorného prstenca, OK, VALUE=0.7, VALUE2=1, Apply,
Kliknite postupne vsetky 4 vnuitorné ¢iary vonkajsSieho prstenca, OK, VALUE=0.6,
VALUE2=1, Apply, Kliknite postupne vSetky 4 vonkaj3ie Ciary vonkajSieho prstenca,
VALUE=0.6, VALUE2=1, OK;

10. Riadiace prikazy pre vypocet radidcie Solution >Radiation Opts >Solution Opts,
STEF=5.67E-8, TOFFST=0, VALUE=300, OK;

11. Riadiace prikazy pre vypocet F, (potvrdime implicitne nastavené hodnoty)

Solution >Radiation Opts >View Factor, OK;

12. Riadiace prikazy pre iterdciu a vypocet

Solution >Load Step Opts >Time/Frequenc >Time-TimeStep, TIME=3600, DELTIM=10,
Minimum time step size= 5, Maximum time step size= 100, OK;

13. Riadiace prikazy pre zédpis vysledkov

Solution >Load Step Opts >Outpu Ctrls >DB/Results File, Every substep, OK;

14. Vypocet

Solution >Solve >Current LS, OK;

15. Tlustracia rozdelenia teplot v ¢ase 1 hodina
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General Postproc >Plot Results >Contour Plot >Nodal Solu >DOF Solution, Nodal
Temperature, OK;

NODAL SOLUTION
STEP=1

SUB =44
TIME=3600

TEMP  (AVG)
SMN =739.202
SMX =1000

| _____ N |
739.202 797.157 855.112 913.067 971.022
768.179 826.135 884.09 942.045 1000

16. Urcenie tepl6t na plochdch s prenosom tepla
General Postproc >Query Results >Subgrid Solu >DOF Solution, TEMP, OK, Kliknite uzly na
salajucich povrchoch: T, =995,1 °K, T, =741,3 °K, T,,,., =739,2 °K, Cancel;

17. Casovfx priebeh teploty T,

TimeHist PostPro, Kliknite ikonku Add Data >Nodal Solution > DOF Solution, Nodal
Temperature, OK, Kliknite l'ubovol'ny uzol na vnitornej ploche vonkajsej riry, OK,
Kliknite ikonku Graph Data;

800
750 — —
700
650
600
T2(t) [°K] 559
500
450

400

350

300

0 800 1600 2400 3200 4000 CAS [sek]
400 1200 2000 2800 3600

18. Ukoncenie vypoctu
Utility Menu >File >Exit, Save Geom+Loads, OK;
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19 Skupenské fazové premeny - topenie (tavenie) a tuhnutie

19.1 Zakladné pojmy

Z hladiska termodynamiky sa fazovou premenou oznacuje skokova zmena makroskopickych
vlastnosti termodynamického systému (fazy) pri zmene nejakej termodynamickej premennej
(napr. teploty). Najzndmejsimi prikladmi fdzovych premien, s ktorymi sa stretdvame v
technickej i beznej praxi, su skupenské fazové premeny (zmeny skupenstva)

e topenie (tavenie) a tuhnutie

e vyparovanie a kondenzacia

e sublimdcia (priamy prechod pevnej fazy latky do plynnej) a desublimdcia

Topenie (tavenie) je fazova premena pri ktorej sa pevna latka meni na kvapalinu (je to teda
zmena pevnej fazy latky na jej kvapalnt fazu). Opacnd zmena sa nazyva tuhnutie.

Teplota topenia (tavenia) je teplota, pri ktorej latka meni skupenstvo z tuhého na kvapalné.
Krystalické resp. polykrystalické latky, ktoré sa skladaju z jedinej zlozky, t.j. z jediného
chemického prvku (napr. Zelezo Fe), alebo jedinej zluceniny (napr. voda H,0), maju svoju
charakteristicku teplotu topenia (tavenia). Cela premena tuhej latky na kvapalnu prebehne pri
tejto teplote. KrysStalické latky tvorené viacerymi zlozkami (napr. zliatinové ocele) alebo
amorfné latky (napr. plasty, sklo) nemaju urcitu teplotu topenia - maknu a menia sa na
kvapalinu v uréitom intervale teploty.

Teplota tuhnutia je charakteristicka teplota pri opacnom zmene skupenstva latky. Mnohé
l[atky maju teplotu topenia a tuhnutia rovnaku.

Tab. 19.1 Teploty topenia niektorych Idtok pri normdlnom atmosferickom tlaku

Latka T: [°C] T: [K]
Voda(lad) O 273,15

Cin 232 505

Hlinik 658 931

Zelezo 1536 1 805
Wolfram 3 350 3623

Uhlik 3550 3823

Ocel 1350-1540 1623-1813
Med' 1083 1356

Olovo 327 600

Na prechod zlozky z jednej fazy do inej treba latke dodat, alebo odobrat, uréité mnozstvo
tepla, ktoré sa nazyva skupenské teplo. Skupenské teplo topenia L, je mnoistvo tepla, ktoré
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musime latke v pevnom skupenstve pri teplote topenia dodat, aby sa zmenila na kvapalinu o
rovnakej teplote. Tuto vlastnost latky charakterizuje merné skupenské teplo topenia ¢,, ¢o je

mno3stvo tepla potrebné na tento proces pre 1 kg latky pri normalnom tlaku 1,013 - 10° Pa.
Potom pre latku s hmotnostou m plati

0= U/kg (19.1)
m

Napr. pre Cisté Zelezo je ¢, =289 000 J/kg.

Opacnu fazovu zmenu charakterizuje merné skupenské teplo tuhnutia. Je to teplo, ktoré
odovzda 1 kg kvapaliny, ak sa pri teplote tuhnutia cely premeni na pevnu latku s tou istou
teplotou. Hodnota merného skupenského tepla tuhnutia je pre danu latku rovnaka ako hodnota
merného skupenského tepla topenia.

Najjednoduchsi pripad topenia (tuhnutia) je pre jednorozmernu formuldciu znazorneny na
obr. 19.1. Ak zaciato¢na teplota latky T, pri procese topenia (alebo tuhnutia) sa rovna teplote

i
topenia T,, potom teplota tuhej (tekutej) fazy zostava pocas celého procesu fazovej premeny
nemennd, rovna T,. V takomto pripade treba urcovat len ¢asovy priebeh zmeny teploty v
tekutej (tuhej) faze. Riesi sa teda problém jednej oblasti s jednou neznamou funkciou teploty.
Rozhranie s(t), oddelujuce fazy, je pohyblivé (Casovo zavislé), €o je typicky znak dloh so

skupenskymi fazovymi premenami, komplikujuci rieSenie uloh skupenskych fazovych premien.

T, TOPENIE (T,>T¢ ) T, TUHNUTIE (T,<T;)
| |
T tekutd | | tekuta
0 faza |  tuhéféza tuhé faza |  faza
| |
3 1
| |
| |
Ti=Tp i Ti=Ty t-—mo= i
| |
3 1
| |
3 T 3
3 1
s(t) X s(t) X

Obr. 19.1 Topenie a tuhnutie s jedinou oblastou casovej zmeny teploty

Pri realnych ulohach pre viaczlozkové latky sa najCastejsSie stretdvame s tromi rozdielnymi
oblastami ¢asovej zmeny teploty a dvomi pohyblivymi hranicami. V takomto pripade, ako sme
uz uviedli, sa fdzova zmena uskutocniuje nie pri konstatnej teplote, ale v urcitom teplotnom

intervale (Ttl:th ), ¢coho nasledkom je existencia prechodovej (zmieSanej, kaSovitej) oblasti

medzi tuhou a tekutou fazou (obr. 19.2).
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|

Obr.19.2 Jednorozmerné tuhnutie viaczlozkovej latky

V tekutej faze a prechodovej oblasti vplyva na procesy topenia a tuhnutia aj volné pradenie
vyvolané teplotnym gradientom. Tento efekt ilustruje obr. 19.3 na priklade topenia
jednozlozkovej latky v pravouhlej dutine. Na lavej stene dutiny sa udrzuje teplota T, (vySia ako

teplota topenia) a na pravej stene je zaciatocna teplota (nizSia ako teplota topenia). Ked' sa pri
rieSeni zanedbava volnd konvencia, hranica oboch faz sa posiva rovnobeine s ohrievanou
stenou. V skutocnosti vSak prudenie ohrievanej kvapaliny (pri ohrievanej stene smerom hore, a
opacnym smerom pri hranici oboch faz) zrychluje v hornej Casti pohyb rozhrania oboch faz do
tvaru naznac¢eného na obrdzku.

/s
/

. / .
TUHA KVAP. /" TUHA
FAZA FAZA  /  FAzA

[
|
i
T | Ti T ! T,
\
\
\
\
\
\
\

Obr.19.3 Topenie bez zohladnenia volného prudenia v kvapalnej faze (a). Topenie s volnym
prudenim (b)

19.2 Formulacia ulohy

Uvazujme jednoduchu formuldciu jednorozmernej ulohy topenia jednozlozkovej latky so
zanedbanim volnej konvekcie. Rovnica nestacionarneho vedenia tepla (kapitola 17) pre
kvapalnu fazu potom je

0°T oT
ﬂkvyzpkvckvg (19.2)
Podobne pre pre oblast tuhej fazy plati
0°T oT
A, (19.3)

PR c, —
uaxz ptu tu ot
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V tychto rovniciach je A sucinitel vedenia tepla, 0 mernd hmotnost a ¢ merné teplo pri

konstantnom tlaku prislusnej fazy. Pre tieto diferencidlne rovnice treba predpisat zadiato¢né a
okrajové podmienky a podmienky, ktoré platia na rozhrani oboch faz.

Na hranici styku, oznacenej indexom kt , je teplota rovna teplote topenia

T.=T, (19.4)

Na tejto hranici tiez musi platit, Ze tepelny tok privadzany do tuhej fazy sa rovna odvadzanému
toku tekutou fazou plus latentné teplo vznikajlce pri tomto procese

oT ds oT
—4 =Pl

— — — nas 19.5
“oxl, dt " ox|, (19:5)

kde ds/dt reprezentuje rychlost pohybu bodov rozhrania.

Hlavnym problémom analytického rieSenia takychto uloh je aplikdcia podmienok pre
nestacionarne (pohyblivé) rozhranie oboch faz a sledovanie jeho pohybu. Analytické riesenia su
zname len pre niekolko Specidlnych jednorozmernych a dvojrozmernych uloh. Pri rieSeni
redlnych uUloh topenia (tavenia) a tuhnutia sa wvyuZivaju priblizné numerické metddy,
predovsetkym metdda konecnych prvkov.

19.3 Entalpicka metdda rieSenia tiloh topenia a tuhnutia

Metdda dostala nazov podla toho, Ze proces topenia a tuhnutia sleduje na zaklade zmien
entalpie, ¢im sa rieSenie ulohy vyrazne zjednoduSuje. Pre vSetky oblasti ulohy plati rovnaka
diferencialna rovnica a navy$e mozno obist explicitné sledovanie pohybu bodov rozhrania.

Metddu moZno v jej najjednoduchsej podobe formulovat tak, Ze vyjdeme z rovnice
nestacionarneho vedenia tepla

oT d| ,dT 0| ,0T| d| ,dT| = w
—=—|A—|+— | A— |+=—| A — — 19.6
pcat ax[ ax}_ay[ ay}_az[ az}_Q {m% (19:6)
Lavu stranu tejto rovnice mozno pri konstantnom tlaku povaZovat za ¢asovi zmenu entalpie
9H d[,ar| af[,ar] af,a7]. = w
—=—|A—|+—| A—|+=—| 41— — 19.7
ot ax[ ax}_ay[ ay}_az[ BZ}_Q [ms} ( )

Entalpiu na jednotku objemu vyjadrime v tvare (referen¢nu teplotu volime rovnu nule)
T J
H:jo pcdT +¢T)pL, = (19.8)

kde funkcia ¢ v procese tuhnutia vyjadruje podiel kvapalnej fazy (pre Ciste kvapalny stav ¢ =1
a pre Ciste tuhy stav ¢ =0).

Sledujme najprv ndrast entalpie v procese topenia jednozlozkovej latky (fazova zmena
prebieha pri konstantnej teplote), ktorej teplota topenia je T,. Pri ohrievani tuhej latky potom

pre entalpiu plati
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H, (T) = _[0 PruCe, dT T<T, (19.9)

Pri teplote topenia sa entalpia zvysi o latentné teplo a pre entalpiu kvapalnej fazy bude platit
T, T

Hkv = IO PruCtu dT + IT PrvCrv dT +pkv£t Tt <T (1910)

Pri viaczloZzkovych alebo amorfnych latkach prebieha fazova premena pri meniacej sa teplote
v intervale od T,; do T,, a v takom pripade treba pomocou funkcie ¢T), zavedenej v (19.8),

vystihndt zmenu entalpie v tomto procese. Ak tuto zmenu sledujeme pomocou zavislosti
latentného tepla od teploty, zmenia sa rovnice (19.9) a (19.10) na

m r[ o (de

HulD) = [ " P 0T+ | Pam <) * PanCam (T T.<T<T, (19.11)
T T T

Ho (M) = [ s T+ P+ [ PrCondT+ [ pruiodT T>T, (19.12)

kde index zm oznacuje hodnoty v prechodovej (zmieSanej) oblasti faz.

Pre konkrétnu ulohu sa diferencialna rovnica (19.7) spolu s rovnicami (19.11) a (19.12), ktoré
udavaju vztah medzi entalpiou a teplotou riesi Standartnym postupom MKP [2], (kap. 8 a 17).
Po geometrickej a Casovej diskretizacii, sumacii prvkovych prispevkov do globalnych matic,
zadani zaciato¢nych a okrajovych podmienok sa riesi nestaciondrna a nelinearna uloha vedenia
tepla a fazovej premeny tvorena sustavou diferencidlnych rovnic

H(T)T+K(T)T=q(T,t) (19.13)

kde H je matica entalpie, K je matica vedenia tepla, q je vektor (stfpcova matica) uzlovych

tepelnych tokov. Vektory T a T obsahuju hodnoty uzlovych tepl6t a uzlovych rychlosti teploty.
Sustava (19.13) sa rieSi pomocou Newton-Raphsonovej iteracnej procedury pre kazdy ¢asovy
krok v celkovom ¢asovom intervale rieSenia Ulohy. Sp6sob zadavania a vyhodnocovania takejto
ulohy v MKP si ukaZzeme na riesSeny prikladu v programovom systéme ANSYS.

Priklad 19.1

Ocelova ty¢ Stvorcového prierezu sa vyraba odlievanim do pieskovej formy s rozmermi
priecneho rezu podla obrazku. Budeme analyzovat tuhnutie odliatku v ¢asovom intervale 4
hodiny so zohladnenim tepelnej konvekcie vonkajsSieho povrchu formy s okolitym vzduchom pri
danych materidlovych vlastnostiach. Tepelnu radiaciu zanedbame. Latentné teplo zohladnime v
zmene entalpie ocele v ¢asovom intervale tuhnutia.

Materidlové viastnosti piesku (volime nezavislé od teploty)

tepelna vodivost 0,52 W/(mK)
hustota 1500 kg/m3
merné teplo 1170 J/(kgK)
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ocel 5x5cm

15 cm

hribka piesku 5 cm

/

15 cm

Materidlové viastnosti ocele

Teplota Tepelna vodivost | Entalpia

°C W/(mK) 10° J/m?

1580 (tekuty stav) 25 11,214
1510 (zaciatok tuhnutia) 25 10,545
1450 (koniec tuhnutia) 32 8,247
0 (vztazna hodnota) 30 0

Zaciatocné podmienky

Teplota ocele na zaciatku rieSenia 1580 °C
Teplota piesku na zaciatku rieSenia 27 °C

Udaje pre konvekciu
Koeficient prestupu tepla 11,5 W/(m?*K)
Teplota vzduchu 27 °C
Riesenie
Zanedbali sme zloZitejSie pomery na koncoch a uUlohu sme riesili ako rovinnud, ¢im sme

priblizne uréili situdciu vo vieobecnom priereze. Ulohu sme vyriesili touto postupnostou
interaktivnych prikazov:

1. Zobrazovat’ len prikazy pre termalnu dlohu
Preferences >Thermal, OK;

2. Typ prvku
Preprocessor >Element Type >Add/Edit/Delete >Add >Solid > Quad 4 node 55, OK, Close;

3. Materidl ¢.1 - piesok
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Material Props >Material Models >Material Model Number 1 >Thermal >Conductivity
>Isotropic, KXX=0.52, OK, Specific Heat, C = 1170, OK, Density, DENS = 1500, OK;

4. Materidl ¢.2 - ocel’
Material Props >Material Models >Material >New Model..., 1D = 2, OK, Thermal
>Conductivity >Isotropic, Kliknite trikrit Add Temperature pre vytvorenie potrebnych stipcov,
do ktorych zadajte
TI=0 T2 = 1450 T3 =1510 T4 = 1580
KXX =30 KXX=32 KXX =25 KXX =25
Kliknite Graph (VSimnite si narast vodivosti pri tuhnuti taveniny)

Vysviet'te riadok teplot a ulozte ho pomocou Ctrl C, OK, Thermal >Enthalpy, Kliknite trikrat
Add Temperature pre vytvorenie potrebnych stipcov, Vysviet'te riadok tepldt a zadajte teploty
pomocou Ctrl V, Do spodného riadku zadajte hodnoty
ENTHI1 =0 ENTH?2 = 8.247 E9 ENTH3 = 10.545 E9 ENTH4 =11.214
EO,

Kliknite Graph (VSimnite si zmenu sklonu priebehu entalpie vplyvom latentného tepla)
OK, Material, Exit;

5. Vytvorenie prierezovych ploch
Modeling >Create >Areas >Rectangle >By Dimensions, X1 =0, Y1 =0, X2 =0.15, Y2 =0.15,
Apply,

X1=0.05,Y1=0.05,X2=0.1,Y2=0.1, OK;
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Modeling >Operate >Booleans >Overlap >Areas, Kliknite a potvrd'te postupne obe plochy s
OK;
Utility Menu >PlotCtrls >Numbering, AREA = On, /NUM = Colors only, OK;

6. Vytvorenie prvkov

Preprocessor >Meshing >Size Cntrls >SmartSize >Basic, LVL =1 (fine), OK;

Meshing >Mesh >Areas >Free, Kliknite plochu formy (orientujte sa podla farebného
vysvietenia), OK, OK;

Meshing >Mesh Attributes >Default Attribs, MAT =2, OK;

Meshing >Mesh >Areas >Free, Kliknite vnidtorny Stvorec (orientujte sa podla farebného
vysvietenia), OK, OK;

Utility Menu >PlotCtrls >Numbering, Elem/Attrib numberig = Material Numbers, OK;

6. Nestacionarna uloha
Solution >Analysis Type >New Analysis, ANTYPE = Transient, OK, OK;

7. Okrajové podmienky pre konvekciu
Solution >Define Loads >Apply >Thermal >Convection >On Lines, Kliknite postupne 4 Ciary

8. Zaciatocné podmienky
Pre taveninu
Utility Menu >Select >Entities, Areas, OK, Kliknite vnuatorny Stvorec, OK, Select >Everything

Below >Selected Areas;
Solution >Define Loads >Apply >Initial Condit'n >Define, Pick All, Lab = TEMP, VALUE =

1580, OK;
Pre formu
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Utility Menu >Select >Entities, Nodes, Invert;

Solution >Define Loads >Apply >Initial Condit'n >Define, Pick All, Lab = TEMP, VALUE =
27, OK;

Utility Menu >Select >Everything;

9. Riadiace parametre vypoctu

Solution >Load Step Opts >Time/Freqvenc >Time-Time Step, TIME = 14400, DELTIM = 30,
Minimum time step size = 5, Maximum time step size = 200, OK;

Solution >Load Step Opts >QOutput Ctrls >DB/Results File, FREQ = Every Substep, OK;

10. Vypocet
Solution >Solve >Current LS, OK;

11. Znazornenie priebehu teploty v itervale prvych dvoch hodin vo zvolenych bodoch

Utility Menu >Plot Cntrls >Style >Graphs >Modify Axes, I XRANGE = Specific range, XMIN =
0, XMAX = 7200, OK;

Utility Menu >Plot >Elements;

TimeHist Postpro >Variable Viewer, Kliknite 1. ikonku zlava (Add Data), Nodal Solution
>DOF Solution >Nodal Temperature, OK, Kliknite l'ubovol'ny uzol zhruba v strede ocelove;j
Casti, Apply, Nodal Solution >DOF Solution >Nodal Temperature, OK, Kliknite l'ubovol'ny uzol
zhruba v strede hribky formy, OK, Vysviette oba riadky s ddajmi o teplotich a kliknite 3.
ikonku zlava (Graph Data);

12. Znazornenie rozdelenia teploty na konci Stvrtej hodiny chladnutia

General Postproc >Read Results >Last Set;

General Postproc >Plot Results >Contour Plot >Nodal Solu >Nodal Solution >DOF Solution
>Nodal Temperature, OK;
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NODAL SOLUTION
STEP=1

SUB =89
TIME=14400
TEMP  (AVG)
SMN =107.627
SMX =346.826

107.627 160.783 213.938 267.093 320.248
134.205 187.36 240.516 293.671 346.826

13. Ukoncenie vypoctu
Utility Menu >File >Exit, Save Geom+Loads, OK;

Poznamka

Pokial by sme pri analyze vysledkov rieSenia takejto ulohy zmenili niektoré parametre tak, ze
je potrebny novy vypocet, potom treba pred jeho spustenim opatovne zadat zaciatocné
podmienky.
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20 Dynamika tekutin

20.1 Zakladné pojmy

Dynamika tekutin (kvapalin a plynov) je rozsiahlou a z hladiska teoretického, vypoctarskeho i
experimentalneho zloZitou castou vseobecnej mechaniky tekutin (obr. 20.1). Zaobera sa
analyzou pohybu tekutin, ktorej primarnym hladanym vysledkom su hodnoty rychlosti, tlaku,
hustoty a teploty vo vySetrovanej oblasti. Tekutiny sa pritom povazuju za kontinuum, a teda
tak, ako v mechanike telies, sa vyuziva diferencialny (infinitezimalny) element (¢astica tekutiny),
ktorému mozno priradit uvedené makroskopické vlastnosti.

’ Mechanika tekutin ‘

|Statika tekutin| ~ [Dynamika tekutin|
Laminamne prudenie|  [Turbulentné pradenie
INewtonovské tekutiny| ~ |Nenewtonovské tekutiny |
[Dokonalé tekutiny | |Viskozne tekutiny | [Reolégia tekutin |
Nestlagitelné | |Stlagitelné | |Vypoctova dynamika tekutin (CFD) |

Obr. 20.1 Zdkladna skladba mechaniky tekutin

Tekutina sa ucinkom Smykového napdtia spojite a, na rozdiel od telesa, neobmedzene
deformuje. Odpor tekutiny proti zmene tvaru sa nazyva viskozitou (vazkostou). V prudiacej
tekutine sa viskozita snazi zoslabit rozdiel (vzajomnych) rychlosti susednych vrstiev tekutiny,
¢im pripomina ucinok trenia. Preto niekedy viskdzne tekutiny nazyvame tiez tekutiny s
vnutornym trenim. Mierou odporu, ktory kladie tekutina deformacii, je dynamicka viskozita u

[Pa-s]. Objavuje sa ako konstanta Umernosti v Newtonovom zdkone viskozity
T=U— (20.1)

kde 7 je Smykové napatie, U je rychlost toku tekutiny a y je sdradnica kolmd na smer
prudenia. Tekutiny s takouto linedrnou zavislostou medzi gradientom rychlosti (rychlostou
uhlovej deformacie cCastice) a Smykovym napatim, sa nazyvaju newtonovské tekutiny. Patri
medzi ne aj vzduch a voda a mnozZstvo dalSich plynov a kvapalin. Viskozita tekutin zavisi od
teploty a tlaku a pri analyzach s prenosom tepla sa tato zmena zohladnuje pomocou vhodnych
aproximacnych zavislosti.

Hustota tekutiny p sa definuje limitnym pomerom hmotnosti castice Am a jej objemu AV
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= Iim& 20.2
p_AV—>OAV (20.2)

Kvapaliny, ktorych zmena objemu aj pri vysokych hodnotach vsestranného tlaku, je velmi mal3,

sa vo vSeobecnosti povaZzuju za nestlacCitefné, s konStantnou hodnotou hustoty pocas

dynamickej analyzy. Plyny su stladitelné tekutiny s premenlivou hustotou, za urcitych okolnosti

sa vsak mozno stretnut aj s nestladitelnym pridenim stlacitelnej tekutiny.

V dynamike tekutin a pri vypoctovych postupoch treba rozoznavat hlavné druhy (typy)

prudenia:

Casovo ustalené (staciondrne) a ¢asovo premenné (nestacionarne). Charakteristika je
zrejma priamo z ndzvov. V prvom pripade doslo k ustaleniu prudenia vo vySetrovanej
oblasti a rychlost i dalSie vlastnosti tekutiny v kazdom bode analyzovanej oblasti su
nezavislé od ¢asu. V druhom pripade su tieto veli¢iny casovo premenlivé

Stlacitelné a nestlacitelné. Pri nestlacitefnom prudeni je hustota Castic konStantnd a
divergencia rychlosti je nulova. Pri stlacitefnom pradeni tieto podmienky neplatia.
Zohladnenie stlacitelnosti plynov sa stava vyznamnym pri rychlostiach s Machovym
¢islom nad 0,3 a pri analyzach s velkymi zmenami tlaku.

Priadenie dokonalej (idealnej) tekutiny. V dynamike tekutin sa ¢asto analyzuje tekutina,
ktorej viskozitua je tak mald, Ze ju moino zanedbat. Takdto neviskézna (a tepelne
neovplyviiovana) tekutina sa nazyva dokonald (idedlna).

Jednorozmerné, dvojrozmerné, trojrozmerné prudenie. Vo vSeobecnosti kazdé prudenie
je trojrozmerné. To znamenad, Ze parametre prudenia, rychlost, tlak atd. sa menia v
smere vSetkych troch priestorovych suradnic. V niektorych pripadoch mozno analyzu
prudenia zjednodusit na dvojrozmerné, pripadne jednorozmerné. Pri jednorozmernom
pradeni mozno parametre prudenia vyjadrit ako funkcie jedinej vhodne zvolenej
stradnice a Casu. Jedina priestorové suradnica sa obycajne voli pozdiz priamej alebo
zakrivenej osi oblasti prudenia. (Napr. prudenie v potrubi moZno povaZovat za
jednorozmerné, pokial mozno zanedbat zmeny tlaku a rychlosti v priecnom priereze.) Pri
dvojrozmernom prudeni su vSetky parametre pridenia funkciou c¢asu a dvoch
priestorovych suradnic (napr. x a y).

Osovosymetrické. Prudenie nazyvame osovosymetrické, ak pri vhodne zvolenych
cylindrickych suradniciach (z,r,¢) je rychlost pridenia nezavisld na uhle ¢ a obvodova

zlozka rychlosti u, je nulova.

Adiabatické. Prudenie bez vymeny tepla s okolim. Prikladom je prudenie tekutiny cez
tepelne izolovany kanadl alebo potrubie.

Lamindarne (prudnicové) a turbulentné priddenie. Pri lamindrnom pradeni sa vrstvy
(laminy) tekutiny s rozdielnymi rychlostami postvaju po sebe bez vzajomného miesania.
Drahami ¢astic su hladké pozorovatelné Ciary (prudnice), nedochddza k premiestfiovaniu

270



Castic naprie€ prudu tekutiny. Pri turbulentnom priadeni maju castice okrem postupnej
rychlosti aj tzv. fluktuacnu (turbulentnd) nestaciondrnu zlozku rychlosti, ktora spésobuje
chaoticky pohyb castic napriec prudu.

V suvislosti s laminarnym a turbulentnym prudenim uzito¢nu informaciu moze pre urcity
pripad prudenia poskytnut Reynoldsovo Cislo oznalované Re. Je to bezrozmerné dislo
vyjadrujuce priblizny pomer medzi zotrva¢nymi a viskdznymi silami s definiciou v tvare

Rezp—UL (20.3)
Y7,

kde u je priemerna rychlost pradenia a L charakteristicky rozmer pre danu situdciu. Pri velkych
hodnotach Re (velkad hustota, velkd rychlost i velky charakteristicky rozmer a mala viskozita
tekutiny) prevladaju zotrvacné sily vyvolavajuce turbulentné pradenie, pri opacnych hodnotach
prevladaju viskdzne sily a prudenie je laminarne. Hodnota charakteristického rozmeru je pre
vyznamné konfiguracie vysSetrovanej oblasti dohodnuta. Napr. pre prudenie v potrubiach a
uzavretych kanaloch je to hydraulicky priemer.

20.2 Lagrangeov a Eulerov popis prudenia tekutin

Lagrangeov spdsob analyzy pohybu sme pre pripad statickej uUlohy telesa s velkymi
deformaciami podrobne rozoberali v kapitole 4. Tento zdkladny postup plati aj pre kinematiku
tekutiny a treba ho pre lepsie pochopenie Eulerovho postupu a Eulerovych vztahov poznat, i
ked sa v dynamike tekutin vyuZiva len v Specidlnych pripadoch prudenia a pri Specidlnych
metddach rieSenia ulohy.

Pri Lagrangeovom pristupe sa trajektorie pohybu castic (velmi malych objemov) tekutiny,
oznaCenych v Case t=t, materidlovymi (Lagrangeovymi, zaCiatonymi, na Case nezavislymi)

suradnicami X do aktudlnej polohy X sleduju pomocou relaénej vektorovej funkcie x(X,t)
X =X(X,1) (20.4)

Funkcia x(X,t) (pokial sa nam ju pre urcity ¢asovy interval podari urcit) udava v (20.4)
jednoznacdny spojity vztah medzi zaciato¢nou (vztaznou) polohou ¢astice X a polohou castice
X v case t. Pre konkrétnu Casticu X,, ktord ma v case t, referenéné suradnice (x,,¥,,2,),

graficky obraz funkcie x =Xx(X,,t) predstavuje trajektdriu (drahu pohybu) v ¢asovom intervale
t, az t(obr.20.2).

Tedria spojitého prudenia predpokladda moznost invertovania tohto vztahu (Jakobian tejto
transformacie musi byt nenulovy) , ¢o mozno zapisat v tvare

X = X(x,t) (20.5)
Funkcia X(x,t) udava zaciatocnu polohu Castice, ktora v ¢ase t je v polohe X.

Pri Lagrangeovej formulacii ulohy meniacu sa polohu castice a jej meniace sa
termodynamické vlastnosti (hustotu, tlak, teplotu) priamo sledujeme ako spojité funkcie
zaCiatocnej polohy castice a c¢asu. Derivacie tychto vlastnosti podla c¢asu sa nazyvaju
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materidlové derivacie, pretoze patria konkrétnej materidlovej Ccastici identifikovanej
zaCiatocnou polohou X(t,).

x(x,y,2,t)

XO(XOIyOIZO) X(Xo rt)

x(t,)

\/

Obr. 20.2 Materidlovy popis pohybu Castice tekutiny

Pretoze v dynamike tekutin nas obycajne zaujima situacia v nemennych bodoch urcitej
oblasti, voCi Lagrangeovmu pristupu sa preferuje iny postup, nazyvany Eulerov. Pri Eulerovom
popise prudenia tekutin sa v urcitej geometricky Specifikovanej oblasti hlada priamo pole
rychlosti v(X,t), hustoty p(X,t), tlaku p(X,t) a teploty T(X,t), pricom (priestorové, Eulerove)
sUradnice X, na rozdiel od Lagrangeovho popisu, su v tejto oblasti fixné suradnice zadané v
zvolenom suradnicovom systéme. Pri takomto popise prudenia si treba uvedomit, Ze rychlost i
dalsie vlastnosti tekutiny v danom nemennom bode X, nepatria jednej konkrétnej Castici, ale
postupnosti Castic, ktoré prudia cez tento bod v skimanom ¢asovom intervale.

20.3 Materialova derivacia v Eulerovej formulacii

PretoZe priestorové suradnice X su pri Eulerovej formuldcii vo vySetrovanej oblasti fixné,
nezavislé na cCase, Casové derivacie vlastnosti Castic prudiacej tekutiny sa pri Eulerovej
formulacii vyjadruju zloZitejSie. Je tiez zrejmé, Ze v takomto pripade derivaciou X podla ¢asu
nedostaneme rychlost, a teda rychlost v takomto pripade treba povazovat za jednu z
primarnych neznamych.

Predpokladajme, Ze pole rychlosti v(X,t) pozndme, a pretoZe je to pole spojitych funkcii,
mozZme pre zvoleny konkrétny bod (pevny, ¢asovo nemenny diferencidlny objem dxdydz)
vypocitat vektorovu funkciu dv /dt, ktora vsak urcuje len tzv. lokdlne zrychlenie prudu castic,
ktorych trajektérie prechadzaju tymto bodom. Nie je to zrychlenie konkrétnej Castice, ktoré
potrebujeme pri formuldcii ulohy do Newtonovho pohybového zdkona (dF =dma, ). Ani pri

Eulerovej formulacii ulohy teda nie je mozné sa vyhnut materidlovej derivacii rychlosti a dalsich
vlastnosti ¢astice podla ¢asu, avSak sme nuteni ju vykonat v Eulerovom stradnicovom systéme.
Aby sme materidlovu derivaciu odlisili od lokalnej derivacie, oznacuje sa Df / Dt , kde symbolom

f je formalne oznacena ¢asovo zavisla vlastnost materialovej Castice tekutiny.

Pomocou vztahu (20.4) mdzeme materidlovl derivaciu skaldrnej vlastnosti Castice f s

materialovymi siradnicami X, ktord sa v Eulerovom stdradnom systéme v ¢ase t nachadza v
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bode X, vyjadrit pomocou pravidla o parcidlnom derivovani zloZzenej funkcie takto (indexy pri
derivaciach udavaju veli¢inu, ktora je pri danej derivacii konstantna)

D_f:w :a_f +a_f (%) :a_f+a_fvi :a_f+v.Vf (206)
Dt ot X Odtlx x| \odt/[x dt ox ot
kde V je vektor rychlosti v Eulerovom suradnicovom systéme
V(x,y,z,t)=ulx,y,z,tli+v(x,y,z,t)j+wlx,y,z,t)k (20.7)

Podla (20.6) napr. materialova derivacia hustoty bude

Dp_dp
Dt ot

+V_Vp:a_p+u8_p+va_p+wa_p

(20.8)
ot ox oy 0z

Materidlovl derivaciu vektorovej vlastnosti ¢astice f v Eulerovom sdradnicovom systéme
dostaneme analogicky a plati

Df of
R AYR vAY _
o ot +(V-V) (20.9)

Podla (20.9) zrychlenie v Eulerovom systéme (materialova derivacia rychlosti V) je

Dv ov
a=—=—+(v-V)v 20.10
Dt ot ( )
so zloZzkami v rozpisanom tvare

o= B, B B,
"Dt ot ox Oy 0z

oD
YDt ot ox dy oz
_Dw _ow  Jdw oJw  Jw

0, =—=—+U—+V—+w—
Dt ot ox dy 0z

(20.11)

20.4 Prudnice a trajektorie
Prudnica je ¢iara s=s(x,y,z,t), ktorej elementarny vektor ds =dxi+dyj+dzK je v kazdom

bode Eulerovho suradnicového systému X(x,y,z) rovnobezny s vektorom lokalnej rychlosti V

(obr. 20.3a). Potom musi platit
dsxv=0

(wdy —vdz)i+ (udz —wdx)j+ (vdx —udy)k =0
Z tejto podmienky dostavame tri diferencidlne rovnice, ktoré definuju pradnicu

y_v daz_w £ (20.12)

dx _u
dx u dy v dz w
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Pri rieSeni (integrovani) tejto sustavy sa integracné konstanty urcuju z podmienky, Ze v Case t,

prudnica prechdadza cez bod (x,,y,,2,) -

Pri rovinnom pradeni (obr. 20.3b) je dz=0 a w=0, takZe tvar pradnice y = f(x,t), mozZno
urcit z diferencialnej rovnice
dy v

— 20.13
dx u ( )

za predpokladu, Ze pozname zlozky rychlosti u(x,y,t) a v(x,y,t) a v case t, je udany
zaCiatocny bod (x,,y,) prudnice. Pri nestacionarnom prudeni sa tvar prudnic vo vySetrovanom

¢asovom intervale meni, pri ustdlenom prudeni si to nemenné Ciary totoiné s drahami
(trajektdériami) Castic prudiacej tekutiny.

A
y y

ds

(XO'ymzo/

z a b

Obr. 20.3 a) Prudnica v priestore b) Prudnica rovinného prudenia

v
v

Ako ilustraény priklad vyuzitia uvedenych vztahov uréime a nakreslime prudnice rovinného

ustaleného prudenia so zlozkami rychlosti
ulx,y,t)=x [m/s]
(20.14)
vix,y,t)=—y  [m/s]

vo zvolenej ohranic¢enej oblasti x € (-3,3) a y €(0,3), (obr. 20.4).

T 77T TN
sl A/ EEV VNN
/0T TV VY VNN

a0 L/ PPV VNN
/0T TV VNN
VA B A R R TR YA NANANA N N NN
= ; VA R T NN N NN NN

X

Obr. 20.4 Vektory rychlosti prudenia so zlozkami (20.14)
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Diferencialna rovnica prudnic pre takéto pole rychlosti podla (20.13) je

dy_v o dy_-y _ dy dx_
dx u dx x y X

0
Je to jednoducha diferencidlna rovnica so separovanymi premennymi, s jednoduchym rieSenim

y=—
X

Integracnu konstantu urcuje volba konkrétneho bodu (x,,y,) ha prudnici, z ¢oho dostdvame
C = X,Y, a vysledny vztah pre ¢iaru pridnice potom je

X
y= Yo
X

(20.15)

Volbou réznych bodov (x,,y,) dostaneme sustavu prudnic charakterizujucich priadenie

definované polom (20.14). V pripade, Ze pole rychlosti je nestacionarne, dostaneme rovnakym
postupom obraz prudnic len v uréitom casovom okamziku uréenom hodnotou ¢asu t . Pri
integrovani diferencidlnych rovnic vystupuje potom cas t ako konStanta. V pripade
priestorového prudenia, zadaného priestorovym polom rychlosti, treba pre urcenie prudnic
riesit sustavu diferencidlnych rovnic (20.12) a prudnice zndzorriovat v priestorovej oblasti
(kontrolnom objeme). Na takuto ulohu je vyhodné pouiZit vhodné komeréné programové
prostriedky (napr. Matlab, Mathematica a i.) , ktorych Specidlne funkcie urcia a nakreslia
prudnice priamo zo zadaného pola rychlosti. V nasom priklade moZzeme pradnice, ktoré
zndzoriuju zvisly prad tekutiny nardzajici na pevnu stenu, graficky znazornit z funkcii (20.15)
pomocou jednoduchého programu (Matlab):

[x,y]=meshgrid(linspace (-3,3),linspace(0.,2));
zZ=X.*y;

contour(x,vy,z,[-8:0.4:81]);

2

1.5

0.5

% 4 0 1 2 3
X
Obr. 20.5 Prudhnice rychlostného pola (20.14)
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Medzi dolezité prvky grafického zviditelfiovania prudenia tekutin patria aj trajektdrie, t.j.
Ciary znazornujuce trasy, ktoré jednotlivé Castice prudiacej tekutiny vykonali v urcitom ¢asovom
intervale. Ako sme uZ uviedli, pri Lagrangeovom pristupe sa trajektérie pohybu castic
(diferencidlnych objemov), oznacenych v case t=t, materidlovymi suradnicami X, do
aktualnych sdradnic X sleduju pomocou relacnej funkcie (Casovo zavislého polohového
vektora) x=x(X,t). Po urceni X(X,t) mdme priamo k dispozicii funkciu na vykreslenie
trajektorii Castic so zaciatocnou polohou X . Pre rychlost Castice plati (X nezavisi od ¢asu)

d[x(X,t)]

v(X,t)= pm

(20.16)

Tento vztah mozZno vyuZit na ndjdenie trajektérii Castic v Eulerovej formuldcii prudenia po
uréeni pola rychlosti v(X,t). Pre drahu Castice X =X(X,t) so zaciatocnou polohou (x,,y,,2,) Vv

¢ase t, budeme vyZadovat, aby sa jej rychlost (20.16) v ¢asovom intervale t, az t v kazdom

bode rovnala znamej rychlosti v(X,t). Potom drahu castice plati vektorovd diferencialna

rovnica

d[x(X,t)] _ d|x(t)]|
dt dt

=V(x,y,z,t) (20.17)

Funkcie zloZiek pohybového vektora castice x(t), y(t), z(t) zo znamych zloZiek rychlosti
u(x,y,z,t), vix,y,z,t), w(x,y,z,t) potom podla (20.17) dostaneme zo sustavy diferencidlnych

rovnic

d
Ex(t) = u(x(t), y(t), 2(t),t)

2y =vxt 10, 20,0 (20.18)

d
— 2(t) = w(x(t), y(t), z(t),t)

so zacCiatocnymi podmienkami x(ty) = x,, ¥(t,) =V, , 2(ty) =2z,.

Zo (20.17) vyplyva, Ze v Case t je smer trajektdrie tangencialny k vektoru rychlosti a teda i k
prudnici. V inych ¢asoch vo vSeobecnosti existencia normalovej zlozky jej rychlosti trajektdriu
odkloni od prudnice. Vynimkou je ustalené prudenie, kedy pole rychlosti je na ¢ase nezavislé a
prudnice a trajektorie su rovnaké krivky.

Ako ilustracny priklad vyuZitia vztahov (20.18) uréime a nakreslime trajektoriu castice
tekutiny v nestacionarnom rovinnom rychlostnom poli

V(x,y,t)=(2-3x=2y)i+ (> —y)j (20.19)

ktora sa v ¢ase t=0 nachadza v polohe x, =0 a y, =2. Sustava dvoch diferencialnych rovnic

pre nas priklad potom podla (20.18) je
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d
— x(t)=2—-3x(t)—2y(t)

d
dt
Sustavu s uvedenou zaciato¢nou podmienkou vyrieSime pomocou programu (Mathematica)

y(t)=e>" —y(t)

Dsolve[{x'[t]+3x[t]+2y[t] =2, y'[t] +y[t] == E~(-51t), x[0] =0, y[0] == 2}, {x, ¥}, t]

{{x—»Function {t}, —1}2—6_5t(—3+22@2t—27@4t+8€5 t)], yaFunction[{t}, —jl—e_St(—l+9ze4t)]}}

Funkcie zloZiek trajektdrie Castice so zvolenou zaciato¢nou polohou v zavislosti od ¢asu teda su

11 _ 1 _ 9 _
X(t):_e 3t__e 5t__e t

6 4 4

9 , 1 _
Y(t)=—e'-=e"

4

2
+_
3

a grafické znazornenie pohybu castice v ¢asovom intervale 0aZz 2 sekundy je uZz potom
jednoduché (Matlab)

t=0:0.01:2;
x=11/6%*exp (-3*t)-1/4*exp (-5*t)-9/4*exp (-t)+2/3;
y=—1/4*exp (-5*t)+9/4*exp (-t);

plot (x,Vy)
t=0

1.81

1.4

0.8

0.4

t=2sek
02 | | | | | | |

-0.4 -0.3 -0.2 -0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Obr. 20.6 Trajektoria castice so zaciatocnou polohou (0,2) v nestaciondrnom rychlostnom
poli (20.19) v ¢asovom intervale 0 aZ 2 sekundy
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Vhodnou volbou zaciatoénych poléh a programovym spracovani tohoto postupu mozno
vytvorit siet trajektorii astic v celej vysetrovanej oblasti. Tvorba trajektérii v 3D oblasti je Uplne
analogicka.

20.5 Zakon zachovania hmotnosti - rovnica kontinuity

Dynamika pradu tekutiny sa riadi zakladnymi fyzikalnymi principmi a ich aplikdcia na
vySetrovanu oblast, tzv. kontrolny objem, je prvym krokom pripravy analytického, resp.
numerického riesenia fluidnej ulohy.

UvaZujme kontrolny objem V uzavrety kontrolnou plochou S, ktory nech ma v priestore
fixnd, na case nezavisli polohu definovanu priestorovymi Eulerovymi sudradnicami x,y,z.
Kontrolny objem je otvoreny, tekutina prudi cez kontrolnu plochu a kontrolny objem (obr.
20.7).

Obr. 20.7 Kontrolny objem

Pre prudiacu tekutinu cez kontrolny objem musi platit princip zachovania hmotnosti. To
znamena, Zze hmotnost vytecenej tekutiny z kontrolného objemu cez kontrolnu plochu za
jednotku ¢asu (napr. v kg/s) sa musi rovnat Ubytku hmotnosti tekutiny v kontrolnom objeme za
tento cas. Elementarny hmotnostny tok cez plochu dS je (obr. 20.7)

pv.dS = pv-dS (20.20)

Pozitivna hodnota tohoto vyrazu predstavuje hmotnostny vytok, pretoze ak vektor rychlosti V
smeruje von z plochy, vektorovy su&in pv-dS je pozitivny (vektor dS=ndS, kde n je

jednotkovy vektor vonkajsej normaly k ploche dS, totiz smeruje vidy von z kontrolnej plochy).
Potom pre hmotnostny vytok na celej kontrolnej ploche plati

vytok = j oV-dS (20.21)
S

Teraz vyjadrime Ubytok hmotnosti v kontrolnom objeme za jednotku ¢asu. Celkova hmotnost

tekutiny vo vnutri kontrolného objemu je IpdV a jej ubytok za jednotku ¢asu
%
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ubytok = _9 [ pav (20.22)
ot v

Z rovnosti pravych stran rovnic (20.21) a (20.22) dostavame rovnicu kontinuity v integralnom
tvare

ijpdv+jpv-dszo (20.23)
atv <

Rovnicu kontinuity v tvare diferencidlnej rovnice moZzno odvodit z bilancie hmotnostného
toku cez diferencidlny objem dV . Z rovnice (20.23) sa vsak k nej dopracujeme jednoduchsie.
PretoZe hranice objemového integralu v tejto rovnici nezdvisia od ¢asu, mézno ju prepisat na

dp
—dV -dS=0 20.24
{ - +£pv (20.24)

a po prevode plosného integralu (podla Gaussovej vety o divergencii) na objemovy plati

0
ot

v

PretoZe kontrolny objem V je fubovolny, nulovid hodnotu integralu v (20.25) zarudi len

podmienka, Ze jeho integrand bude rovny nule v kazdom bode kontrolého objemu. Dostavame

tak rovnicu kontinuity v tvare diferencialnej rovnice

d
9P v .pv=0 (20.26)
ot
O rovnici kontinuity, i o dalSich zakladnych rovniciach prudenia tekutiny, ktoré s odvodené
a platia v Eulerovom suradnicovom systéme, hovorime, Ze su v konzervativhom tvare. Pre
rovnice v Lagrageovej formulacii sa pouziva privlastok nekonzervativny tvar. VSetky tvary rovnic
su vSak spojené a odvoditelné jedna z druhej, pretoZe vyjadruju rovnaky fyzikalny princip.
Rozmanitost ich foriem umozriuje optimalnu volbu rovnice pre prislusny typ ulohy a zvoleny
spOsob jej rieSenia.
Rovnica (20.26) sa zjednodusi pre pripad konstatnej hustoty tekutiny. Vtedy dp/dt=0 a po

vydeleni s p(#0) dostavame
0 0
V.v=0 N du v w_, (20.27)
ox dy 0z
Je to rovnica kontinuity nestlacitelnej tekutiny (prddenia s nulovou divergenciou rychlosti).

20.6 Zakon zachovania hybnosti - pohybova rovnica

Zakon zachovania hybnosti hovori, Zze hybnost systému sa nemeni, pokial nar nepdsobi
vonkajsia sila. Hybnost castice tekutiny s objemom dV =dxdydz (obr. 20.7, obr. 20.8) a s

hmotnostou m pohybujucej sa rychlostou V je mV a ¢asova zmena jej hybnosti je vlastne
vyjadrenie Newtonovho pohybového zakona
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m—=ma=F (20.28)

Je to vektorova rovnica, ktord mozno nahradit tromi skalarnymi rovnicami. UvaZujme najprv
kvoli prehladnosti len x-ovu zlozku tohto vztahu

ma, =F, (20.29)
Hmotnost Castice je
m = pdxdydz (20.30)
a jej (materialové) zrychlenie v X -ovom smere
a, =% (20.31)
Dt

ZlozZitejSie je vyjadrenie pravej strany rovnice (20.29), pretoZe na Casticu poOsobia viaceré,
typovo rozdielne sily.

yv 4
: (7. + 279 4y) dud
| T Xaz
! vy Y
1 o—)p
A Shhht o (O + 90y dx) dydz
! 7,,dxdy ox
o, dydz ! S ——
S (7 +%dz)dxdy 8_pd dvd
pdydz : Xz az (p+ax X) yaz
|O—Pp
i EOSCREEEEEEEy e
L7 X,u
e 7, dxdz
R SRR o

Obr. 20.8 x-ové zloZky plosnych sil pésobiace na pohybujucu sa casticu

Na casticu mdZe pdsobit objemova sila (napr. gravitacna sila) f vztiahnutd na jednotku
hmotnosti [N/kg], ktorej silovy uc¢inok v smere x je

pf dxdydz (20.32)

Dalej na &asticu pdsobia plodné sily a to jednak termodynamicky tlak (t.j. stavova
termodynamicka premennd) p okolitej tekutiny, ako aj zlozky tenzora napatia (pozri napr. D2),
pretoze okolité Castice s rozdielnou rychlostou pri existencii viskozity cez zlozky napatia brzdia
(alebo zrychluju) jej pohyb. Kladné znamienko prirastku rychlosti a teda i prirastku plosnych sil
sa zavadza v smere kladného prirastku prislusnej siradnice. Prirastky plosSnych sil v smere osi x
potom mozno urcit vektorovym séitanim sil vyznacenych na obr.8. Po pripocitani objemovej
sily (20.32) vysledna silova zlozka je
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a
F, = L_a_p+ 9o, . 9% + af"zj dxdydz + pf.dxdydz (20.33)
dy 0z

Po dosadeni (20.30), (20.31) a (20.33) do (20.29) a vydeleni oboch stran tejto rovnice objemom
Castice dostaneme pohybovu rovnicu castice v x-ovom smere

bu dp 9do, 0T, Ot
— - XX y + Xz 4 20.34
th ox oOx dy 0z Pl ( )

a analogickym postupom aj v smere y
Dv_ dp az'yx+80' a7,

— =
th dy  dx dy 0z

+0f, (20.35)

avsmerez

bw  dp 97, 97, IO
- 22 20.36
th 8z+ ax+ay+8z AL ( )

Skaldrne rovnice (20.34), (20.35) a (20.36) platia pre casticu, ktora sa pohybuje s pridom
tekutiny je to teda nekonzervativna forma tychto rovnic v Lagrangeovej formuldcii. Rovnice
mozno previest do konzervativneho tvaru v Eulerovych suradniciach transformaciou lavych
stran tychto rovnic, ktoré obsahuju materidlovd derivaciu zloziek rychlosti spolu s funkciou
hustoty Castice p(t). Jej prepis pre x-ovy smer podla (20.10) je

Du_ du

— = +pv-V 20.37
P ov-Vu (20.37)

Prvy ¢len na pravej strane rovnice (20.37) sa podla definicie derivacie sucinu da prepisat na

043 9p
at ot at (20.38)

a pre druhy clen z pravidla vypoctu divergencie sucinu skalara s vektorom dostavame
PV-Vu=V-(puv)—uV -(pv) (20.39)

Dosadenim (20.38) a(20.39) sa rovnica (20.37) zmeni na

Du  9(pu) [E)p }
— = +V- +V-(ouv 20.40
ot o 5 (ov) (ouv) ( )
a pretoze clen v hranatej zatvorke je podla rovnice kontinuity (20.26) rovny nule, plati
Du  d(pu)
—=——"+V-(ouv 20.41
ot ot (puv) ( )

Vysledky pre dalSie dva smery su analogické a ich dosadenim do (20.34), (20.35) a (20.36)
dostdvame najvSeobecnejsi konzervativny tvar pohybovych rovnic tekutiny

d(pu) ap do,, 07, 0T
V — ZX
or TV V)= ox Ty ez Pk
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a(pv) dop 97, d0,, 0JT,
IV L v (v =P 20.42
ot TVleI=m it T, T TP (20.42)
d(ow) dp d7,, 97, OO
Ly, —_“F xz 2z
ot T Vle=m o Ty T TP

Mozno ich vyjadrit aj jedinou vektorovou rovnicou

o(pv
%+V-(pw)=—Vp+V-0'+pf (20.43)
kde
0-11 0-12 0-13 O-xx Txy sz
0=0;=|0, 0, Oy|=T7, 0, T, (20.44)
0-31 0-32 0-33 sz sz O-zz

je tenzor napaétia a VV je dyadicky sucin vektorov rychlosti. Rovnice platia pre newtonovské i
nenewtonovské tekutiny podla toho, aké konstitutivne vztahy sa pouZiju pre urcenie zloZiek
napatia.

Rozpisanim derivacii sucinov a zohladnenim (20.26) mozZno lavu stranu rovnice (20.43)
zjednodusit a dostavame

p[%+(v-V)v}:—Vp+V-a+pf (20.45)

resp. s prihliadnutim na (20.10)

p%=—Vp+V-O‘+pf (20.46)

V rozpisanom tvare rovnice (20.45) su

%+u%+v%+w% :—a—p+ao-xx+afy"+arzx+ f,
Plac ™o ™oy ™o )T Tk o Ty e P

v ov  odv v dp 97,, do, 9T,

— AUVt w— |= - 20.47
p[at”ax”aywazJ o T Ty T TP (20.47)

ap a/z-xz aTyZ aO-zz
az+ ox " dy " 0z o1,

ow oJow oJdw ow
0 —tw—
ot ox dy 0z

20.7 Konstitutivne vztahy pre tekutiny newtonovského typu
VysSetrujme najprv spdsob, ako sa rychlost tekutiny v(x,t) mdze menit v okoli bodu X’
zvoleného v rychlostnom poli. S vyuZitim indexového zapisu pouZijeme Taylorov rozvoj vektora
v; vokolibodu x{ a po zanedbani nelinedrnych ¢lenov dostdvame
, ov;
v,(xj,t)zv,(xj,t)+a—’5xj (20.48)

X;
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kde Ox; = (x; —x}). Po rozklade tenzora dv; /dx; na symetrickl a antisymetrickud ¢ast, méZzeme

(20.48) zapisat v tvare

vi(x;,t) = v;(x],t) + £;0x; + @;0x; (20.49)
kde symetricka ¢ast dv; /axj
1 (av av\
& =—| —L+—L (20.50)
) Laxj ax,)
sa nazyva tenzor rychlosti deformdcie a antisymetricka cast
1 (av v \
_Lliovi 9 (20.51)

.. =
L) ox; ox

I

je tenzor rychlosti elementdrnej rotacie.

Prvy ¢len na pravej strane rovnice (20.49) je rychlostou translacie, druhy rychlostou
deformacie a posledny rychlostou rotacie tekutiny v okoli bodu so stradnicami x; . Pretoze na

deformdciu vplyva len tenzor rychlosti deformdcie, vztahy, ktoré zviazu tento tenzor s tenzorom
napatia, budu hladané konstitutivne vztahy tekutiny.

Tenzor rychlosti deformacie (20.50) je po formalnej stranke totoZzny s tenzorom malej
deformacie telesa (kapitola 2), sta¢i v nom nahradit vektor rychlosti vektorom posunutia.
Linedrny Newtonov zakon viskozity (20.1) zase po nahradeni viskozity modulom pruznosti a
rychlost posunutim, je totozny s linedrnym Hookeovym zakonom pre jednoosu napatost telesa.
Tato analdgia spolu s experimentalnym poznatkom, Ze tekutiny, z hladiska ich vlastnosti su
izotropné latky, viedlo k odvodeniu jednoduchych linedrnych konstitutivnych vztahov rovnakym
postupom, ako sa to urobilo pre teleso z izotropného materialu (pozri napr. [3]). SU to rovnice

kde ale teraz i je dynamicka viskozita tekutiny a A sa nazyva druhd (objemova) viskozita (5,]

je jednotkovy Kroneckerov tenzor). Obe tieto charakteristiky viskozity newtonovskej tekutiny su
zavislé od tlaku a teploty. Pri kvapalindch sa viskozita so stupajucou teplotou (spravidla)
zmensuje, pri plynoch je to naopak. Pri kvapalindach je pritom viskozita (priblizne) priamo
umerna tlaku, kym pri plynoch je u v dost Sirokom rozsahu tlakov (pri konstantnej teplote) na

tlaku takmer nezavislé.

Z prvého c¢lena na pravej strane rovnice (20.52) vidiet, Ze pri stladitelnych tekutinidch sa
uplatni aj druha viskozita A (pri nestlacitelnych tekutinach je pomernd zmena objemu £,

rovnd nule). Pre jej urCenie sa beine pouZiva vztah vyplyvajlici zo Stokesovej hypotézy
A+2u/3=0

A=-= .
R (20.53)
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ktory vsak bol potvrdeny len pre jednoatémové plyny. Na druhej strane treba poznamenat, Ze
vplyv dilata¢nej (objemovej) deformdcie je pri kvazi nestlacitelnych tekutinach zanedbatelny a
pri stlaCitelnych sU normalové zlozky napéati v porovnani so Smykovymi vyznamné len pri
$pecidlnych Ulohach s velkymi tlakovymi gradientami (napr. pri analyze razovych tlakovych vin).

Rozpisané zlozky napati (20.52) s vyuZitim symetrie tenzora napatia su

GXX=/1V-V+ZIU%
X

ov
O-yy:iV'V'leUa—y
O'ZZ:/W-V+2,ua—W
0z

ou odv

Txy = Tyx Zﬂ(a—y-i-g] (20.54)

g = [%ﬁ_vvj
xz — zx_:u aZ aX

ov  Iw
Z.yz Z.zy H E‘I_g

Po ich dosadeni do (20.46) moino pohybové rovnice newtonovskej tekutiny zapisat
v kompaktnom vektorovom zapise takto

Dv
pE=—Vp+V(/1-VV)+V-(,u-(VV+(VV)T)+pf (20.55)
Pohybové rovnice (v konzervativnom tvare) pre jednoduchSie pripady prudenia mozno z
rovnic (20.55) urcit jednoducho zavedenim prislusnych zjednoduseni. Napr. pre nestlacitelné

viskdzne pradenie, kedy podla (20.27) V-v=0, a tiez A =0, u=konst., sa (20.55) zjednodusi

na
p%=—Vp+,uV2V+pf (20.56)

a po rozpisani dostavame tzv. Navier — Stokesove rovnice

ou du vau+W% :_8_p+ 82u+82u+82u T pf
P ot odx dy Ox ox # ox* dy* 0z’ Pl

Q+uﬂ+vﬁ+wﬁ :_8_p+ azv+azv+azv +pf, (20.57)
Plac o™y ™) oy Ml T T T |

a—W+ua—W+va—W+wa—W :_8_p+ azW+82W+82W + pf,
P ot ox oy ox 0z # ox* oy’ 97 P
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V pripade idedlnej neviskdznej tekutiny ( z = 0) sa tieto rovnice zredukuju na Eulerove rovnice

%+u%+v%+w% __8_p+ 1,
Plot o oy TWox )T Tox P

p(ﬂ+u%+vav avj:—a_p"‘pfy (20.58)

ot odx oy ox dy

a—W+ua—W+va—W+wa—W ——a—p+ f.
Ploar T Ty Tk )T T P

Priklad 20.1

Vyuzitim Navier-Stokesovych rovnic (20.57) uréte pohybovu rovnicu ustdleného laminarneho
prudenia viskdznej newtonovskej tekutiny medzi dvomi rovnobeZznymi nekonecne velkymi
nepohyblivymi stenami (pozri obrazok). U¢inok objemovych sil f (vlastnd tiaZz tekutiny)
zanedbdvame. Prudenie tekutiny v smere osi X vyvolava tlakovy gradient dp / dx = konst.

| y |

u=fly)

RieSenie
lavé strany rovnic (20.57) sa rovnaju nule, pretoZe materidlové zrychlenie Castic Dv /Dt pri

ustalenom prudeni je nulové a pretozZe tiez plati v=w =0, dostdvame diverencialnu rovnicu
pre jedind nenulovu zloZzku rychlosti

op du_

P rus==o0
8x+'u8y2 @)

Dvojnasobnym integrovanim tejto rovnice podla y dostdvame

dp y*

——+Cy+C =uu

dx 2 YTt =M
a po urceni integracnych konstant z okrajovych podmienok (y=0—u=0,y=h—u=0) pre
zlozku rychlosti tekutiny v smere osi x plati

>—hyd
uly) =Y =22
2u  dx

o je rovnica paraboly s maximalnou hodnotou rychlosti vo vzdialenosti y=h/2.
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20.8 Zakon zachovania energie - rovnica energie

Fyzikalny princip, z ktorého sa vychadza pri odvodeni tejto rovnice, je prvy termodynamicky
zakon. Podla tohto zdkona zmena energie termodynamického systému sa rovna suctu
privedeného (odvedeného) tepla do systému a préci, ktord na nom vykonaju vonkajsie sily. Za
termodynamicky systém budeme povaZovat maly kontrolny objem V tekutiny s kontrolnou
plochou S, zndzorneny na obr. 20.7, ktory ale teraz je uzatvoreny a pohybuje sa s prudom
tekutiny rychlostou V (ide teda o Lagrangeov popis pohybu).

Zmena celkovej energie E kontrolného objemu za jednotku ¢asu (zmena vnutornej energie

€ a kinetickej energie |v|2 /2 ) vztiahnutd na jednotku hmotnosti je

NURDY

J (20.59)

jp dv = I p— L
Privedené teplo do objemu V' podla Fourierovho zakona a s vyuZitim Gaussovej vety je
~[q-nds=—[(-AVT)-nds=[V-(AVT)dv (20.60)
S S v

kde uvaZujeme izotropny materidl s koeficientom tepelnej vodivosti 4 a N je jednotkovy
vektor vonkajsej normaly k ploche.

Praca objemovych sil je

[ pf-vav (20.61)
%4

a pracu plosnych sil (tlak plus Smykové a normalové napatia) opéat prevedieme pomocou
Gaussovej vety na objemovy integral

jn~(—p+a)~vds:jv-(-pv+a~v)dv (20.62)
S \

Podla prvej termodynamickej vety teda pre zmenu energetickej bilancie plati
jp dv = jv (AVT) dv+jv (-pV+ o v)dv+jpf vdv (20.63)
a pretozZe vSetky integraly su vyjadrené pre lubovolny objem, pre kazdy jeho bod musi platit
DE
pE:V-(ﬂVT)+V-(-pV+0'- v)+pf-v (20.64)

¢o je diferencidlna rovnice energie prudiacej tekutiny v nekonzervativnom tvare. Rozpisany tvar
tejto rovnice je
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E_i( a_Tj j[ B_Tj+i[/18_T)_8(up)_8(Vp)_8(wp)
Dt ox\ ox/ oy 9y) 9:\" oz ox oy 0z

duo,,) dlvz,) dwr,) dlz,) dvo,) dwr,)
+ax+8x+<’9x+ay+ay+ay
ouz,) dvz,) dwo,)
i 0z i 0z " 0z

(20.65)

+pfu+fv+fw)

Konzervativny tvar rovnice energie (v Eulerovych suradniciach) dostaneme po uUprave lavej
strany rovnice (20.65) rovnakym postupom, ako upravovali lava stranu nekonzervativnej
rovnice hybnosti (20.40). Staci nahradit veli¢inu u veli¢inou E . Dostaneme

o [ W) (WY o, er a( arj d(,dT) dup) Ap) Awp)
a[pL”ﬂ VALY GIROEL IR R U L
Loy ovz,,) L Owz,) ouz,,) N dvo,,) N dwr,,)

ox ox ox dy dy dy

d
" a(l:;;zx) + (\;zz.zy) + a(";jzz) +p(fxu+fyv+-fzw)

(20.66)

Zlozky napatia moZno z tejto rovnice vylu¢it pomocou konstitutivnych rovnic (20.54).
Poznamenavame, Ze pri niektorych fluidnych ulohach (napr. so skupenskymi premenami, s
chemickou reakciou) sa mézeme stretnut aj s formalne inym tvarom tejto rovnice, pri ktorom je
vnutornd energia vyjadrend pomocou entalpie systému.

Poznamka k zdkladnym rovniciam prudenia viskdznej tekutiny

V predchadzajucej Casti sme sa zaoberali zdkladnymi rovnicami platnymi pre pruddenie
viskéznych tekutin, pricom sme sa sustredili hlavne na ich diferencidlny konzervativny tvar.
Vsetky zakladné diferencidlne rovnice mozno vyjadrit aj v konzervativhom integrdlnom tvare,
ktory sa vyuziva napr. pri numerickej metéde koneénych objemov. V rovniciach sa objavuje
celkovo sedem nezndmych: tri zlozky rychlosti u,v,w, tlak p, hustota p, teplota T a merna
vnutorna energia e. Su to vietko funkcie polohy x; a ¢asu t . PretoZe mdme k dispozicii len pat
rovnic, a to rovnicu kontinuity (20.26), tri Navier-Stokesove pohybové rovnice (20.42) a
energeticku rovnicu (20.66), dopifiaju sa o dve stavové rovnice. Napr. v aerodynamike sa ¢asto
vyuZiva stavova rovnica idealneho plynu

p = pRT (20.67)

kde R je Specifickd plynovd konstanta. Poslednou potrebnou rovnicou byva termodynamicky
vztah medzi stavovymi premennymi, napr. vztah vyjadrujaci vnatornd energiu, ktorého
najjednoduchsi tvar pre termodynamicky a kaloricky idealny plyn je

e=c,T (20.68)

kde c, je merné teplo pri konstantnom objeme.
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Sustava obsahuje nelinedrne parcidlne diferencidlne rovnice, ktorych rieSenie je mozné len
pomocou pocitacovo orientovanych numerickych metéd, ktorym sa venuje vedny odbor
Vypoctova dynamika tekutin (Computational Fluid Dynamics - CFD). Analytické rieSenia su
zname len pre niektoré elementarne, silne idealizované ulohy. Vyznam poznania fyzikdlneho
principu zakladnych rovnic spociva vSak v tom, Ze celd, a to nielen teoretickd, ale i numericko-
vypoctovd dynamika tekutin je budovand na tychto rovniciach a tazko si predstavit uZivatela
softvérovych ndstrojov CFD, ktory by nepoznal fyzikdlnu podstatu tychto rovnic.

20.9 Zaciatocné a okrajové podmienky

RieSenie sustavy parcialnych diferencidlnych rovnic prudenia je moiné len po predpisani
okrajovych podmienok vystihujucich dostato¢ne presne pomery na okraji analyzovanej oblasti
(na okraji kontrolného objemu). V pripade nestacionarnej ulohy je potrebné tiez predpisat
zacCiatocné hodnoty hladanych primarnych neznamych (zlozky rychlosti, tlak, teplota a i.) pre
zaciatocny cas rieSenia Ulohy vo forme zaciato¢nych podmienok.

Vseobecne moZeme casovo nezavislé okrajové podmienky pre diferencidlne rovnice
prudenia zaradit do kategérie Dirichletovych okrajovych podmienok, ktoré maju tvar

¢(X0kmj ) =a

kde ¢ su hodnoty niektorej hlfadanej neznamej (napr. tlaku, zloZky rychlosti a i.) na okraji
vy$etrovanej oblasti, udané zndmou konstantou (vynimocne funkciou) a. Dalej sa mozno
stretnut s Neumannovym typom okrajovej podmienky napr.

a¢(Xokraj ) —b

dy
a so zmieSanym typom tychto dvoch okrajovych podmienok.

Pravda, pri rieSeni zloZitejSich uloh prudenia pomocou komerénych programov CFD sa
stretneme s uvedenymi okrajovymi podmienkami v uZivatelsky nazornejSom fyzikdlnom tvare.
Znamena to, Ze sa na urcitej Casti okraja vySetrovanej oblasti predpiSu napr. podmienky vtoku
alebo vytoku tekutiny, a to zadanim rychlosti (tlaku, hmotnostného toku, teploty a i.) tekutiny,
dalej mozno simulovat podmienky pre vstupny a vystupny ventil, ventildtor, ohrev resp.
chladenie a pod. Dalej sa jednoducho predpisuji rychlostné a termalne podmienky pre stenu,
pre os alebo plochu symetrie, pre periodicky sa opakujuce oblasti a mnozZstvo dalSich.

Priklad 20.2

Vo vzduchovode s pozdiznym rezom na obrazku uréte maximalnu rychlost ustaleného prudenia
vzduchu analyticky a pomocou programu AnsysFlotran, ked'je dané: p =1,2 kg/ma, U= 2-107
Pa-s, h=8 cm. Dizku kontrolného objemu L volime 1 meter. Tlakovy spad vo vzduchovode je
Ap/Ax=-0,01 Pa/m.
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Analytické riesenie

Ulohu moZno povazovat za dvojrozmernt a podla prikladu 1 pre maximalnu rychlost pradenia
plati (predpokladame laminarne priadenie)

h A 2 .01
umaX:___p:_ 0,08 _5(_00 j:0,4m/s
8uAx  8-2-10 1

Pre Reynoldsovo ¢islo dostavame
Re = puh 1,2-0,4-0,08
y7i 0,00002

1920

Z tejto hodnoty vyplyva, Ze podmienka pre laminarne prudenie je splnena (prechod k
turbulentnému prudeniu ndstava pri Re = 2300 ).

Numerické rieSenie

Ulohu sme v interaktivnom méde programu zadali a vypocéitali tymto postupom:

1. Zadanie ndzvu dlohy
Utility Menu>File>Change Jobname..., [FILNAM = Priklad 2, OK;

2. Main Menu>Preferences, FLOTRAN CFD, OK;

3. Zadanie typu prvku pre tlohu
Main Menu>Preprocessor>Element Type>Add/Edit/Delete>Add, 2D Flotran 141, OK, Close;

4. Vytvorenie plochy pozdiZneho rezu (vzh'adom na symetriu, uvaZzujeme len jej hornd
polovicu)
Modeling>Create>Areas>Rectangle>By Dimensionns, X1=0, X2=1, Y1=0, Y2=0.04, OK;

5. Zadanie hustoty a vytvorenie vypoctovej siete

Meshing>Size Cntrls>Manual Size>Lines>Picked Lines, Kliknite vodorovné &iary obdiznika,
OK, NDIV=30, Apply, Kliknite zvislé ¢iary, OK, NDIV=20, OK;

Mesh>Areas>Mapped>3 or 4 sided, Pick All;

6. Okrajové podmienky pre zlozky rychlosti (zohl'adiiuju aj symetriu oblasti)
Solution>Define Loads>Apply>Fluid/CFD>Velocity>On Lines, Kliknite spodnd vodorovnui
¢iaru, OK, VY=0, OK, On Lines, Kliknite hornd vodorovnu ¢iaru, OK, VX=0, VY=0, OK;

7. Okrajové podmienky pre staticky tlak (zaddva sa a pocita tlak prevysujici referenény
atmosfericky tlak 101350 Pa)
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Apply>Pressure DOF>On Lines, Kliknite l'avi zvisld ¢iaru, OK, PRES=0.01, Apply, Kliknite
pravu zvislu ¢iaru, OK, PRES=0, OK;

8. Zadanie cielovych hodnot pre iterdciu (pre VY zaddme vysoku presnost’, aby sme ilustrovali
konvergenciu k analytickému rieSeniu)
FLOTRAN Set Up>Execution Ctrls, EXEC=2000, VX=1E-6, PRES=0.01, OK;

9. Zadanie vlastnosti tekutiny, uloZenie databazy modelu a vypocet

Fluid Properties>Density=Gas, Viscosity=Gas, OK, D0=1.2, VO=2E-5, OK;
SAVE_DB;

Run FLOTRAN;

10. Vektorové zndzornenie rychlosti s vypisom maximélnej rychlosti pridenia vo vybranej
oblasti
General Postproc>Read Results>Last Set;

miesto;

= = =l = = =
VECTOR f— f— f— f— f— f—

— — > —> — — —> ——
STEPoT — — — — — —
SUB =1
%
NODE=1

MIN=0

MAX=.39983

0 .088851 A77702 .266553 .355404
.044426 133277 .222128 .310979 .39983

11. Znazornenie tlaku
Plot Results>Contour Plot>Nodal Solu>DOF Solution, Pressure, OK;

NODAL SOLUTION

0 .002222 .004444 .006667 .008889
.001111 .003333 .005556 .007778 .01

12. Ukoncenie prace s uloZenim databazy tlohy
Ansys Toolbar>Quit>Save Geom+Loads, OK;

Pozndmka k prikladu

290



Priklad ma aj pri numerickom vypocte teoreticky charakter, pretoze zadanie statického tlaku
na oboch stranach kontrolnej oblasti vyvolalo parabolicky priebeh rychlosti aj na vstupe do
oblasti, ¢o pri redlnom vstupe je tazko mozné. Je to teda len urcity mysleny vyrez z realnej
oblasti v Useku, kde tlakovy spdad je konstantny.
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21 Turbulencia

21.1 Turbulentné prudenie a jeho modelovanie

Pri zvySovani rychlosti prudenia tekutiny, presnejsie povedané pri zvacSovani Reynoldsovho
Cisla, lamindrne pradenie prechadza cez uréitd prechodovd fazu do plne rozvinutého
turbulentného prudenia (obr. 21.1). Takmer vSetky pripady prudenia tekutin s ktorymi sa
stretdvame v technickej praxi i v beznom Zivote, patria do kategdrie turbulentného prudenia.

/\ PRUDENIE
Re<5 f Ustalené laminarne

-/\‘
5<Re <40 . _‘\\\’J"( Laminarne ustélene
’,,__,/'—_‘D separované

A0 < Re < 200 Lamindrne periodicky

separované

/ "--._‘_‘
200 < Re < 350000 — . \r/A\\/ Laminarna separacia,
M resp. turbulentny

periodicky aplav

ﬂ?‘:
Re >350000 LE,L-;c."L: Turbulentny chaoticky
\j:‘_:‘“- -

Gplav
Obr. 21.1 Zmeny prudenia v uplave obtekaného telesa (kresba podla experimentu)

Pre turbulentné pridenie je, okrem iného, charakteristické priestorové, ndhodne
lokalizované, nestacionarne kolisanie rychlosti a dalSich charakteristik pridu. Na zaklade
rozboru Navier-Stokesovych (N-S) rovnic i nakladnych pocitacovych experimentov s ich
priamym numerickym rieSenim sa veri, Ze popisuju aj turbulentné prudenie v celej
komplexnosti, jedna sa vSak o taku zloZitu sustavu nelinedrnych parcidlnych diferencidlnych
rovnic s fyzikalnou zviazanostou premennych, Ze analytické rieSenie tejto sustavy nie je zname
(bez nerealistickych zjednoduseni) ani pre velmi jednoduché kontrolné objemy.

Hlavné charkteristiky turbulencie su:

® Nestalost (nepravidelnost, nahodnost). Experimentalne pozorovanie turbulentného
prudenia pomocou dymového zasobnika alebo zafarbenim pridu tekutiny potvrdilo, Ze
jeho Struktury (obrazce) su ndhodné a chaotické, bez akéhokolvek naznaku opakovania
(obr. 21.2), ¢o vyvolalo pouZivanie Statistickych metéd a ich pojmov (priemerné
hodnoty, korelacie a pod.) pri analyze turbulentného prudenia. Z tejto charakteristiky
vyplyva tiez to, Ze turbulentné nestacionarne fluktudcie su vzdy trojrozmerné.
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Obr. 21.2 UkdzZka Struktur turbulentného prudu

e Virivost. Turbulentny prid obsahuje velké mnoiZstvo priestorovo i ¢asovo nestalych
rotujucich virov roznej velkosti. Vo vSeobecnosti sa ich rozmery menia od velkosti
porovnatelnej s rozmerom kontrolného objemu, az po rozmery, kde dominuje
molekuldrna difuzia. Najmensie rozmery turbulentnych Struktur su vsak vidy omnoho
vacSie ako molekuldrne a nenarusuju predpoklad kontinua zavedeny v zakladnych
rovniciach prudenia. Vzadjomna interakcia virov prenasa kineticki energiu od vacsich k
najmensim (tzv. energeticka kaskada), kde sa ucinkom viskézneho trenia premiena na
teplo.

* Disipacia. Pomerna strata dodavanej kinetickej energie pri turbulentnom pradeni jej
premenou na teplo je niekolkonasobne vyssia ako pri laminarnom.

e Difazia. Turbulentné fluktuacie rychlosti a virivost prispieva k efektivnemu transportu
hybnosti, tepla a koncentracie. Vysoka difuzivita, omnoho efektivnejSia ako Cista
molekularna difuzia, je dalSou charakteristikou turbulentného pradenia. Tato vlastnost
turbulencie sa vyhodne vyuziva v r6znych technickych zariadeniach a technolégiach.

Z uvedeného vyplyva, Ze pri analyze uloh s turbulentnym pridenim sa mdZzeme opriet len o
numerické metddy a procedury. V principe je mozné kazdé turbulentné pradenie numericky
simulovat pomocou exaktnych N-S rovnic (metéda DNS — Direct Numerical Simulation). Tu sa
vSak nardia na neprijemny problém spojeny s velmi vysokymi ndrokmi na geometricku
diskretizaciu vysSetrovanej oblasti a dostato¢ne hustu diskretizaciou casového intervalu
sledovaného deja. Tieto poziadavky su zatial neprijatelné pre inZinierske analyzy turbulentného
prudenia a pre vysoké hodnoty Reynoldsovho Cisla je zatial takéto rieSenie nerealizovatelné. K
tomu este treba dodat, Ze inZiniersky zdujem sa pri problémoch pradenia sustreduje
predovsetkym na hlavné technicky vyuzitelné charakteristiky pradenia bez vacSieho zaujmu o
presné c¢asové fluktudcie aj tych najmensich virov.

Vysledkom kombinacie zloZitosti problému a pragmatickych Uvah o forme a presnosti
vysledkov bol vznik a zatial neustavajuca tvorba numericky zvladnutelnych a experimentami
kalibrovanych modelov turbulentného prudenia.

Numerické modelové rieSenie problému prudenia prostriedkami CFD (Computational Fluid
Dynamics - Vypoctova dynamika tekutin) obycajne pozostdva z tychto hlavnych krokov: Tvorba
geometrie a vypoctovej siete, volba a nastavenie fyzikalneho vypoctového modelu a nakoniec
vypocet s analyzou vysledkov. Tieto kroky su uzivatelsky relativne jednoducho zvladnutelné s
vynimkou sprdvnej volby a nastavenia vypoctového modelu turbulencie a odhadu spravnej
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hustoty vypoctovej siete. Vyplyva to jednak z toho, Ze zatial neexistuje univerzalny model a
dokonca ani najvhodnejsi model pre Specidlne pripady turbulentného prudenia (vSetky modely
maju urcité obmedzenia) a tieZ z toho, Ze nespravna volba modelu alebo jeho nastavenia a
nespravna hustota vypoctovej siete moze mat velky vplyv na presnost vysledkov, nehovoriac o
ich Uplnej nedbéveryhodnosti.

Pri volbe modelu turbulentného prudenia treba zohladnit fyzikdlne vlastnosti a Specifika
analyzovaného prudenia, vlastné alebo sprostredkované skusenosti s vyuzivanim modelu v
rovnakej alebo blizkej skupine uloh, potrebnd mieru presnosti vysledkov spolu s ¢asom a
hardvérom, ktory je k dispozicii. No a v neposlednej miere poznat moznosti a obmedzenia
zvoleného modelu spolu s vedomostami o spravnej volbe jeho vstupnych parametrov.

Vacsina casto vyuZzivanych modelov turbulencie sa dd zahrnat do dvoch skupin podla
zakladnych rovnic, ktoré vyuzivaju. Je to skupina Reynoldsovsky spriemerovanych N-S rovnic
(RANS — Reynolds-Averaged Navier-Stokes) a skupina, ktord vyuZiva rovnice simulujluce velké
viry (LES - Large Eddy Simulation).

RANS rovnice popisuju turbulentné a transportné vlastnosti prddenia pomocou priemernych
(strednych) hodnot, pricom takéto modelovanie sa pouziva (na rozdiel od LES modelov) pre
turbulentné fluktudcie v celej ich rozmerovej Skdle. Modelové zjednodusenie vedie na vyrazné
znizenie narokov na pamatovu kapacitu i strojovy Cas pocitaca, pravda, vysledkom su priblizné
priemerné hodnoty pridenia v turbulentnej oblasti (obr. 21.3). Statisticko-priemerovaci proces
vnasa nezndme turbulentné korelacie (nové nezname — Reynoldsove napatia a toky) do
spriemerovanych rovnic prudenia. Nové nezname reprezentuju aproximaciu vplyvu realnych
turbulentnych fluktuacii a ich pocet s potrebnymi rovnicami pre ich uréenie predstavuje
zakladnu charakteristiku konkrétneho modelu. Do tejto skupiny patria ¢asto vyuzivané modely
ako: Spalart-Allmarasov model, modely k- &, k- W a ich variacie a i.

LES modely obsahuju ¢asovo zavislu simuldciu, ktord explicitne vyriesi vplyv velkych virov s
vyuzitim "filtrovanych" N-S rovnic a ostatné vplyvy sa rieSia modelovanim turbulencie tak, ako v
prvej skupine. Filtrovanie je v podstate matematickd manipulacia exaktnych N-S rovnic na
odstranenie virov, ktoré su mensie ako zvolena filtrovacia mierka, ktora pri priestorovom
filtrovani je uréena najcastejSie hustotou vypoctovej siete. Vysledkom je vyssia presnost ale
(najma pri vyssich hodnotach Reynoldsovho Cisla) pri podstatne vyssich narokoch na vypoctové
prostiedky, hustotu diskretizacie i vypoctovy ¢as oproti modelom z prvej skupiny. Casto sa preto
tato procedura kombinuje s vyuZzitim tzv. stenovych funkcii (vyuZivaju sa aj pri predchadzajicej
skupine), ¢o umozZniuje na velkej ¢asti kontrolného objemu podstatne zniZit hustotu vypoctovej
siete. Podobne ako Reynoldsovo priemerovanie filtracia generuje nové nezname, pre ktoré sa
vytvaraju modelové rovnice, aby kompletnd sustava rovnic bola riesitelna.
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Obr. 21.3. Zjednodusenie turbulentného prudenia v mieste ndhlej zmeny prierezu ¢asovym
priemerovanim. a) nestaciondrna situdcia, b) vysledok modelového riesenia

21.2 RANS rovnice a Reynoldsove napitia

Na zaklade Reynoldsovho dekompoziéného principu mozino nestaciondrnu, spojite alebo
diskrétne namerant nahodne fluktujicu veli¢inu rozloZit na jej priemernu (strednu) cast a na
odchylku od priemeru. Pre zloZky rychlosti v lokalite (x,y,z) a ¢ase t moZno tento rozklad

zapisat v tvare

v, =V, +v; (21.2)
kde
1 T
V,-(x,y,z,t)=;Ivi(x,y,z,t)dt (21.2)
0

je priemerna (stredna) hodnota i-tej zlozky rychlosti (obr. 21.4) a pre spriemerovanu fluktuaénu
odchylku v; od priemernej hodnoty plati

T

_ 1 ’

V,' :?J‘Vi (lelzrt)dtzo (213)
0

Casovy interval uréeny ¢asom T musi byt v tomto pripade (existuju aj iné metédy
priemerovania) velky, aby vysledky priemerovania boli Statisticky ustalené.

v, 4 a) ustaleny spriemerovany prud V; 4 b) nestacionarny spriemerovany prud
Vi (x,y,z,t)
J\AM AMAA N AAAM A\A 7 AIKAA/\AAMA
VV Wy WYY VV VVV vy vy
v, (X,Y,2) vi(x,y,z,t)
A >
0 T t

Obr. 21.4 Casovd zdvislost zloZky rychlosti a jej priemernej hodnoty v,
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Analogicky rozklad mozno uplatnit aj pre dalsie (skalarne) hodnoty vystupujice v zédkladnych
rovniciach prudenia (rovnica energie, dodato¢né termodynamické vztahy)

o=9+¢ (21.4)

kde ¢ predstavuje skaldrnu veli¢inu ako tlak, teplotu, energiu, entalpiu a i.

Dosadenim priemernych hodndét nezndamych premennych do sustavy zakladnych
diferencidlnych rovnic prudenia, s uplatnenim (21.3) a vyuzitim pravidiel matematickej
manipulacie s priemernymi hodnotami a ich odchylkami, dostaneme novl modelovu sustavu
diferencidlnych rovnic pruadenia vhodnu pre numerické spracovanie a pocitacové rieSenie. Napr.

2
rovnica kontinuity a N-S pohybové rovnice sa pre newtonovsku tekutinu s ﬂ=—§,u

a nestacionarnu ulohu zmenia na

op 9d , _

T =0 21.5

8t+8x,(pv') (21.3)
J, _ 0/ __ dp o ov, 87,- 2 . 0V, 0 ——
ZpvV+—(pyv. )= L 7 iyt 25 "k —(—pVV’ 21.6
at(pvl)+ axj (,OV/VJ) a)(l. + an |:/u{axj + a)(l. 3 I an ]:|+ an ( pV/ Vj) ( )

Rovnice (21.5) a (21.6) sa nazyvaju N-S rovnice s Reynoldsovym spriemerovanim, stru¢ne
RANS rovnice (Reynolds-Averaged Navier-Stokes equations). V rovniciach sa vSak objavili nové

nezname (—pva;) s rozmerom napadtia (tzv. Reynoldsove napatia), ktoré sa musia modelovat,
inak povedané prislusny model RANS musi obsahovat dodato¢né rovnice na ich uréenie, aby
cela sustava rovnic daného modelu bola riesitelna.

Pre prudenie stladitelnych tekutin mozno rovnice (21.5) a (21.6) interpretovat ako N-S
rovnice s Favreovym spriemerovanim, pri ktorom rychlosti predstavuju spriemerované hodnoty
podla hustoty a rovnice mozno analogicky pouZit pre modelové rieSenie uloh s premenlivou
hustotou.

21.3 Boussinesqova hypotéza

Tenzor Reynoldsovho napéatia je symetricky, takZe v RANS rovniciach sa objavilo 6
neznamych — tri normalové Reynoldsove napatia —(pu’_u’), —(pv’_v’), —p(w’w’) a tri Smykové
—(pu'_v'), —(pu'w’), —(pv’w’). Tvorba Siestich rovnic pre potrebu modelovania

spriemerovanych pohybovych rovnic sa spravidla nahradzuje jednoduch$im postupom. Casto sa
vyuZiva Bussinesqova hypotéza, podla ktorej tieto zlozky mozno vyjadrit pomocou gradientov

zloZiek priemernej rychlosti, turbulentnej kinetickej energie na jednotku hmotnosti k:%v;v,' a
turbulentnej (virovej) viskozity
—— dv, dv; ) 2 v,
vV )= | —L+=—L |-=| pk+ 213, 21.7
(p ] j) l[lt[axj aXi 3 p l[ltaXn I ( )
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Dostdvame tak potrebné rovnice pre urcenie Reynoldsovych napati, v ktorych uZ treba
modelovat pomocou vhodnej dodato¢nej rovnice len jedint nezndmu, turbulentnu viskozitu x,

. Takyto model sa Casto nazyva aj jednorovnicovy model. Turbulentnd viskozita ma rovnaky
rozmer ako dynamickad viskozita, ale je to charakteristika turbulentného priddenia a nie vlastnej
tekutiny. Takto m6Zme relativne jednoducho dost hrubym spdsobom aproximovat turbulentné
prudenie ako prudenie pseudotekutiny s lokalne sa meniacou "efektivnou" viskozitou (
,uef:,u+,ut), ktord aproximuje turbulenciu difdziou hybnosti a inych vlastnosti prudiacej

tekutiny.

Bez ohladu na to, akym spésobom sa uréuje u,, vyuzitie Bussinesqovej hypotézy vidy vnasa
do modelovania niekolko nezanedbatelnych limitujucich obmedzeni. Mimo iného predpoklada,
Ze viry maju vlastnosti ako molekuly, Ze turbulencia je izotropna a Ze existuje lokdlna rovnovaha
medzi napatim a deformdciou. Napriek tymto nedostatkom je Boussinesqova aproximacia
zakladom viacerych (v programoch CFD vyuzivanych) modelov turbulencie.

21.4 Modelovanie prudenia v blizkosti steny

Tenkd vrstva pradiacej tekutiny priliehajuca k stene telesa sa vyznacuje Specifickymi
vlastnostami a nazyva sa medznd vrstva. PretozZe viskdzna tekutina ma na stene nulovu rychlost
(prilipne na stenu), v medznej vrstve dochadza v normilovom smere k velkym zmendm
(gradientom) rychlosti - od nulovej hodnoty az po hodnotu blizku rychlosti volného (stenou
neovplyvneného) prudu. Obycajne sa za hranicu medznej oblasti povaZzuju body, kde lokalna
rychlost dosahuje 95 az 99 % rychlosti volného, stenou neovplyvneného prudu.

Priekopnici zdkladov tedrie medznej vrstvy (Prandtl, Blasius, Karman a i.) v prvej polovici
dvadsiateho storocia otvorili mozZnosti priblizného analytického riesenia Navier-Stokesovych
rovnic pre realnu (viskdznu) tekutinu rozdelenim oblasti pridenia na medznu vrstvu s
vyznamnym vplyvom viskdznych sil a okolit oblast s previadajucim Gcinkom zotrvaénych sil a
prakticky zanedbatelnym vplyvom viskozity (obr. 21.5).

hranica medznej vrstvy

pradenie so zanedbatelnym vplyvom

viskozity

P e

Obr. 21.5 Medznd vrstva a oblast prudenia s malym vlyvom viskozity

V neviskdznej oblasti pri konstantnej hustote sa poufzili Eulerove rovnice, pricom sa vplyv
malej oblasti medznej vrstvy zanedbaval. RieSil sa aj Specidlny pripad separacie prudu
(odtrhnutia medznej vrstvy od steny), kedy vplyv medznej vrstvy na mimostenovu oblast v
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oblasti tzv. Uplavu je vyznamny. Pre oblast medznej vrstvy sa vytvorili zjednodusené Navier-
Stokesove rovnice (tzv. rovnice medznej vrstvy), ktoré uz pre niektoré jednoduché pripady boli
rieSitelné, ale hlavne umozriovali porozumiet a urcovat prakticky dolezité veli¢iny ako odporova
sila (koeficient odporu), dynamicky vztlak, Smykové napatie tekutiny na stene a i.

Pravda, okolité volné prudenie vyznamne ovplyviiuje charakteristiky medznej vrstvy. Vplyv
maju predovsetkym tie veli¢iny prudenia, ktoré rozhoduju o pomere zotrvacnych a viskdznych
sil (rychlost, hustota, viskozita a tvar steny telesa), t.j. Reynoldsovo Cislo. Pri konkrétnych
pripadoch pradenia sa potom mozno stretnut s laminarnou medznou vrstvou (obr. 21.6a) alebo
turbulentnou medznou vrstvou (obr. 21.6b).

Y I a b
Ug o
( T
@) (
hranicaM vV
: C 1o
-
g J e
Tam hédmaM Vv > 5 q
> Ay . O -
A hranicaM Vv
P < /
— v 5" TurbulentnsMV
—4 S . b < > e
" Pofilrychbsti e o < """ pProfilspriem erovane jrychbst:
STENA %

Obr. 21.6 Charakteristiky lamindrnej (a) a turbulentnej (b) medznej vrstvy

Z hladiska uZivatela softvéru CFD je oblast medznej vrstvy délezita kvoli spravnej volbe
hustoty siete prvkov (MKP), resp. buniek (MKO) vypoctového modelu. Volbou hustoty
vypoctove] siete volime hustotu integracnych bodov v ktorych sa pre danu ulohu vycisluju
hodnoty hladanych funkcii. Pri nevhodnej (riedkej) sieti v oblasti velkych gradientov funkcii su
vypocitané hodnoty nepresné a znehodnotia vysledky v celej oblasti (v lepSom pride zlyha
konvergencia rieSenia, ¢o nas upozorni na problém so sietou).

Ako je naznacené na obr. 21.6a gradienty rychlosti (Au/Ay — du/dy) v lamindrnej medznej
vrstve sU mierne, hrubka medznej vrstvy O je relativne velkd a dostatoéné husta siet pri stene
sa da lahko odhadnut. Na zaklade analytického rie$enia laminarneho obtekania pozdiz tenkej
dosky by siet mala spifiat podmienku

vt (21.8)

Ug

IN

Y1

kde je © kinematicka viskozita tekutiny
¢ vzdialenost merana pozdiz steny od zadiatoéného bodu medznej vrstvy
u, rychlost volného pridu

y, vzdialenost taZiska priliehajucej buriky po stenu
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Pri internom lamindrnom prudeni v potrubiach a kandloch ma v oblasti rozvinutého pridenia
rychlostny profil parabolicky tvar a zmena rychlostného gradientu a teda aj zmena hustoty siete
po priereze sa da urcit analyticky. Hustota siete v takomto pripade sa skor riadi poZiadavkou na
kvalitu zobrazenia rychlostného profilu a inych premennych v numerickom postprocesore
programu.

Naopak pri turbulentnom pruadeni je hrdbka medznej vrstvy vyrazne menSia, gradienty
spriemerovanej rychlosti blizko steny su vysoké a zvySuju sa so zvySovanim Reynoldsovho cisla.
Charakteristika turbulentnej medznej vrstvy je komplikovanejSia a najdenie spravnej hustoty
siete zlozitejSie.

Zakladnu struktiru a vztahy pre turbulentnd medznd vrstvu opiSeme pre pomery plne
rozvinutého ustaleného nestlacitelného prudenia pozdiZ hladkej $irokej rovinnej steny v smere
x. Pociatok rovinného suradnicového systému (x,y) zvolime na stene, y-ova suradnica teda
predstavuje normalovu vzdialenost bodu od steny. Vztahy, ktoré uvedieme platia v podstate aj
pre prudenie v uzatvorenych kandloch a potrubi. Pomery pri obtekani telies su analogické,
komplikuje ich vsak problém odtrhnutia medznej vrstvy pri zvySovani Reynoldsovho Cisla a s
tym spojené zloZitejsie pomery v Uplave za telesom (obr. 21.7).

bod separacie
medzne] vretey

- - i ] o viskdzne vphrvy
P o _=__¢_—=.-_-_..;:==-—::-———-,‘?é-'—.—-

’ _rren:zax-_'s‘fmra_;,_,_‘___f e b L,_-:._..- e " .- uplav

- 1 D = “\l:_ K i
Re = 105 w ~ turbulentna separovana oblast

Obr. 21.7 Odtrhnutie medznej vrstvy

Pre Smykové napadtie pri stene na zdklade Bussinesqovej hypotézy a analdgie s laminarnym
pradenim plati vztah

7 7 a
Trurp = —PUV :ﬂti (219)

Velmi blizko pri stene su turbulentné fluktuacie vzhladom na malu rychlost prddu (malé lokalne
Reynoldsovo &islo) a tiez z dévodu ich timenia bezprostrednou blizkostou steny velmi malé a v
superpozi¢énom vztahu

T="T\ym+ Ty = (,u+ﬂt)a—u (21.10)
dy
prevlada viskdzne Smykové napatie (obr. 21.8a). Tato oblast sa nazyva viskézna subvrstva (obr.
21.8b). Vo vonkajSej Casti medznej vrstvy sa uZ naplno rozvinulo turbulentné prudenie s
klesajucim Smykovym napatim, ktoré za hranicou medznej vrstvy vo vzdialenosti & od steny uz
vo volnom prade s rychlostou U, je zanedbatelne malé. Prechod medzi viskéznou a
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turbulentnou vrstvou tvori prechodova vrstva, kde sa uplatiiuju v uréitom pomere viskdzne i
turbulentné efekty.

a - b
y A y‘ UO
Vonka i vrstva
T Vrstva sphe rozvi-
nutou tubulenciou
0
u
T
T Prechodova vistva
B
4 Viskéma subvistva
T.

Obr. 21.8 Typicky priebeh smykového napditia (a) a rychlostného profilu (b) turbulentnej
medznej vrstvy

Pretoze viskdzna subvrstva je velmi tenka a rychlost sa v nej meni od nulovej hodnoty az
takmer na rychlost volného pridu, mozno profil rychlosti v tejto vrstve povazovat za linearny s
konstantnym gradientom

=konst (21.12)

a pre tzv. stenové smykové napdtie vo viskdznej subvrstve potom podla Newtonovho zdkona
viskozity plati

—ovd  alebo Y (21.12)
y y

Vyplyva z toho tiez, Ze stenové Smykové napdtie 7, je po celej hrubke viskdznej subvrstvy

konstantné (obr.21.8a).

Odmocnina z 7, /p ma rozmer rychlosti a ujal sa pre riu ndzov trecia rychlost

u. =4z, /p (21.13)

Po jej dosadeni do (21.12) mozZno rychlostny profil vo viskdznej subvrstve vyjadrit v
bezrozmernej forme

=Ly (21.14)
(Y

pretoZe pomer v/u, (tzv. viskdzna dizka) ma rozmer dizky. Experimenty potvrdzuju dobru
platnost rovnice (21.14) pre hladké steny v rozmedzi 0 <yu_ /v <5. Potom pre priblizny odhad

hrubky viskdznej subvrstvy plati
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5 =2V 22V U (21.15)

Hrabka viskdznej subvrstvy je teda umerna kinematickej viskozite tekutiny a nepriamo umerna
rychlosti spriemerovaného volného prudu. Pri internom prudeni potom vysoka rychlost
pradenia splostuje profil rychlosti a pri velmi vysokych Reynoldsovych ¢islach sa profil pridu
blizi profilu rovnomerného prudenia.

V analyzach medznej vrstvy sa oby¢ajne pouZiva tzv. normalizovand bezrozmernd rychlost u*

a normalizovand bezrozmernd vzdialenost od steny y*

<l

u _ +_u1- _ Tw/p
—= y =—V=
U, \7,/p v v

y (21.16)

Potom rovnicu (21.14), ktora je vyjadrenim tzv. zdkona steny mozno pre viskdéznu subvrstvu
zapisat jednoducho

ut=y* 0<y*<s5 (21.17)

Vo vonkajsej vrstve (obr. 21.7) je rychlostny profil nezavisly od viskozity, ale zavisi hrabky
medznej vrstvy a pripadne i inych parametrov volného prudu. Na zaklade rozmerovej analyzy tu
plati funkény vztah

Uy—u y
(Y o1

u,

D4 sa ukazat, Ze pri poZiadavke hladkej navaznosti rychlostného profilu vonkajsej a viskoznej
medznej vrstvy musi vo vrstve s plne rozvinutou turbulenciou platit vztah

1
==ty

U
= +C (21.19)
u. kK 0

tzv. logaritmicky zdkon steny. Aproximacné hodnoty konstant v tomto vztahu pre hladku stenu
si k=0,4 a C=5,0. Takze v stru¢nom zapise s normalizovanymi hodnotami pre tuto oblast
turbulentnej medznej vrstvy dostavame

u =2,5Iny"+5 ~30<y" <~300 (21.20)

V suradnicovom systéme (Iny™, u") je to priamka a vztah (21.17) pre viskdznu subvrstvu sa

potom zmeni na krivku (obr.21.9). Prepojenie medzi obidvomi c¢iarami podla vysledkov
experimentov tvori Ciarkovana krivka uddvajuca zaciatok vrstvy s plne rozvinutou turbulenciou

(alebo regiénu logaritmického zdkona) s hodnotou y*= 30 ai 60. Koniec platnosti

logaritmického zdkona je podla experimentalnych merani pri hodnote y*= 300 aZ 600 (obr.
21.10).
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ut=5+2,5 hy+

Obr. 21.9 Nadvdznost Ciar viskéznej subvrstvy (21.17) a vrstvy s logaritmickym vztahom (21.20)
cez prechodovdu vrstvu

Za hranicou platnosti logaritmického profilu normalizovanej rychlosti sa dostavame do
oblasti vonkajsej vrstvy a volného prudu, kde jeho tvar zavisi od podmienok v tejto oblasti (obr.
21.10).

30 T
[ silne narastajtici tak ———————————
u+ L obtekanie tenkej dosky ————
L pradenie v potrubi, ———
251 silne klesajuci tlak ——

20]-

ut=25ny"+5

@\5” prechodova log vrstva vonkajsia vrstva

Il Il ]
1 10 100 1000 10t y*

Obr. 21.10 Experimentdlno-analytickd charakteristika medznej vrstvy turbulentného prudenia

VyuZitie uvedenych normalizovanych charakteristik turbulentnej medznej vrstvy na spravnu
volbu hustoty siete v blizkosti steny zavisi od pouZitého modelu turbulentného priadenia a
postupov, ktoré sa v danom programe vyuZivaju na optimalne vystihnutie pomerov v tejto
oblasti.

21.5 Vplyv drsnosti steny
Problematiku vplyvu drsnosti steny mozno stru¢ne ozrejmit na priklade ustaleného plne
rozvinutého turbulentného prudenia tekutiny s konStantnou hustotou QO aviskozitou U vo

vodorovnom kruhovom potrubi so zanedbanim tiazovych sil (obr. 21.11). V potrubi na urcitej
dizke L vsmere prudenia dochidza kpoklesu tlaku (tlakovej strate) p, >0 ucinkom

Smykového napadtia 7(r) tekutiny a za urcitych okolnosti aj ucinkom drsnosti steny. Zaujima

nas, kedy a ako drsnost steny potrubia ovplyvriuje velkost tlakovej straty.
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Uvodom treba povedat, Ze pri turbulentnom prideni nepozname analyticky vztah pre
Smykové napatie (21.10) a preto sa tlakova strata urcuje za pomoci experimentdlne uréeného
bezrozmerného (Fanningovho) koeficientu trenia vyjadrujiceho pomer stenového Smykového
napatia 7,, a dynamického tlaku strednej hodnoty spriemerovanej rychlosti pradenia tekutiny

(jednoducho oznacenej ako u)

¢ = (21.21)

=—w
2PU

Rychlost U moZno urcit meranim prietocného mnozstva tekutiny a stenové napatie mozno
vyjadrit tieZ pomocou meratelnych veli¢in. Pre silové pomery na vyznacenom objeme tekutiny
totiz vzhladom na ustdlené prudenie (nulové dynamické sily) plati

Tw
T R=D/2
p P-Ps Tr

X,U

Tw

Obr. 21.11 Tlakovy pokles (tlakovd strata) v kruhovom potrubi na dizke L (p,>0)

prr’ —(p—p,)ar’ —27zrlt =0

Z toho dostavame linearny priebeh Smykového napatia po priereze

r=Psy (21.22)
2L
s maximalnou hodnotou na stene potrubia
p p,D
Tax = Tw =2—ER=—£L (21.23)

Z tejto rovnice a definicie (21.21) dostdvame vztah pre vypocet tlakovej straty na dizke AL
_ L 1 2\ _ L 1 2
p5—4cf6(5pu )—fB(EpU ) (21.24)

Nasobok f=4c, sa nazyva Darcyho koeficient trenia.

Koeficienty trenia zavisia od Reynoldsovho Cisla arelativnej drsnosti steny /D (€ je
priemernd vyska drsnosti) a ziskali sa pracnymi experimentalnymi meranimi na rdrach s umelo
vytvorenou drsnostou. SU spracované do tabuliek, grafov alebo sa urcuju z funkcionalnych
vztahov zaloZzenych na nameranych hodnotach.

Popularna je Colebrookova rovnica
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1 D 251
L ——2log,y| £/2+ 251 Re >4000 (21.25)
Jf 3,7 Reyf

pretoZe jej (na vyCislenie f nie prdve najvhodnejsi) tvar je graficky spracovany do Moodyho
diagramu (obr. 21.12), z ktorého mozno f odditat pre zadanu relativnej drsnost a Reynoldsovo

Cislo. Pre priemyselné rury, ktorych drsnost ma obycajne iny charakter ako umelo vytvorena
drsnost, su k dispozicii ekvivalentné drsnosti vyhovujice pre uvedené definicie koeficientov.
Koeficient f sa jednoduchsie vycisluje z Haalandovho aproximaéného vztahu

1,11
1 /DY 6,9
—=1,8|og10KLj > } Re > 4000 (21.26)

\/7 3,7 Re

Rovnica (21.24) sa vyuziva aj na urcovanie tlakovej straty pri lamindrnom pradeni.

V takomto pripade koeficient f zavisi len od Reynoldsovho Cisla a plati linearny vztah

_&4

f= e (21.27)

D4 sa to lahko dokazat, pretoZe vtomto pripade rovnica (21.10) sa zmeni na klasicky
Newtonov zakon viskozity

du
T=U— (21.28)
dr
a strednu hodnotu rychlosti mozno urcit analyticky. Podla rovnic (21.22) a (21.28) pre gradient
rychlosti v radialnom smere plati
du_1p,

(21.29)
da 2uL

Integraciou tohto vztahu podla r s uplatnenim okrajovej podmienky r =R—u=0, dostaneme
vztah pre rychlostny profil po priereze potrubia

u(r):ﬁ(Rz—rz):ﬁ(Dz—dz) (21.30)

so strednou hodnotou (oznacenej opat ako U ) rovnou polovici maximalnej rychlosti

p,D?

u= (21.31)
32uL

Dosadenim tejto hodnoty a stenového napétia (21.23) do definicie Fanningovho koeficientu

(21.21) a po rozdeleni u® na sudin uu dostdvame

p,D
16 16
= AL 5 2 Re <2300 (21.32)
Lou pD> pPub Re
2 lpusi
2" 3uL M

Pre Darcyho koeficient potom plati
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64
f=4cf =— Re <2300 (21.33)
Re
Informacny tvar Moodyho diagramu, uz aj so zabudovanim vztahu (21.33), je uvedeny na
obr. 21.12, jeho presnejsie tvary vhodné na odcitanie koeficientov trenia mozno najst

v priruckdch alebo na internete.

evve

Ako vidiet v oblasti turbulentného prudenia najnizsie hodnoty koeficientu trenia ma hladka
stena; ani v tomto pripade neklesa Uplne na nulu vzhfadom na prilnavost prudu k stene (nulova
rychlost pri stene). Kritickd prechodova oblast medzi laminarnym a turbulentnym pridenim
dava len orientacné hodnoty koeficienta, pretoZze prudenie pri tychto hodnotach Re moéze byt
laminarne alebo turbulentné, pripade uc¢inkom malych pordch v pradeni oscilovat medzi tymito
dvomi stavmi, atak sa subeine mbéze menit aj koeficient trenia. Za prechodovou zénou
turbulentného prudenia, ako vidiet, koeficient trenia pri danej drsnosti uZ nezavisi od
Reynoldsovho Cisla. PretoZze oznaCovanie koeficientov trenia nie je ustalené, treba pri
diagramoch atabulkdach davat pozor na to, aby nedoslo kzdmene Fanningovho a Darcyho
koeficienta. Kontrola v diagramoch, kde je uvedend aj lamindrna oblast, je jednoducha — pri
hodnote Re=1000 v prvom pripade musime dostat 0,016 a v druhom 0,064.

o, Kritické L
Laminarne «<—<«——>———> Turbulentné pridenie

10

|
|
|
08 %%
BERN e ¢/D=0,05
G ?9,;‘ TR N
=06 2
g A\ o s %
5 \% pa - €/D = 0,02
E 04 YA a8 >
o 7y, b , ,
g . gy | ™ Plne turbulentna oblast
203 %0, —
ca ~
<0,
% T ¢/D = 0,002

M F_ff__,,,_,—"-’ Hranica zén

[
|
I
02 +
I
I
|
: Hladka stena

.01

2000 Reynoldsovo &islo Re

4000

Obr. 21.12 Moodyho diagram (zjednodusend schéma)

Modelovanie turbulencie v programe Ansys Fluent

V programovom baliku Ansys sa nachadza aj povodne samostatny program Fluent so
Sirokymi moznostami numerickej simulacie Gloh dynamiky tekutin. PouZijeme ho na ilustraciu
postupov rieSenia prikladov turbulentného pruadenia tekutin s niektorymi jeho modelmi
turbulencie.
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Tak ako vsetky programy CFD aj program Ansys Fluent sa sklada z troch zakladnych ¢asti: (1)
Z predprocesora vyuzivaného na tvorbu alebo nacitanie geometrie, tvorbu vypoctovej siete,
definovanie zaciatocnych a okrajovych podmienok a zadanie parametrov tekutiny a prudenia.
(2) Z riesica, ktory (u tohto programu metddou konecnych objemov) vytvori a iterachym
spOosobom vyriesi vyslednu nelinedrnu sustavu rovnic Ulohy a (3) z postprocesora, ktory slUzi na
numerické spracovanie a graficku vizualizaciu vysledkov.

V oblasti, ktora nas v tejto Casti zaujima, ponuka program tieto moznosti simulacie prudenia:

® Dvojrozmerné rovinné, osovo, resp. rotacne symetrické a trojrozmerné

e Ustadlené anestaciondrne

* Nestlacitelné alebo stlacitelné vo vsetkych rychlostnych rezimoch (pomalé subsonické,
transonické, supersonické a hypersonické)

e Neviskdzne, laminarne, turbulentné

¢ Newtonovské, nenewtonovské

Metddu konecnych objemov (MKO), ktoru Fluent vyuZiva na rieSenie sustavy diferencialnych
rovnic prudenia, mozno charakterizovat aj ako 3pecidlny (zjednoduseny) pripad MKP, kedy
interpolacnd (aproximacnd, tvarovd) funkcia je na celej oblasti prvku (budeme ho nazyvat
bunka) rovna jednej a hodnoty premenych sa potom v oblasti bunky nemenia. Pripominame, ze
v MKP m3 interpolacna funkcia prvku jednotkovu hodnotu len v uzlovych bodoch a po prvku sa,
tak, ako aj primarna neznama, linearne, kvadraticky a pod. meni podla kvality prvku.

Bunka v MKO obsahuje len jeden uzol (zaroven aj integratny bod) S umiestneny v
geometrickom taZisku bunky (obr. 21.13). Diskretizaciu parcidlnej diferencidlnej rovnice potom
mozno vykonat jednoduchsie (ale menej

Obr. 21.13 Jednorozmerny konecny objem s uzlom S

presne) ako v MKP. Napr. pre jednorozmernu ulohu sa prva derivacia premennej U na
hraniciach m a n bunky jednoducho vyjadri ako rozdiel hodn6t premennej v susednych uzloch
vydeleny ich vzdialenostou

ou|  us—ug ou|  ur—ug

bl . et
ox|, Xs—Xg ox|, X;—Xg

Druhd derivacia tejto premennej v uzle S sa potom aproximuje ako rozdiel tychto hodnét
podeleny dizkou bunky
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azu| _ax,, aXm
axz‘s_ X, =X,

Druhou, menej prijemnou strankou takejto jednoduchej diskretizacie je, samozrejme, nutnost
modelovania velmi hustej siete buniek v oblastiach vysokych gradientov premennych, aby sa
zarucila dostato¢na presnost vysledkov.

Ansys Fluent poskytuje uzivatefovi pomerne Siroky vyber modelov turbulentného prudenia,
ktorych vacdsina je typu RANS zaloZenda na Boussinesquovej hypotéze. Spomenme aspon
jednorovnicovy Spalart-Allmarasov model a popularne dvojrovnicové k-€ a k- W modely, kde

k=Y (u?+v>+w") (21.34)

je merna (vztiahnutd na jednotku hmotnosti) spriemerovana kineticka energia, €je rychlost jej
disipaciea w=¢/k.

Z tejto skupiny sa Ciastoc¢ne vyclenuje model RSM (Reynolds Stress Model), pri ktorom sa za
ucelom spresnenia rieSenia vypusta Boussinesquovej hypotéza a modeluju sa vsetky zlozky
Reynoldsovho napétia a tieZ rychlost disipdacie. K spriemerovanym N-S rovniciam je pri tomto
modeli potom potrebne zostavovat a riesit pat dalSich rovnic pre 2D prudenie, resp. sedem
daldich rovnic pre 3D prudenie. DalSou skupinou st LES (Large Eddy Simulation) modely s
vyrazne vyssimi narokmi na hardvérovy vykon a spotrebu strojového c¢asu najma pri vyssich
Reynoldsovych cislach a komplexnom geometrickom tvare vySetrovanej oblasti.

Prudenie v blizkosti steny sa modeluje dvomi spésobmi. Prvy spdsob spociva vo vytvoreni
velmi hustej siete buniek v oblasti blizko steny, najma v oblasti viskdznej a prechodovej
medznej vrstvy (obr. 21.14), pretoZe v takomto pripade sa pracuje s modelom, ktory aj tuto
oblast s vysokymi gradientami neznamych riesi numerickou integraciou rovnic vypoctového
modelu. Ako sme vyssie naznacili MKO v takomto pripade vyZaduje v okoli steny velmi hustu
siet s hodnotou y* =1 pre normalizovanu vzdialenost taZiska najbliziej bunky od steny, ¢o pri
ulohach s vysokymi hodnotami Re vedie (viskdzna medzna vrstva v takychto pripadoch moéze
mat hodnoty mensie ako 1 mm - nemylit si to s y*) na numericky tazko zvladnutelny velky
systém rovnic. Casto sa takéto modelovanie okolia steny nazyva aj modelovanie pre nizku
(turbulentnu) hodnotu Reynoldsovho Cisla (Low-Reynolds-Number Turbulent Modeling). Vyuziva
sa v pripadoch, kedy to pomerne nizka (turbulentnd) hodnota Re (mysli sa tym Re vo vnutornej
medznej vrstve, nie globalna hodnota Re) dovoluje, alebo vtedy, ked je to nevyhnutné
(separacia prudu, lamindrno-turbulentny prechod, komplikovany prenos tepla a i.).

Druhy sp6sob sa vyuZiva v pripadoch, kedy hustota siete potrebna na dostatocne presné
numerické rieSenie oblasti v okoli steny by viedla na neprijatelne vysoky pocet rovnic
diskrétneho modelu ulohy. V takom pripade sa hladané premenné v okoli steny urcuju
pomocou empiricko-analytickych funkcii s ndzvom stenové funkcie. Program zabezpeci
prepojenie takto ziskanych hodnét v oblasti medznej vrstvy s hodnotami v susediacich
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diskrétnych bodoch vypoctovej siete v miestach dalej od steny, kde uz mdze byt siet buniek
podstatne redsia (obr. 21.15).

A
Vnutorna vrstva Vonkajsia vrstva
< >
ut
I/’

TVonkaj ia vrstva
Viskdzna i Vnutorha vrstva
subvrstva |/

/[ Prechodovd| Log. vrstva Prechodovd
o vrstva a viskdzna
el subvrstva [
»
5 ~30 ~300 y*

——> TaZisko prvej bunky s y*as

Obr. 21.14 Princip modelovania v blizkosti steny pre nizku (turbulentnu) hodnotu Reynoldsovho
Cisla (Low-Reynolds-Number Turbulent Modeling)

Vnutorna vrstva Vonkajsia vrstva
<
<

) Plne turbulentna
vrstva

Viskdzna

Prechodova
subvrstva

a viskdzna Oblast vyuZivajuca|stenové funkcie

Prechodova| Log. vrstva subvrstva

- vrstva
e ®

»
>

5 ~30 ~300  yt

——> Tatisko prvej bunky s 30< y*<300 <

Obr. 21.15 Princip modelovania v blizkosti steny s vyuZitim stenovych funkcii

Turbulentny model mdze byt uréeny pre prvy alebo druhy sp6sob riesenia ulohy v blizkosti
steny, alebo moéze byt upraveny tak, Ze podla zadanej kvality siete voli niektord z tychto
moZnosti. V tejto suvislosti treba povedat, Ze na vyvoji postupov ¢o najmenej citlivych na y*
hodnoty v blizkosti stien geometricky komplikovanych oblasti sa permanentne pracuje a
uzivatelské moznosti sa liSia podla aktudlnosti pouzivanej verzie programu.

VSeobecna forma rovnic turbulentného modelu je analogicka s prenosovymi (transportnymi)
rovnicami chemicky reagujucich zloZiek prenasanych pradom tekutiny
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99,599 49 492 _ 21
8t+v’8x, aaxj{daX}+P(¢) D(9) (21.35)

i

kde ¢ je zovieobecnena turbulentnd premennd, d je difuzivita, v; su zloZky spriemerovanej
rychlosti a d je konstanta. Cleny na lavej strane rovnice reprezentuju konvektivny transport ¢

a prvy Clen na pravej strane jej difuziu. Funkcie P(¢) a D(¢) simuluju produkciu a deStrukciu ¢

Spalart-Allmarasov model

Spalart-Allmarasov model je jednorovnicovy RANS model vyuZivajuci Boussinesqovu
hypotézu (21.7) na urfenie Reynoldsovych napati, v ktorej sa ignoruje ¢len s turbulentnou

kinetickou energiou k a turbulentnd kinematicka viskozita o=, /p sa modeluje rovnicou

(pouzijeme oznacenia podla teoretického manualu programu Ansys)

2
d, . 0, . 1|0 0D oD
— —(piv,)=—| — —t+CLp| =— | |+G,-Y, +S, (21.
at(pv)+a)(i(,ovv,) |ax (ﬂ+pv)axj + bszan] +G,—Y,+S; (21.36)

kde o, C,, su konstanty, funkcia G, modeluje produkciu turbulentnej viskozity 0 a Y, jej
deStrukciu potrebnu na simuldciu jej timenia v blizkosti steny. S; je funkcia zdroja turbulentne;j

viskozity, ktory v pripade potreby méze zadat uZivatel programu. Podrobny rozpis tychto funkcii
a hodnoty dalSich konstat uréenych empirickou kalibraciou modelu moZno najst v manuali.

Vo vychodzom nastaveni modelu na obr. 21.15 je produkcia turbulentnej viskozity (Spalart-
Allmaras Production) uréovana tenzorom rychlosti rotacie, t.j. virivostou (Vorticity-Based), pri
druhej moznosti (Strain/Vorticity-Based) kombinaciou rychlosti deformacie a rychlosti rotacie.
Zapnuté je tlmenie turbulencie v oblastich s nizkou lokdlnou hodnotou Reynoldsovho Cisla
(Low-Re Damping) a uzivatel nebude zadavat funkciu pre nim definovany zdroj turbulencie
(User-Defined Functions).

B viscous Model &3
Model Model Constants
Tnviscid Cbl i
Laminar 0.1355
@) Spalart-Allmaras (1 eqn)
k-epsion (2 eqn) Ch2 L
k-omega (2 eqn) 0.622 1
Transition k-kl-omega (3 eqn)
Transition SST (4 egn) Cvl
Reynolds Stress (5 eqn) 7.1
Spalart-Almaras Production ow?
@) Vorticity-Based 0.3
Strain/Vorticity-Based hd

User-Defined Functions

Turbulent Viscosity
| none -

OK Cancel Help

Spalart-Almaras Options
| Low-Re Damping

Obr. 21.15 Okno programu Ansys Fluent s vychodzimi charakteristikami Spalart-Allmarasovho
modelu

Spalart-Allmarasov._model predpokladd rieSenie viskéznej medznej vrstvy priamou

integraciou, t.j. vyZaduje sa vysoka hustota siete v blizkosti steny (y*" =1) i ked program Ansys
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zabezpecuje, ze model nezlyha ani v pripade redSieho delenia, pokial sa dodrzia zasady tvorby
vypocltovej siete pre vyuZitie stenovych funkcii s y©>30. Bol vytvoreny pre ekonomické
rieSenie Uloh kozmického vyskumu, nehodi sa pre Ulohy s vyraznejSou separaciou prudu a pre
presnejSie rieSenie beinych priemyselnych Udloh turbulentného pridenia je pouzite
viacrovnicovych modelov spolahlivejsie.

21.6 Standardny k- £ model a jeho modifikacie

Standardny k-& model je poloempiricky dvojrovnicovy model zaloZeny na modelovych
rovniciach prenosu turbulentnej kinetickej energie k (na jednotku hmotnosti) a jej rychlosti
disipacie €.

Jeho prvy navrh je z roku 1972 a odvtedy presiel mnohymi vylepSeniami, nehovoriac o vzniku
jeho modifikacii (k-& RNG, k- & realizable), ktoré odstranili jeho systémové nedostatky pri
rieSeni niektorych Specifickych uloh. To vysvetluje kvalitu, Siroké vyuZitie a popularitu tychto
modelov.

Pri odvadzani rovnic modelu sa zavadza predpoklad, Ze prudenie je plne turbulentné so

zanedbatelnym vplyvom molekuldrnej viskozity. Standardny k- €& model je preto uréeny len na
rieSenie plne turbulentného pradenia.

Zakladom modelu su dve diferencidlne rovnice aproximujice (modelujuce) transport k a €
(pozri teoreticky manual programu Ansys), ktorych rieSenie umoznuje urcovat turbulentnu
(virovu) viskozitu g, ako urcitd kombindciu tychto veli€in zo vztahu

Hy=pC, k" /e (21.37)

kde C, je konstanta (pre tento model C, = 0,09). Pri znamej hodnote 4, moZno uz potom
uréovat Reynodsove napdtia pomocou Boussinesqovej hypotézy (21.7) a model je takto

kompletny.

Model obsahuje viacero empirickych konstant uréenych experimentami so vzduchom a

.....

zadavacej tabulke modelu mozZno niektoré menit, ¢o sa vsak neodporica pri nedostatku
skusenosti s tymto modelom a s urcitou tiedou Castejsie rieSenych uloh

B viscous Model &3
Model Model Constants
Inviscid Cmu o
Laminar 0.09
Spalart-Almaras (1 egn)
Q) k-epsilon (2 eqn) Cl1-Epsion
k-omega (2 egn) 1.44 3
Transition k-kl-omega (3 eqn)
Transition SST (4 egn) C2-Epsion
Reynolds Stress (5 eqn) 1.92
k-epsion Model TKE Prandt! Number
@) standard 1
RNG T
Realizable User-Defined Functions
Near-Wall Treatment Turbulent Viscosity

@) standard Wall Functions ‘"0"3 '|
Non-Equiibrium Wal Functions | | prandtl Numbers
Enhanced Wal Treatment -
User-Defined Wal Functions pEREdTumbe)
|n0ne - ‘
TDR Prandt Number L
|n0ne - ‘
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Na druhej strane je uZitoéné nieco vediet o volbe stenovych funkcii v okne Near-Wall
Treatment. Ako sme uZ uviesli Standardny k- € model (ale i jeho modifikacie a tieZ RSM a LES
model), na rozdiel od Spalart-Allmarasovho modelu a kK — @ modelov, je vytvoreny na rieSenie
plne turbulentného pruadenia. Stenové funkcie preto slizZia na to, aby tento model (ale i dalSie
tohto typu) zvladol aj prudenie okolo steny, kde sa objavuje aj laminarne a zmiesané prudenie.

Program implicitne ponuka standardné stenové funkcie (Standard Wall Functions). Pri tejto
volbe normalizovana vzdialenost kazdej bunky susediacej so stenou by mala spifiat podmienku

30<y* <300, optimalne by mala byt ¢o najblizdie k hodnote 30. (Tdto poZiadavka plati aj pre
volbu nerovnovaznych stenovych funkcii — Non-Equilibrium Wall Functions.) V tychto pripadoch
sa oblast okolia steny teda riesi klasicky pomocou stenovych funkcii (obr. 21.15).

Standardné stenové funkcie pracuju dobre pre Sirokd oblast prideni obmedzenych stenou,
pravda, nie su spolahlivé v Specialnych pripadoch priadenia, najma tych, kde sa v blizkosti steny
vykytuju silné tlakové gradienty porusujuce rychlostny profil, pri separdcii prudu a jeho
opatovnom spajani a pri vSetkych geometrickych alebo inych zasahoch do pradu vyvolavajucich
jeho nahlu zmenu spojenu s nahlymi zmenami tlaku. V takychto pripadoch mdze zlepSenie
vysledku v okoli steny najma Smykového stenového napatia (koeficient trenia) a prenosu tepla
(Nusseltovo a Stantonovo ¢islo) priniest volba nerovnovaznych stenovych funkcii.

Volba vylepseného riesenia okolia steny (Enhanced Wall Treatment) je uréend na zlepsenie
priameho integralneho rieSenia oblasti medznej vrstvy steny (obr. 13) za viskéznou subvrstvou
pomocoou Speciadlnych stenovych funkcii. Tato volba umoznuju tiez vyuzitie k- € modelov aj pri

hustom deleni medznej vrstvy s podmienou y* <5.

21.7 Urcovanie vstupnych parametrov turbulentného priudenia

Pri rieSeni Uloh s turbulenciou treba na hraniciach (plochach, ¢iarach), kde (turbulentny) prud
vstupuje do kontrolného objemu, zadat turbulentné parametre vstupujiceho prudu. Tieto
charakteristiky sa zadavaju vo forme turbulentnych okrajovych podmienok.

Idedlny je pripad, kedy tieto charakteristiky pozndme z experimentalnych merani (napr. v
aerodynamickom tuneli). Program umozniuje tieto numerické alebo analytické hodnoty nacitat
a ulozit ako subory so zvolenymi nazvami a potom ich nacitat ako vstupné hodnoty pre
prislusnd vstupnu oblast. Nasledujuci obrazok ukazuje nacditanie takéhoto tzv. profilu pre k- €
model a vstupnu oblast s nazvom velocity-inlet-6
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@& Velocity Inlet @

Zone Mame
| velocity-inlet-6

Momentum lThevmaIl Radallnn\ Spec\es‘ DPM ‘ Mu\tiphase\ uos |
Velocity Specification Method Components

Reference Frame | absalute

£ ||ie e

Coordinate System | Cartesian (i, ¥, Z)

%-Velocity (m/s) [7 vel-prof x

<

Y-Velocity (m/s) [ 0 constant

2-Velacity (m]s) [ | velprofu

Turbulence
Speckication Method |y and Epsion

Turbulent Kinetic Energy (mz/s2) | turb-prof tke v

Turbulent Dissipation Rate (m2/s3) |7 turb-prof eps

V prislusnych kolonkdach su uvedené nazvy suborov obsahujuce polohové suradnice a

prislusné hodnoty vstupujucich zloziek rychlosti (u a w, zlozka v je nulovd) a tiez ka €.

Pri mnohych Uulohach sa vsSak turbulentné okrajové podmienky zadavaju vo forme
odhadnutych konstantnych hodnot. Zaddvacia tabulka pre vstupnu rychlost turbulentného

prudu potom vyzera takto

FE Velocity Inlet |£|
Zone Name
| vstup
Momentum | Thermal| Radiation | Species| DPM | Muliphase| UDS |
Veloctty Spedification Method [Magn'rtude, Normal to Boundary ']
Reference Frame’ Absolute v]
Velocity Magnitude (m/s) | ’constant 'l
Turbulence
Specification Method [K and Epsion ']
Turbulent Kinetic Energy (m2/s2) | [Cons[ant - I
Turbulent Dissipation Rate (m2/s3) ’congtant vl
[ OK ] [Cancel] I Help |

a treba do nej zadat vstupnu priemernd rychlost u, a odhadnuté hodnoty k a &. V riadku
Specification Method mozino pre jednotlivé turbulentné modely zvolit aj iné (konstantné)
charakteristiky vstupného turbulentného prudu. Napr.:

Intenzita turbulencie I a turbulentné dizkové meritko ¢

[ ]
Intenzita turbulencie I a turbulentny viskézny koeficient u, / u

® Intenzita turbulencie I a hydraulicky priemer D

e Modifikovand turbulentna viskozita V'

a pri Specidlnych turbulentnych modeloch mnoizstvo dalsich.

Manudl programu poskytuje viacero vztahov pre odhad charakteristik vstupného
turbulentného pradu, z ktorych uvedieme len niektoré, platné pre plne rozvinuté turbulentné

prudenie v potrubi.
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Pre intenzitu turbulencie priblizne plati

1= =0,16(Re) ™ (21.38)
Uo

Meritko turbulentnej dizky pre kruhové potrubie mozno odhadnut ako
¢=0,07D (21.39)
Modifikovana turbulentna viskozita pre Spalart-Allmarasov model sa potom vypocita zo vztahu

v=\/§u01£ (21.40)

Priklad 21.1

Uvazujte rovné kruhové potrubie s hladkou vnitornou stenou o dizke L s priemerom d =0,2
m. Do potrubia sa privddza vzduch s priemernou rychlostou u,= 1 m/s a na jeho konci sa

odvdadza do okolia s atmosférickym tlakom. Hustota vzduchu je p= 1,2 kg/m® a dynamicka
viskozita #4=1,79 10" Pa-s. Treba uréit rychlostny profil plne rozvinutého ustaleného pridenia

vzduchu v potrubi a velkost trecieho koeficientu pre odhad dizkovej tlakovej straty.
RieSenie
Pripravné vypocty

Jedna sa o turbulentné pradenie pretoze Reynoldsovo Cislo je

Re o Pod _1,2:1:0,2

g 10~ 13408>2300
H 13-

Pri vstupe vzduchu do potrubia zane sa postupne prejavovat vplyv steny vytvaranim
medznej vrstvy a plne rozvinuté turbulentné pradenie sa dosiahne len na urcitej vzdialenosti od
vstupu s nazvom vstupna dizka L, . Pre jej priblizni hodnotu v pripade turbulentného pridenia

v kruhovom potrubi plati
L, ~4,4dRe"® =4,4.0,2-13408"° = 4,29 m

Na dosiahlo plne rozvinutého prddenia v riesenom potrubi, by teda mala stadit tato dizka;
aby ste vSak mohli jasne zaznamenat kvalitu ustalenosti rychlostného profilu pri pouzitom
modeli turbulencie, zvolte dizku L=8 m.

Uloha je pomerne jednoduchd a mozno ju riesit numerickym integrovanim rovnic modelu v
celej oblasti vratane medznej vrstvy (t.j. bez vyuZitia stenovych funkcii); potom ale diskretizacia
oblasti v blizkosti steny musi byt dostato¢ne husta. Pre bezrozmernu vzdialenost taZiska bunky
susediacej so stenou by podla (21.17) malo v takomto pripade platit

y" <5



a pre skutoénu podla (16) plati
ot
Pu;

Ay olz,
Yo,

Pre uréenie neznameho stenového Smykového napétia 7z, v tomto vztahu v3ak treba najprv

poznat treci koeficient f.Vypocita saz(21.26) pre hladkd stenu (€=0)

1 6,9 6,9
——=-18log,,~~=-1,8log;y———=592 -  f=0,029
Jf 810 ke 81013408 d

Stenové Smykové napatie sa teraz uz da urcit z (21.21)
7, =%c;pup =% fpu; =+0,029-1,2-1% = 0,00435 Pa

TakZe privolbe y* =2 pre vzdialenost taZiska bunky ¥ potom plati

1,7910°
y=£y+\/p/fw =%2 1,2 /0,00435 =0,00056 m
o

’

Vypoctovu siet teda treba vytvorit tak, aby Sirka bunky pri stene nebola vacsia ako 1 mm.
K tomuto postupu poznamendvame, Ze v postprocesore programu mozno zobrazit

vypocitant hodnotu y*, takZe problém sprévnej hustoty siete pri stene mozno rieit (najma pri
malych ulohdch) aj tak, Ze hustotu odhadneme a pokial velkost y*nevyhovuje, zopakujeme

vypocet so zmenenou hustotou.
Intenzita turbulencie na vstupe podla (21.38) je (zadava sa v percentach)

[=0,16Re™® =0,16-134087"/8 = 0,049
a modifikovana turbulentna viskozita podla (21.40) je

7 =[2uplt == [2u,-1.0,7d = [3-1.0,049-0,7-0,2 = 0,00084

21.8 RieSenie ulohy pomocou programu Ansys Fluent
Po pripravnych vypocétoch opiSeme teraz vlastné rieSenie ulohy. Vypoctovy model potrubia

sa tvori v predprocesore Workbench programu Ansys Fluent tymto postupom:

Na disku treba vytvorit pracovny adresar pre ukladanie siborov ulohy (projektu) napr. s nazvom
Fluent PA.

21.8.1 Geometria oblasti

Otvorte Workbench a zvolte Fluid Flow (FLUENT) dvojitym kliknutim alebo pridrzanim lavym
tlacitkom mysSi a prenesenim napravo do naznaceného Stvorca). Otvori sa okno Project
Schematic
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.3

IE Analysis Systems |
Electric (ANSYS)

Explicit Dynamics (ANSYS)

& Fluid Flow - Blow Molding (POLYFLOW)

= 4
I=

&4 Fluid Flow - Extrusion (POLYFLOW) 2 @ Geometry ?,
& Fluid Flow (CFX) 3@ Mesh 2,
=] Fluid Flow (FLUENT) 4 @ setup =

& Fluid Flow (POLYFLOW) 4
Harmonic Response (ANSYS) 5 §3 Solution 7.
B Hydrodynamic Diffraction (AQWA) & @ Results 7.

Linear Buckling (ANSYS)

Fluid Flow (FLUENT)
Magnetostatic (ANSYS)

Kliknite pravym tlacitkom mysi na Geometry, zvolte Properties, prepnite typ Ulohy na 2D

d A [ = Basic Geometry Options
! L | 7 Solid Bodies
2 Geometl P i
® Y SHE I Surface Bodies
3§ Mesh D
9 Line Bodies |
4 @ setup Z,
y 10 Parameters |
; % Soluton : 4 11 F ter K DS
arameter Key
6 @ Results F .,
12 Attribute
Fluid Flow (FLUENT) foutes O
13 Named Selections |
14 Material Properties [
I = Advanced Geometry Options
16 Analysis Type 2D -

a zatvorte tabulku.

Kliknite dvakrat lavym tlacitkom mySi na Geometry, otvori sa okno Graphics pre tvorbu
geometrie a potvrdte dizkovu jednotku Meter. V Tree Outline zvolte rovinu xy (XYPlane) a
dalSim kliknutim na os Z v symbole suradnicovych smerov (v pravom dolnom rohu) zvolte
normalovy pohlad na tuto rovinu.

File Create Concept Tools View Help
AHB@ ] S Croco ||select[*y b BREE v |5+ QAT Q22 |+@ o
|| XYPlane - ﬂ‘l None -~
+ Generate Wshare Topology | Brxtrude #Revolve SSweep & skin/Loft WThin/Surface ®Blend v ™ Chamfer # point EParameters
Tree Outline 1 Graphics
S A: Fluid Flow (FLUENT)
v X¥Plane
o ZXPlane
+#- YZPlane
/%@ 0 Parts, 0 Bodies

Sketching  Modeling
Details View 2
= Details of XYPlane
Plane XYPlane
Sketches "]
Export Coordinate System? |No

V Tree Outline zvolte Sketching, potom Rectangle. Kliknite zaciatok suradnicového systému a
posunutim mysi vytiahnite lubovolny obdiZnik
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Draw -

" Line
& Tangent Line
& Line by 2 Tangents
M Polyline
(Polygon
[ERectangle AoFlet: [
{Rectangle by 3 Points
&7 0val
@ Circle
£ACircle by 3 Tangents
T Arc by Tangent
Modify -
Dimensions
Constraints

Settings
Sketching | Modeling

= Details of Sketchl
Sketch Sketehl
Sketch Visibility Show Sketch
Show C IL No |
= Edges: 4
Line Ln11
Line Ln12
Line Ln13
Line Lnl4

Zvolte Dimensions, kliknutim a potiahnutim dlhej a potom kratkej strany obdizinika sa

zakétuju strany obdlznika s lubovolnymi rozmermi

=l Details of Sketchl

Sketch Sketchl
Sketch Visibility Show Sketch
Show Constraints? | No

=l Dimensions: 2
[ 1H1 16,604 m
vz 50556 m

Lubovolné rozmery obdiznika v Details View zmefite na rozmery polovice priemetu potrubia
H1 =8 m, V2 =0,1 m prepisanim hodno6t v Details View a potvrdenim Enter (podla nastavenia

programu pouzivajte desatinnt &iarku alebo desatinnt bodku). Zvacsite obrazok pomocou & .

Details of Sketchl
Sketch Sketchl
Sketch Visibility Show Sketch
Show Constraints? | No
Di i 2
| |H1 8m

01m

Z Ciarového obrdazku urobte objekt (oblast) volbou Concept, Surfaces from Sketches,
Kliknutim na ¢aru obdiZ?nika, Apply v Base Objects, Thickness = 0,1, Enter, Generate
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File Create Concept Tools View Help

AEBE & DUy Gredo |[Select[ " bk ARBER O |5 QARQARQ O E |+ @/ m

XYPlane  w | Sketch1 v 2

“Generate W5hare Topoiooy | BEdude #BRevolve & Sweep & Skin/loft BiThin/Surface %Blend v % Chamfer Point Eparameters
utline [ :

[E]-//8 A: Fluid Flow (FLUENT)
-5 XYPlane
iy ZXPlane
i3 YZPlane

-
/& 1 Part, 1 Body

Sketching  Modeling
| n
Surface From Sketches urfaceSk1
Base Objects 1 Sketch
Operation Add Mate...
Orient With Plane Normal? | Yes
Thickness (>=0) 0lm

-
8l = Fluid Flow (FLUENT)

2 |} Geometry v .
3 @ Mesh =}
4@ Setup =
5 @& Solution =
6 @ Results =

Fluid Flow (FLUENT)

UlozZte aktualny stav rieSenia ulohy postupom File, Save As, otvorenim pracovného adresara,
nazvanim Ulohy Potrubie a uloZenim prikazom Save. Vytvori sa stbor na spustanie ulohy
Potrubie.wbpj a dalSie s Ulohou suvisiace subory.

21.8.2 Tvorba siete a klasifikacia jej okrajov

Dvakrat kliknite na Mesh a trpezlivo pockjte kym sa otvori okno pre tvorbu siete buniek.
Zatvorte tabulku Meshing Options a kliknite v Outline na /% Mesh

| File Edit View Units Tools Help || T8 i [ B~ BWorksheet || ® % T- AR BB (&~ |5 ¢ @ & | §
|Mesh = Update | ® Mesh + B Mesh Control ~ | .ilietic Graph

Options

Project
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Zvolte Mesh Control a otvorte Sizing. Teraz treba zadat hustotu delenia na vsetkych hranach

(¢iarach) oblasti. Prepnite filter na ukazovanie Ciary @ a so stlagenou kladvesou Ctrl kliknutim
oznatte obe dlhsie strany obdlznika (musia sa pri tom sfarbit). V Details okne kliknite riadok
Geometry a povrdte oznacené hrany s Apply. Zmente Behavior na Hard (aby editor presne
dodrzal pocet deleni Ciar) a Type na Number of Divisions. Zadajte 100 deleni a potvrdte s Enter.

Details of "Edge Sizing™ - Sizing q
-l|Scope
Scoping Method Geometry Selection
Geometry 2 Edges
=1 Definition
Suppressed Mo
Type Number of Divisions
100
Behavior Hard
Bias Type No Bias

Pokial by sme aj kratSie strany delili rovnomerne postupovali by sme rovnako. Budeme ich
vsak delit tak, aby hustota delenia stupala smerom k stene, a preto bude postup trochu iny. Aby
zhustovanie iSlo na oboch stranach vrovnakom smere, musime kazdu stranu delit zvlast.
Zvolime 40 deleni a zhustenie 1:10.

Najprv v Mesh Control zvolte nové delenie Sizing a klikneme pravd kratsiu stranu obdiznika;
v Geometry ju potvrdte s Apply. Detaily delenia zadajte podla tohto obrazku

Details of "Edge Sizing 2" - Sizing a
-l Scope
Scoping Method Geometry Selection
Geometry 1 Edge
-I| Definition
Suppressed No
Type Number of Divisions
Number of Divisions |40
Behavior Hard
Bias Type o
10,

Pre lavu stranu obdiZnika je postup rovnaky. Opat v Mesh Control treba zvolit nové delenie
Sizing a kliknat lavu kratSiu stranu; v Geometry ju potvrdit s Apply. Detaily delenia zadajte podla
tohto obrazku

Details of "Edge Sizing 3" - Sizing a
-l Scope
Scoping Method Geometry Selection
Geometry 1 Edge
-l Definition
Suppressed No
Type Mumber of Divisions
MNumber of Divisions |40
Behavior Hard
Bias Type o
Bias Factor 1}

V Mesh Control zvolte metédu Maped Face Meshing, kliknite na obraz potrubia (plocha sa
vysvieti) a v Details of Sizig po kliknuti v riadku Geometry potvrdte vybranu oblast s Apply. Tym
je delenie oblasti kompletne pripravené a treba uz len zadat prikaz na vytvorenie siete. Otvorte

318



v prikazovom riadku ' ®Mesh v 3 zvolte Generate Mesh. Po prebehnuti editacie zviditelnite siet

kliknutim ®Mesh v Outline okne. Na jej zva&ienie pouzite Zoom ® . Pri postupnom zvi&dovani
siete a porovnani s dizkovym meritkom je vidiet, 7e $irka bunky pri stene je mensia ako 1 mm.

Ak sa pri tvorbe siete niektory krok nevydaril, alebo nie ste spokojni s delenim, mozno kazdy

Sizing, pripadne i Mesh, kliknut pravym tlacitkom mysi a po vymazani vytvorit znovu. Mozte tiez
nacitat uloZzend geometriu a zopakovat cely postup tvorby siete.

Po vytvoreni siete sa v okne Meshing robi aj klasifikacia vSetkych okrajovych ¢iar (pri 2D
ulohe), resp. ploch (pri 3D ulohe), ako priprava pre zaddvanie okrajovych podmienok vo
Fluente. RieSime rotacne symetrickd ulohu, ktord vznikne rotaciou vytvorenych ¢iar a buniek
okolo osi rotacie a na obdiZniku teda treba oznadit os rotacie, dalej &iaru, z ktorej vznikne
valcova stena a Ciary, z ktorych sa vytvori kruhova plocha vstupu a vystupu pradiaceho vzduchu.
Horna ¢iara obdiZnika, pri ktorej je husté delenie, bude stena, dolna — je os rotacie, fava strana
bude vstup a prava vystup.

Kliknite lavym a potom pravym tladitkom mysi lavi stranu obdiZnika (ukazovaci filter musi
byt nastaveny na Ciary) a v tabulke otvorte Create Named Selection, nazov prepiSte na vstup
a potvrdte s OK. Rovnakym postupom nazvite pravu stranu vystup, hornu stranu stena a dolnu
0s.

Zatvorte Meshing Okno a v skupine prikazov Workbench kliknite prikaz ~ UpdateProject — &im

pripravite ulohu pre program Fluent. Ulozte ulohu prikazom Save. Stav rieSenia by mal teraz
vyzerat takto

|
b=

i} Geometry

@ Mesh

@& Setup

@3 Solution

@ Results y
Fluid Flow (FLUENT)

[

[

[

o w| e W
LI I HNE N

21.8.3 Zadanie ulohy vo Fluente

Otvorte Fluent dvojitym kliknutim na Setup a ivodné okno po zvoleni dvojitej presnosti Cisiel
(Double Precision) zatvorte s OK. Otvori sa pracovné okno programu, kde v ¢asti 2D Space
zvolte Axisymetric
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Problem Setup General |1 Mesh =
..:IL.-LE* Mesh
Models
Materials [ Scde. |[ check |[Report Qualty]
Phases [ Dspay.. |
Cel Zone Conditions
Boundary Conditions Solver
Mesh Interfaces Type Velocity Formulation
Dynamic Mesh Q) Pressure-Based (@) Absolute
Reference Values Density-Based Relative
Solution
Solution Methods Time 2D Space
Solution Controls @) Steady Planar
Monitors Transient Q) Axisymmetric
Solution Initialization Axisymmetric Swirl
Calculation Activities , —
Run Calculation ISy |unts...
Results
Graphics and Animations | | Help ‘
Plots
Reports
Mesh

V okne General mbzte spustit kontrolu siete (Check); vo vypise zoznamu kontrol by sa nemali
nemali obiavit Ziadne zavady. Je uZitocné urobit tieZ kontrolu oznacdenia okrajov oblasti
pomocou Display. Mali by sa tam objavit nazvy okrajovych ciar vstup, vystup, os rotacie a stena.

Vo volbach Models treba vysvietit Viscouos-Laminar a pomocou Edit zvolit turbulentny
Spalart-Allmarasov model. Objavi sa okno pre zadanie jeho parametrov, ktoré sme strucne
opisali vyssie pri informdcii o tomto modeli; zavrite ho bez akejkolvek zmeny.

Dalej zvolte zadanie vlastnosti tekutiny (Materials), kde vysviette air a zvolte Create/Edit.
Zmente hustotu na 1.2 a viskozitu na #4=1.79 e”, potvrdte zmeny s Change/Create a zavrite
okno. (Vo Fluente pravdepodobne budete musiet pouzivat desatinni bodku; treba si zadanie
overit opatovnim otvorenim.)y

V okne Boundary Conditions zvolte os, jej Type zmente na axis a cez Edit potvrdte.
Analogicky oznacCte stenu ako wall a vystup ako pressure-outlet s Gauge Pressure = 0. Pre vstup
zvolte velocity inlet a zadajte vstupnu rychlost (Velocity Magnitude) rovnd 1 m/s. Turbulentné
okrajové podmienky v Specification Method zadajte pomocou Modified Turbulent Viscosity s
vypocitanou hodnotou 0.00084.

V Solution Methods zmente len Momentum na Second Order Upwind.

V okne Monitors po volbe Residuals — Print, Plot vSetky konvergencné kritérid zmente na
0.000001 a potvrdte s OK.

V Solution Initialization zadajte pre Compute from: vstup, 0.00084 pre Modified Turbulent
Viscosity a kliknite na Initialize. Otvorte Run Calculation zadajte Number of Iterations = 1000 a
odstartujte vypocet s Calculate (dvojitym kliknutim). Priebeh zvySkovych hodnot primarnych
premennych ukaze monitor
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21.8.4 Analyza vysledkov (Fluent postprocesor)

Z vysledkov overte najprv ustdlenost prudenia (rychlostného profilu). Zvolte Plots, XY Plot,
Set Up..., v Y Axis Function navolte Velocity..., a Axial Velocity. V Surfaces vyznacte os a kliknite
Plot

B3 solution XY Plot 2
Options Plot Direction Y Axis Function
7| Node Values X1 |vebocty... -]
| Position on X Axis N ~
Position on Y Axs | | ¥ ’07 ‘Axsal ydodty, v|
Write to Fie X Axis Function
Order Points ‘ 0 ‘D’\rectvon Vector v|

Surfaces E
interior-surface_bod:

File Data

Load Fie.
‘ Plot ‘ | Axes... ‘ |Curves...| ‘ Close | ‘ Help
1: Axial Velocity -
® os
1308400
-+ 25000 — S D —— I
."'ﬂﬂ
1208400
Axial 115400
Velocity
(mis)

1.082+00
100800 ©

Position (m)

Tvar krivky aj hodnoty by ste mali dostat rovnaké. Rozne vylepsSenia obrazku si mozete
vyskusat vo volbach Axes... a Curves... Je vidiet, Ze zhruba po 4 metroch uz dochadza k ustaleniu
charakteristik prudenia, ¢o tento jednorovnicovy model zvlada s uréitymi tazkostami.

Na modelovanie turbulencie v blizkosti steny pre nizku (turbulentnt) hodnotu Reynoldsovho
Cisla (Low-Reynolds-Number Turbulent Modeling) mozno vyuZit aj dvojrovnicovy Standardny k-
€ model s volbou Enhanced Wall Treatment v okrajovych turbulentnych podmienkach. Zvolte
Models, Viscous, k-epsilon (2 eqn), Standard, Enhanced Wall Treatment, OK a zavrite okno.
Zmente okrajové podmienky volbami Boundary Conditions, vstup, Edit..., Specification Method
= Intensity and Hydraulic Diameter a zadajte Turbulent Intensity = 4.9, Hydraulis Diameter = 0.2.
Teraz treba eSte znovu nastavit zaciato¢né podmienky a preto zvolte Solution Initialization,
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Initialize a potvrdte Warning (v tomto pripade je to upozornenie, Ze predchddzajuce volby nie

su uloZzené). Nasleduje volba Run Calculation a Calculate

esiduals
contini
XvelocH
———yvelogr

ensilon

=]

]
T

300

lterafions

eon

Teraz bez vaéSej ndmahy zopakujeme uz nastavené kreslenie priebehu axidlnej rychlosti na
osi rotacie po celej dizke potrubia prikazmi Plots, XY-Plot, Set Up..., Plot s presnej$im vysledkom
ako pri predchadzajucom modeli

1: Axial Velocity -
=

os

Axial
Velocity
(mis)

Pozrite si profil rychlosti v ¢asti potrubia sustdlenym prudenim.

1.20e+00

1.182+00

1.162+00

1.142+00

1.128+00

1.10e+00

1.082+00

1.08e+00

1.042+00

1.02e+00

1.00e+00

4 5
Paosition (m)

Zvolte Graphics and

Animations, Vectors, Set up..., Vectors of Velocity, Color by Velocity..., Axial Velocity. Dalej

v Surfaces vyznacte interior surface _body a Display. Miesto, ktoré vas zaujima zvacsite

pomocou ® alebo stredného tlaitka mysSi

[1: Velocity Vectors Colored | « ]

1.20e+00
1.14=+00
1.08e+00
1.03e+00
8.73e-01
8.18e-01
8.62e-01
8.08e-01
7.50e-01
8.95e-01
6.39e-01
5.83e01
5.27e01
4.72e01
4.16e-01
3.60e-01
3.05e-01
2.45e-01
1.92e-01
1.37e-01
8.15e-02

RS

322




Skontrolujte e$te hodnotu normalizovanej vzdialenosti taZiska y* najbliZSich buniek pri stene

po celej dizke potrubia, ktora by mala spliiat podmienku y* < 5. Zvolte Plots, XY Plot, Set Up...,
v Y Axis Function vyznacte Turbulence..., a Wall Yplus. V Surfaces vyznacte stena a kliknite Plot

| 1: Wal Yplus - ‘

@ stena

2.30e+00

2.20e+00

2.10e+00

2.00e+00

1.90e+00

Wall 1.80e+00
Yplus

1.70e+00

1.80e+00

1.50e+00

@
1.402+00 i,
g,

1.30e+00
0 1 2 3 4 5 L] 7

Position (m)
Ako vidiet, podmienka je splnena.

Analogicky moZno analyzovat treci koeficient. Zvolte Plots, XY Plot, Set Up..., vY Axis
Function vyznacte Wall Fluxes..., a Skin Friction Coefficient. V Surfaces vyznacte stena a kliknite
Plot

1: Skin Friction Coefficient

= stena

2.40e02
2.20e02
2.00e-02
18002
1.60e-02
_Skin
Friction 140202
Coeflicient
1.20e-02

1.00e-02 &

800003 *Zongn,

6.00e03
Q 1 2 3 4 5 L] T

Pasition (m)

Z obrazku po odcitani vyplyva
¢;=0,0077 =  f=4c,;=0,0308

Zatvorte Fluent i Project Schementic s potvrdenim, Ze chcete zmeneny projekt uloZit. Pri
budicom pokracovani v analyze vysledkov tejto Ulohy stacdi v pracovhom adresari kliknut na
subor Potrubie.wbpj a po kompletnom otvoreni tlohy kliknut v Project Schematic na Solution.
Otvoria sa volby pre Fluent a po pripadnych zmendach v nastaveni aich potvrdeni v Initialize
moZno spustit novy vypocet.
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22 Prenos tepla konvekciou (prudenim)

Prenos tepelnej energie prudenim tekutiny sa nazyva konvekcia. Vo vSeobecnosti sa tym
nemysli len prenos tepla objemovym prudom tekutiny (advekcia), ale zaroven aj sucasny prenos
tepla vedenim (tepelnou difuziou) prebiehajici v pohybujucom sa objeme tekutiny najma
v blizkosti steny u¢inkom gradientov teploty.

Ak prudenie tekutiny pri prenose tepla spdsobuju len vztlakové sily vyvolané rozdielnymi
mernymi hmotnostami teplej astudenej tekutiny v gravitachom poli, potom sa takato
konvekcia nazyva volnd (prirodzend). Ak pohyb tekutiny vyvolavaju vonkajsie sily (od ¢erpadla,
ventiladtora a pod.) potom je to konvekcia nudtend (umeld). Prenos tepla spojeny svarom
a kondenzaciou tekutin sa tiez zaraduje do kategorie tepelnej konvekcie.

UZ priamo z ndzvu vyplyva, Ze tento typ prenosu tepla uzko suvisi s tedriou prudenia a je
pochopitelné, Ze tato kapitola nadvazuje na tedriu a numerickd analyzu dynamiky tekutin. Opat
je treba rozliSovat laminarne a turbulentné priddenie, neda sa vyhnut vyznamnej Ulohe medznej
vrstvy a, samozrejme, do vypoctového procesu sa uZ teraz okrem rovnice kontinuity
a pohybovych rovnic zapdja aj rovnica energie.

| ked' nds zaujima predovsetkym aplikacia numerickych metéd CFD na rieSenie zakladnych
diferencidlnych rovnic prudenia s konvektivnym prenosom tepla, je uZitocné sa aspon trochu
zoznamit so zakladnym postupom priblizného riesenie jednoduchsich Gloh pomocou analyticko-
experimentdlne urcenych korelacii platnych pre tento spdsob prenosu tepla. Je to vhodny tUvod
do tejto problematiky a prilezitost zopakovat si zakladné pojmy z tejto oblasti.

Pri konvekcii je beiné, Ze velky pocet nezavislych premennych sa v analyticko-
experimentalnych vztahoch redukuje pomocou bezrozmernych podobnostnych Cisiel. DéleZitou
charakteristikou samotného prudenia je Reynoldsovo ¢islo [D19], ktoré vyjadruje pomer medzi
zotrvacnymi a viskdznymi silami

L L
Re=PU_" ] (22.1)
7))
kde p [kg] je hustota tekutiny, u [m/s] je charakteristicka rychlost pridenia, L [m] je
charakteristicky rozmer steny (resp. telesa), u# [kg/(m-s)] je dynamickd viskozita tekutiny a
v=p/p [m?/s] kinematicka viskozita. Ked' je s pridenim spojeny aj prenos tepla konvekciou,

stretneme sa z dalSimi charakteristikami, ktoré si vysvetlime podrobnejsie.

22.1 Tepelna medzna vrstva

Uvazujme stenu, v ktorej okoli v smere x prudi tekutina (obr. 22.1). Teplota tekutiny velmi
daleko od steny je T, ateplota steny T,>T_ sa privodom tepla do steny udriuje na
konstantnej hodnote. Jedna sa teda o jednoduchy pripad ohrievania pridiacej tekutiny; zo

steny do tekutiny prudi tepelnd energia s hustotou ¢ [W/m?].
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Obr. 22.1 Tepelnd medznd vrstva
PretoZe priamo pri stene je rychlost prudenia tekutiny nulova, je opravneny predpoklad, Ze
teplota tekutiny pri stene je tu tiez T, . Tieto rychlostné a teplotné pomery pri stene vytvoria pri

vy$sich hodnotach Re tenku tepelnd medznt vrstvu s vysokym teplotnym spadom (teplotnym
gradientom) o hribke o;. Hrubka tepelnej medznej vrstvy je y-ovd (resp. normdlova, pri

zakrivenej stene) vzdialenost pri ktorej uz teplota tekutiny T =T(y) prakticky nie je ovplyvnena
teplotou steny a plati

T,—T=0,99(T,-T,) (22.2)

Rychlost pradiacej tekutiny v tepelnej medznej vrstve je mald, prevlada tu prenos tepla
vedenim podla Fourierovho vztahu a pri nulovom gradiente teploty v smere X plati

g=-A— (22.3)

kde A [W/(mK)] je sucinitel tepelnej vodivosti tekutiny.
Funkciu T(y) v (22.3) zlinearizujeme pomocou hrani¢nych teplot a dostaneme zndmy a ¢asto
vyuzivany Newtonov zakon ochladzovania

g=2 T T )=hT-T)  W/m] (22.4)
o

s koeficientom prestupu tepla konvekciou h [W/(m*K)].

| ked vztah (22.4) predstavuje silné zjednodusenie problematiky konvektivneho prestupu
tepla, mozno ho UuspeSne pouzit pri mnohych praktickych problémoch. Rozhodujlce je
dostatocne presné urcenie koeficientu prestupu tepla pri konkrétnej ulohe. Koeficient h totiz
nezavisi len od vlastnosti tekutiny (hustota, viskozita, tepelna vodivost, merné teplo), ale zavisi
aj od viacerych dalSich parametrov, ako je typ pruddenia (lamindrne, turbulentné), tvarova
a povrchova Struktura steny, tlakovy gradient a teplota.
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22.2 Nusseltovo c¢islo

Priamo pri stene mozno hustotu tepelného toku vyjadrit podla (22.3) a porovnat s (22.4)

=h(T,-T.) (22.5)

y=0

AL -1
dy

Po vynasobeni oboch stran rovnice charakteristickym rozmerom steny (resp. telesa) L a Uprave
dostavame bezrozmerny pomer

d(T-T,)
hL dy |,
NUZTZ? ['] (226)
L

kde Nu=hL/ A je Nusseltovo Cislo, ktoré vyjadruje pomer medzi konvektivnym a konduktivnym
prenosom tepla v danej lokalite za tych istych podmienok. L je charakteristickd dizka pre dany
problém. Malé hodnoty Nusseltovho Cisla blizko jednotkovej hodnoty naznacuju laminarne
prudenie s malym konvektivnym odvodom tepla a vyznamnym vplyvom kondukcie. Vysoké
hodnoty (100 aZz 1000) sa objavuju pri turbulentnom prudeni s prevladajucim konvektivhym
prestupom tepla a malym podielom kondukcie. Ak sa lokalne veliciny h a Nu pozdiz steny
menia, v takom pripade sa mozZno stretnut aj s integralne spriemerovanymi hodnotami h (a

MI) po prisluénej ploche S alebo prisluinej dizke ¢

E:ljhds E=1Ihd€ (22.7)
s 0d

(S) (0)
22.3 Prandtlovo ¢islo

Tretiu bezrozmernu charakteristiku ajej fyzikdlny vyznam pri nutenej konvekcii mozno
objasnit pri aplikacii energetickej rovnice na podmienky platiace v oblasti tepelnej medznej
vrstvy prudiaceho média. Tato rovnica pre ustalené nestlacitefné 2D prudenie tekutiny bez
objemovych sil ma tvar

aT . T\ _ (T T uy (Y (du v | ( dp_ dp
v A v iy 2 2 42l Y]+ Y [ e v 2P| (228
pc”(”axwayj (8x2+8y2j+ﬂ[ (axj i (ayj +£8y+axj [”axway] 22.8)

kde ¢, [J/(kgK)] je izobarické merné teplo tekutiny.

Ked' sa do tejto rovnice zavedu zjednodusujuce predpoklady platné v oblasti medznej vrstvy

Medzna vrstva je tenkd (Re>>1, rychlost v smere y zanedbatelna)
Medzna vrstva je laminarna

Volna konvekcia je zanedbatelna

Vlastnosti tekutiny si konsStantné - nezdvislé od teploty

vk wN e

Tlakové ucinky su zanedbatelné

dostaneme energeticku rovnicu pre oblast tepelnej medznej vrstvy
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oT  oT 9T ou)
pcp(u—+v—j:/1y+,u($j (22.9)

lava strana tejto rovnice predstavuje zmenu vnutornej (tepelnej) energie objemovej
jednotky tekutiny medznej vrstvy. Tato zmena je vyvolanad (a je vrovnovdhe) so zmenou
tepelnej energie vyvolanej kondukciou (prvy clen na pravej strane rovnice) avacsinou
zanedbatelnou zmenou tepelnej energie vyvolanej disipaénym efektom vzajomného trenia
vrstiev viskdznej tekutiny (druhy clen - uvaZuje sa obycajne len pri extrémne viskdznych
tekutinach). Po podeleni rovnice s pc, ju mozno upravit na tvar

2 2
yOoT ., 0T _voT vfdu (22.10)
ox dy Proy* c,\dy
kde
pr=to Y (22.11)
A o

je Prandtlovo Cisloa a= 4/(pc,) je tepelnd difuzivita (suCinitel teplotnej vodivosti tekutiny).

Prandtlovo Cislo na rozdiel od Reynoldsovho a Nusseltovho Cisla nezavisi od geometrie steny
alebo telesa, je to charakteristika samotnej tekutiny. Vyjadruje pomer medzi kinematickou
viskozitou U (charakterizuje difuziu hybnosti v tekutine) a sucinitefom teplotnej vodivosti &
(charakterizuje difuziu tepla v tekutine).

Fyzikdlny vyznam Prandtlovho cisla a jeho vplyv na konvekciu moZno najlepsie ilustrovat pri
jeho extrémnych hodnotach. Pri velmi malom Prandtlovom cisle (napr. ortut) mald hodnota
viskozity sp6sobi rychly utlm brzdiaceho vplyvu steny, takze hrubka medznej dynamickej vrstvy
O je mald; anaopak vysokd termdlna difuzivita zapri¢ini maly gradient teploty pri stene
a hribka termalnej medznej vrstvy o, je relativne velkd (obr. 2 a). Pri velmi vysokej hodnote
Prandtlovho ¢isla (napr. motorovy olej) vysoka viskozita rozsiri oblast brzdiaceho ucinku steny
(hribka dynamickej medznej vrstvy O je relativne velkd), nizka tepelnd difuzivita vyvold pri
stene vysoky gradient teploty s malou hribkou tepelnej medznej vrstvy &, (obr. 22.2 b)
s dosledkom na velkost h i Nusseltovo Cislo.

a (pr—0) b (Pr— )
u(x) Teo u(x) | To

—>

J[ v
8 I R

Obr. 22.2 Porovnanie priebehu rychlosti a teploty v medznej vrstve pri prudeni tekutiny s velmi
malym a velmi velkym Prandtlovym C&islom
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22.4 Prestup tepla konvekciou v kruhovom potrubi - vSeobecne platné vztahy

Existuje velké mnoZstvo empirickych vztahov pre urcovanie koeficienta prestupu tepla h,
ktoré sa zoskupuju podla toho

e (iide o laminarne alebo turbulentné pradenie

e (iide o interné prudenie alebo obtekanie telesa

® aka je geometria obtekaného telesa alebo aky je prierez rary (kanalu)

e (iide o nutenu konvenciu (so zanedbatelnym vplyvom prirodzenej konvekcie) alebo ide
o prirodzenu konvekciu

V tejto Casti vSak uvedieme len niekolko vztahov vyuzivanych pri pribliznej analyze prestupu
tepla medzi pridom tekutiny a stenou kruhového potrubia s dizkou L a priemerom D=2R.
Vysledky dosiahnuté podla tychto analyz a korelacii porovndme s rieSenim pomocou programu
Ansys Fluent. Tato volba vyplyva jednak z praktického vyznamu analyz pridenia v kruhovom
potrubi a tiez z toho, Ze vnutrajSok potrubia i tvar jeho vnutornej steny, vzhladom na rotacnu
symetriu, sa v programe lahko graficky edituje, ¢im sa pracnost tejto rutinnej (nefyzikalnej)
¢innosti zniZzuje na minimum.

Na vstupe do potrubia budeme predpokladat prudenie nestlacitelnej newtonovskej tekutiny
s rovnomernou vstupnou hodnotou rychlosti u,, atiez rovnomernu teplotu T, . Ak teplota

steny bude vacsia ako potom ustaleny teplotny profil tekutiny v potrubi mozno

in?
charakterizovat podla obr. 22.3. Rovnomernost teploty tekutiny na vstupe T,  =T(r,0) ucinkom
narastania hrubky tepelnej medznej vrstvy o, postupne v oblasti tepelného vstupu na vstupnej
dizke X5 vymizne aza touto vzdialenostou sa ustali tzv. tepelne plne rozvinutd oblast, kde

tepelna medzna vrstva zasahuje cely prierez potrubia. Teplota tekutiny T(r,x) sa meni nielen
v smere prudenia ale aj vradidlnom smere; tato jej zmena zavisi od termdalnych okrajovych
podmienok, od typu pridenia a efekte vstupnej dizky.

Pri prudeni v potrubi (vo vSeobecnosti pri internom prudeni) nemame k dispozicii teplotu T,

ako pri externom prudeni a vztah (22.4) sa modifikuje na
q(x)=h(X)[T,(x)-T,(x)]  [W/m?] (22.12)

kde T, je strednd (priemernd) teplota tekutiny v prislusnom priereze, T, je teplota stenya h je
lokalny koeficient prestupu tepla. Na rozdiel od externého pradenia s konstantnou teplotou T
sa teplota T, ohrievanej alebo ochladzovanej tekutiny po dizke potrubia meni.

e Hustota tepelného toku prenasana do alebo ztekutiny je po dizke steny potrubia
konstantnd (g=konst., je to klasicky pripad rovnomerného ohrievania alebo
ochladzovania steny potrubia)

® Teplota steny je konstantna ( T, = konst., napr. pri vare alebo kondenzovani kvapaliny

na vonkajsej stene potrubia)
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Dve moiné okrajové podmienky

T, > T (r,0) =konst. q=konit
T | — — : i
— v ' \ '
— e —>T(rx) > T{rx) (
> e g :
= & = : — e Y
<> :—»\ 5 R L
- . : . )
7 (r,0) Tro T, Tr0 T, T(r,0) 0y
‘13'._’_: Oblast tepelného vstupu| Tepelne plne rozvinuta oblast >

=X Xg

Obr. 22.3 Vyvoj teplotného profilu ohrievaného prudu tekutiny v potrubi s kruhovym prirezom

Vacdsinu praktickych uloh prenosu tepla pri prudeni tekutiny v potrubi podla termdlnej
okrajovej podmienky pre stenu potrubia mozno zaradit do dvoch kategoérii:

O tepelne plne rozvinutej oblasti (obr. 22.3) hovorime vtedy, ked sa v potrubi ustali
bezrozmerny teplotny profil a plati

O | T(x)=T(x,r) -0 T (x)=T(x,r) — konst (22.13)
x| T,(x)—T, () T,(x)= T,y (x) '

Potom pomocou (22.5) mozZno zistit, Ze v tejto oblasti je koeficient prestupu tepla konvekciou
h kon3tantny

_E)T
ﬁ{ﬂj _kongt.=—Ol=s _h _yoos (22.14)
o\ T,—=Tn ). T, A

pricom sa zanedbava pripadnda malda zmena sucinitela tepelnej vodivosti tekutiny ucinkom
zmeny teploty (A=konst.). Tento poznatok moZno vyuZit pri dlhom potrubi so zanedbanim
rozdielnych pomerov na relativne malej vstupnej dizke.
Dizku oblasti tepelného vstupu (termalnu vstupnu dizku) xs mozno odhadnut pomocou
tychto vztahov
X5 =0,053 Re-Pr-D pre laminarne prudenie (g =konst.)
x5 =0,037 Re-Pr-D pre laminarne prudenie (T, = konst.) (22.15)
X5 =10D pre turbulentné prudenie

kde charakteristicka dizka v Reynoldsovom ¢isle (22.1) je teraz vnatorny priemer potrubia a
potrebné charakteristiky tekutiny by mali byt ur¢ené pre priemernu teplotu na tomto Useku.
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22.4.1 Stredna (priemerna) teplota 7,

Ked' sa tekutina pri prudeni v potrubi ohrieva (alebo ochladzuje), potom sa jej teplota T(x,r)
v lubovolhom prie€nom reze meni od teploty T, pri stene po minimalmu teplotu (alebo
maximalnu pri chladeni) vstrede prierezu. Pri pribliznom rieSeni konvekcie pomocou
empirickych vztahov (pri pribliznom vypocte h) sa tato situacia zjednodusuje tak, Ze sa
v priereze uvazuje strednd (priemernd) hodnota teploty 7, (x) (obr. 22.4). Jej velkost sa urcuje
pomocou zakona o zachovani energie. To znamen3, Ze tepelna energia, ktoru prud transportuje
cez prierez S za ¢asovu jednotku pri redlnom prudeni, sa musi rovnat energii, ktora by presla
cez prierez pri konstantnej teplote T, . Tuto podmienku pomocou obr. 4 mozno pre prierez S

s normalovou funkciou rychlosti u(r,x) a hmotnostnym prietokom m [kg/s] vyjadrit v tvare

Tm(x)
|
.
— ‘r
\ T(xr)
N
X Tmin
T

Obr. 4 Strednd (priemernd) teplota T, (x) pri ohrievani tekutiny

Erex =mc,T,, = Icmedm = I pc,TudS (W]
m s

Pre kruhovy prierez s konstantnou hustotou p, konstantnou hodnotou merného tepla c,
a polomerom R potom dostavame

R
c, Tom ¢, Tpumrdr
T(x):‘[mp :IO P __2

— = JRT(r,x)u(r,x)rdr (22.16)
mc, pu,TRc, u,,R°70

z ¢oho vidiet, 7e strednd teplota tekutiny v potrubi sa po dizke potrubia meni a na jej uréenie je
potrebné poznat funkcie T a U, ktoré vo vSeobecnosti nie su k dispozicii.

Daldie cenné informacie o teplotnych pomeroch v potrubi ateplote T,, mozno ziskat
z energetickej bilancie potrubia ako celku (vo forme kontrolného objemu, obr. 22.5). MnoZstvo

tepla Q, ktoré za jednotku casu prejde stenou potrubia sa musi rovnat prirastku tepelnej
energie tekutiny za jednotku ¢asu

Q=qaDL=mc, (T, —T;,) (W] (22.17)
kde g[W/m’] je hustota tepelného toku cez stenu potrubiaa T, ,T, . su stredné hodnoty teploty

na vstupnom a vystupnom konci potrubia.

330



I(gq g §q=h(T|5—Tm)rchx
1

T U v T, T T, YT, +dr,
—> mC,T, D —> mC,T,,. > mC,T,—> +—> mC,(T, +dT,)
A / Ts
X | dx 1 _J
L dx

Obr. 22.5 Tepelné a teplotné pomery v potrubi

22.4.2 Konstantny tepelny tok

V pripade, Ze q = konst., mozno zo (22.17) vyjadrit strednu teplotu tekutiny na vystupe
qrDL

me

Ak teplotnu zmenu c, zanedbavame, su to vSetko konstanty a vidiet, Ze v takomto pripade

T

out =lin T (22.18)

stredna teplota linedrne narasta pozdiz potrubia (obr. 22.6)

grDx

T (X)=T + 0<x<L (22.19)

me

Potom uz mozno vyjadrit aj teplotu steny pomocou (22.12)

T00 =T, (0 +— (22.20)
h(x)
V tepelne plne rozvinutej oblasti stredna teplota narasta linearne, a pretoze podla (22.14) je
h konstantné, potom pri q = konst.,, aj T,—T, =konst. Predpoklada sa pritom, pravda, Ze
vlastnosti tekutiny nezavisia od teploty. Ich Ciselné hodnoty sa pre danu tekutinu odcitavaju

z materidlovej databazy pri strednej teplote prudu

T, =—T°‘”2_ T (22.21)

Vstupna ; Tepelne plne rozvinutd T,
oblast <> oblast

AT=T,-T, =q/h

0 L X

Obr. 22.6 Priebeh strednej teploty T, a teploty steny T, pri okrajovej podmienke pre stenu
q = konst.
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Sklon linedrneho priebehu T, v T-x diagrame mozno urcit z energetickej bilancie elementu

s hrdbkou dx vyznaceného v obr. 5. Dostdvame

dT, D
mc,dT,, = qrDdx - —mzﬂzkons”t. (22.22)
dx mc

p
Nakolko v tepelne plne rozvinutej oblasti je bezrozmerny teplotny profil (22.13) konstantny,
mozZno postupne napisat

O(T-T\_4 1 (0T, _9T\_g ,  9T_9T (573
ox\T,—T, T,-T,\ ox ox ox  ox

a pretoze T, —T, = konst., mozno vysledok v (22.23) doplnit na

oT dT. dT, qaD 7D 4
or _ai, _dil, _a2b _ ﬂ‘; =29 _onst. (22.24)
ox dx dx mc, pTu,c, pDu,c,

Z (22.24) vyplyva, Ze v oblasti tepelne i rychlostne plne rozvinutej oblasti pri g = konst. sa
rychlostny profil T(r) pozdi? potrubia nemeni (nie je zavisly od x), i ked pri stene vychadza
z rozdielnych hodnét T, .

22.4.3 Konstantna teplota steny
V pripade, Ze T = konst., z energetickej bilancie elementu na obr. 5 dostavame
mc,dT,, =h(T, —T,)xDdx (22.25)

PretoZe T, je konstanta, mozno do (22.25) zaviest rovnost dT,, =—d(T, —T,,) a po Uprave plati

dr,—T,) _ hzD

T.—T, mc,

dx (22.26)

Integrovanim tejto diferencidlnej rovnice so separovanymi premennymi (T,—T7,) a X v

hraniciachod T,, po T,,, aod x=0po x =L dostdvame

out

T-T hzDL
¢n—s—out —_ (22.27)
T.—T, mc,

kde h je spriemerovany koeficient prestupu tepla. Exponencialny tvar tohto vztahu dava
uzZitoCny vzorec pre urcenie priemernej teploty na vystupe
hzDL

mc

e M (22.28)

T

out

=T

5

—(T,-T,

S n

Ako vidiet, teplotny rozdiel medzi konstantnou teplotou steny a tekutinou sa exponencidlne
zmen3uje v smere prddenia, pricom rychlost priblizovaniasa T,, ku T, zavisi od exponentu

NUT = hzDL/mc, (obr. 22.7), ktory
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T
T, = konst. 1
Ts ATout
(T, sa asymptoticky blizi k T,)
Tin
0 L X

Obr. 22.7 Priebeh strednej teploty T, pri okrajovej podmienke T, = konst.

v podstate vyjadruje efektivnost prenosu tepla. Strednd teplota pridu sa asymptoticky bliZi
k teplote steny a pri NUT > 5 sa vystupna teplota tekutiny prakticky rovna teplote steny. Na
druhej strane takyto efektivny prenos tepla nemusi byt vidy optimalny z ekonomického alebo
priestorového hladiska, pretoZe vyZzaduje obycajne dlhé potrubie.

Ked'z (22.27) vyjadrime mc, dostaneme
hzDL
mc, =—
gn(Ts _Tout)/(Ts _Tin)

a po dosadeni tohto vysledku do (22.17) mame

Q=hzDLAT,, (22.29)

kde

ATF T/ — Tout Tin _Tout + (Ts _Ts) _ AToul’ — AT/n

" En[(Ts _Tout)/(Ts _Tin)] ) gn[(Ts _Tout)/(Ts _Tin)] B En(ATout/ATin)

(22.30)

predstavuje pre potrubie Ciselni hodnotu stredného (priemerného) logaritmického teplotného
rozdielu medzi konstantnou teplotou steny a teplotou tekutiny s AT, =T.-T, a AT, ,=T,-T

in out out *

Jeho hodnota nahradzuje v tomto pripade nepresny (najma pri vacsich rozdieloch medziAT,, a

AT,,. ) priemerny aritmeticky teplotny rozdiel AT ;... =T —(T,,.+T;,)/2.

ritm

Priklad 22.1

Do tenkostennej medenej rurky vymennika tepla s vndtornym priemerom D= 3 cm sa privadza
za sekundu 0,5 kg vody s teplotou 15 °C. Rarku po celej dizke na vonkaj$om povrchu ohrieva
para kondenzujuca pri teplote 120 °C (predpokladame rovnaku teplotu aj na vnutornom
povrchu rarky). Treba urdit taku dizku rarky L, aby sa voda ohriala na 100°C, ked' priemerny
koeficient prestupu tepla h = 900 W/(m? °C).
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Para
T,=120 °C = konst.

Voda 100 °C
—> —
0,5 kg/s
15°C

L=? rp

Merné teplo vody pre strednu teplotu tekutiny (100 + 15) / 2 = 57,5 °C je 4185 J/(kg °C).
Podla (22.17) mnozstvo tepla, ktoré prejde za jednotku ¢asu zo steny rurky do vody je

Q=mc, (T, —T,) =0,5-4185(115—15)=209250 W = 209,25 kW

Stredny logaritmicky rozdiel medzi teplotou steny a strednou teplotou tekutiny je

AT, , =120-100=20°C
AT, =T,—T, =120—15=105°C
_ AT,,—AT,  20-105
" Un(AT,,./AT,)  n(20/105)
Z (22.29) potrebna dlzka rurky je
Q209725
haDAT,, 0,9-7-0,03-51,3

Pozndmka k prikladu: Pre priebeh priemernej teploty tekutiny pozdiZ rarky T.,(x) plati vztah

=T,-T

out

o
’

=48,09m

(22.28), kde stati nahradit dizku L premennou x
_ habx ~900770,03x
T (X)=T,—(T,-T. )e ™ =120—(120—15)e 05418

Graficky priebeh tejto funkcie po dizke rirky a postupné zmendovanie teplotného rozdielu
medzi stenou a ohrievanou vodou je vidiet na tomto obrazku:

120

100 —+

80 —+

60 —+

40 —+

20 ¢

Vzhladom na konkdvnost exponencialnej funkcie T, (x) je stredny aritmeticky rozdiel teploty
steny a tekutiny vidy vacsi ako stredny logaritmicky rozdiel, ktory integralne zohladnuje stupen
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konkavnosti krivky T_(x). Aj v tomto priklade, pri relativne plochej krivke, ak by sme pri
vypocte dizky rarky poutili

+T 100+15

T ;
AT, =T, -2t in — 120 -=———"=2=62,5°C
2 2

aritm s

dostali by sme L=39,5m, namiesto spravnych 48,09 m.

22.5 Teplotny profil a koeficient # prilaminarnom prudeni v potrubi -
analytické rieSenie
UvaZujme ustalené lamindrne prudenie v kruhovom potrubi s polomerom R. Nech vlastnosti

tekutiny p, 4 a ol su konstantné a mozno zanedbat pracu viskéznych sil i vedenie tepla v

pozdiznom smere. Tekutina prudi pozdi? osi x v plne rozvinutej oblasti, takie rychlost
prudenia nie je zavisld od x a plati u=u(r). V takomto pripade mozno tepelnd bilan¢nu

rovnovahu valcového elementu tekutiny (obr. 22.8) vyjadrit v tvare

meTx_mC T, +Qr_Qr+dr =0 [-//5] (2231)

p ' x+dx

mcpTX dx

mc, T,

dr

Qr+dr

Obr. 22.8 Tepelné pomery na elemente potrubia

kde hmotnostny tok za jednotku ¢&asu je m=puS=pu(2zrdr). Dosadenim do (22.31)
a vydelenim s 2zrdrdx dostavame

J J 1 Qr+dr — Qr

C Ut X — 22.32
Pe dx 27rdx  dr ( )
alebo s vyuZzitim zdpisu derivacie
T 1
ua_:__a_a (22.33)

ox  2pc,zrdx or

Podla Fourierovho vztahu pre jednorozmerné vedenie tepla je
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_EQ_ _Eq___E 2 _E] =2 _E _E] )
; S p r(/l zrax rj TAdx r(r rj (22.34)

takze vztah (22.33) po dosadeni a vyuZzitim sucinitela a:/l/pcp sa zmeni na
ua_T_ﬂi ,—a_T (22.35)
ox ror\ or '
¢o je vlastne len ind, vhodnejSia forma vyjadrenia bilancnej rovnice (22.31) stym istym
fyzikdlnym doésledkom (teplo privedné/odvedené hmotnostnym tokom do/z elementu sa rovna
teplu odvedenému/privedenému vedenim z/do elementu v radidlnom smere).

22.5.1 Konstatny tepelny tok
Pre tento pripad podla (22.24) plati

or _dl, _dln_ 49 _ 29 _ ;04 (22.36)
ox dx dx pDu,c, pRu,c,
Dosadenim (22.36) a vztahu pre laminarny rychlostny profil
r’ r’
u(r) =u,,., 1—? =2u,, 1—? (22.37)
do (22.35) dava diferencialnu rovnicu platnu pre teplotny profil
4q r’) 1d/( dT
—| 1l-— |=——| r— 22.38
/IR[ RZJ rdr( dr) ( )

Jej vSeobecné rieSenie dostaneme dvojnasobnym integrovanim po separacii premennych

R r’
T :%(rz —W}qwcz (22.39)

a vyslednu funkciu teploty po zavedeni okrajovych podmienok 0T/dr=0 pre r=0 (z dévodu
symetrie)a T =T, pre r=R

2 4
T(r)=T, —q—R(E—r—+r—] (22.40)

Teraz uz mozno vztahy pre rychlostny a teplotny profil (22.37) a (22.40) dosadit do (22.16)
a urdit strednu teplotu tekutiny. Po integracii dostavame

T =T,—-——1- (22.41)

Ked do tohto vysledku dosadime q=h(T,—T,_), zistime, Ze koeficient prestupu tepla v tomto

pripade nie je zavisly ani od Reynoldsovho ani od Prandtlovho cisla a mimo oblast tepelného
vstupu plati
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p=BA_BA_ L6t L w=Posse (22.42)
11R 11D D yl

22.5.2 Konstantna teplota steny

Pri analyze plne rozvinutého laminarneho prudenia v kruhovom potrubi v pripade konstatnej
teploty steny T, moZno pouZit rovnaky postup ako v predchddzajucom odstavci. RieSenie
diferencidlnej rovnice je vsak zlozitejSie a vyZaduje iteracny postup. Vysledok je vSak rovnako
jednoduchy, s konstantnou hodnotou Nusseltovho cisla

h=3,66£ — Nu=h—D=3,66 (22.43)
D A

Koeficient tepelnej vodivosti tekutiny pre pouZitie v tomto vztahu sa urcuje pri strednej
teplote prudu (22.21). Poznamendvame, Ze pri lamindrnom prideni je vplyv drsnosti steny na
vypoctové hodnoty h zanedbatelny.

22.6 Niektoré korelacné vztahy - laminarne a turbulentné prudenie v potrubi

Pre zlozZitejSie uUlohy nepozname teoretické rieSenia a spriemerovany koeficient h alebo
lokalny koeficient h sa uréuju z experimentélne stanovenych vztahov. Dimenzionélna analyza
ukazuje, Ze velké mnoistvo premennych ovplyviiujice tieto koeficienty mozno zlucit do
korelacnych vztahov platnych pre bezrozmerné charakteristiky tlohy a z nich urcit koeficient h
. Vadsina tychto vztahov ma "Nusseltovsky tvar"

hD LcC hD
Nu="2=f[ 2L ) Nu="P o f(Repr) — h (22.44)
A u oA A
Pokial to nie je inak stanovené, Ciselné parametre vlastnosti tekutiny pri dosadzovani do tychto
vztahov sa vy¢isluja pre strednd teplotu pradu T, =(T, . —T.,)/2.
Pre potrubie s dizkou L moZno pri lamindrnom pradeni vo vstupnej tepelnej oblasti uréit
priemernu hodnotu Nusseltovho Cisla pri konstantnej teplote steny zo vztahu

0,065(D /L)Re Pr
1+0,04[(D/L)RePr]

Nu=3,66+ (22.45)

2/3
Ako vidiet, Nusseltovo Cislo vo vstupnej oblasti potrubia je vyssie a asymptoticky klesd k

hodnote 3,66 pri L —>oo,

Ked je rozdiel medzi teplotou steny a tekutiny velky, je potrebné zohladnit teplotnu zavislost
viskozity. Vhodny vztah v takom pripade (opéat pri lamindrnom prudeni vo vstupnej tepelnej
oblasti) je

RePrO Y u )™

ePr

Nu:1,86(—J (ﬁ] (22.46)
L Hs

kde sa vSetky hodnoty urcuju pri strednej teplote prudu okrem teploty steny .
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V technickej praxi sa vSak podstatne castejSie stretdvame s turbulentnym prudenim.
Korelacné vztahy su pri takomto prudeni obyc¢ajne obmedzené pre urcity rozsah Reynoldsovho,
prip. i Prandtlovho Ccisla. Pri turbulentnom prudeni uZz nezanedbatelnd Ulohu zohrava aj
hladkost, resp. drsnost vnutornej steny potrubia. Vhodny vztah pre urcenie Nusseltovho ¢isla
pre kruhové potrubie je

(22.47)

(f/8)RePr 0,5<Pr<2000
107+12,7(£/87% (PP -1)  (10° <Re<5-10°

kde treci koeficient mozno urcit z Moodyho diagramu alebo iteraciou z Colebrookovej rovnice
(pozri [D20]). Vhodna je tiez Haalandov vzorec

111
1 e/DY’ 6,9
—=-1,8log,, KLJ + = } (turbulentné prudenie, Re > 3000) (22.48)

\/7 3,7 Re

pri ktorom sa vyhneme iteracii.

Priklad 22.2

V rurke s medzikruhovym prierezom o dizke L = 5 m a vnitornym priemerom D =3 cm sa
ohrieva prudiaca voda s konstantnym prietokom 10 litrov za minutu. Elektricky ohrievac
zabezpeluje rovnomerny ohrev rurky po celej jej vonkajsej ploche s plosSnym energetickym
tokom g =73 kW/m? . Teplota vody na vstupe je T., =15 °Ca vnutorny povrch rarky je hladky.
Urcte priebeh strednej teplotu vody T, (x) a priebeh teploty steny T (x) a vycislite tieto teploty
na vystupe, t.j. T (L) a T(L). Ulohu rieste:

a) analyticky pomocou korela¢nych vztahov
b) numericky (Ansys Workbench + Fluent)

Analytické rieSenie

Zo zadania vyplyva, Ze Uloha nie je zavisla od Casu, ide o ustalené prudenie a ustaleny prenos
tepla konvekciou pri konStantnom tepelnom toku.

Najprv z materidlovych tabuliek odc¢itame vlastnosti vody pri odhadnutej priemernej teplote

pradu T, = (T, +T,,,)/ 2~ (15+65)/2=40°C":

p=992kg/m’
A=0,63W/(m°C)

c, =4180 J/(kg-°C)

Pr =4,12
1£=0,6228-10" kg/(m-s)

Pre urenie Reynoldsovho ¢isla potrebujeme poznat strednu rychlost pradu vody
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% 0,01 m® /min

=——r= > =14,15m/min=0,236m/s
zD%*/4  71-0,03%/4

Vm

a dostavame

Re = pv,,D _ 992-0,236-0,03

=11277
U 0,6228-107°

z ¢oho vyplyva, Ze sa jedna o turbulentné prddenie. Pre vstupnu di?ku potom podla (22.15)
priblizne plati

X5 =x,~10D=10-0,03=0,3m
Je to mald hodnota oproti celkovej dizke potrubia, takie moZno priblizne uvaZovt plne

rozvinuté pradenie i plne rozvinuty tepelny prenos po celej dizke L. Zo vztahu (22.19) u? teraz
mozno urcit priebeh strednej teploty vody po celej dizke rirky

qrDx qrDx 73000-7-0,03
— =15+ 5oL
mc pve, 992-%--4180

T,(X)=T,+ x=15+9,96x 0<x<L (a)

a z toho strednu teplotu vody na vystupe
T, =15+9,96-5=64,8°C 0<x<lL

ktora je blizka odhadnutej hodnote a nie je potrebné robit opakovany (iteracny) vypocet so
zmenenymi materialovymi vlastnostami vody.

Daldie vypocty budi smerovat k uréeniu teploty steny na vystupe, t.j. na konci potrubia
T, =T.(L) . Pre hladké potrubie (£=0) najprv zo vzorca (22.48) urc¢ime treci koeficient

1 6,9 6,9
— =-1,8lo '~ |=-1,8lo '~ |=5,784 - =0,03
Jf gm( Rej gl°(11277j f

a z korelaéného vztahu (22.47) Nusseltovo Cislo

_ (f/8)RePr B (0,03/8)-11277-4,12
1,07+12,7(£/8)*(Pr’*~1) 1,07+12,7(0,03/8)°°(4,12* 1)

=76,0

Koeficient prestupu tepla podla vztahu (22.6) je

h :iNu = 0'63176 =1598,5 ZV
D 0,03 m*°C

a mozno podla (22.20) a (a) vyjadrit linedrny priebeh teploty steny

Ts(x)=Tm(x)+%=15+%+9,96x=60,7+9,96x 0<x<L

Maximalna teplota steny na konci potrubia je

T.(L)=60,7+9,96x =60,7+9,96-5=110,5°C
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Pripominame horeuvedenu tedriu, podla ktorej pri takomto type prenose tepla je teplotny
rozdiel medzi stenou a tekutinou po celej dizke potrubia (s vynimkou vstupnej dizky) konstantny
(obr. 6). V nasSom pripade je to

Numerické rieSenie

Ulohu podla horeuvedeného zadania vyrie$§ime pomocou programu Fluent, pricom na tvorbu
vypoctového modelu pouZijeme predprocesor Ansys Workbench. Je vhodné pred vypoctom
vytvorit na disku pracovy adresar pre ukladanie suborov ulohy (projektu) napr. s nazvom
Prenos_tepla.

Pripravné vypocty

Z analytického vypoctu pozname tieto hodnoty:

p=992kg/m’

A=0,63 W/(m°C)
1=0,6228-10" kg/(m-s)
c, =4180J/(kg-°C)
v,=0,236m/s

f£=0,03

Re=11277

a podla hodnoty Reynoldsovho ¢isla vieme, Ze sa jedna o turbulentné pradenie.

Uloha je jednoducha a mozno ju riesit numerickym integrovanim rovnic modelu v celej
oblasti vratane medznej vrstvy (t.j. bez vyuZitia stenovych funkcii); potom ale diskretizacia
oblasti v blizkosti steny musi byt dostato¢ne hustd. Takto bol rieSeny vypocet prikladu 21.1.
Teraz pre zmenu vyuZijeme stenové funkcie, ktoré v blizkosti steny nevyzaduju tak husté
delenie oblasti. Pri tejto volbe normalizovand vzdialenost taZiska kazdej bunky susediacej so
stenou by mala splifiat podmienku 30 < y* <300, optiméle s hodnotou &o najbliZsie k 30 [D20].
Zvolime hodnotu

y =30

Pre skuto¢nu vzdialenost potom plati

Stenové Smykové napatie je [D20]
2 2 2
7, =1c;pus =1 fpui =10,03-992-0,236° =0,207 Pa

w

TakZe privolbe y© =30 pre vzdialenost taZiska bunky y potom plati
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0,6228 10>
y=£y o/, =y 304/992/0,207=0,0013 m
0

Vypoctovu siet teda treba vytvorit tak, aby Sirka bunky pri stene bola rovna alebo o nieco vadsia
ako 3 mm.

K tomuto postupu poznamendvame, Ze v postprocesore programu mozno zobrazit
vypoditand hodnotu y*, takZe problém spravnej hustoty siete pri stene mozno riesit (najma pri
mensich Glohach) aj tak, Ze hustotu odhadneme a pokial velkost y* nevyhovuje, zopakujeme

vypocet so zmenenou hustotou.
Intenzita turbulencie na vstupe je [D20]

1=0,16Re 8 =0,16-1127778 =0,05 (5%)

22.7 RieSenie ulohy pomocou programu Ansys Fluent

Po pripravnych vypocétoch opiSeme teraz vlastné rieSenie ulohy. Vypoctovy model potrubia
sa tvori v predprocesore Workbench programu Ansys Fluent tymto postupom:

22.7.1 Geometria oblasti

Otvorte Workbench a zvolte Fluid Flow (FLUENT) dvojitym kliknutim alebo pridrZzanim lavym
tla¢itkom mysi a prenesenim napravo do naznafeného Stvorca). Otvori sa okno Project
Schematic

| Bl Analysis Systems |:

Electric (ANSYS) A

¥ Explicit Dynamics (ANSYS) 2

& Fluid Flow - Blow Malding (POLYFLOW) g3l = Fluid Flow (FLUENT)

5 Fluid Flow - Extrusion (FOLYFLOW) 2 @ Geometry ?,
& Fluid Flow (CFX) 3 @@ Mesh F .
(&5 Fluid Flow (FLUENT) 4 @ Setp 7
B Fluid Flow (POLYFLOW) : =
Harmonic Respanse (ANSYS) 5 il Solution E
B3 Hydrodynamic Diffraction (AQWA) 6 @ Results T
f.) Linear Buckling (ANSYS) Fluid Flow (FLUENT)

|18 Magnetostatic (ANSYS)

Kliknite pravym tlacitkom mysi na Geometry, zvolte Properties, prepnite typ ulohy na 2D

h A 6 = Basic Geometry Options
1 =.-,- Fiuid Flow (FLUENT) | 7 Solid Bodies
2 Geomet ? Ut
@ it i | B Surface Bodies
3 @ Mesh F
- 9 Line Bodies O
4 @ Setup 2.,
= 10 Parameters [+
5 & Solution F .
= 11 Parameter Key DS
6 @ Results 7,
Fluid Flow (FLUENT) 2 Attributes 1
13 Named Selections O
14 Material Properties 1
Ml = Advanced Geometry Options
16 Analysis Type 2D -

a zatvorte tabulku.

Kliknite dvakrat lavym tladitkom mysi na Geometry, otvori sa okno Graphics pre tvorbu
geometrie a potvrdte dizkovt jednotku Meter. V Tree Outline zvolte rovinu xy (XYPlane) a
dalSim kliknutim na os Z v symbole suradnicovych smerov (v pravom dolnom rohu) zvolte
normalovy pohlad na tuto rovinu.
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File Create Concept Tools View Help
AHB| G ]| Dince Creco [[Select[*y v BREB - [|SCQQAGEA A E [46]m
XtPlane v | None - 2
+ Generate W 5hare Topolooy | BExtrude 88
@hﬁﬂiﬂe n
-8 A: Fluid Flow (FLUENT)
-3 XYPlane
-y ¥ ZXPlane
- YZPlane
%8 0 Parts, 0 Bodies

olve & Sweep & Skin/Loft WTnin/Surface ®Blenc = % Chamier #Point BEParameters

Sketching  Modeling
tails View L
| Details of XYPlane
Plane [5¥Plane
Sketches lo
Export Coordinate System? |No

V Tree Outline zvolte Sketching, potom Rectangle. Kliknite zaciatok suiradnicového systému a
posunutim mysi vytiahnite lubovolny obdiZnik

iching Toolboxes
Draw

“Line
£ Tangent Line

£ Line by 2 Tangents

A Polyline

(SPolygon

[ERectangle AdoRiet: |
>Rectangle by 3 Points

& 0val

@ Circle

Circle by 3 Tangents

“JArc by Tangent

Modify -
e
Constraints
Settings
Sketching | Modeling

tails View 7
= Details of Sketchl
Sketch |Sketcnl
Sketch Visibility | Show Sketch
Show Constraints? | No.
= Edges: 4
ine
ine n
ine n
ine n

It

Zvolte Dimensions, kliknutim a potiahnutim dlhej a potom kratkej strany obdiznika sa
zakétuju strany obdiZnika s fubovolnymi rozmermi

ils View a
= Details of Sketchl
Sketch Sketchl
Sketch Visibility Show Sketch
Show Constraints? | No
=l Dimensions: 2
[TH1 16,604 m
vz 50556 m

Lubovolné rozmery obdiznika v Details View zmefite na rozmery polovice priemetu potrubia
H1=5m, V2=0,015 m prepisanim hodnoét v Details View a potvrdenim Enter (podla nastavenia

programu pouzivajte desatinnt &iarku alebo desatinnt bodku). Zvaésite obrazok pomocou & .

Z ¢iarového obrdazku urobte objekt (oblast) volbou Concept, Surfaces from Sketches,
Kliknutim na &aru obdiZnika, Apply v Base Objects, Enter, Generate.

Zavrite okno Graphics. Stav rieSenia ulohy v Project Schematic teraz vyzerd takto
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UloZte aktualny stav rieSenia ulohy postupom File, Save As, otvorenim pracovného adresara,
nazvanim ulohy Prenos_teplal a uloZenim prikazom Save. Vytvori sa sibor na spustanie Glohy
Prenos_teplal.wbpj a dalSie s Ulohou suvisiace subory.

22.7.2 Tvorba siete a Kklasifikacia jej okrajov

Dvakrat kliknite na Mesh a trpezlivo pockjte kym sa otvori okno pre tvorbu siete buniek

Potrebnu &ast obrazka zvacSujte pomocou R alebo pomocou pravého tlacitka

| File Edit View Units Tools Help ||| 18 i & @v @worksheet || B ' S~ B BB B &5 & & Q| &
|Mesh =/ Update | ®Mesh + B Mesh Control + | .ililztric craph | @a0ptions
Qutline 7
Project
= (&l Model (A3)

B 88 Geometry

B4 Coordinate Systems

A8 Mesh

Zvolte Mesh Control a otvorte Sizing. Teraz treba zadat hustotu delenia na vSetkych hranach

(Ciarach) oblasti. Prepnite filter na ukazovanie Ciary B a so stlagenou klavesou Ctrl kliknutim
oznacte obe dlhgie strany obdiznika (musia sa pri tom sfarbit). V Details okne kliknite riadok
Geometry a povrdte oznacené hrany s Apply. Zmente Behavior na Hard (aby editor presne
dodrzal pocet deleni ¢iar) a Type na Number of Divisions. Zadajte 500 deleni a potvrdte s Enter.

KratSie strany podelte rovnakym spdsobom. V. Mesh Control a otvorte nové Sizing a zvolte
na oboch krat3ich strandch 5 deleni, ¢&im sa dodrZi potrebnd hodnota y™* .

V Mesh Control zvolte metdédu Maped Face Meshing, kliknite na obraz potrubia (plocha sa
vysvieti) a v Details of Sizig po kliknuti v riadku Geometry potvrdte vybranu oblast s Apply. Tym
je delenie oblasti kompletne pripravené a treba uz len zadat prikaz na vytvorenie siete. Otvorte

v prikazovom riadku ' ®Mesh v 3 zvolte Generate Mesh. Po prebehnuti editicie zviditelnite siet

kliknutim ®Mesh v Outline okne. Na jej zvia&ienie pouzite Zoom _® . Pri postupnom zvicsovani
siete a porovnani s dizkovym meritkom je vidiet, ze $irka bunky pri stene je rovna 3 mm.
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Ak sa pri tvorbe siete niektory krok nevydaril, alebo nie ste spokojni s delenim, mozno kazdy
Sizing, pripadne i Mesh, kliknat pravym tlad¢itkom mysi a po vymazani vytvorit znovu. Mézte tiez
nacitat uloZzen geometriu a zopakovat cely postup tvorby siete.

Po vytvoreni siete sa v okne Meshing robi aj klasifikacia vSetkych okrajovych ciar (pri 2D
ulohe), resp. ploch (pri 3D ulohe), ako priprava pre zaddvanie okrajovych podmienok vo
Fluente. RieSime rotacne symetrickd ulohu, ktora vznikne rotaciou vytvorenych ciar a buniek
okolo osi rotacie a na obdl?niku teda treba oznalit os rotacie, dalej Ciaru, z ktorej vznikne
valcova stena a Ciary, z ktorych sa vytvori kruhova plocha vstupu a vystupu prudiacej vody.
Horna ¢iara obdiZnika bude stena, doIna — je os rotdcie, lava strana bude vstup a prava vystup.

Kliknite favym a potom pravym tlagitkom mysi favi stranu obdiZnika (ukazovaci filter musi
byt nastaveny na ciary) a v tabulke otvorte Create Named Selection, nazov prepiSte na vstup
a potvrdte s OK. Rovnakym postupom nazvite pravu stranu vystup, hornu stranu stena a dolnu
0s.

Zatvorte Meshing Okno a v skupine prikazov Workbench kliknite prikaz 7 UpdateProject  gim

pripravite Ulohu pre program Fluent. Ulozte Ulohu prikazom Save. Stav rieSenia by mal teraz
vyzerat takto

A

) Geometry v 4
y @.Setup ......................... ?‘
5 3 Solution &,
6 @ Results P

Fluid Flow (FLUENT)

22.7.3 Zadanie ulohy vo Fluente

Otvorte Fluent dvojitym kliknutim na Setup a Uvodné okno po zvoleni dvojitej presnosti Cisiel

(Double Precision) zatvorte s OK. Otvori sa pracovné okno programu, kde v ¢asti 2D Space
zvolte Axisymetric

General Mesh
Models
Materais [ Sae.. ][ Check |[Report Qualty]

Cel Zone Conditions
Boundary Conditions | Solver
Mesh Interfaces e Vebocty Formuiation
Dynamic Mesh O Pressure-Based  (©) Absolute

Reference Values Densty-Based () Relatve
Solution

Solution Methods Time 2D Space

Solution Controls © Steady Planar

Monitors Transeent © Axisymmetric

Solution Initiaization Axisymmetric Swirl

Calcuiation Activities o

Run Calculation | Gravity Units...
Resufts

Graphics and Animations

Pots

Reports

Mesh

344



V okne General mozte spustit kontrolu siete (Check); vo vypise zoznamu kontrol by sa nemali
nemali obiavit Ziadne zavady. Je uZitocné urobit tieZ kontrolu oznacenia okrajov oblasti
pomocou Display. Mali by sa tam objavit nazvy okrajovych Ciar vstup, vystup, os a stena.

Vo volbach Models treba vysvietit Viscouos-Laminar a pomocou Edit zvolit turbulentny k-
epsilon model. Objavi sa okno pre zadanie jeho parametrov, ktoré sme strucne opisali vyssie pri
informdcii o tomto modeli; presvedcte sa, Ci je zapnuté Standard Wall Functions a zavrite ho s
OK bez dalSej zmeny. Zapnite tiez Energy cez Edit a Energy Equation na On.

Dalej zvolte zadanie vlastnosti tekutiny (Materials), kde vysviette Fluid a zvolte Create/Edit.
Zmente Name na voda, Density na 992, C, na 4179, Thermal Conductivity na 0.631 a Viscosity
na 0.0006228, potvrdte zmeny s Change/Create a zavrite okno s Close. (Vo Fluente
pravdepodobne budete musiet pouZivat desatinni bodku; treba si zadanie overit opatovnim
otvorenim.)

[ Create/Edit Materials &
Name Material Type Order Materials by

|vc-da ‘ﬂuid -l @) Name
Chemical Formula

Chemical Formula FLUENT Fluid Materials

| |voda ~|[L_Fuent Database...

none -

Properties

Densty (ka/m3) [ constant ~ ][ ede
992

Cp (Specific Heat) (j/kg-k) ‘mnstanl vI Edit

4179

1

Thermal Conductivity (w/m-k) [constant =] Ede

0.631

Viscosity (ka/m=s) [ constant B

0.0006228

Ichangefcreate| [ Delete ] [ Close | | Help. ‘

V okne Boundary Conditions zvolte os, jej Type zmente na axis a potvrdte. Analogicky
oznacte vystup ako pressure-outlet s Gauge Pressure = 0. Zvolte stenu a ponechajte ju ako wall,
zvolte Thermal a zadajte Heat Flux = 73000, potvrdte s OK. Pre vstup zvolte velocity-inlet, vo
Velocit Specification Method zvolte Components a zadajte Axial-Velocity = 0.236. Pre
turbulentné okrajové podmienky v Specification Method zvolte Intensity and Hydraulic
Diameter s hodnotami Turbulent Intensity = 5, Hydraulic Diameter = 0.03. V Thermal zadajte
Temperature = 15 a zatvorte okno s OK.

[E3 velocity Inlet X

Zone Name

‘ vstup

Momentum .‘Therma\\ Radiation | Species| DPM | Multiphase| UDS |

Velocity Specification Method ‘Components v ‘
Reference FramE‘Abgo‘ute h ‘
Axial-Velocity (m/s) ‘ 0.236 [constant -
Radial-Velocity (m/s) ’07 |con5tant '|
Turbulence
Spedification Method ‘Intensrty and Hydraulic Diameter M |
Turbulent Intensity (%) ’57
Hydraulic Diameter (m) [ .03

OK Cancel Help



V Solution Methods zmerite nastavenia od Momentum az po Energy na Second Order Upwind.

V okne Monitors po volbe Residuals — Print, Plot a Edit konvergencné kritéria zmente na
0.00001 a potvrdte s OK.

V Solution Initialization zadajte pre Compute from: vstup a kliknite na Initialize. Otvorte Run
Calculation zadajte Number of Iterations = 500 a odstartujte vypocet s Calculate (dvojitym
kliknutim). Priebeh zvyskovych hodnot primarnych premennych ukdze monitor

1: Scaled Residuals |

siduals
conyn
a
nergy 1e+02
ensilon

1e+00
1e-02
1e-04
1e-06
1e-08
Te-10
1e-12

0 20 40 60 80 100 120
lterations

22.7.4 Analyza vysledkov (Fluent + CFD-Post)

Postprocesor Fluentu je schopny poskytnit mnoZstvo vysledkov, ktoré ilustruju tedriu
prenosu tepla v kruhovom potrubi pri konstantnom tepelnom toku alebo sa daju porovnat
s analytickym rieSenim asu vo volbach Plots, Graphics and Animations, Reports intuitivne
spracovatelné. Niektoré moznosti sme ukazali v priklade 22.1. Tymto s6sobom skontrolujeme

len priebeh normalizovanej bezrozmernej vzdialenosti taZisk najblizSich buniek od steny y*,

ktora by vzhladom na vyuZitie $tandartnych stenovych funkcii mala spifiat podmienku y* >30.

Zvolte v Results Plots, XY Plot, Set Up ..., v Y Axis Function vyznacte Turbulence ..., a Wall
Yplus. V Surfaces vyznacte stena a kliknite Plot

1: wal Yplus -

stena

3.70e+01

3.60e+

3.50e+01

Wall 3408401
Yplus

3.30e+01

320e+01

3.10e+01
0 05 1 15 2 25 3) 35 4 45 5

Position (m)

Podmienka je, ako vidiet splnena.

Dalej si graficky ukdZzeme konturové zobrazenie teploty po priereze vnutrajéku potrubia. Pre
zujimavost, iked je to trochu komplikovanejsie ako priamo vo Fluente, si to ukdZzeme
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v postprocesore CFD-Post, ktory ponuka mnozstvo elegantnych moznosti spracovania vysledkov
pre uverejnenie v sprave o vypocte alebo v prezentacii vysledkov vypoctu.

Najprv Postprocesor otvorime dvojitym kliknutim na Results v Project Schematic okne

2 i} Geometry v
3 g8 Mesh v
4 @ setup v
5 v
[ v

&2 Solution

Fluid Flow (FLUENT)
Otvori sa pracovnd plocha programu CFD-Post svysSetrovanou oblastou a nacitanymi
aktudlnymi vysledkami vypoctu

@ A6 : Fluid Flow (FLUENT) - CFD-Post
File Edit Session Insert Tools Help

EHEL Qe 9 ¢ DBuany SERI o HTPO0 *RIBEERNG OM#/AGH6
[ outine | Vriables | Expressions | Calaulators | Turbo | PRA @ @ O 7

V ikonovej ponuke prikazov kliknite kontury B , hazvite ich Teplota a zatvorte s OK. Otvori sa
Geometry v okne Details of Teplota. Zvolte v Locations periodic 1, vo Variable, Temperature
a tie # of Contours = 50. Dalej otvorte View, zvolte v Apply > Reflection Method = ZX Plane
avApply Scale > Scale = 1, 60, 1. (Potrubie sa v smere y 60krat zvacsi). Obrazok konturov
s legendou hodn6t sa vykresli po kliknuti Apply.

L.

0 1500 3000 (m)
il

0.750 2250

Najvacsia teplota steny je na vystupe o velkosti 109 °C.

Na zéver vykreslime graf priebehu teploty vody pozdi? potrubia tesne pri stene. Zvolime
polohu nezavislej premennej x na stene potrubia vo forme Usecky: Zvolte Insert, Location, Line,
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ponechajte nazov Line 1, OK. V Details of Line 1 zvolte Point 2 = 5, 0.015, 0 ; Samples = 30;
Apply. Dalej zvolte Insert, Chart, Name = Chart 1, OK. V Details of Chart 1 zadajte Title = Teplota
vody pri stene, v Data Series > Location = Line 1, v X Axis > Variable = X, v Y Axis> Variable =
Wall Adjacent Temperature, v Line Display > Symbols = Rectangle, Apply

Chart 1

Teplota vody pri stene
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p e
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23 Analyza zviazanych fyzikalnych poli
23.1 Uvod a zakladné pojmy

V predchadzajucich €astiach sme uvazovali, Ze analyzované teleso alebo oblast predstavuje
spojité kontinuum s uréitymi materidlovymi vlastnostami, pre ktoré sme pri zadanych
parametroch ulohy a zvolenych nezavislych premennych hladali nezndme premenné. Napr. pri
analyze mechanicky zatazeného telesa z poddajného materidlu sme pomocou vhodnej metddy
urcili jeho posunutia, pretvorenia a napétia a spojité mnoziny tychto hodnot sme nazyvali pole
posunuti u(x,y,z,t), pole pomernych deformdcii €(x,y,z,t)a pole napdti 6(x,y,z,t). Tieto

polia mozno zaradit do jedinej konkrétnej fyzikalnej discipliny — mechaniky poddajného telesa;
ich vzajomna zavislost sa odohrdva len vramci tejto jedinej fyzikdlnej oblasti a hovorime
o jednoduchej (nezviazanej, monofyzikalnej) ulohe.

Komplikovanejsia situdacia nastane, ked takéto mechanicky zatazené teleso budeme ohrievat.
Déjde k interakcii existujucich poli (nazvime ich mechanické polia) s pofom teploty T(x,y,z,t),

ktoré treba urcit pomocou postupov inej fyzikalnej discipliny — prenosu tepla. Teplotné pole
ovplyvni mechanické polia tepelnou roztaznostou, navyse ucinkom teploty sa mdziu menit
mechanické vlastnosti materidlu telesa, pripadne moZe teplota ovplyviiovat okrajové
podmienky. Za urcitych okolnosti (napr. cyklické pruzne-plastické nestacionarne namahanie
telesa alebo vysokofrekvencné elastické namahanie) m6zu aj mechanické polia spatne ovplyvnit
teplotné pole. Vtakomto pripade hovorime o zviazanej analyze (zviazanej ulohe, o ulohe
zviazanych poli, o multifyzikdlnej Glohe).

Medzi najcastejSie pripady zviazanych uloh patria:

¢ fluidno-mechanicka (analyza ucinkov prudenia tekutiny na konstrukéné casti)

e tepelno-mechanickd (analyza ucinkov tepelného pola na teleso; hlavne tepelné stroje
a zariadenia, mechanické obrabanie a tvarnenie)

e piezoelektrickd (analyza interakcie deformacie telesa a elektrického pola, napr.
mikrofény a senzory)

e elektromagneticko-mechanickd (interakcia elektromagnetického a mechanického pola;
elektromagnetické zariadenia, napr. pohyb kotvy cievky elektrického spinaca alebo
analyza indukovaného pruadu ucinkom pohybu permanentného magnetu)

e elektromagneticko-tepelnd (napr. indukéné ohrievanie)

e elektrostaticko-mechanickd (prevodniky, spinaCe, akéné c¢leny, pohony, senzory
v MEMS, t.j. v mikro-elektro-mechanickych systemoch nanotechniky)

e dalSie kombinacie uvedenych uloh

Niektoré zviazané ulohy, ako napr. fluidno-mechanické analyzy charakterizuji jasne
oddelené podoblasti (v tomto pripade teleso aoblast prudenia tekutiny) a prislusné jasne
oddelené zavislé premenné. V takomto pripade dochddza k vazbe oboch oblasti len na ich
stykajucej sa hranici a hovorime o geometricky (plosne) zviazanych ulohach.

Iné ulohy zase charakterizuje neoddelitelnd vazba fyzikdlne rozdielnych hladanych
premennych a parametrov v spolocnej oblasti (napr. nestacionarna tepelne-mechanicka
zviazand Uloha steplotne zdavislymi materidlovymi vlastnostami). Vazba premennych je
vnutornd, vkaidom materidlovom bode oblasti, avyzaduje formulaciu bilanénych
diferencialnych rovnic a konstitutivnych vztahov platnych pre danu ulohu. O takychto Ulohach
hovorime, Ze su objemovo (vnutorne) alebo materidlovo zviazané.
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V programe Ansys mozno na rieSenie zviazanych Uloh vyuZivat dve zakladné metddy:

® priamu metddu, ktord vyuZiva Specidlne prvky so vSetkymi potrebnymi stupnami
volnosti fyzikalnych poli pre priame riesenie prislusnej zviazanej ulohy. Vyuziva sa najma
na rieSenie niektorych objemovo alebo materialne zviazanych uloh.

® atzv. sekvencné metddy, nazyvané aj metdédami prenosu zataZeni, ktoré v iteracnych
krokoch postupne striedavo rieSia fyzikalne rozdielne diferencidlne rovnice ulohy
a vypocitané vysledky prendasaju medzi fyzikdlnymi oblastami, az kym sa nedosiahne
konvergencia uUlohy (konvergencia prenasanych zataZeni). VyuZivaju sa na riesSenie
plosne i objemovo zviazanych uloh, a to hlavne tych, ktoré nevykazuju vysoky stupen
nelinearity medzi zviazanymi premennymi.

Ktord z tychto metdd je mozné alebo vyhodnejsie pouZit zavisi od typu riesenej tlohy. Mozno
uviest niekolko zasad:

e metdda prenosu zatazeni
- siet prvkov pre uvazované fyzikalne polia je, alebo musi byt, rozdielna
- ide o vazbu prudenia s nie¢im inym ako je prenos tepla
® priama metdda
- silnd vazba medzi poliami
- nelinedrna vazba
- vyskytuje sa akustické pole
- vyskytuje sa piezoelektrina
- ide o ulohu s prudenim cez pérovity material
- vyskytuje sa difuzia

Pri formulacii a programovani zviazanych uloh priamou metédou sa v MKP vyuZivaju dva
algoritmické postupy:

1. so silnou vazbou poli (maticovou, simultannou, plnou), kde maticovy zapis rovnic ma

Vazba (v tomto pripade dvoch) rozdielnych poli X; a X, je zahrnuta v mimodiagondlnych sub-
maticiach K;, a K,,.

2. so slabou vazbou poli (sekvencénou, alebo vazbou vektorov zatazeni), kde maticovy zapis
rovnic v najvSseobecnejSom pripade (obojstranna vazba) ma tvar

Ku(X,X) 0 % [F (X, X,)
{ 0 Kzz(xl'xz)}[xj{ﬁ(Xl,Xz)} (23.2)

Vazbu poli v tomto pripade zabezpeluje zavislost K;, a F, na X,, ako aj K,, a F, na X;.

Specidlne prvky, umoziiujlce riedit zviazany problém priamou metddou, poskytuju oproti
metdde prenosu zatazeni viaceré vyhody. Jedna z hlavnych, samozrejme, je to, Ze umoznuju
analyzu zviazanych poli aj vpripadoch, kedy rieSenie pomocou prenosu zatazeni
monofyzikalnych prvkov nie je mozné. Dalej zjednodusuju modelovanie tym, Ze sa vypoctovy
model vytvara len s jednym typom prvku, s jedinou sietov prvkov, s jednoduchym zadavanim
okrajovych podmienok i jednoduchou analyzou vysledkov.
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23.2 Mechanicko-tepelna vazba

Teplotné pole T(X,y,z,t) vyvolava v telese teplotnu (tepelnt) roztaznost, t.j. teplotné

deformdcie ateplotné napatia, ktoré sa superponuju s poliami od mechanického zataZenia.
Navyse teplota moze ovplyvnit materidlové vlastnosti telesa a tym i jeho pevnostnu a tuhostnu
spolahlivost.

Samostatne sme sa s termalnymi a mechanickymi pevnostnymi tlohami zaoberali v [1], [2] i
vo viacerych kapitolach tejto prace, kde mozno najst zakladné diferencidlne rovnice i zakladné
pojmy z tychto fyzikalnych oblasti.

V tejto Casti sa budeme zaoberat zviazanymi (sucasnymi) ucinkami mechanickych poli a
teploty a aplikaénym postupom slGzZiacim na analyzu takto zataZzeného telesa. Na ilustracné
priklady budeme vyuZivat program Ansys, da sa vsak povedat, Ze aj v ostatnych komercénych
programoch MKP suU postupy rieSenia tejto ulohy i dalSich zviazanych uloh analogické s tymto
systémom.

Pri mechanicko-tepelnych ulohach sa ¢asto hovori len o jednosmernej zviazanosti, pretoze vo
vacsine takychto uloh nas zaujima len Gcinok teplotného pola na mechanické polia zatazeného
telesa. U¢inok mechanickych deformacii a napéati na teplotné pole (pri obojstrannej vazbe) je pri
mnohych ulohach maly a moZno ho zanedbat. Pri niektorych Specidlnych ulohach (pozri obr. 1)
sa ale musi zohladnit.

Najjednoduchsie sa rieSia stacionarne linearne ulohy v pripade, kedy zviazanie ustaleného
teplotného pola a statickych mechanickych poli vedie na linedrnu vyslednu ulohu.

Princip postupu spociva v tom, Ze sa najprv pre teleso nezavisle urci teplotné pole (vyriesi sa
termalna uloha, pricom program teplotné pole uloZi do vysledkového suboru). Potom sa
nezdvisle rieSi mechanickd pevnostna uloha s analogickym pevnostnym prvkom na rovnakej
prvkovej sieti ako termalna uloha (poloha uzlov je rovnaka) s udanym koeficientom teplotnej
roztaznosti a s nacitanym teplotnym polom z uloZzeného suboru (t.j. s pridanym objemovym
teplotnym zataZenim). Vzhladom na stacionarnost a linedrnost ulohy nie si potrebné casové
ani itercné kroky.

Tento postup sa principidlne vyuZiva aj v metddach prenosu zataZeni pri nestacionarnych
i nelinearnych zviazanych ulohach, kedy sa ale o mnohondsobny efektivny prenos poli
a kontrolu konvergencie pre prislusny ¢asovy resp. integracny krok stara zvoleny typ rieSica
programu.

Priame rieSenie zviazanej termoelastickej ulohy (i s obojstrannou vdazbou) mozno numericky
realizovat pomocou Specialnych konecnych prvkov, ktoré obsahuju stupne volnosti pre obe
fyzikalne prostredia.

Pokial ide len ojednosmernu vdzbu (Co je najCastejsi pripad), kedy mechanické polia
neovplyvnuju teplotné pole, priame rieSenie sa malo |iSi od klasického postupu znameho
z rieSenia monofyzikalnej pevnostnej ulohy. Plati to i pre nestacionarne a nelinearne ulohy.
Rozdiel spociva len vtom, Ze materidlové vlastnosti, okrajové podmienky i zataZzenia musime
zadat komplexne pre pevnostnu i termalnu Ulohu, ¢o Speciadlny prvok svojimi stupriami volnosti
umozZiuje a vo vlastnom vypoctovom behu akceptuje.
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vlastnosti velkymi deformaciami
Teplotne zavislé okrajové Meniace sa kontaktné
podmienky podmienky a trenie

p| MECHANICKA ANALYZA ==

Obr.23.1 Obostranne zviazand mechanicko-tepelnd analyza

Prenos teplotného pola (teplotného zatazenia) na mechanicky zatazené teleso si v programe
AnsysMultiphysics (editacia Ulohy je jednoduchSia ako v AnsysWorkbench) ukdzeme na
jednoduchom linedrnom priklade. Tu istu Ulohu potom vyrieSime pomocou Specialneho prvku,
ktory riesi ucinky zviazanych poli sicasne vjednom vypoctovom behu programu, ¢im cely
proces aj pri takomto jednoduchom priklade citefne zjednodusuje. (ZlozZitejSie ulohy, vratane
nestacionarnych a nelinedrnych, sa rieSia Uplne rovnako, len su spojené svacSou casovou
naro¢nostou na editacnu tvorbu vypoctového modelu aodpadad tiez priemnda mozZnost
analytického overenia vysledkov.)

Priklad 23.1

Ocelovy prdt na obrazku je zatazeny tahovym napatim p =100 MPa. Prut ma dizku £=1m,

T1 d T

wy

1 P

> »!
<

$tvorcovy prierez so stranou a =10 cm, modul pruznosti materidlu £ =2-10> MPa, Poissonovo
Cislo ©£=0,3 akoeficient teplotnej roztaznosti a=1,0-10°1/°C. Prat je po dizke tepelne
izolovany s koncovymi teplotami 7, =180 °C a T,=20 °C. Tepelnd vodivost materidlu je

A=50-10°W/(mm°C). VlastnU tiaZ prata zanedbdvame. Materidlové vlastnosti prita sa pri
zmene teploty nemenia. VztaZna teplota 7, =0 °C.

Uréte vysledné predizenie prata Gcinkom sily i teplototy.

Analytické riesenie
Priebeh teploty po dizke pruta je linedrny s priemernou teplotou

T=(T,+T,)/2=(180+20)/2=100 °C
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¢o je zaroven pri vztainej teplote (t.j. teplote pri ktorej je teleso bez teplotnych deformadcii)
zvolenej 0 °C aj priemerné ohriatie prita AT . Potom predizenie prita G¢inkom teploty je

Al; =aAT{=10"-100-1000=1 mm
PrediZenie pruta G¢inkom mechanického napéatia dostaneme zo vzorca z elementarnej pruznosti

F 1
AEF:—ézpﬁzloo- 00(;:0,5 mm
SE E 2-10

Vysledné prediZenie pruta potom je AC=1,5mm.

Sekvencné rieSenie pomocou programu Ansys

1. Zadanie termalneho prvku
Predprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add..., Thermal Solid, 8 node 77, OK, Close;
2. Materidlové vlastnosti termalneho prvku
Material Props, Material Models, Thermal, Conductivity, Isotropic, KXX = 50E3, OK,Material,
Exit;
3. Tvorba geometrie
Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1 =0, X2 =1000, Y1 =0, Y2 = 100, OK;
4. Siet prvkov
Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, Size = 10, OK;
Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;
5. Okrajové teplotné podmienky
Solution, Define Loads, Apply, Thermal, Temperature, On Lines, Kliknite lavu stranu
obdlznika, OK, VALUE = 180, Apply, Kliknite pravu stranu obdiznika, OK, VALUE = 20, OK;
6. Vypocet rozdelenia teploty
Solve,Current LS, OK;
7. Vykreslenie rozdelenia teploty
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Dof Solution, Nodal Temperature,

OK;
-

T
20 55.556 91.111 126.667 162.222
37.718 73.333 108.889 144.444 180

8. Zmena prvku na mechanicky (pevnostny)
Predprocessor, Element Type, Switch Element Type, Thermal to Struc, OK; (Zavrite
upozornenie, Ze treba zadat a skontrolovat vSetky vstupné Udaje a nastavenia pre fyzikalne
iny typ prvku.)

9. Materidlové vlastnosti mechanického prvku
Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX = 2E5, PRXY =
0.3, OK, Thermal Expansion (secant-iso), ALPX = 1E-5, OK, Material, Exit;

10. Upevnenie telesa
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Lines, Kliknite lavu stranu
obdiinika, OK, UX = 0, OK;

353



Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Keypoints, Kliknite favy spodny
roh obdlinika, OK, UY =0, OK;

11. Zadanie tahového napatia
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Pressure, On Lines, Kliknite pravu stranu obdlznika,
OK, VALUE =-100, OK;

12.Zadanie teplotného zataZzenia (pri nezadani nazvu uUlohy vsetky subory su file s prislusnou
koncovkou, subor s teplotnym pofom ma koncovku rth)
Solution, Define Loads, Apply, Temperature, From Therm Analy, Fname = file.rth, OK;

13. Vypocet ulohy
Solve, Current LS, OK;

14. Vykreslenie prediZenia pruta od mechanického i teplotného zatazenia
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, X-Component of
displacement, OK;

k

T
0 .33363 . 667259 1.001 1.335
.166815 .500444 .834074 1.168 1.501

15. UloZenie databazy ulohy (s odporic¢anym premenovanim v pracovnom adresare)
ANSYS Toolbar, SAVE_DB;

Priklad 23.2

Rieste priklad 23.1 priamou metddou pomocou termo-mechanického prvku

Priame rieSenie pomocou programu Ansys

1. Zadanie termo-mechanického prvku
Predprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add..., Coupled Field, Quad 8node 223, OK,
Close;
2. Materialové vlastnosti prvku
Material Props, Material Models, Thermal, Conductivity, Isotropic, KXX = 50E3, OK,
Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX = 2E5, PRXY = 0.3, OK, Thermal Expansion
(secant-iso), ALPX = 1E-5, OK, Material, Exit;
3. Tvorba geometrie
Modeling, Create,Areas, Rectangle, By Dimensions, X1 = 0, X2 = 1000, Y1 =0, Y2 = 100, OK;
4. Siet prvkov
Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, Size = 10, OK;
Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;
5. Okrajové podmienky
Solution, Define Loads, Apply, Thermal, Temperature, On Lines, Kliknite lava stranu
obdlZnika, OK, VALUE = 180, Apply, Kliknite pravt stranu obdiZnika, OK, VALUE = 20, OK;
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Lines, Kliknite lavd stranu
obdi#nika, OK, UX = 0, OK;
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Keypoints, Kliknite favy spodny
roh obdlinika, OK, UY =0, OK;
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6. Zadanie tahového napatia
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Pressure, On Lines, Kliknite pravu stranu obdiZnika,
OK, VALUE =-100, OK;
7. Vypocet
Solve, Current LS, OK;
8. Vykreslenie rozdelenia teploty
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Dof Solution, Nodal Temperature,

OK;
-

20 55.556 91.111 126.667 162.222
37.778 73.333 108.889 144.444 180

9. Vykreslenie predizenia prita od mechanického i teplotného zatazenia
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, X-Component of
displacement, OK;

-
‘,

T I
0 .33363 . 667259 1.001 1.335
. 166815 .500444 .834074 1.168 1.501

10. UloZenie databazy ulohy (s odpori¢anym premenovanim v pracovnom adresare)
ANSYS Toolbar, SAVE_DB;

Ako sme ukazali v predchddzajucej casti, jednosmerné termalno-mechanické problémy sa
riesSia jednoducho, pricom mozZno vyuZit jednak klasické monofyzikdlne prvky sprenosom
tepelného zataZenia, ako aj Specidlne prvky so priamym zviaznim mechanickych a teplotnych
poli.

Pravda, pri obojstrannej vazbe, t.j. v pripade kedy mechanické polia spdtne ovplyvnuju
teplotné pole, mozno analyzu robit len pomocou Specidlnych prvkov, ktoré maju v sebe takuto
schopnost zabudovand.

23.2.1 Termoelasticita

Pri budenom C(iste elastickom kmitani telesa k beznym tlmiacich ucinkom (mechanické
tlmenie, odpor prostredia) prispieva aj interné (materialové) timenie s relativne velmi malou
generaciou tepla aurcitou disipaciou celkovej elastickej energie (energie napatosti,
deformacnej prace vnutornych sil) telesa. Pri vacsine technickych uloh je toto tlmenie
zanedbatelne malé, mda vsak vplyv pri kmitani niektorych c¢lenov (predovsetkym
vysokofrekvenénych rezonatorov) MEMS systémov, kde je pre ich optimdlny navrh uZito¢né
rieSit obojstranne zviazanu termo-elasticku Glohu s analyzou tohto vplyvu.

Zakladné rovnice konecného prvku schopného priamo zviazat mechanické polia linedrne
elasticky namdhaného telesa s polom teploty pri nestaciondrnom tepelnom a mechanickom
zataZovani sa tvoria zviazanim diferencidlnych konstitutivnych rovnic oboch fyzikalnych uloh. Pri
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formulacii takychto prvkov sa vyuZiva diferencidlna rovnica nestaciondrneho vedenia tepla
(17.11) zviazana s nestacionarnym prirastkom tepla [16] u¢inkom mechanickych poli (druhy
¢len na pravej strane rovnice)

AVZT:pcV%—:+T00LTE;—(: (23.1)
kde
A 0 0
A= 0 /1y 0 | = matica tepelnej vodivosti
0 0 4,

V? = Laplaceov operator
T =teplota
£ = hustota materialu

T, , , . . Y .
c, = c—-2o'Da = mernd tepelna kapacita pri konitantnom objeme

P
¢ = merna tepelna kapacita (merné teplo) materidlu
T, = vztaina teplote (pri ktorej je teleso bez teplotnych deformdcii)

T
o = [ax,ay,az,0,0,0} = vektor koeficientov teplotnej roztaznosti materialu
t=Cas
T .. .

sz] = vektor napatia

— Dae -
0 = E = [O'X,O'y,O'Z, xy'Tyz'

.
€= [ex,gy,ez,;/xy,}/yz,}/zx} = vektor celkovej deformécie
D = matica elastickych materialovych vlastnosti telesa [1]

Pri nestacionarnom zataZovani je procedira MKP schopnd urcit nestaciondrne hodnoty
celkove]j energie napatosti na elemente a sumaciou v celom telese zo vztahu

A =ljcsTdv (23.2)
2 v

Pri harmonickej analyze ma tento vztah tvar

AzljcéTdv (23.3)
2 Vv

kde € je komplexny vektor celkovej deformacie. Realna Cast tohto vztahu predstavuje energiu
napatosti aimaginarna cast energiu disipovanu ucinkom termoelastického timenia. Velkost
termoelastického timenia v telese moZno potom vyjadrit pomerom

NET

> Im(A)

1 n=1

g e (23.4)
D Re(A)
n=1
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kde NET je celkovy polet termoelastickych prvkov telesa. Cim je toto &slo mensie, tym su
straty energie vplyvom termoelastického timenia mensie. Obratend hodnota tohto cisla Q sa

.....

kvalita napr. MEMS rezonatora vyssia).

Fyzikdlnej pricine vzniku disipacie energie (vnutorného tlmenia) pri nestacionarnom
elastickom zataZovani moZno porozumiet predstavou cyklicky namahaného tepelne
izolovaného nosnika. Pri zloZitejsich tvaroch jeho kmitania niektoré c¢asti budu tahané (teplota
klesne), iné stlatované (teplota vzrastie). Vzniknu casti s rozdielnou teplotou s prislusSnym
tokom tepla. PretoZe tepelny tok je nezvratny proces, ddjde k strate energie ak timeniu
prislusného (rezonanéného) tvaru kmitania nosnika (rezonatora).

Mechanizmus termoelastického timenia prvy teoreticky objasnil a pomocou materialo-vych
konstant kvantifikoval C. Zener s obmedzenim na kmitanie tenkych nosnikov. Pre takéto teleso
odvodil analyticky vztah ( [17], [18]) (vynechavame ¢leny so zanedbatelne malym prispevkom)

1 Eal, wr

Q pc 1+(wr)

(23.5)

kde E je modul pruZnosti, « koeficient izotropmej teplotnej roztaznosti, @ kruhova frekvencia

kmitania nosnika a T, je vztaina teplota nosnika v Kelvinoch. Pre konstantu tepelného
relaxacného casu plati

2

ch

=P (23.6)

)

kde h je vy$ka pravouhlého prierezu nosnika a A izotropny koeficient tepelnej vodivosti.

Aplikacia variacného principu na pohybovlu rovnicu prvku arovnicu vedenia tepla sich
prepojenim cez ¢len s materidlovou generaciou tepla v (23.1) vedie na maticové rovnice termo-
elastického konecného prvku v tvare

M, 07(d, N C. 07(u, L|Ke Ke|fu) [ f (23.7)
0 0J|f,] |c* c||T.] |0 K.|IT.] [Q.r.0) '

kde

M, = matica hmotnosti

C. = matica mechanického timenia
K. = matica tuhosti

u, = vektor uzlovych posunuti
f, = vektor vonkajsich uzlovych sil

t . , . . .
C. = matica merného tepla (mernej tepelnej kapacity)
C¥ = matica termoelastického timenia
Ki = matica tepelnej vodivosti

K = termo-elasticka matica tuhosti

T, = vektor uzlovych teplot

Q

. = vektor termo-elastickych zataZzeni prvku
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Priklad 23.3

Tenky kremikovy obostranne votknuty nosnik na obrazku harmonicky kmitd na ohyb
G¢inkom budiaceho tlaku p = 0,1 MPa s frekvenciou f. Nosnik ma dizku 300 #m, jednotkov

Sirku a vysku h=5 um. Materidlové vlastnosti nosnika su:
Modul pruznosti E = 1,3 10° MPa, Poissonovo &islo 1 = 0,3, hustota p = 2,33 107" kg/(um)?,
tepelnd vodivost 1=9.010" pW/(umK), merné teplo c¢=6,99 10" pJ/(kgK), koeficient
teplotnej roztaznosti k= 7,8 107° 1/K.

Uréte priebeh hodnoty termoelastického timenia 1/Q v rozmedzi frekvenéného budenia od
f=10° po 10’ Hz.

Ar Yy 0
EHlHLHHHHHHHHHHH— h

L

A\

Y

A

Analytické rieSenie

VyuZijeme vztah (23.5), ktory vycislime a graficky zndzornime pre cely rozsah frekvencie
pomocou programu Matlab s prikazmi:

EE = 1.3*10A5; ro = 2.33*10A-15; alfa = 7.8*10A-6;

cp = 6.99*10A14; kapa = 9.0*10A7; Ti = 300; h = 5;

delta = EE*alfaAr2*Ti/ro/cp;

tau = ro*cp*hA2/kapa/piA2;

X = 0:10A5:10A7;

om=2*pi*x;

y = delta*om*tau./(1 + (2*pi*x*tau).A2);

plot(x,y);

xlabel('Frekvencia f [Hz]','"FontSize',10)

ylabel('Termoelastické timenie 1/Q",'FontSize’,10)

grid on

Pre extrém frekvencie plati

Fore =2LM= 3,472 10° Hz (23.8)

a graficky priebeh termoelastického timenia je je zadzorneny na obr. 23.2.
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Termoelastické timenie 1/Q
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Frekvencia f [HZ]

Obr. 23.2 Termoelastické timenie nosnika 1/Q podla vztahu (23.5) v rozsahu budiacej
frekvencie f =0 az 10’ Hz

RieSenie pomocou programu Ansys

7
Harmonicka analyza nosnika v rozsahu budiacej frekvencie tlaku f = 0 az 10" Hz, s krokom

10’ Hz (t.j. so 100 krokmi), je v programe Ansys jednoducha. ZlozZitejSie je vSak vybratie
a spracovanie potrebnych hodn6t zvysledkovej databazy do vztahu (23.4). PretoZe
termoelastické tlmenie 1/Q chceme vycislit pre kaidy krok, potrebujeme vytvorit makro
(pomocny podprogram v jazyku APDL — Ansys Prametric Design Language) , ktoré tuto ulohu po
prebehnuti vypoctu v cykle so 100 krokmi splni.

Makro sa napiSe vo vhodnom editaénom programe, napr. v NOTEPADe, a pod nejakym
nazvom s koncovkou mac sa uloZi do pracovného adresara Ansysu. Makro sa musi spustit
v postprocesore, lebo len tam su vypocitané vysledky pristupné. Potrebné hodnoty a prikazy
pre nasu ulohu su (vyznam prikazov mozno najst v Helpe Ansysu):

f =100000

df = 100000

*dim,frek,table,100

*dim,q,table,100
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*do, i, 1, 100

set,,,,0, f

etab,wr,nmisc,4

set,,,,1, f

etab,wi,nmisc,4

ssum

*get,enr,ssum,,item,wr

*get,eni,ssum,,item,wi

gg=enr/eni

frek(i)=f

a(i)=1/qq

f=f+df

*enddo

/axlab,x,Frekvencia f (Hz)

/axlab,y,Termoelastické timenie 1/Q

*vplot,frek(1),q(1)

Po uloZeni makra s ndzvom makro.mac sme Ulohu vyriesili pomocou postupnosti tychto inter-
aktivnych prikazov:

1. Zadanie termomechanického prvku
Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Dele,Add, Coupled Field, Quad 8node 223, OK, Close;
2. Teplota udana v stuprioch Celsia sa prepocita na absolutnu (TOFF = 273 °C)
Material Props, Temperature Units, TOFF = Celsius, OK;
3. Referencna teplota (teplota pri ktorej je teleso bez teplotnej deformacie)
Define Loads, Settings, Reference Temp, TREF = 27, OK;
4. Materidlové vlastnosti prvku
Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Density, DENS = 2.33E-15, OK,
Linear Isotropic, EX = 1.3E5, Density PRXY = 0.28, OK, Thermal Expansion (secant-iso), ALPX =
7.8E-6, OK, Thermal, Conductivity, Isotropic, KXX =90E6, OK, Specific Heat, C = 6.99E14,
Material, Exit;
5. Tvorba geometrie nosnika
Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1 =0, X2 =300, Y1 =0, Y2 =5, OK;
6. Siet prvkov
Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, Size = 2.5, OK;
Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;
7. Upevnenie nosnika
Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Lines, Kliknite lavu a pravu
stranu obdiZnika, OK, UX = 0, Apply, Kliknite opéat lavu a pravu stranu obdiZnika, OK, UY =0,
OK;
8. ZataZzenie nosnika
Define Loads, Apply, Structural, Pressure, On Lines, Kliknite hornu stranu obdiznika, OK,
VALUE = 0.1, OK;
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9. Typ analyzy
Analysis Type, New Analysis, Harmonic, OK;
10. Udaje pre harmonicku analyzu
Load Step Options, Time/Frequenc, Freq and Substeps, HARFRG, 0, 10E6, NUSURST = 100,
KBC = Stepped, OK;
11. Vypocet
Solve, Current LS, OK;
12. Ukoncenie Solution a prechod do postprocesora
Finish
General Postproc
13. Spustenie makra na vypocet 1/Q a vykreslenie jeho priebehu v celom intervale frekvencii
Utility Menu, Macro, Execute Macro, Name of macro to be executed = makro, OK;

(x10**-4)
8

7.2

o
(=3

Termoelastické tlmenie 1/Q

(210**4)

0 200 400 600 goo0 1000
100 300 500 700 00
Frekvencia f (Hz)

14. UloZenie databdzy ulohy (s odporucanym premenovanim v pracovnom adresare)
ANSYS Toolbar, SAVE_DB;

Vysledky prakticky suhlasia s analytickym rieSenim. Vyhodov numerického rieSenia je vsak
moZnost vyuZitia postupu aj pre iné tvary a geometriu rezonatorov alebo inych ¢asti MEMS.
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23.2.2 Termoplasticita

V novsich verzidch programu Ansys (od verzie 14.5 vysSie) mozno vykonat aj pribliznd
analyzu zviazanej termoplastickej ulohy pomocou prvkov PLANE223, SOLID226 a SOLID227.
Mysli sa tym zvySenie teploty telesa pocas plastickej deformacie tym, Ze Cast plastickej prace sa
premeni na teplo.

Vo formulacii termoplastického prvku sa zviaze diferencidlna pohybova rovnica prvku [2]
s diferencialnou rovnicou nestacionarneho vedenia tepla (17.11) cez hustotu tepelného toku

Q" od ¢asti premenenej plastickej prace

Q= BW* (23.9)

kde S je Taylor-Quinneyov koeficient udavajuci aka Cast plasickej prace WP sa premiefia na
teplo (je to zadavana, vstupnd hodnota pre danu ulohu) a pre ¢asovu zmenu plastickej prace

plati
WP =c'¢" (23.10)

kde vektory na pravej strane rovnice su

;
0'=[0'X c, 0, T, T, sz]

;
b [ ap  ap ap ap ap ap
3 —[ex e & &, &, exz]

Vysledna sustava rovnic nestacionarnej rovnovahy vieobecného e-teho termoplastického prvku
v maticovoom zapise potom je

M., 0](u, C. 0 |(u, K. 0](u f,
y . ot ot fl= (23.11)
[0 OHTE} {0 CZHTE} {0 KZHTe} {Qe+05}

kde

M, = matica hmotnosti (prvku)

C. = matica mechanického timenia
K. = matica tuhosti

u, = vektor uzlovych posunuti

f. = vektor vonkajsich uzlovych sil

t . , . . .
C. = matica merného tepla (mernej tepelnej kapacity)
Kf? = matica tepelnej vodivosti

T

e
Q, = vektor termdlnych zataZzeni prvku

= vektor uzlovych teplot

ij = vektor tepelného zataZenia prvku od tepla generovaného plastickou deformaciou

23.3 Vdzba fluidného a mechanického pol'a

S problémom interakcie prudiacej tekutiny s viac alebo menej poddajnym telesom (FSI, Fluid-
Structure Interaction) sa v priemyselnej praxi avedeckej analyze, ale ibeinom Zivote,
stretdvame velmi casto. Prudenie zavisi od tvaru telesa ajeho pohybu anaopak pohyb
(deformacia) telesa zavisi od mechanickych sil pradenia p6sobiacich na teleso. Spomerime
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aspon niekolko typickych prikladov: Kmitanie kridiel lietadla, deformacia a dynamické javy
v potrubnych systémoch, deformacie lopatiek turbiny, nafuknutie automobilového airbagu
alebo dynamika paddka, hojdaci pohyb lode, pumpovanie krvi srde¢nou komorou a jej prietok
cez chlopne a krvné rieciste.

FSI samozrejme zohrdava tiez dolezitu ulohu nielen pri rieSeni takychto a analogickych uloh,
ale aj pri vyvoji a dizajne novych modernych systémov, v ktorych uvedena fyzikalna zviazanost
je vyznamna.

Neodmyslitelnd nelinedrna podstata a Casta Casova zavislost tejto triedy uloh komplikuje
avacsinou uplne znemoZziuje vyuZivanie analytickych metdd. Je preto prirodzené, Ze
v ostatnych rokoch doslo k vyznamnému rozvoju pocitacovych numerickych metéd, ktoré su
v sicasnosti schopné efektivne riesit Siroku Skalu uloh z oblasti FSI [19]

Ulohy jednosmernej zviazanosti, t.j. tlohy, kedy pohyb (deformacia) telesa v postate nemeni
hranicu a tvar fluidnej oblasti, sa rieSia pomerne jednoducho. Nezavisle sa vyriesi fluidna uloha
a jej udinky sa prenesu cez stykajlicu sa hranicu oboch oblasti na teleso, ktoré sa potom opat
analyzuje nezavisle. Plati to aj pre nestacionarne a aj mechanicky nelinedrne ulohy, kedy sa
tento prenos zataZzeni arieSeni vykondva postupne v jednotlivych diskrétnych casovych
a integracénych krokoch. Pri velkych ulohach treba prekonat problém nerovnakého naroku na
hustotu siete pre fluidni a mechanickd oblast. Su vsak k dispozicii algoritmy, ktoré si schopné
fyzikdlne reguldrne zviazat obe oblasti aj na hranici s nerovnakou hustotou siete, t.j.
s neprekryvajucimi sa (nestotoznenymi) uzlami.

Vacsie algoritmické a programatorské tazkosti si spojemé s rieSenim obojstranne zviazanych
fluidno-mechanickych uloh. Vtakomto pripade je pohyb (deformacia) telasa taka, zZe
nezanedbatelne meni tvar zviazanej fluidnej oblasti, ¢im ovplyviii charakter a parametre
priadenia. Spatne zase zmenené prudenie opat zmeni kofiguraciu telesa. V realite sa tento
vzajomny ucinok deje kontinuadlne az po konecny ustaleny stav alebo po konecny cas
nestaciondarneho procesu. Ztoho teda pri numerickej metdde vyplyva potreba diskrétnej
(krokovej) interpolacie s postupnou zmenou Eulerovskej siete fluidnej oblasti a s kontrolou jej
kvality z hladiska presnosti vysledkov. V programe Ansys, ako uvidime, mozno menit siet
fluidnej oblasti v zavislosti od zmeny mechaniskej ¢asti (morphing) v takomto procese v kazdom
zataZzovacom kroku numerického riesenia.

23.3.1 RieSenie jednosmerne zviazanej ulohy pomocou fyzikalnych modelov
(Physics)

V priklade 23.1 sme ukazali postup pri najjednoduch$ej metdde rieSenia jednosmerne
objemovo (vnutorne) zviazanych uloh. Patri do skupiny metdd prenosu zataZeni. Jej princip
spoCiva vtom, Ze sa najprv vytvori a vyriesi fyzikdlna uloha, z ktorej je potrebné preniest
zataZzenie (v uvedenom priklade to bola Uloha ustaleného vedenia tepla). Potom sa vytvori
kompletny vypoctovy model druhej (zviazanej) ulohy (v uvedenom priklade statickd pevnostna
Uloha poddajného telesa) s totoZznou polohou uzlovych bodov modelu, na ktoru sa prenesie
zatazZenie z vysledkovej databdzy prvej ulohy (v uvedenom priklade objemové zatazenie polom
uzlovych tepl6t) a jej rieSenie dava hlfadany vysledok zviazanej tlohy. TotoZnost uzlovych bodov
i celej prvkovej siete sa dosiahne jednoduchou zmenou typu elementu vypocCtového modelu
prvej ulohy na partnersky typ elementu druhej, zviazanej ulohy.

.....

zataZeni pri obojstrannej viazbe alebo viacnasobnej vazbe, geometricky zviazané oblasti,
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vyznamna zmena polohy a tvaru oblasti s potrebnou iteraciou prenosu zatazeni) sa uvedena
metodika zovseobecnila azdokonalila do formy metddy prenosu zataZeni zviazanych
fyzikdInych modelov (Load Transfer Coupled Physics Method).

Zakladné zasady poufZitia tejto metodiky v programe Ansys su tieto:

® 7Zadaju sa typy prvkov pre vsetky fyzikalne modely (prikaz ET)

® \ytvori sa geometricky model Ulohy (objemy, plochy) zohladnujuci polohu, tvar a rozmery
vSetkych zviazanych oblasti a priradi sa im prislusny typ prvku (resp. prvkov pri objemovej
vazbe) prikazmi Mesh Attributes

e Zadd sa vhodnd hustota delenia (prikazy Size Cntrls) vSetkych oblasti, vytvori sa
kompatibilna siet prvkov a uzlov (prikazy Meshing), ktora potom sliZi na tvorbu jednotlivych
fyzikalnych modelov.

® Vytvoria sa potrebné fyzikalne modely zviazanej Ulohy tymto postupom:

o prikazom ET, ¢islo typu prvku, 0 sa urobia neaktivne vSetky typy prvkov okrem toho,
ktory je spravny pre prislusny fyzikalny model. Pre tento typ sa zadaju jeho potrebné
charakteristiky (Options).

o dalej sa postupuje rovnako, ako by sme s danym prvkom rieSili nezviazanu ulohu, t.j.
zadaju sa materidlové vlastnosti, okrajové podmienky a zataZenia (samozrejme zatial
okrem zataZenia od zviazanych fyzikdlnych modelov) a vSetky ostatné potrebné uUdaje
okrem Startu rieSenia

o  Prikazmi Physics sa fyzikdlny model pod vhodnym ndzvom ulozi na disk a vymaze
z operacnej pamati, aby nedoslo ku kolizii s dalsim fyzikalnym modelom, ktory sa tvori
rovnakym postupom

e Nacita sa (Physics) fyzikdlny model, ktory je prvy v retazci odovzdavania zviazanych zatazeni.

Urobi sa aktivnym len jeho typ prvku (prikaz ET) a prikazom Solve sa vykona vypocet

s naslednou kontrolou vysledkov a s pripadnym opakovanim vypocCtu po oprave alebo

Uprave parametrov fyzikalneho modelu a riadiacich parametrov vypoctu

e Vynuluje sa predchadzajuci fyzikdlny model (Physics), nacita sa dalsi, pri ktorom sa
postupuje rovnako ako v predchadzajiucom bode, az na to, Ze z vysledkového suboru

(suborov) prechadzajuceho vypoctu (vypoctov) sa nacitaju pred vypoctom aj zataZenia zo

zviazanych fyzikalnych modelov (prikaz LDREAD). Koncové pripony vysledkovych siborov

jednotlivych fyzikalnych modelov su

.RFL  fluidna uloha

.RTH termalna

.RMG elektromagneticka

. RST  vsetky ostatné
Pri nelinedrnych a nestacionarnych tGlohach sa pri nacitdvani zviazaného zatazenia zohladriuje
prislusny zataZovaci, resp. ¢asovy krok.
Priklad 23.4

V Casti betdnovej rary srozmermi podla obrazku pruddi voda s konStantnou vstupnou
rychlostou 1 m/s. Na vystupe do atmosférického tlaku je prierez zizeny beténovym prstencom
pevne spojenym srurou. Je potrebné zistit velkost a rozdelenie tlaku prudiacej vody na
prstenec a ruru v tomto mieste a posudit ich namahanie (napatost). Zatazenie od vlastnej tiaze
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prstenca a vody mozno zanedbat. Hustota vody je 1000 kg/m? a viskozita 1,2-10" Pa-s. Modul
pruznosti beténu je 2,6-10'°Pa a Poissonovo &islo je 0,2.

t=0,1m t=01m

os rotac¢nej symetrie d=03m
- Y

RieSenie

Ide ointerné ustalené prudenie kvapaliny vtuhom potrubi, ktorého deformacia nemobie
vyznamne ovplyvnit fluidnd oblast. Uloha je takto jednosmerne ziazana, treba vyriesit fluidnu
Ulohu a tlakové zataZenie od prudenia preniest na beténové teleso. Ulohu sme v prostredi
programu Ansys vyrieSili pomocou opisanej metodiky fyzikdlnych modelov tymito
interaktivnymi prikazmi:

1. Zadanie typu pouzitych prvkov
Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Flotren CFD, 2D Flotran 141, Apply,
Solid, Quad 4 node 182, OK, Close;
2. Vytvorenie tvoriacich ploch fluidnej oblasti a rary kanala
Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions,
X1=0, X2=0.15,
Y1=0, Y2=4, Apply,
X1=0, X2=0.3,
Y1=0, Y2=4, Apply,
X1=0, X2=0.4,
Y1=0, Y2=4, Apply,
X1=0, X2=0.4,
Y1=3.9, Y2=4, OK;
Modeling, Operate, Booleans, Partition, Areas, Pick All;
3. Farebné oznacenie vytvorenych ploch
PlotCtrls, Numbering, Area=ON, /NUM=Colors only, OK;
4. Zvolime pohlad na vodorovnu polohu kanala a znazornime vytvorené plochy
PlotCtrls, View Settings, Angle of Rotation, THETA=-90, OK;

;

5. Priradenie typu elementu plocham

Meshing, Mesh Attributes, Picked Areas, kliknite postupne tri plochy fluidnej oblasti (dve
horné dlhé a hornu kratku), OK, TYPE= 1 Fluid 141, Apply, kliknite tri tvoriace plochy rary
kanala, OK, TYPE= 2 PLANE 182,0K;

6. Zadanie hustoty siete prvkov na Ciarach ploch

Plot, Lines
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Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Lines, Picked Lines, Vyznacte postupne vSetky kratke Ciary
na pravej i favej strane oblasti,OK, NDIV=10, Apply, Vyznacte postupne Styri dlhé Ciary, OK,
NDIV=100, SPACE=0.2, OK;

7. Vytvorenie siete prvkov

Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;

8. Nakreslenie a kontrola priradenia ich typu

PlotCtrls, Numbering, Elem/Attrib Numbering = Element type num, OK;

(Plot, Elements;)

9. Vynulovanie mechanickych prvkov a vytvorenie fluidnej dlohy (Physics = fluid)
Napiste do prikazového riadku ET,2,0 a potvrdte s ENTER;
Element Type, Add/Edit/Delete, (Type 1 Fluid 141) Options, K3 = Axisymm about Y, OK,
Close;
Flotran Set Up, Solution Options, TURB = Turbulent, OK;
Execution Ctrl, Global iterations = 150, OK;
Fluid properties, OK, Density = 1000, Viscosity = 0.0012, OK;
Plot, Lines;
Solution, Define, Loads, Apply, Fluid/CFD, Velocity, On Lines, Vyznacte dve horné cCiary na osi
rotacie, OK, VX=0, OK, On Lines, Vyznacte tri Ciary zvySného obrysu fluidnej oblasti mimo
vstupu a vystupu,
| ! | ]

R

OK, VX=0, VY=0, OK, On Lines, Vyznacte dve Ciary vstupu, OK, VX=0, VY=1.0, OK, Pressure
DOF, On Lines, Vyznacte Ciaru vystupu, OK, PRES = 0, OK;
Physics, Environment, Write, Title = fluid, Fname = fluid, OK;

L l L
) ) )

10. Vynulovanie fluidnej ulohy a fluidnych prvkov, vytvorenie mechanickej ulohy (Physics
rura) a jej uloZzenie do pracovného adresara

Physics, Environment, Clear, OK;

Preprocessor

Prikazovy riadok: ET, 1, O, Enter; ET, 2, 182, Enter;

Element Type, Add/Edit/Delete, Type 2 Plane 182, Options, K3 = Axisymmetric, OK, Close;

L
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Material Props, Material Models, Favorites, Linear static, Linear isotropic, EX=2.6e10,
PRXY=0.2, OK, Material, Exit;

Plot, Lines;

Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Lines, Kliknite kratku zvislu Ciaru
telesa rary na lavej strane, OK, UY, VALUE=0, OK;

Unabridged Menu, Physics, Environment, Write, Title = rura, Fname=rura, OK;

Plot, Elements;

k

11. Vypocet fluidnej ulohy

Physics, Environment, Clear, OK;

Physics, Environment, Read, fluid, OK;

Plot, Elements;

Solution, Run FLOTRAN;

12. Zndazornenie rychlosti prudenia [m/s]

General Postproc, Read Results, Last set;

Plot Results, Vector Plot, Predefined, OK, Zvacsite oblast vystupu;

1.139 2.2717 3.416 4.554
.569262 1.708 2.846 3.985 5.123
13. Znazornenie tlaku [Pa]
Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, Pressure, Scale Factor = True Scale, OK;

I—
-8040 -3432 1176 5784 10392
-5736 -1128 3480 8088 12695

14. Nacitanie mechanickej ulohy, zadanie tlaku z fluidnej Ulohy a vypocet

Solution, Physics, Environment, Clear, OK;

Physics, Environment, Read, rura, OK;

Plot, Elements;

Solution, Define Loads, Apply, Pressure, From Fluid Analy, Load step = LAST, substep
no.=LAST, Fname = file.rfl, OK;
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PlotCtrls, Symbols, Show press and convect as, Arrows, OK;

I
-8997 -4158 680.23
-6578 - 12777

Solve, Current LS, OK;
15. Znazornenie von Misesovho redukovaného napatia [Pa]
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Stress, von Mises stress, Scale

Factor = True Scale, OK;
\
|
jot

T
1412 20972 40532 60092 79652
11192 30752 50312 69872 89432

Poznamka k prikladu

Priklad ma predovsetkym metodicky ucel — ukazuje postup rieSenia jednosmerne
zviazanej fluidno-mechanickej ulohy pomocou tvorby fyzikalnych modelov zdielajucich
spoloéni geometrickl a sietovd databazu. Vzhladom na pracnost opisu iteraktivneho
postupu vypoctu sa zvolil ¢o najjednoduchsi tvar oblasti. Na obrazku redukovaného
(porovnavacieho) von Misesovho napatia vidiet, Ze v ostrom prechode riry do koncového
prstenca dochadza ku koncentrdcii napatia i ked maximalne napatie je tam zdanlivo malé.
Kazdy skusenejsi uzivatel MKP vsak vie, Ze tato hodnota je v tzv. singuldarnom bode (nulovy
polomer zaoblenia vrubu) nerealisticka, teoreticky nekonecne velka, dochadzalo by k jej
narastaniu pri zhustovani siete v tomto mieste. Takéto miesto si vyZzaduje vhodné zaoblenie,
ktoré sme nepoutzili kvoli zijednoduseniu tvorby siete prvkov.

23.3.2 RieSenie obojsmerne zviazanej ilohy pomocou fyzikalnych modelov (Physics)

Pri niektorych zviazanych fluidno-mechanickych udlohach dochadza ktakej velkej
deformacnej zmene mechanického modelu (telesa) od sil pridenia, Ze tdto zmena vyznamne
ovplyviiuje pomery vo zviazanom fluidnom poli. V takom pripade ide o obojsmernd véazbu
tychto poli, ktord vyZzaduje ndaslednd Upravu hranice fluidnej oblasti ijej prvkovej siete a
opakované iteracné vykondavanie vypoctu az po ustalenie polohy deformovanych casti.
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RieSenie takejto ulohy v programe Ansys pomocou fyzikalnych modelov so spolo¢nou
databazou je analogické spostupom uvedenom v predchadzajucej casti s niektorymi
Specidalnymi zmenami a doplnkami.

Prvou je spominana zmena hranice asiete fluidnych prvkov tak, aby sa prisposobili
nezanedbatelnej deformacii mechanického modelu (mesh morphing). Uskutoc¢nuje sa pomocou
prikazov DAMORPH (uprav siet prvkov na vyselektovanej ploche) a DVMORPH (uprav siet
prvkov na vyselektovanom objeme) s moZnostou troch volieb

®  Morphing — program posunie uzly a s nimi spojené prvky fluidného pola tak, aby boli
kompatibilné s deformovanou sietou mechanického pola (telesa)

® Remeshing — program odstrani siet fluidného pola anahradi ju novou, ktord je
kompatibilna s deformovanou sietou mechanického pola

® Morphing or Remeshing - program najprv vykona Morphing aak zlyhda, pre
nepripustnu degenerdciu tvaru prvkov, tak vykona Remeshing

Daldou charakteristikou rie$enia takejto uUlohy je iteraény cyklus, ktory s dostato¢nou
presnostou najde rovnovazny stav deformacie telesa u¢inkom fluidnych sil a jemu prislichajtce
rieSenie parametrov prudenia v konecnom tvare fluidnej oblasti. Potreba takého procesu
vyplyva z toho, Ze pri prvom kroku uvedeného cyklu posobia fluidné sily na nedeformované
,makké” teleso alebo prekazku (neredlnou) vacsou silou ako na deformovanu polohu vyvolanu
ucinkom tychto sil.

Deformacia telesa pri obojsmernej fluidno-mechanickej Ulohe skoro vidy patri do kategorie
velkych deformacii, takze aj hladanie deformacie takéhoto telesa je nelinearna uloha. Navyse
tato uloha sa z uvedenych dovodov riesi opakovane v cykle hladania konecnej polohy telesa
s ohladom na pésobenie fluidnych sil, ktoré sa menia pri zmene deformacie telesa. Casto sa
potom, najma pri velkych ulohach, v zataZzovacich krokoch cyklu neriesi nelinedrna pevnostna
uloha telesa vzdy od zaciatku, ale sa robi restart z predchadzajiceho kroku. Restart potrebuje
subory EMAT (obsahuju prvkové matice) a ESAV (obsahuju uloZené udaje o prvkoch nelinedrne;j
ulohy), ktoré pri zviazanej ulohe so spolo¢nou databazou treba pre potreby restartu
v spominanom cykle izolovat pomocou prikazov /ASSIGN Itakto

e prikazmi /ASSIGN sa zabezpeci neprepisanie suborov EMAT a ESAV pred spustenim
reStartu nelinedrnej mechanickej ulohy

e vykona sa restart

e prikazmi /ASSIGN sa zabezpeci navrat siborov EMAT a ESAV k povodnym (databazovym)
hodnotam pre ich pouZzitie vo fluidnom fyzikalnom modeli.

Prakticku aplikaciu uvedenych postupov pri obojstranne zviazanej fluidno-mechanickej ulohe
si ukazeme na priklade.

Priklad 23.5

V ocelovej kruhovej rure je votknuty gumovy prstenec (s rozmermi podla obrazku), cez ktory
pretekd voda. Jej spriemerovand rychlost v dostato¢nej vzdialenosti pred prstencom je 0,35
m/s. Otvor prstenca ma zaoblené hrany poloblikom s polomerom 0,01 m. Dizka rury pred
prstencom nech je 1,5 m a za prstencom 4,5 m. Treba urcit deformaciu tejto gumennej clony
a jej napatost od tlakového ucinku pradiacej vody, ako aj zakladné charakteristiky priddenia

v okoli zdeformovanej clony. Hustota vody je 1000 kg/m3 aviskozita 4,6-107* Pa-s.
Materialové konStanty dvojparametrového Mooney-Rivlinovho hyperelastického materialo-
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vého modelu clony (pozri 10. kapitolu - Konstitutivne rovnice hyperelastického materialu) su:
C,, = 293000, C,, =177000, D, = 1,4-10.

‘ t=0,02m |

| D=0,6m

—>

|
os rotatnej symetrie |
|

d=0,3m

RieSenie

Ide ointerné ustalené prudenie kvapaliny vtuhom potrubi, ktorého deformacia nemobze
vyznamne ovplyvnit fluidnd oblast a jeho vitorna rotacne symetrickd plocha bude tvorit len
pevnu hranicu fluidnej oblasti. Uloha je vSak obojsmerne ziazand, pretoze relativne makka
rotacne symetrickd gumova clona sa ucinkom tlaku prudu vody silne zdeformuje a ovplyvni

takto aj pomery prudenia oproti stavu pred jej deformaciou, ako aj tvar a hranicu fluidnej
oblasti v okoli clony.

Uloha sa v podstate riesi analogicky ako predchddzajuci priklad, t.j. vytvori sa spoloéna
geometrickd a prvkovd databaza s dvomi samostatnymi fyzikalnymi modelmi fluid a struc.
Pravda, musime pocitat s morphingom prvkovej siete v okoli clony a samozrejme s iterachym
cyklom, ktory najde dostatocne presnu konecnt deformaciu clony. Takisto treba predpokladat,
Ze deformdcia clony bude patrit do kategérie velkych deformacii a bude treba pri jej rieseni
zapnut tuto volbu v jej fyzikdlnom modeli.

PretoZe interaktivne zadavanie tlohy by bolo velmi zdihavé a naro¢né na presné uZivatelské
zopakovanie, vyrieSime ju za pomoci logicky ¢lenenych makier. Vyznam jednotlivych prikazov
v makrach mozno ndjst v Helpe Ansysu najjednoduchsie tak, Ze sa v prikazovom riadku vykona
prikaz HELP, “ndzov prikazu”, napr. HELP,LESIZE (vSetko sa mbZe pisat aj malymi pismenami). Po
spusteni kazdého makra, ktoré je treba spustat postupne v poradi, ako ich uvddzame (v jednom
behu programu), mozno vstupit do rieSenia Ulohy interaktivne a pozriet si, resp. skontrolovat
medzivysledky. Ako sme uZ uviedli v predchadzajucej ¢asti, makro sa vytvori vo vhodnom
editore (napr. Notepad) a pod urditym nazvom s koncovou priponou .mac sa uloZi v pracovhom
adresari.

Prvé makro sme nazvali siet. mac, pretoZe slizi na vytvorenie siete prvkov pre oba fyzikalne
modely:

Makro siet.mac

/prep’7

shpp,off

et,1,141

et,2,182

/pnum, area, 1

/pnum, type, 1

/numb, 1

! Tvorba geometrického modelu
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rect,0.1,0.3,1.5,1.52

rect,0.,0.3,1.0,2.0

rect,0.,0.3,0.,1.0

rect,0.,0.3,2.0,5.0

aovlap,all

k,22,0.11,1.51

larc,1,4,22,0.011

al, 6,4

adel, 7

al,6,3,22,7,8,5,21,1

! Zadanie hustoty a zhustovania siete na ciarach

lesize,1,,,10,-2

lesize, 2,

II4IO

lesize, 3,

11101_2

lesize, 4,

II4IO

lesize, 5,,

,30,-3

lesize, 7,,

,30,-3

lesize, 9,,

,30,-3

lesize, 15,

11301_3

lesize, 17,

;,18,0.2

lesize, 18,

;18,0.2

lesize2l,,

, 20,12

lesize, 8,,

,50,-0.07

lesize, 19,

,,30,6

lesize, 20,

++30,6

lesize,22,,,20,12

! OznacCenie pldéch pre prvky clony a uloZenie plochy pre morphing

asel,s,,,1,2

aatt,2,2,2

asel,s,,,3

cm, area?, area

alist

! OznacCenie pldch pre fluidné prvky

asel,a,,, 5,6

aatt,1,1,1

alls

! Tvorba siete prvkov

eshape, 2

asel,u,,,2,3

amesh,all

eshape, 0

asel,s,,, 2,3

amesh,all

alls

! OtocCenie modelu do vodorovnej polohy a zndzornenie pldéch

/angle, , -90

aplot

Makro siet.mac sa po otvoreni programu Ansys vykona po zadani postupnosti prikazov:
Utility Menu, Macro, Execute Macro, Name = siet, OK;
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Zobrazia sa vytvorené plochy, ktorych rotdciou okolo osi symetrie (os y) vznikne fluidna
oblast a teleso clony

s

Je vidiet plochu v okoli clony, ktora sa vyuZije na Morphing. Vzhladom na jej zloZitejsi tvar sa
v tejto oblasti musela urobit zmiesana trojuholnikova a Stvoruholnikova siet prvkov. MozZno ju
znazornit prikazmi: Utility Menu, Plot, Elements;

Druhé makro s ndzvom fmodel.mac sluzi na vytvorenie fluidného modelu a jeho zapisanie na
disk. Spusta sa nadvazne po makre siet.

Makro fmodel.mac

et,1,141

et, 2,0 ! Deaktivacia prvkov clony

keyopt,1,3,1 ! Rotacne symetrické fluidné prvky
vin=3.5e-1 ! Vstupnéd rychlost vody

! Charakteristiky prudenia a vlastnosti wvody

flda, solu, flow,1

flda, solu, turb,1

flda, iter, exec, 300

flda, outp, sumf, 10

flda, prot,dens,constant

flda,prot,visc, constant

flda, nomi, dens, 1000.

flda,nomi,visc,4.6e-4

! Okrajové podmienky pre rychlost na ¢iarach fluidnej oblasti

lsel,s,,,8,17,9

lsel,a,,, 20

dl,all,,vx,0.,1

lsel,s,,, 9

dl,all,,vx,0.,1

dl,all,,vy,vin,1 ! Rychlost na vstupe

lsel,s,,,2

lsel,a,,, 18,19

lsel,a,,, 21,22

dl,all,,vx,0.,1

dl,all, ,vy,0.,1

lsel,s,,,1,3,2

lsel,a,,, 6

dl,all, ,vx,0.,1

dl,all,,vy,0.,1
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! Okrajovd podmienka pre tlak na vystupe

lsel,s,,, 15

dl, 15, ,pres,0.,1

alls

! Zapis fluidného fyzikdlneho modelu na disk pod ndzvom fluid

physics,write, fluid, fluid

Po vykonani makra sa siet zobrazi s vyznacenymi okrajovymi podmienkami pre rychlost a tlak
(nulovy na vystupe). Siet okolo clony je

Tretie makro nazvané gmodel.mac vytvori fyzikdlny model gumenej clony a zapiSe ho na
disk:

Makro gmodel.mac

physics,clear !'Vymazanie fluidného modelu z operacdne]j pamdti

et,1,0 ! Deaktivacia fluidnych prvkov

et,2,182 ! Aktivéacia pevnostnych prvkov clony

keyopt,2,3,1 ! axisym

keyopt,2,3,2

keyopt,2,6,1

keyopt,2,1,2

! Zadanie vlastnosti gumy

tb, hyper, 2, ,2,mooney

tbdata,1,0.293e7,0.177e7, (1.0-2.0*%0.49967)/(0.293e7+0.177e7)

! Votknutie vonkaj$ieho obvodu clony

lsel,s,,,2

nsll,,1

d,all,ux,0.

d,all,uy,0.

alls

finish

! Udaje pre pevnostnt ulohu

/solu

antype, static

nlgeom, on

cnvtol, f,,,,-1

! Zapis mechanického modelu na disk pod néazvom struc

physics,write, struc, struc

eplot ! Nakreslenie siete prvkov clony
physics,clear 'Vymazanie mechanického modelu z operacne]j pamdti
save ! UloZenie spoloc¢nej databazy modelov
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Po vykonani makra sa zobrazi siet prvkov gumovej clony aj s vyznacenim votknutia (kvéli Uspore
miesta sme ju zobrazili vo vodorovnej polohe).

Posledné vypoctové makro cyklus.mac vykond vlastny nelinearny vypocet ulohy. V cykle
nacita fluidny model a vyriesi fluidnu Ulohu pre vstupnu polohu clony a zataZi clonu prvotnym
tlakom vody. Ndasledny nelinedrny pevnostny vypocet clony stanovi jej prvid zdeformovanu
polohu, podla ktorej sa morphingom upravi tvar a siet fluidnych prvkov v okoli clony. Spusti sa
opat fluidny vypocet a proces sa v cykloch opakuje, aZ po do siahnutie zanedbatelnych zmien
polohy clony. Pocet iteraénych cyklov sme stanovili na desat.

Makro cyklus.mac

*do,1i,1,10 'Zac¢iatok desiatich krokov cyklu

/solu

physics, read, fluid ! Nac¢itaj fluidny fyzikadlny model

*if,i,ne, 1, then ! Po prvom kroku uz stac¢i len 100 iterdcii v kroku
flda, iter,exec, 100

*endif

solve ! Vykonaj prvy krok rieSenia fluidnej ulohy

fini

/prep’7

physics, read, struc ! Nac¢itaj mechanicky model do operacne]j pamdti

! Priprava restaru mechanickej ulohy

/assign, esave, struc,esav

/assign, emat, struc, emat

! Po prvom kroku uz rob len resStart

*if,i,gt,1,then

parsave,all

resume

parresume

/prep’7

antype, stat, rest

fini

*endif

! Na¢itaj tlak na clonu z fluidnej uGlohy

/solu

solc,off

lsel,s,,,1,3,2

lsel,a,,, 6

nsll,,1

esel,s,type,,2

ldread, pres, last,,,,,rfl

sfelist

alls

rescontrol,,none

! Rie$ mechanicku ulohu

solve

*if,i,eq,1l,then
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save
*endif

fini

! Vykonaj morphing siete na ploche v okoli clony

/prep7
damorph, areaz,, 2

fini
alls
! Vrat sa k pdévodnej databdze prvkovych hodndt

/assign, esav

/assign, emat

*enddo ! Koniec cyklu
save

finish

! Priprava na interaktivnu kontrolu vysledkov prudenia

/angle, , -90
physics, read, fluid

eplot

Po prebehnuti vypoctu sa znazorni fluidny model

a mozZno si pozriet niektoré vysledky vypoctu.

Prikazy na vektorové znazornenie rychlosti pradenia st [m/s]:
General Postproc, Read Results, Last Set;
Plot Results, Vector Plot, Predefined, OK;

1.755 2.632 3.51

0 .877426
2.194 3.071 3.948

.438713 1.316

Zvacsené okolie clony

WHtte e .
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Zndzornenie tlaku [Pa]
Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, Pressure, OK;

-2412 -356.52 1699 3755 5811
-1384 671.425 2727 4783 6839

Pradnice
Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Other FLOTRAN Quantities, Stream Function — 2D, OK;

Deformacia clony [m]
Preprocessor, Physics, Environment, Read, Struc;
General Postproc, Read Results, Last Set;
Plot Results, Nodal Solu, Nodal Solution, DOF Solution, Displacement vector sum, OK;

MX

4
s

0 .012582 .025165 .037747 .05033
.006291 .018874 .031456 .044038 .056621

Napatie v clone [Pa]
Plot Results, Nodal Solu, Stress, von Mises stress, OK;

L ]
78.207 347700 695321 .104E+07 .139E+07
173889 521510 869132 .122E+07 L156E+07
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Poznamka k prikladu

Pri pouziti Flotranu na rieSenie fluidnej ulohy v programe Ansys sa vysledky zapiSu do suboru
Ndzov ulohy.rfl (v tomto priklade file.rfl). Pokial vo fluidnom modeli urobime nejaké zmeny
a spustime vypocet, tak sa tento subor automaticky neprepise novymi vysledkami (ako priinych
typoch uloh), ale rieSenie nadvazuje na predchdadzajuce iteracné kroky. Ak chceme vypocet
zopakovat od zaciatku, musime tento subor z pracovného adresara vymazat, alebo nastavit vo
FLOTRAN Set Up restart ulohy od iteracie cislo 1.
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24 Elektromagnetické pole

24.1 Uvod a zakladné pojmy

Elektromagnetické pole vytvdrané elektricky nabitymi objektami vo vSeobecnosti
predstavuje vzajomnu vazbu elektrického a magnetického pola. Pre elektromagnetické pole
platia Styri Maxwellove rovnice

1. Gaussov zakon elektrostatiky

V-D=p (24.1)
2. Zakon spojitosti indukéného toku
V-B=0 (24.2)
3. Zakon elektromagnetickej indukcie (Faradayov indukény zakon)
vxgE=_9B (24.3)
ot
4. Zakon celkového prudu (zovseobecneny Ampérov zakon)
VXH:J+8€)_? (24.4)

kde V- je operator divergencie
V X je operator rotacie
D je vektor hustoty elektrického toku [C/m?]
B je vektor hustoty magnetického toku (magnetickd indukcia) [T, Wb/m?]
E je vektor intenzity elektrického pola [V/m]
H je vektor intenzity magnetického pola [A/m]
J je vektor hustoty elektrického pradu [A/m?]
P je hustota elektrického naboja [C/m?]

t je cas [s]

Ak vyjadrime divergenciu oboch stran rovnice (24.4) dostaneme rovnicu kontinuity (divergencia
rotacie vektorového pola sa rovna nule)

V-[J+8—D} =0 (24.5)
ot

Uvedené rovnice sa dopliaju konstitutivnymi (latkovymi) rovnicami, ktoré udavajd vlastnosti
elektromagnetického materidlu (latky). Pre izotropny magneticky material plati
B=uH=u,uH (24.6)
kde 1 je permeabilita materidlu [H/m]
Uy je permeabilita vakua (4, = 47r~10_7H/m)
M. =/ Wy je relativna permeabilita materialu [-]
V pripade, Ze je permeabilita 4 funkciou pola, potom je potrebné ju zadat pomocou krivky
zavislosti B na H.
Ak su vskimanej oblasti pritomné aj permanentné magnety, vztah (24.6) sa dopifa
o indukcné pole magnetov

B=uH+uM (24.7)
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kde M [A/m] je magnetizacia (magnetizacny vektor).

Konstitutivne vztahy pre (zviazané) elektrické pole su
J=0cE+vxB (24.8)
D=cE=¢¢E (24.9)

kde o je elektricka vodivost materidlu [S/m]
£ je permitivita materialu [F/m]
V je vektor rychlosti [m/s]
&, je permitivita vakua (&, = 8,854188-10*% [F/m])

£ =€/ &, je relativna permitivita materialu [-]

Pri uvedenom vSeobecnom tvare Maxwellovych rovnic sa uvazuje ¢asova zmena elektrického
a magnetického pola. To znamena, Ze elektricky nabité objekty neprodukuju len elektrické pole
ale ¢asovou zmenou (pohybom) aj magnetické pole. Analogicky magnetické pole pri ¢asovej
zmene produkuje elektrické pole vo vSeobecnosti tiez ¢asovo zavislé. V takomto pripade
hovorime o elektrodynamike.

V pripade, Ze elektrické pole sa s asom nemeni (JE/dt=0), hovorime o elektrostatike.
Z Faradyovho zakona potom vyplyva absencia c¢asovo premenlivého magnetického pola,
oB/ot=0. Pravda aj v elektrostatike sa modZeme stretnit s magnetickym polom alebo
elektrickym prddom, ktoré su vsak statické, na ¢ase nezavislé.

Inou Specidlnou kategdriou je magnetostatika, charakterizovand statickym magnetickym
polom. Casto sa vyuZiva aj ako vhodnda aproximacia pripadu, kedy sa elektricky prid s éasom
pomaly meni.

V pripade periodickej zmeny elektromagnetického pola s frekvenciou f [Hz] dochadza
k priestorovej a ¢asovej zmene vektora intenzity elektrického pola a zviazaného vektora hustoty
magnetického pola. Vznika elektromagnetické vinenie spojené s prenosom energie vo forme
elektromagnetickej radiacie (pozri kap. 18).

Na zaklade velkosti frekvencie sa numerické proceddry MKP pre analyzu
elektromagnetického pola delia na nizkofrekvencéné a vysokofrekvencné. Nizkofrekvenciné
vypoctové procediry sa pouZivaju v pripadoch kedy di?ka viny je vyrazne vacsia ako
geometrické rozmery objektu. Je to oblast zhruba pod radiovymi frekvenciami a hiboko v tejto
oblasti leZi aj frekvencia striedavého pradu (50 Hz).

24.2 Elektrické pole

Ak v Maxwellovych rovniciach zanedbdame ¢asovud zmenu hustoty magnetického toku 0B /dt,
dostaneme ich aproximaciu s VXE=0 a bez obojstrannej vazby elektrického a magnetického
pola. Potom intenzitu (nevirového, konzervativneho) elektrického pola mozZno urcovat zo
vztahu

E=-Vg (24.10)

kde @[V] je elektricky potencial. Ak nas zaujima len analyza elektrického pola, moZno rovnicu
(24.2) neuvazovat arovnicu (24.4) nahradit rovnicou kontinuity (24.5) svyuZitim
konstitutivnych vztahov (bez rychlostného efektu) (24.8) a (24.9)
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V-{0E+@}:o (24.11)
ot

Po vyuZiti (24.10) v tejto rovnici dostavame diferencidlnu rovnicu pre skalarny potencial,
vhodnu pre aproximativne (numerické) rieSenie nestacionarneho elektrického pola

—V-(O'VQ))—V-(SVaa—fj =0 (24.12)
s primarnou nezndmou ¢. Intenzita elektrického pola sa potom uréuje z (24.10). Specialnym
pripadom je rovnica ustalenej elektrickej kondukcie

~-V-(oV@)=0 (24.13)
Diferencialnu rovnicu ustaleného elektrického (elektrostatického) pola v elektricky izotropnom

prostredi s permitivitou € aobjemovou hustotou ndboja p dostaneme zo vztahov (24.1),
(24.10) a (24.9) v tvare Poissonovej rovnice

V.(Vg)= —g (24.14)

Rovnice opisujuce elektrické pole sluzia ako vychodzi zdroj pre formulaciu matic MKP pre
numerické rieSenie tejto triedy uloh. Na tento Uc¢el mozno opatovne vyuzit Galerkinovu metédu
s analogickym postupom ako pri inych fyzikalnych uUlohach z predchadzajucich casti knihy.
Pretoze elektricky potencial je skalar, tak ako teplota pri Ulohe vedenia tepla, postup jeho
vypoctu pomocou MKP je v podstate rovnaky ako postup vypoctu teploty v kapitole 8 (Urcenie
matic prvku priamo z diferencidlnych rovnic prvku), kde je Galerkinova metéda podrobne
vysvetlena pre pripad jednorozmernej Ulohy. Pre dvojrozmernt ulohu

2 2
a—‘f+a—‘f=—£ (24.15)
ox° dy £
mozno odvodenie matic vSseobecného elektrostatického prvku Galerkinovou metédou najst
napr. v [20].

Numerické rieSenie uloh elektrostatiky ukazeme na nasledujucich jednoduchych prikladoch,
ktoré mozno porovnat s analytickymi rieSeniami. Problémy redlnej technickej praxe sa riesia
rovnakymi postupmi, len pracnost zadavania ulohy je vacsia.

Priklad 24.1
Dve rozmerné (teoreticky nekonecne velké) rovnobezné vodivé dosky su od seba vzdialené o

Y

& Po

¢ = ¢=0
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a=0.1m podla obrdzku. Jedna doska mda konstantny potencial ¢ =100 V a druhd doska je

uzemnena. Nemagneticka latka medzi doskami ma relativhu permitivitu € =1 a objemovu

hustotou naboja ,00=10_6 C/m3. Urcte elektricky potencidl aintenzitu elektrického pola
v oblasti medzi doskami.

Analytické riesenie

Pretoze je zrejmé, Ze priebeh potencialu v oblasti medzi doskami sa v smere osi y a z nemeni,
je jeho priebeh definovany jednorozmernym tvarom rovnice (24.14)

I__ P a)
x> £&
kde &, je permitivita vakua a okrajové podmienky su
#(0) = ¢o
#la)=0
Dvojnasobnou integraciou (a) a uplatnenim okrajovych podmienok dostavame
o)=Lyt o[ LoD |y (b)
2,8, 28, a

Priebeh potencidlu medzi doskami mozno graficky znazornit napr. pomocou programu Matlab

a=0.1; ro=10"-6; fi0=100; eps0=8.854*107-12;
x=linspace(0,0.1,100);
y=-ro/2/eps0*x.72+(ro/2/eps0*a-fi0/a). *x+fi0
plot(x,y)

200

180
160

v/ N
ool /. 000\
100

80 \
60 \

w \
20 \

0

o [V]

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1
X [m]

Z rovnice (24.10) a (b) dostaneme funkciu absolutnej hodnoty vektora intenzity elektrického
pola s linedrnym priebehom medzi doskami
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E(X):_d¢(x): pO X — poa +& (C)
dx &€&  26& a

a okrajovymi hodnotami

Pl o 107°-0,1 0.1

E(0)= — —+ =
2¢,, a  2-8,854-10 100

—4650 V/m

—6
£(0.1)= Lo 01-L o PO & _ 10701 — 0.1 _ 6650 Vv/m
ce, 266 a 266 a 2.8854-10°% 100

Numerické riesenie

Numerické rieSenie prikladu sme sme vykonali vinteraktivnom maode programu Ansys
s touto postupnostou prikazov:

1) Zjednodusenie interakcie s programom zadanim typu ulohy
Preferences, Electric, OK;

2) Volba prvku
Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Electrostatic, 2D Quad 121, OK, Close;

3) Zadanie permitivity prostredia
Material Props,Material Models, Electromagnetics, Relative Permittivity, Constant, PERX=1,
OK, Material, Exit;

4) Vytvorenie oblasti a siete prvkov medzi doskami

Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=0, X2=0.1, Y1=0, Y2=1, OK;
Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, NDIV=10, OK;

Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;

5) Zadanie okrajovych podmienok, hustoty ndboja a prikazu na vypocet
Solution, Define Loads, Apply, Electric, Boundary, Voltage, On Lines, Kliknite lava zvisld stranu
obdiZnika, Apply, VALUE=100, Apply, , Kliknite pravu zvisli stranu obd{znika, OK,
VALUE=0, OK;
Solution, Define Loads, Apply, Electric, Exitation, Charge Density, On Areas, Pick All,
VAlLl=1e-6, OK;
Solve, Current LS, OK;

6) Zobrazenie priebehu intenzity elektrického pola pomocou farebnej skaly
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Electric Field, X-Component of electric

field, OK;

SMN =-4¢47

SMX =647
-4647
-3392
-2137
-882.388
372.537
1627
2882
4137
5392
ced’7
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7) Vytvorenie trasy uzlov pre grafické zobrazenie vysledkov na tejto trase (Ciare)

Utility Menu, Plot, Nodes, Zvacsite niektory z hustych vodorovnych radov uzlov;

General Postproc, Path Operations, Define Path, By Nodes, Kliknite prvy a posledny uzol
zvoleného radu, OK, Name=cesta, OK;

8) Nacitanie hodnbt potencidlu a ich grafické zobrazenie na uzlovej trase
General Postproc, Path Operations, Map onto Path, Lab=Potenc, Dof Solution, Elec poten
VOLT, OK;
General Postproc, Path Operations, Plot Path Item, On Graph, Lab=Potenc, OK;
200
180
160
140
120
Potencial [V] g
80
&0
40

20

0

.01 .03 .05 .07 .09

Dobra zhoda s analytickym rieSenim je zrejma.

Priklad 24.2

Dva dlhé tenké rovnobeiné priamkové droty nesu rovnako velky staticky naboj opacného

znamienka s hustotou +g a -q o velkosti 10°® C/m. Droty su vo vakuu vzdialené od seba o 2a
podla obrazku. Urcte a nakreslite priebeh intenzity elektrického pola na osi x v okoli nabojov,
ked a=10 cm.

y
@
a r
d
\ EXl A Ex2
A < —>»> '
0 ala X
« \ 4 Evl A
d E \\\\\\\ Ey2 7 E,
oyt
a r
~. E,=E
Y o
-q

Analytickeé riesenie
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Obrazok predstavuje rez rovinou kolmou na dréty, pricom pri velkej dizke drétov mézeme
dlohu riedit ako rovinnu (s jednotkovou dizkou drétu) a prierez tenkého drotu povazovat za
bod. Pri uvedenej volbe suradnicového systému je Uloha symetricka voci rovine yz a staci riesit
len oblast napravo od tejto roviny.

Intenzita elektrického pola v kazdom bode kolmého rezu na dr6t (v rovine xy) je vektor,
ktorého nositelka prechddza cez prierez drétu a bod, v ktorom urcujeme intenzitu pola. Zmysel
vektora pri kladnom naboji je od prierezu a pri zapornom naopak. Pre absolitnu velkost
vektora vo vakuu plati [21]

_ Ll ld (@)
27Ey r r

kde &, je permitivita vakua a r je vzdialenost bodu od nadboja. Ako vidiet, vyslednica oboch

vektorov vbode A ma nulovu zlozku vsmere osi x ajej y-ova zlozka, ktora je na osi x aj
vyslednou absolutnou hodnotou intenzity pola, je

E=E, =, +E, =2E, =2F, cosa=2k"cosar=2k10=—TT -
r rr me(a®+x)

Pribeh intenzity na osi x vintervale 0 az 0.2 m mozZno graficky znazornit napr. pomocou
programu Matlab

a=0.1; g=10"-6; eps0=8.854*10"-12;
x=linspace(0,0.2,100);
E=g*a./(3.14*eps0*(a’2+x.72));
plot(x,E)

E[V/m]

Numerické riesSenie

Numerické rieSenie prikladu sme sme vykonali vinteraktivnom mdde programu Ansys
s touto postupnostou prikazov:

1. Zjednodusenie volby prikazov zadanim typu ulohy
Preferences, Electric, OK;

2. Volba prvkov
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Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Electrostatic, Infinite Boundary, 2D Inf
Quad 110, OK, Options, K1=Volt(charge), OK, Add, Electrostatic, 2D Quad 121, OK, Close;

3. Zadanie permitivity prostredia
Material Props,Material Models, Electromagnetics, Relative Permittivity, Constant, PERX=1,
OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie plosnych oblasti

Modeling, Create, Areas, Circle, By Dimensions, RAD1=0.1, THETA1=-90, THETA2=90,
Apply,RAD1=0.2, Apply, RAD1=0.3, OK;

Operate, Booleans, Overlap, Areas, Pick All;

5. Rozdelenie pléch (aby sme mali Ciary na osi x pre zobrazenie priebehu intenzity el. pola)
Utility Menu, WorkPlane, Offset WP by Increments, Nastavte Degrees na 90, Kliknite X- ;
Operate, Booleans, Divide, Area by WrkPlane, PickAll;

6. Vytvorenie siete prvkov

Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Lines, All Lines, NDIV=10, OK, Picked Lines, Kliknite tri rovné
Ciary vonkajsSieho polprstenca, OK, NDIV=1;

Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Kliknite dve plochy vonkajsieho polprstenca,OK;

Mesh Attributes, Default Attribs, TYPE=2 Plane 121, OK;

Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Kliknite zvysné plochy, OK;

7. Zadanie elektrickych nabojov, okrajovej podmienky a spustenie vypoctu

Plot, Lines;

Solution, Define Loads, Apply, Electric, Exitation, Charge, On Keypoints, Kliknite horny bod na
najmensej polkruznici, Apply, VALUE=0.5e-6, Apply, Kliknite dolny bod na najmensej polkruZnici,
OK, VALUE=-0.5e-6, OK;

Solution, Define Loads, Apply, Electric, Flag, Infinite Surf, On Lines, Kliknite dve vonkajsie
zakrivené Ciary najvécsej polkruznice, OK;

Solution, Solve, Current LS, (Varovanie oznacte Yes);

8. Nakreslenie priebehu intenzity elektrického pola pozdi? osi x

General Postproc, Path Operations, Define Path, By Nodes, Kliknite prvy a posledny uzol, OK,
Name=cesta, nDiv=50, OK;

General Postproc, Path Operations, Map onto Path, Flux & gradient, EFSUM, OK;

General Postproc, Path Operations, Plot Path Item, On Graph, EFSUM, OK;
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Vysledny priebeh a hodnoty sa dostatocne presne zhoduju s analytickym rieSenim.
Priklad 24.3

Vo volnom priestore (vdkuu) je umiestnend elektricky nabita gula s priemerom 1 cm
a ndbojom 1 nC. Urcte rozloZenie potencidlu a intenzity elektrického pola v jej okoli aich
velkost na polomere 0,5 a 2 cm. Ulohu riedte analyticky a tieZ numericky.

A) Analytické rieSenie

Ak do volného priestoru s permitivitou £ [F/m] umiestnime bodovy naboj o velkosti Q [C],
potom velkost intenzity tzv. radidlneho elektrického pola na polomere r mozino urdit

z Coulombovho zakona
E=—22 [v/m] (24.16)
drer

Pre hodnoty elektrického potencialu v okoli naboja plati

PR

= [V] (24.17)

a, ako vidiet, nulovy potencial (okrajova podmienka) je v nekonecne vzdialenych bodoch.

Vztahy (24.16) a (24.17) platia aj pre gulu s nabojom Q a polomerom R v intervale R<r< o,
Velkost intenzity elektrického pola a potencidlu v radidlnej vzdialenosti 0,005 a 0,02 m potom
v nasom priklade je

-9
E = 32= 110 — ~=359504 V/m
4mey r* 4r-8,854188-107'7-0.005
-9
¢ = -4, 110 - =1796 V
Amey r 47-8,854188-1072-0.005
-9
= 4. 110 = 22469 V/m

 4me,r’ Ar-8,854188-1072.0.02°

386



=449V

bt Q 1-107°
° 4mey r 4r-8,854188-10712.0.02

Pre potreby numerického vypoctu vycislime eSte plosnu hustotu elektrického naboja na
povrchu gule
Q 107 107°

oO=—= 2:
S 4xrc 4x-0,005

~=0,31831-10" C/m’

B) Numerické riesenie

Velkost a poloha elektrického ndboja sa vo vySetrovanej oblasti s casom nemeni, takZe
vytvara vo svojom okoli len statické (stacionarne) elektrické pole charakterizované vektorom
intenzity elektrického pola E. Program numericky vyrie$i rovnicu (24.14) s primarnou
neznamou ¢(x,y,z) vo forme aproximacnych funkcii na prvkoch. Znich sa potom urcuje

intenzita elektrického pola podla (24.10).

Napriek tomu, Ze je priklad jednoduchy, nevyhneme sa niektorym problémom spojenych
s numerickou analyzou vlastnosti a ucinku elektromagnetickych poli: Modelovat treba vo
vSeobecnosti priestorové oblasti, okrajové podmienky sa ¢asto zadavaju pre vzdialené body,
pricom oblast zaujmu treba delit podrobne, lebo hfadané premenné sa menia nelinedrne.

Ulohu sme vyrie$ili pomocou programu Ansys v interaktivnom mdde s touto postupnostou
prikazov:

1. Zjednodusenie volby prikazov zadanim typu ulohy
Ansys Main Menu, Preferences, Electric, OK;

2. Volba potrebnych prvkov a ich charakteristik

Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Electrostatic, 3D Tet 123, Apply, Not Solved,
Mesh Facet 200, Apply, Infinite Boundary, 3D Inf Brick 111, OK, Vyznacte Type 2 MESH200,
Options, K1 = TRIA 6-NODE, OK, Vyznacte TYPE 3 INFIN111, Options, K1 = VOLT (Charge), K2 =
20-Noded Brick, OK, Close;

3. Zadanie permitivity prostredia
Material Props, Material Models, Electromagnetics, Relative Permittivity, Constant, PERX = 1,
OK, Material, Exit;

4. Vytvorenie tvoriacej plochy oblasti, kde nds zaujimaju vysledky
Modeling, Create, Areas, Circle, By Dimensions, RAD1 = 0.02, RAD2 = 0.005, Thetal = -90,
Theta2 =90, OK;

5. Urcenie hustoty delenia oblati
Meshing, Size Cntrls, ManualSize, Lines, Picked Lines, Kliknite zvislé strany medzikruZia, Apply,
NDIV = 30, Apply, Kliknite obluky, OK, NDIV = 60, OK;

6. Vytvorenie priestorovej oblasti. Vzhladom na symetriu sa tvori len jej vysek
Modeling, Operate, Extrude, Areas, About Axis, PickAll, Kliknite dva rozdielne body na osi Y, OK,
ARC = 30, NSEG =1, OK;

7. Vytvorenie siete elektrostatickych prvkov
Meshing, Mesh Attributes, Default Attribs, 1 SOLID123, OK;
Meshing, Mesh, Volumes, Free, PickAll;
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8. Vytvorenie pomocnych plosnych prvkov na vonkajsom obvode oblasti. Je to priprava na
tvorbu INFIN prvkov, ktoré ndm nahradia delenie nezaujimavej oblasti do velkej (teoreticky
nekonecnej) vzdialenosti s nulovym potencidlom

Utility Menu, Select, Entities, Areas, Apply, Kliknite vonkajSiu plochu oblasti, OK;

Meshing, Mesh Attributes, Default Attribs, 2 MESH200, OK;

Meshing, Mesh, Areas, Free, PickAll;

9. Vytvorenie INFIN prvkov

Meshing, Mesh Attributes, Default Attribs, 3 INFIN111, OK;

Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, NDIV = 1,0K;

Utility Menu, WorkPlane, Change Active CS to, Global Spherical;
Modeling, Operate, Extrude, Areas, By XYZ Offset, PickAll, DX = 0.02, OK;

10. Utility Menu, Select, Everything;
11. Utility Menu, Plot, Lines;

12. Zadanie okrajovej podmienky (nulovy potencial pomocou INFIN prvkov)
Solution, Define Loads, Apply, Electric, Flag, Infinite Surf, On Areas, Kliknite vonkajsiu zakrivenu
plochu oblasti, OK;

13. Zadanie hustoty plosného elektrického toku ndboja na vysetrovanu oblast

Utility Menu, Select, Entities, Nodes, By Location, Xcoordinates, 0.005, Apply;

Utility Menu, Select, Entities, Elements, Attached to, Nodes, OK;

Solution, Define Loads, Apply, Electric, Excitation, Surf Chrg Den, On Nodes, PickAll, Value =
3.1831e-6,0K;

14. Utility Menu, Select, Everything;
15. Utility Menu, WorkPlane, Change Active CS to, Global Cartesian;

16. Vypocet
Solve, Current LS, OK; Zvolte na upozornenia yes.

17. Odstrdnenie oblasti s INFIN prvkami

Utility Menu, Plot, Volumes;
Utility Menu, Select, Entities, Volumes, By Num Pick, Aplly, Kliknite vonkajsi pomocny objem
s INFIN prvkami, Ok, Elements, Attached to, Volumes, Unselect, OK;

18. Kontrola zadanej plosnej hustoty elektrického toku na povrchu gule [C/ mz]
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Electric Flux Density, Electric flux
density vector sum, OK;

DSUM (AVG)
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat

SMN =.197E-06
SMX =.319E-05
.197E-06
.529E-06
.861E-06
.119E-05
.153E-05
.186E-05
.219E-05
.252E-05
.285E-05
.319E-05

B000RE0N
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19. Vykreslenie potencidlu [V] (0,005 m<r<0,02 m)
General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, DOF Solution, Electric
potential, OK;

VOLT (AVG)
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat

SMN =437.83
SMX =1797
437.83
588.863
739.89¢
890.929
1042
1193
1344
1495
1646
1797

BOCOPECEN

20. Vykreslenie intenzity elektrického pola [V/m], (0,005 m<r<0,02 m)

General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Electric Field, Electric field vector sum,
OK;

EFSUM (BVG)

PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
SMN =22232
SMX =359931
22232
59754
97277
134799
172321
209843
247365
284887
322409
359931

BC00EOOEN

Vysledky dostatocne presne suhlasia s analytickym rieSenim.

24.3 Stacionarne magnetické pole

Zdrojom staciondrneho  magnetického pola su nepohyblivé vodi¢e ustaleného
jednosmerného elektrického priddu a nepohybujlce sa permanentné magnety. Pre vypoctarsku
analyzu ucinkov magnetického pola v technickych aplikacidach méa prvorady vyznam urcenie
vektorového pola magnetickej indukcie B az neho odvodenych veli¢in, vratane silovych
ucinkov. Na jeho uréenie mozno vyuzit viaceré postupy vychadzajuce zo zakladnych zakonov
tedrie magnetického pola. Su to predovsetkym:

a) Biotov-Savartov zdkon, ktory umoznuje pocitat magnetickd indukciu B elektrickych pradov,
ktoré teCu v objeme Vs prudovou hustotou J alebo v okoli prddovodicov, cez ktorych prierez
tecie prud o velkosti I .

Pre magnetické pole v okoli vodi¢a mozno diferencialny prirastok vektora magnetickej indukcie
(pozri obr. 24.1) vypocitat zo vztahu
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(24.18)

Obr. 24.1

kde B [T, Wb/m?, kg/(s*A)) je vektor magnetickej indukcie (hustoty magnetického toku), I je
elektricky prud [A], dl je elementérna vektorova dizka vodi¢a orientovana v smere priudu, f je
jednotkovy vektor udavajuci smerovanie vzdialenosti r od elementu po vySetrovany bod a

My =47-107 [T-m/A] je permeabilita vdkua (magneticka konstanta). Permeabilita vzduchu sa

len nepatrne |iSi od permeability vdkua a mozno v beznych vypoctoch zaviest 4, =My @

vzduchu __
M, =1.

Vektor dB, ako vyplyva z definicie vektorového suéinu, je kolmy na rovinu preloZend cez

nositelky vektorov dl a f a jeho zmysel uréuje pravidlo pravej ruky. (Pri situacii podla obrazku
bude vektor vychadzat z uvedenej roviny smerom k pozorovatelovi.)

Magneticki indukciu v okoli vodi¢a pradu sdi?kou L dostaneme ako integrilny sucet
elementarnych hodnét tohto vektora po celej dizke vodi¢a

o IdL ¥ (24.19)

At r?

b) Ampérov zdkon celkového (obopnutého) prudu, podla ktorého krivkovy integral magnetickej
indukcie B po lubovolnej uzavretej orientovanej krivke L je priamo umerny celkovému
elektrickému prudu [ ktory tecie cez fubovolny povrch S ohrani¢eny touto krivkou

¢ B-dl = ol e (24.20)

celk 7

resp. v beznych pripadoch bez pridu zviazaného s materidlom vySetrovanej oblasti

qSLH-dl:I (24.21)

volny

c) Vyulitie magnetického vektorového potencidlu. Ak elektricky prad [ telie uzavretym
prudovodi¢om L malého prierezu s konstantnou pridovou hustotou J, potom na prudovodiéi
mozno volit pradové elementy Idl =JdV a pre vektorovy magneticky potencidl plati

_ Hol ¢ dl 24.22
47[CJS (24.22)

kde r je vzdialenost vy$etrovaného bodu od dizkového elementu.
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Magnetickd indukciu mozno pomocou magnetického potencialu vyjadrit v tvare

B=VxA (24.23)
pretoze takto definovana indukcia vZdy spifia zdkon spojitosti indukéného toku (24.2)
V-B=0 (24.24)
Ampérov zakon (24.4) pre ¢asovo nezavislé magnetické pole je

VxH=J (24.25)

a ked do tejto rovnice dosadime z (24.6) a (24.23), s predpokladom zavislosti permeability
materidlu od magnetickej indukcie, dostaneme vysledny vztah pre urcenie magnetického
potencialu

Vx(LVXAj ~J (24.26)
“(B)

Po urceni magnetického potencidlu vhodnou numericku metdédov (program Ansys vyuZiva
MKP), magneticka indukcia vo vySetrovanej oblasti sa vypocita z (24.23). Poznamenavame, Ze
pri rovinnej Ulohe v suradnicovej rovine xy ma vektor magnetického potencidlu nenulovu zlozku
len v smere osi z a riesi sa diferencidlna rovnica len s touto jednou neznamou.

d) VyuZitie magnetického skaldrneho potencidlu. Ak vo vysSetrovanej oblasti nie je Ziadny
prudovy vodi¢ (napr. v oblasti len s permanentnymi magnetmi) , t.j. plati J=0, potom sa
rovnica (24.25) zmeni na

VxH=0 (24.27)

a v oblasti mo6Zme zaviest analogicky s elektrostatikou skaldrny magneticky potenciadl v, pre

ktory plati
H=-Vy (24.28)

Formulaciu priestorovej Ulohy potom moZno previest na diferencidlnu rovnicu s jedinou
neznamou funkciou ¥ a po jej (numerickom) urceni cez rovnicu (24.28) a materidlové vztahy

B—H skompletovat analyzu oblasti. Je to pri porovnani s metédou magnetického potencialu
vyhodnejsi postup, pretoZe vtedy pri priestorovej Ulohe treba riesit tri diferencidlne rovnice s
tromi nezndmymi zlozkami vektora A .

Pre oblasti s prudovymi vodi¢mi mozno pouzit metédu redukovaného skaldrneho potencidlu.
V tomto pripade sa vektor intenzity magnetického pola rozkladd na dve zlozky

H=H_+H_ (24.29)

Vektor H, spifia podmienku (24.27) a mozno ho vyjadrit pomocou skaldrneho potencialu
V., ktory vsak vzhfadom na to, Ze nereprezentuje kompletné pole H, sa nazyva redukovany

skalarny potencial
H =-Vy, (24.30)

Prvy ¢len v (24.29) vyjadruje pole prudovodi¢ov a urcuje sa obycajne analyticky pomocou
Biot-Savartovho zdkona. To ma v MKP vyhodu, Ze mozZno v rieSenej oblasti vyuZit jednoduché
zdrojové prudovodicové priestorové prvky magnetického pola (napr. prvok SORC36 v Ansyse),
na druhej strane kombinacia analyticky uréeného pola H, s numericky uréenym polom H,,
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vyzaduje pri r6znych kombindciach a réznej intenzite oboch poli Specidlne numerické procedury
na zabezpecenie vyhovujlcej presnosti vysledkov.

24.4 Magnetické pole v okoli prudovodicov a cievok

So sp6sobom vyuZivania metdd uvedenych v predchadzajlicej casti is charakteristickymi
¢rtami magnetickej indukcie v okoli prudovodicov a cievok je uZitoéné zoznamit sa pomocou
jednoduchych analytickych a numerickych prikladov.

Najprv uvedieme klasicky priklad vyuzitia Biotovho-Savartovho a Ampérovho zdkona pri
uréeni velkosti a smeru magnetickej indukcie B v okoli nekoneéne dlhého priameho tenkého
prudovodica, v ktorom tecie staly prud I (obr 24.2). Ak cez takyto prudovodi¢ azvoleny
vysetrovany bod A s kolmou radidlnou vzdialenostou r od vodica preloZzime stradnicovu rovinu
xy (obr. 24.2a), tak je zrejmé, Ze uloha je osovosymetricka, pretoze vsetky takto zvolené roviny
s takto zvolenym bodom A si rovnocenné. Vzhladom na nekoneént dizku vodica sa situécia
nemeni pri ani posudvani bodu v smere osi y, a teda stadi situdciu riesit v jedinej rovine kolmej na
vodi¢, pretoZe v ostatnych takto zvolenych rovindch by sme dostali identické wvysledky.
Z hladiska rieSenia ide teda o rovinnu rotaéne symetricki ulohu, ¢o je uZitocné vediet pri
globdlnom vyhodnoteni vysledkov a, samozrejme, aj pri zadavani ulohy do programu pri
numerickom rieseni.

1dl

r | pradovodi¢

Obr. 24.2

Kvoli zjednoduseniu vypoctu zvolime na vodici vo vzdialenostiach £/ dva prudové elementy
Idl v rovnakej vzdialenosti p od bodu A. Vektorovy prispevok dB; od spodného pridového

elementu podla (24.18) je
My TdxF

4z p?

dB, =

a z dovodov symetrie prispevok od horného je rovnaky. Podla pravidla pravotocivej skrutky oba
vektory smeruju za nakresnu, takze pre absolutnu hodnotu prirastku vektora indukcie v bode A
plati

M Idlsina i, Idlcos B

2 p? 2r P’ @)

dB=2dB,
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Takéto elementarne hodnoty indukcie treba spocitat (zintegrovat) pre / od 0 po oo, ¢o mozno
nahradit vyhodnejsim intervalom od 0 po 7 /2 pre uhol S. Pre diferencial dizky [ plati

3 _rdp
dl=d(rtgp)= ey

a po dosadeni spolu s p=r/cosf do (a) dostavame

dB= ’u—olcosﬁ dg
27r

Prirastok indukcie uz zavisi len od £ a po jeho integracii dostavame

&5 I
p=tol j cos 3d g =Lt (24.31)
27r 0 27Tr

Vysledok potvrdzuje rota¢nd symetriu Ulohy, vektor B ma na kruznici s polomerom r
konstantnu hodnotu, tangencidlny smer a leZi v rovine kolmej na pridovodic (pozri obr. 24.2b).
Sustredené kruznice okolo prudovodica su indukEné Ciary.

Priklad 24.4
Urcte magnetickd indukciu v okoli i vo vnutri nekonecne dlhého prudovodi¢a kruhového

prierezu s polomerom r = 0,5 cm. Vodi¢om preteka prud rovnomerne rozdeleny po priereze o
velkosti 100 A v smere do nakresne xy (obr. 24.3). Ulohu rieste analyticky i numericky.

Na analytické rieSenie Ulohy vyuzZijeme Ampérov zakon celkového pradu (24.20)
@LBdl =luolcelk (a)

Pretoze prierez vodi¢a je osovo symetricky, da sa predpokladat, aj bez vedomosti z
predchdadzajuceho prikladu, Ze indukéné ciary budu tiez osovo symetrické kruznice. Je preto
vyhodné zvolit orientovan( uzavretud krivku L v tvare symetrickej kruznice, pretoze k indukénej
Ciare ma vektor B vidy tangencidlny smer. Potom integrdl skalarneho sucinu na lavej strane
rovnice (a) je BL a pre R>r dostavame vyslednu absolutnu hodnotu indukcie

B(r) = ol _ Mol (24.32)
L 27r
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Je to rovnaky vysledok, ako sme dostali pre tenky vodi¢ (24.31) a moino povedat, Ze
magnetické pole v okoli vodi¢a s kruhovym prierezom je také, ako keby cely prud bol
sustredeny v strede prierezu.

Pre zvolené hodnoty maximalna hodnota indukcie je na povrchu prudovodi¢a r =R

I 4r-107-100

Brax =B(R) = =0,004T
an = BIR) 27R  27-0,005
a podla (24.32) od r=0,005 m asymptoticky klesa k nule:
0.004\
0.003:
=) \
o 0-002 \
0.001: \\
L \
0.000
0.05 0.10 0.15 0.20

rm

Teraz vyuZijeme Ampérov zakon celkového pradu pre uréenie magnetického pola v priereze
pradovodica, t.j. pre r<R. Pre magnetickd indukciu opat plati (24.32), ale prdd vo vnutri
kruZnice je teraz uz len ¢astou celkového prudu I. Pri predpoklade rovhomerného rozdelenia
prudu po priereze plati

2

r
27rB(r) = ol —
* 7R

¢o dava vysledok v tvare

1
B(r) =40l (24.33)

27R
Vo vnutri vodic¢a teda magneticka indukcia linedrne narasta z nuly na hore uvedend maximalnu
hodnotu B

max *

Numerické rieSenie sme vykonali pomocou programu Ansys v interaktivnom mdde s touto
postupnostou prikazov:

1. Preferences, Magnetic Nodal, OK;
Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Magnetic Vector, Quad 8 node 53, OK,
Close;

3. Material Props, Material Models, Electromagnetics, Relative Permeability, Constant,
MURX=1, OK, Material, Exit;

4. Modeling, Create, Areas, Circle, By Dimensions, RAD1=0.005, THETA2=90, Apply, RAD1=0.2,
OK;

5. Operate, Booleans, Overlap, Areas, Pick All;
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6. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, All Areas, SIZE=0.001, OK;

7. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Lines, Picked Lines, Kliknite na dve rovné strany velkého
Stvrtkruhu, Apply, NDIV=15, SPACE=5, Apply, Kliknite obluk velkého Stvrtkruhu, OK,
NDIV=15, SPACE=0, OK;

8. Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;

9. Solution, Define Loads, Apply, Magnetic, Excitation, CurrDensity, On Areas, Kliknite maly
Stvrtkruh, OK, VAL3=100/3.14/0.005**2, OK;

10. Solution, Define Loads, Apply, Magnetic, Boundary, Vector Poten, Flux Par’l, On Lines,
Kliknite vonkajsi obluk, OK;

11. Solve, Current LS, OK;

12. General Postprocessor, Plot Results, Contour Plot, 2D Flux Lines, OK;

@

13. Utility Menu, Plot, Elements
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14. General Postprocessor, Path Operations, Define Path, By Nodes, Po zvdcseni malého
stvrtkruhu kliknite na osi x prvy uzol, potom uzol na konci malého Stvrtkruhu a potom uplne
posledny uzol, OK, Name=cesta, nDiv=100, OK;

15. Map onto Path, Flux & gradient, BSUM, OK;

16. Plot Path Item, On Graph, BSUM, OK;

(x10%*%-3)
3.84

3.42
3.04
2.66
2.28
B[T] 1.90
1.52
1.14

.76

.38

0

0 .04 .08 .12 .16 .2
.02 .06 .1 .14 .18
% [m]

Priebeh magntickej indukcie je v dobrej zhode s analytickym riesenim.

Pokial sa na prudovodici urobi sluc¢ka priblizne do tvaru kruznice, vo vnutri slucky dojde ku
koncentracii magnetického pola (obr. 24.4). Efekt zosilnie pri vytvoreni viacero zavitov do tvaru
cievky o uréitej dizke, ktord moze obsahovat aj viaceré vrstvy zdvitov navinutych na sebe.
Teoreticky si mozno predstavit aj nekonecne dlhi cievku s jednou vrstvou zavitov

Obr. 24.4 Koncentrdcia magnetického pola vo vnutri slucky prudovodica

(nekonecne dlhy solenoid). Vo vnutri takejto cievky, vzhladom na to, Ze magnetické siloCiary
iduce do nekonecna musia byt uzavreté, vznikne homogénne magnetické pole a na vonkajsej
strane cievky je pole nulové (obr. 24.5).
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Obr. 24.5 Nekonecne dlhy solenoid

Magneticku indukciu takejto cievky moZzno jednoducho urcit pomocou Ampérovho zakona
celkového prudu, pretoze pre vypocet integralu <j>Bdl mozno vyhodne vybrat integracna Ciaru

abcd, ktord obopina nl zavitov, kde n je polet zavitov na jednotku dizky. Potom pre cievku,
ktorej dizka je vyrazne vacsia ako jej priemer plati

¢ Bal =Bl = ynil
abcd
a pre velkost magnetickej indukcie vo vnutri cievky mimo koncov dostavame jednoduchy vztah

B= uynl (24.34)

ktory nezdvisi od priemeru cievky, ¢o sa pri nekonecne dlhej cievka dalo oc¢akavat.

Pri numerickom rieSeni mozno napr. husto vinutu valcovu cievku s celkovym poctom zavitov
N ajej magnetické pole analyzovat ako rotacne symetrickd ulohu (obr. 24.6). Pritom sa Cista
aktivna plocha zavitov v rezovej rovine alikvotne nahradzuje spojitou plochou S. Na takuto
plochu treba zadat plosnu pradovd hustotu uréend zo vztahu

_NI_NL_nl
S 1 t

J (24.35)

kde n = N/l je pocet zavitov na jednotku dizky a I je velkost pradu.

y
le
S
Y
l r
N ‘i
0 X

Obr. 24.6 Rotacne symetricky model valcovej cievky
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Priklad 24.5

Pre husto vinutu cievku sdlzkou [ = 10 cm, vnidtornym polomerom r, =1cm a Cistou

aktivnou prierezovou plochou drétov S=300 mm’uréte a nakreslite priebeh intenzity
magnetického pola H,s pozdi? jej osi. Cievka ma N = 30 zavitov a pretekd fiou prad 7= 10 A.

Ak na cievke zvolime suradnicovy systém podla obr. 24.6, potom pre priebeh intenzity
magnetického pola na osi cievky plati [22]

_ nI vl \/rz +y2 +r2 \/rz +y1 +r (24.36)
= : )
2 (=) VB +Ys 1 VB +YE

kde v nasom priklade je t=5/1=300/100=3mm, r=r+t=10+0,3=10,3cm a
n=N/l =30 zavitov/(10 cm) =3 zavity/cm.

H =

os

Bos
o

Priebeh H, pozdi? cievky so zadanymi hodnotami (pri volbe dizkovej jednotky cm) sme
podla vztahu (24.36) znazornili na nasledujicom obrazku

Hos [A/cm]

20}

o

-20 -10 0 10 20 30

Maximalna hodnota v strede cievky (y2 =1/2, y1 =-1/2) je 29,23 A/cm.
Numericky sme ulohu riesili v programe Ansys tymto interaktivnym postupom:

1. Preferences, Magnetic Nodal, OK;
Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Magnetic Vector, Quad 8 node 53, OK,
Options, K3=Axisymmetric, OK, Add, Infinite Boundary, 2D Inf Quad 110, OK, Vyznacte Type
2 INFIN110, Options, K2=8-noded Quad, K3=Axisymmetric, OK, Close;

3. Material Props, Material Models, Electromagnetics, Relative Permeability, Constant,
MURX=1, OK, Material, Exit;

4. Cez prikazové okno programu zadajte tieto parametre: L=10; r1=1; r2=1,3; i=10; N=30; S=3;
J=N*i/S;

5. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=r1, X2=r2, Y1=-L/2, Y2=L/2, OK;

6. Modeling, Create, Areas, Circle, By Dimensions, RAD1=1.5*%L, THETA1=-90, THETA2=90,
Apply, RAD1=1.5*%L+2, (uhly bez zmeny), OK;

7. Operate, Booleans, Overlap, Areas, Pick All;
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8. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Areas, All Areas, SIZE=0.3, OK;

9. Mesh, Areas, Free, Kliknite obdlZnik a vnutorny polkruh, OK;

10. Mesh Attributes, Default Attribs, TYPE=2 INFIN110, OK;
Plot, Areas;

11. Size Controls, Manual Size, Lines, Picked Lines, Kliknite dve zvislé koncové Ciary vonkajsej
polprstencovej plochy, OK, NDIV=1, OK;

12. Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Kliknite vonkajsi polprstenec, OK;
Plot, Areas;

13. Solution, Define Loads, Apply, Magnetic, Excitation, CurrDensity, On Areas, Kliknite
obd/Znikovu plochu cievky, OK, VAL3=), OK;

14. Boundary, Vector Poten, On Lines, Kliknite vonkajsiu ¢iaru polprstenca, OK, AZ=0, OK;

15.  Flag, Infinite Surf, On Lines, Kliknite vonkajsiu Ciaru polprstenca, OK;

16. Solve, Current LS, OK;
Plot, Elements;

17. General Postprocessor, Plot Results, Contour Plot, 2D Flux Lines, OK;

18. General Postprocessor, Path Operations, Define Path, By Nodes, Kliknite od spodu prvy
a posledny uzol vnutorného polkruhu na osi y, OK, Name=cesta, nDiv=100, OK;

19. Map onto Path, Lab=Hos, Flux & gradient, HY, OK;

20. Plot Path Item, On Graph, Hos, OK;
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Vysledok je v dobrej zhode s analytickym rieSenim.

24.5 Elektromagnet a jeho silové ucinky

V predchadzajucich castiach sme sa zaoberali magnetickym pofom vo vékuu. Vztah medzi
intenzitou magnetického pola H a magnetickou indukciou B je v takomto pripade jednoduchy

B = u,H (24.37)
kde 14, je permeabilita vakua (4, = 47-107"H/m).

Je to priamo Umerny vztah, resp. rovnica priamky, ktora vdiagrame B-H prechadza
pociatkom a jej smernica je t,. PretoZe permealita vzduchu sa len nepatrne lisi od permeality

vdkua, moZno pri beZnych praktickych vypoctoch tento vztah wvyuZivat aj pri analyze
magnetického pola vo vzduchovom prostredi.

Podobny jednoduchy vztah so skaldrnou hodnotou permeability plati aj pre izotropné
linedrne materialy

B=uH=1,uH (24.38)

kde u je permeabilita materidlu [H/m] a f, =u/ i, je relativna permeabilita materialu [-].
Tento vztah umoifuje klasifikovat magnetické materidly ako diamagnetické (u, <0),
paramagnetické (4, =1az10) aferomagnetické (4, >>10), pravda, pre aplikacne
najdolezitejSie, feromagnetické izotropné materidly je nelinedarny

B=uHH (24.39)

a navySe nejednoznacny, pretoZe okamzita hodnota B zavisi aj od predchdadzajicej histérie
zmeny H. Pre nestaciondrnu numerickd analyzu magnetického pola v takomto materiali treba
zadat hodnoty z jeho hysteréznej slucky podla typu materidlu a podla rozsahu v akom sa
predpokladd zmena budiacej intenzity H. Vztah (24.39) naznacuje aj nelinearitu u v zdvislosti
od intenzity magnetického pola. Daldiu komplikdciu pri uréovani magnetickych vlastnosti
réznorodych magnetickych materidlov spdsobuje aj ich zavislost od teploty a pri
nestacionarnych ulohach aj od frekvencie zmeny magnetického pola. Pri vypoctovych analyzach
redlnych uloh sa mnohokrat treba zmierit so spriemerovanymi aproximaénymi hodnotami.
pripadne vykonat vlastné experimentalne merania materialu pri danych podmienkach.

Vztah (24.39) mozno zapisat aj v tvare
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B=y,[H+MH)] (24.40)

aby sa vyclenil (nelinedrny) prispevok samotného materialu k celkovej indukcii. Vektor M [A/m]
(kolinedrny s B) s nazyva vektor magnetizdcie (magnetizacia, celkovy magnetizatny moment).
Ak z (24.40) pomocou (24.38) vyli¢ime B dostaneme vztah pre magnetizaciu v zavislosti od
intenzity magnetického pola

M=[x (H)-1]H (24.41)

Su to vSetko empirické vztahy a pre konkrétne feromagnetikum sa urcuju experimentalne.
MozZno sa teda stretnut sdvomi druhmi experimentdlne zistenych hysteréznych slucdiek
feromagnetického materialu (obr. 24.7). Pre potreby numerickej analyzy magnetického pola
v konkrétnom materiali sa vyuZzivaju B-H krivky a z nich odcitané hodnoty:

B, - zvy3kovd magnetickd indukcia
H. - koercitivna intenzita magnetického pola
Pomocou hysteréznej slucky materidlu mozno odhadnut tiez tzv. hysterézne energetické

straty pri striedavom magnetovani (napr. zohrievanie jadier transformatorov), ktoré st Umerné
obsahu plochy ohranicenej hysteréznou sluckou.

»
»

M B=],10(H.+M)

a b

Obr. 24.7 (a) Zavislost magnetizacie M a (b) magnetickej indukcie B feromagnetického
materidlu od zmeny intenzity pésobiaceho magnetického pola H

Podla tvaru hysteréznej slucky sa materialy delia na :

1. magneticky tvrdé — maju Sirokd magnetickd slucku a vysokd hodnotu B, a H,. Ich
zmagnetovanie je energeticky pomerne naroéné azdihavé, ale po zrudeni
vonkajsieho magnetického pola zostavaju nadalej zmagnetované avyuZivaju sa
hlavne na vyrobu permanentnych magnetov pre priemyselné vyuZitie.

2. magneticky mdkké — maju velmi uzku hysteréznu slucku, teda mald hodnotu H, pri
relativne vysokom magnetickom vykone (relativne velka hodnota B, ), daju sa fahko
zmagnetizovat a pri cyklickom zataZovani vykazuju malé energetické straty. Maju
Siroké priemyselné vyuzitie, mimo iného aj na jadra elektromagnetov.

Hysterézne slucky magneticky makkého materidlu su velmi uzke, z hladiska praktickych
vypoctov sa v podstate kryju s krivkou prvotnej magnetizacie (Ciarkovana krivka v obr. 24.7b)
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asu v urCitom zaciatoCnom intervale blizke linedrnemu priebehu so zanedbatelne malou
hodnotou H,. Vypnutie napdjania cievky elektromagnetu s magneticky makkym jadrom (kedy
H=0) potom vedie k vypnutiu magnetického pola (B=0), t.j. k vypnutiu magnetického ucinku
elektromagnetu. Napr. B-H zavislost kremikovej (elektrickej) ocele uréenej pre jadra
elektromagnetov obsiahnutd v databaze magnetickych materidlov programu Ansys tuto
charakteristiku podla obr. 24.8 potvrdzuje. Po saturdcii pri pomerne malej hodnote H,,

avysokej hodnote B, nasleduje linedrny priebeh B=gyH wuZz prakticky snulovou

magnetizaciou materidlu.  Pri zvacSeni mierky vidiet Ze priblizne linedrny priebeh B-H
charakteristiky materialu je zhruba do 1,2 T.

Point H B
1 59.524 0.20000
2 119.05 0. 40000
3 158.73 0.55000
4 396.83 1.1500
S $555.56 1.3000
[ 793.865 1.4000
T 1587.3 1.5500
8 3968.3 1.8350
9 7938.5 1.8550

10 15873. 1.8750
11 31746, 1.7014
12 63492, 1.7500
13 95238, 1.7900
14 0.19048E+06 1.9098
15 0.28571E+06 2.0296
16 0.38095E+06  2.1495
17 0.0000 0.00080
18 0.0000 0.00080
19 0.0000 ©.0080
20 0.0000 ©.0080

Obr. 24.8 Priklad experimentdlne zistenej B-H zdvislosti kremikovej ocele

Permanentny magnet v magnetickom obvode pracuje v oblasti demagnetizaénej krivky (2.
kvadrant v obr.24.7), takZe staci zadat hodnoty hysteréznaj slucky v tomto kvadrante. Pritom sa
pri numerickom rieSeni v programe obyc¢ajne vyZaduje posunutie tychto hodn6t o H. do prvého
kvadrantu s kladnymi hodnotami H.

Silovy ucinok magnetického pola na teleso z feromagnetického materidlu mozno vypocitat
napr. pomocou metdédy Maxwellovho napatia (Maxwell stress method). Pre objemovu hustotu
Lorentzove;j sily v magnetickom poli plati

f=JxB (24.42)
kde J je objemova hustota pridu. Celkovd magneticka sila na teleso s objemom V potom je

F= j fdv = j JxBadV (24.43)

v v

Z Ampérovho zdkona (zanedbdvame posuvny prud) pre hustotu pradu dostdvame

J=VxB/y, (24.44)
takZe vztah pre magneticku silu sa zmeni na
F=—L [BxVxBav (24.45)
IUO v
Mozno ukazat Ze
-BxVxB=V-T (24.46)

kde T je tenzor Maxwellovho napatia pre staciondrne magnetické pole

T- BB—%BZI (24.47)
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s jednotkovym tenzorom |. Dosadenim (24.47) do (24.45) a vyuzitim divergencnej teorémy
dostavame vysledny vztah pre vypocet magnetickej sily na teleso

F=l [VxTav="[T-ds (24.48)

IUOV IUO S

kde S je plocha ohranicujuca teleso. Metéda vyZzaduje, aby sa plocha S stykala len so vzduchom
ktorého permeabilita je prakticky rovna z.

Priklad 24.6

Pre magneticky obvod s cievkou (NI=1000 Ampérzavitov, prierez 40x6 mm) a feromagnetickym
jadrom (&, =1000 ) s dvomi vzduchovymi medzerami (obr. 24.9) urcte analyticky a numericky:

1. Velkost magnetickej indukcie B v obvode
a) bez vzduchovych medzier
b) so vzduchovymi medzerami
2. Velkost sily, ktorou elektromagnet pdsobi na oddelent kotvu

Rozptyl magnetického pola v okoli jadra (s vysokou permeabilitou voci vzduchu) i rozptyl pola
v okoli vzduchovych medzier zanedbavame.

$=20x20 =5
——
e ~
r=15
cievka L=280

vzduchova medzera

\[- "
e Pl / v

80

A
A,

Obr. 24.9

Pre suvislé jadro (bez vzduchovych medzier) mozno pribliZznd hodnotu intenzity
magnetického pola (konstantnu po priereze icelom obvode) vyjadrit pomocou Ampérovho
zdkona obopnutého prudu (24.21)

¢ H-dl=1,4,, = NI
V nasSom pripade dostaneme

He=NI — H=D_ NI _ 1000
¢  4(L-2r)+27zr 4(0,08-2-0.015)+270.015

=3398 A/m (a)

a ztoho
B=puH = pigi,H=47-10"-1000-3398=4,27 T (b)
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Spojitost a konstantnu velkost H vSak narusuju vzduchové medzery. Oznaéme velkost
intenzity magnetického pola v jadre H; av medzerach H,,. Uvedeny integral sa takto rozklada

na sucet dvoch integralov po stredovej Ciare oboch oblasti s vysledkom

H;[4(L—2r)+27r = 2t]+H,,2t = NI (c)

Pretoze na rozhrani dvoch prostredi s réznymi permeabilitami sa nemeni na rozhranie kolma
zlozka vektora B, plati
B;=B, — WMH; =H, — H,=uH, (d)

J m

Z rovnic (d) a (c) dostdvame intenzitu magnetického pola vo vzduchovej medzere
NI
Hm = =
1 u, [A(L—2r)+27r — 2t + 2t
B 1000
1/1000[4(0,08 —2-0,015) +270,015—2-0,005] +2-0,005

=97087 A/m

Priblizna velkost magnetickej indukcie v obvode so vzduchovymi medzerami (konstantna po
priereze i celom obvode) teda je

B=B; =B, = liyH,, =47-10"" -97087=0,122 T (e)
Pre tahovu silu na kotvu plati [pozri napr. http://en.wikipedia.org/wiki/Electromagnet]

2 2 2
Foop —pB'S _,0122 o.c_)72
2y~ 2-47-10

m

=4,74 N (f)

Numericky sme ulohu riesili v programe Ansys tymto interaktivnym postupom:

1. Preferences, Magnetic-Nodal, OK;

Zadanie typu prvku a relativnej permeability materidlu jadra obvodu

2. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Magnetic Scalar, Scalar Brick 96, OK,
Close;

3. Material Props, Material Models, Electromagnetics, Relative Permeability, Constant,
MURX=1000, OK, Material, Exit;

Vytvorenie stredovej Ciary jadra

4. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=0, X2=0.08, Y1=0, Y2=0.08, OK;

5. Modeling, Delete, Areas Only, Pick All;

6. Plot, Lines;

7. Modeling, Create, Lines, Line Filet, Kliknite dve stykajuce sa ¢iary, OK, RAD=0.015, Apply,
Postup zopakujte pre zvysné tri dvojice Ciar, OK;

Umiestnenie pracovnej roviny do miesta a sprdvnej polohy na vytvorenie cievky a zadanie
prierezu jadra
8. Work Plane, Offset WP by Increment, XYZ Offsets: 0, 0.04,0 Apply,Nastavte Degrees na 90

a kliknite +X, OK;
9. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Centr&Cornr, Width=0.02, Height=0.02, OK;
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10. Plot, Lines, Kliknite ikonku Sikmého pohladu;
\\

-

A~ s
S/

Vytvorenie jadra obvodu (zatial' bez vzduchovych medzier)

11. Modeling, Operate, Booleans, Divide, Line by WrkPlane, Kliknite lavu zvislu Ciaru, OK;

12. Modeling, Operate, Extrude, Areas, Along Lines, Kliknite Stvorcovu plochu, OK, Kliknite
postupne vsetky Ciary velkého Stvorca zacinajuc ¢iarou nad plochou, OK;

13. Numbering Ctrls, Merge Items, Label=Keypoints, OK;

Vytvorenie konecnych prvkov suvislého jadra obvodu

14. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, SIZE=0.002, OK;

15. Meshing, Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Pick All;

Vytvorenie cievky

16. Modeling, Create, Racetrack Coil, XC=0.015, YC=0.015, RAD=0.004, TCUR=1000, DY=0.006,
DZ=0.04, Cname=cievka, OK;

17.Plot, Replot;

Vypocet ulohy metddou redukovaného skaldrneho potencidlu (RSP) a zndzornenie hodnét
hustoty magnetického toku (V rovnych Castiach jadra sa B pohybuje v rozmedzi 4,046 aZ 4,81 T;
uvedeny analyticky odhad v tychto miestach je 4,27 T)

18. Solution, Solve, Electromagnet, Static Analysis, Opt&Solv, Option=RSP, Biot=YES, OK;

19. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, Magnetic Flux
Density, Magnetic flux density vector sum, OK;
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BSUM (AVG)

PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
SMN =2.519
SMX =9.392
2.519
3.282
4.046
4.81
5.573
6.337
7.101
7.864
8.628
9.392

AOC0EECNN

Vytvorenie modelu jadra so vzduchovymi medzerami (t.j. elektromagnetu s oddelenou kotvou)
20. Preprocessor, Meshing, Clear, Volumes, Pick All;

21. Plot, Lines;

22. Modeling, Copy, Areas, Kliknite pravé koncové plochy vodorovnych objemov jadra, OK,
DX=-0.005, OK;

23. Modeling, Operate, Booleans, Divide, Volume by Area, Kliknite horny vodorovny objem
jadra, OK, Kliknite hornd novovytvorenu plochu, Apply, To isté zopakujte aj so spodnou
¢astou, OK;

24. Plot, Volumes;

25. Material Props, Material Models, Material, New Model, OK, Electromagnetics, Relative
Permeability, Constant, MURX=1, Material, Exit;

26. Meshing, Mesh Attributes, Picked Volumes, Kliknite objemy vzduchovych medzier, OK,
MAT=2, OK;

27. Meshing, Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Pick All;

28. Plot Ctrls, Numbering, Elem-Attrib numbering, Material Numbers, /NUM=Colors Only, OK;

Prikazy na vypocet tahovej sily na kotvu metédou Maxwellovho napdtia

29. Select, Entities, Volumes, By Num Pick, From Full, Apply, Kliknite tri objemy kotvy, OK,
Elements, Attached to Volumes, OK;

30. Select, Comp/Assembly, Create Component, Cname=kotva, Entity=Elements, OK;
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31. Select, Everythings;
32. Solution, Define Loads, Apply, Magnetic, Flag, Comp Force/Torque, KOTVA, OK;

Vypocet a zndzornenie velkosti hustoty magnetického toku B. Porovnajte vyrazny pokles oproti
hodnotam bez vzduchovych medzier. V rovnych castiach sa hodnoty pohybuju v rozmedzi 0,10
aZ 0.15 T. Uvedeny analyticky odhad v tychto miestach je 0,12 T

33. Solution, Solve, Electromagnet, Static Analysis, Opt&Solv, Option=RSP, Biot=YES, OK;

34. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, Magnetic Flux
Density, Magnetic flux density vector sum, OK;

STEP=1

SUB =1

TIME=1

BSUM (AVG)
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1

.055425
.101971
.148517
.195063
.24161
.288156
.334702
.381248
.427794
.47434
.520886
.800162
.846708
.893254
.9398

. 986346
1.033

1.079

1.126

1.173

1.219

RERO00000 EOEEONNENR

Zndzornenie intenzity magnetického pola vo vzduchovych medzerdch(t.,j. medzi magnetom
a kotvou). Uvedeny analyticky odhad je 97087 A/m
35. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, Magnetic Field

Intensity, Magnetic field intensity vector sum, OK;

jan

ELEM=34107
MIN=56.8925
MAX=97424
56.925
10876
21694
32513
43331
54150
64968
75787
86606
97424

[ |

Vypisanie vypocitanej tahovej sily na kotvu
36. General Postproc, Elec&Mag Calc, Component Based, Force,, Component=KOTVA, OK;

SUMMARY OF FORCES BY MAXWELL STRESS TENSOR
Units of Force: (N)

Component Force-X  Force-Y Force-Z
KOTVA -0.47599E+01 0.70437E-13 0.19686E-14

Note: Maxwell forces are in the Global Cartesian coordinate system.
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37. File, Exit, Save Geom+Loads, OK;

24.6 Obvod s permanentnym magnetom

V mnohych priemyselnych elektrotechnickych aplikaciach je z dovodov vyhodnosti resp.
nutnosti elektromagnet nahradzovany permanentnym magnetom surcéitou vhodnou
charakteristikou. Parametre magnetu uddavaju vyrobcovia a medzi najdolezitejSie patria
charakteristiky udané na demagnetizacnej krivke materidlu magneta (2. kvadrant normalnej
hysteréznej slucky — obr. 24.7 b). Ukazka tychto charakteristik niektorych materidlov
pouzivanych na vyrobu vykonnych permanentnych magnetov je uvedend na obr. 24.10.

14000
—

_ 12000

- 10000

NdFeB 52

SmCo 32 ’
) Alnico8 oo

/ 6000

B (Gauss)

Bonded Neo
4000

— 2000
Ceramic 8

1 I I I I | 0
<12000 -10000 -8000 -6000 -4000 -2000 ]

H (Oersted)

Obr. 24.10 Demagnetizacné krivky niektorych priemyselnych magnetickych materidlov (1 gauss
= 10"tesla, 1 oersted = 79,577 A/m)

Hlavnou ulohou permanentného magnetu vo viac alebo menej zloZzitom magnetickom
obvode je, rovnako ako pri elektromagnete, vytvorit na poZadovanom mieste vo vzduchovej
medzere alebo viacerych medzerach potrebnu intenzitu magnetického pola. Pri jednoduchom
obvode moZno rozmery magnetu resp. jeho magnetickd vykonnost vo vysetrovanom obvode
uréit aj analyticky, pri zloZitejSich obvodoch sa nezaobideme bez vyuZitia numerickych
sofvérovych prostriedkov. Treba si uvedomit, Ze vyrobcom uddavané zakladné charakteristiky su
len urcité vstupné udaje do tychto analyz, ku ktorym pristupuju dalSie, predovsetkym tvarové
charakteristiky magnetu i tvarové a materialové charakteristiky obvodu.

UvaZzujme jednoduchy magneticky obvod na obr. 24.11a slinedrnou demagnetizacnou
charakteristikou materialu magnetu (obr. 24.11b). Na pribliznd analyzu obvodu mozno vyuzit
Ampérov zdkon (24.21) s integralom po stredovej Ciare obvodu, podla ktorého pri absencii
volného elektrického pradu pre intenzity magnetického pola v jednotlivych dizkovych dsekoch
obvodu plati

Hplo +HiL; + HyL, =0 (24.49)
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Obr. 24.11 a) Jednoduchy obvod so vzduchovou medzerou
b) Urcenie pracovného bodu

Ako vidiet ulohu zjednodusujeme tak, Ze magnetické pole existuje len v materiali obvodu
a vzduchovej medzere, o moZno pripustit pri vysokej permeabilite jadra a malej Sirke
vzduchovej medzery (Unik generovaného magnetického pola do vzduchového okolia s velmi
nizkou permeabilitou 14 je vefmi maly). Vzhfadom na vysoku permeabilitu jadra y; je clen HL;

zanedbatelne maly (H; = B;/u; ) oproti ostatnym clenom a rovnica (24.49) sa zjednodusuje na
ol +Hyly =0 (24.50)

VyuZijeme tieZ Gaussov zakon o spojitosti magnetického toku v obvode, podla ktorého plati

BpnSm =B,S, (24.51)

kde vystupuju prierezové plochy magnetu a vduchovej medzery, ktoré mézu mat nerovnakdi
velkost. Kombinaciou tychto rovnic a vyuzitim vztahu B, = tyH,, ktory plati pre vzduchovu

medzeru, dostdvame rovnicu priamky zataZzenia v tvare

B =y elmy (24.52)
m OS L m :
m g

Analytické alebo grafické urcenie suradnic priesecnika priamky zatazenia a demagnetizacnej
Ciary poskytne potom hladané hodnoty H,, a B,, a z predchadzajucich rovnic aj dalsie udaje o
magnetickom poli v obvode.

Priklad 24.7

Magneticky obvod s permanentnym magnetom a jadrom s 4, =5000 ma rozmery podla obr.
24.12. Urcte:
Velkost intenzity magnetického pola vo vzduchovej medzere H  ked

a) demagnetizacna ¢iara materialu magnetu je linearna (zadana na obr.24.13b)
b) demagnetizacna Ciara materidlu magnetu je nelinearna (zadand na obr.24.13a)

Rozptyl magnetického pola v okoli jadra (s vysokou permeabilitou voci vzduchu) i rozptyl pola
v okoli vzduchovej medzery zanedbavame.
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Obr.24.12 Obvod s permanentnym magnetom a vzduchovou medzerou

ListLinePlot[{{-50000, 0}, {0, 1.53}}]

ListLinePlot [{{- 50000, 0}, {- 47500, 0.3}, {- 45000, 0.5},
{- 40000, 0.85}, {-35000, 1.08}, {- 30000, 1.22},
{-25000, 1.32}, {-20000, 1.39}, {-15000, 1.45},
{-10000, 1.485}, {0, 1.53}}]
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Obr.24.13 Demagnetizacnd krivka materidlu (a) a jej linedrna aproximdcia (b)

Pre analytické linedrne rieSenie napiSeme rovnicu demagnetizacnej priamky s premennymi
H, a B;

B
B, :;’H1 +B,

C

a rovnicu priamky zataZenia podla (24.52) s pemennymi H, a B, pricom S, =S

Priesecnik tychto priamok ma v oboch rovniciach rovnaké suradnice; su to hfadané hodnoty H,,
a B, pracovného bodu (pozri obr.24.11b). Na ich urenie po dosadeni konkrétnych hodn6t

dostavame z uvedenych rovnic dve rovnice o dvoch neznamych
1,53
=——H_+1,53
™ 50000 "
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0-7.0-02 "
0.005

RieSenim dostdvame H,, =42900 A/m a intenzita magnetického pola vo vzduchovej medzere

podla (24.50) je

B =—4r-1

H, = —L—'”Hm =-— 0,02 42900 =-171680 A/m
L 0
g 7

Pre numerické rieSenie ulohy v programe Ansys treba demagnetizacné ciary materialu
magnetu presunut do kladnych dCisiel (do prvého kvadrantu hysteréznej slucky) a jednotlivé
body zadat tabulkovym sp6sobom (pri B-H volbe zaddvania materidlu v programe). Dosiahne sa
to pripo€itanim hodnoty +H, ku vSetkym hodnotam H demagnetiza¢nej krivky. Zaciato¢ny bod

je potom vidy H =0, B = 0, ktory sa nemusi zadavat.
Linearny priebeh sa jednoducho zadad pomocou kladnej hodnoty H.a sklonu krivky, t.j.
pomocou konstantnej hodnoty relativnej permeability o velkosti B,/H, . Pre tento priklad to je:

U= ot = 1B, [ H. = 471077 -1,53/50000 = 24 H/m.

Podla obr.24.13 prepocitané hodnoty pre udanie B — H zavislosti do programu su:

H [ 2500 [ 5000 | 10000 | 15000 | 20000 | 25000 | 30000 | 35000 | 40000 | 45000 | 50000

B{O03 (05 ]0,85 1,08 1,23 1,32 1,39 1,45 1,49 1,52 1,53

Kontrolné numerické linedrne rieSenie ulohy ako aj rieSenie s realnou (nelinearnou) demag-
netizacnou krivkou materidlu (obr.24.13a) sme dostali v jednom behu programu Ansys s touto
postupnostou prikazov v interaktivnom mdde programu:

1. Preferences, Magnetic-Nodal, OK;

Zadanie typu prvku a materidlov (1 = jadro, 2 = vzduch, 3 = magnet - linedrny materidl, 4 =
magnet - BH krivka)

2. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Magnetic Scalar, Scalar Brick 96, OK,
Close;

3. Material Props, Material Models, Electromagnetics, Relative Permeability, Constant,
MURX=5000, OK, Material, Exit;

4. Material Props, Material Models, Material, New Model, OK, Electromagnetics, Relative
Permeability, Constant, MURX=1, Material, New Model, OK, Electromagnetics, Relative
Permeability, Constant, MURX=24, OK, Coercive force, Orthotropics, MGYY=50000, OK,
Material, New Model, OK, Electromagnetics, Coercive Force, Orthotropic, MGYY=50000, OK,
BH Curve, H=2500, B=0.3, Add Point, H=5000, B=0.5, Add Point, H=10000, B=0.85, Add
Point, H= 15000, B=1.08, Add Point, H=20000, B=1.22, Add Point, H=25000, B=1.32, Add
Point, H= 30000, B=1.39, Add Point, H=40000, B=1.485, Add Point, H=50000, B=1.53,
Graph, BH, OK, Material, Exit;
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Vytvorenie stredovej Ciary jadra

5. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=0, X2=0.08, Y1=0, Y2=0.08, OK;

6. Modeling, Delete, Areas Only, Pick All;

7. Plot, Lines;

8. Modeling, Create, Lines, Line Filet, Kliknite dve lubovolné stykajtce sa cCiary, OK, RAD=0.015,
Apply, Postup zopakujte pre zvysné tri dvojice cCiar, OK;

Umiestnenie pracovnej roviny do miesta a spravnej polohy na vytvorenie jadra (zatial bez

vzduchovej medzery) a zadanie jeho prierezu
9. Work Plane, Offset WP by Increment, XYZ Offsets: 0, 0.03,0 Apply, Nastavte Degrees na 90

a kliknite +X, OK;
10. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Centr&Cornr, Width=0.02, Height=0.02, OK;
11.Plot, Lines, Kliknite ikonku Sikmého pohladu;

\

o /

- _J

12. Modeling, Operate, Booleans, Divide, Line by WrkPlane, Kliknite lavu zvislu Ciaru, OK;

13. Modeling, Operate, Extrude, Areas, Along Lines, Kliknite Stvorcovu plochu, OK, Kliknite
postupne vsetky Ciary velkého Stvorca zacinajuc Ciarou nad plochou, OK;

14. Numbering Ctrls, Merge Items, Label=Keypoints, OK;

Vytvorenie objemov pre vzduchovu medzeru a magnet

15. Modeling, Operate, Booleans, Divide, Volumes by WrkPlane, Kliknite pravy zvisly objem, OK,

Plot, Replot;
16. Work Plane, Offset WP by Increments, XYZ Offsets: 0, 0, -0.005, OK;
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.....

objem, OK, Plot, Replot;
18. Work Plane, Offset WP by Increments, XYZ Offsets: 0, 0, -0.015, OK;

.....

OK, Plot, Replot;

Tvorba siete prvkov

20.
21.
22.
23.
24.
25.
26.
27.

Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Global, Size, SIZE=0.002, OK;

Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Pick All;

Plot, Volumes;

Mesh Attributes, Default Attribs, MAT=2, OK;

Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Kliknite objem vzduchovej medzery, OK, Yes, OK;
PlotCtrls, Numbering, Elem/Attrib numbering = Material numbers, /NUM=Colors only, OK;
Meshing, Mesh Attributes, Default Attribs, MAT=3, OK;

Meshing, Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Kliknite objem magneta, OK, Yes, OK;

Linedrny vypocet a zndzornenie velkosti intenzity magnetického pola. (Uvedeny analyticky
odhad vo vzduchovejm medzere je —171680 A/m.)

28.

Solution, Solve, Electromagnet, Static Analysis, Opt&Solv, Option=RSP, OK;
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29. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, Magnetic Field
Intensity, Y-component of magnetic field intensity, OK; (Numericky vysledok je, ako vidiet, -
169928 A/m.)

HY (AVG)

PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
SMN =-169928
SMX =62.845
-169928
-158595
-147263
-135930
-124597
-113265
-101932
-90599
-79266
-67934
-56601
-45268
-33935
-22603
-11270
62.845

IE000CONAREDNA

Nelinedrny vypocet s B-H krivkou materidlu magneta a zndzornenie velkosti intenzity
magnetického pola.

30. Preprocessor, Meshing, Mesh Attributes, Default Attribs, MAT=4, OK;

31. Meshing, Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Kliknite objem magneta, OK, Yes, OK;
32.Solution, Solve, Electromagnet, Static Analysis, Opt&Solv, Option=RSP, OK;

33. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, Nodal Solution, Magnetic Field
Intensity, Y-component of magnetic field intensity, OK;

STEP=1

SUB =1
TIME=1

HY (AVG)
RSYS=0
PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
SMN =-190366
SMX =70.406
-190366
-177670
-164975
-152279
-139583
-126887
-114192
-101496
-88800
-76104
—63408
-50713
-38017
-25321
-12625
70.406

IE0C000NROORMN

Nelinedrny vypocet s B-H krivkou upresnil maximalnu intenzitu magnetického pola vo
vzduchovej medzere na -190366 A/m. Znamienko minus znamena, Ze vektor H ma vo
vzduchovej medzere opacny zmysel ako kladna globdalna os Y.
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25 Kontakt telies

25.1 Uvod

Kontakt dvoch alebo viacerych telies patri do kategdrie pomerne zlozZitych nelinedrnych uloh
mechaniky kontinua. Rozpatie tychto uloh je od kontaktu bez trenia s malymi deformaciami az
po kontakt strenim svelkymi deformaciami a materidlovymi nelinearitami. Formulacia
kontaktnych podmienok je sice rovnaka pri vietkych tychto pripadoch, ale do prislusnej ulohy
vnasa dalSie nelinearity v oblasti styku telies, nehovoriac o algoritmickych problémoch
spojenych s detekciou a nepreniknutelnostou stykovych pléch, ako aj s nespojitostami pri
zohladrovania trecich sil.

Vyznam rieSenia tychto uloh z priemyselného hladiska je znacny; vyplyva z mnoZstva oblasti,
kde sa vyZzaduje analyza kontaktnych problémov:

tvarnenie kovov a plastickych latok

prevody a dalSie Casti strojov a mechanizmov
spoje v stavebnych konstrukciach

skrutky, matice

zaklady

napravy, spoje v rotoroch atd.

bariérové testy vozidiel

odlievanie, nitovanie

analyza vlastnosti pneumatik, tesneni, lozZisk
elektrické spinace

Pri analyze tejto 3kdly problémov sa mozno stretnut s problémami charakterizovanymi
jednym typom fyzikalneho pola ako aj so zviazanymi problémami réznych fyzikalnych poli.
Pokial sa obmedzime len na kontaktné ulohy s mechanickym pofom premennych, potom
mé&Zeme Ulohy charakterizovat ako:

jedno, dvoj a trojrozmerné

linedrne (napr. kontakt dvoch elastickych nosnikov s malymi deformdaciami
a posunutiami) a nelinedrne (napr. kontakt pneumatiky s podlozim)

statické alebo nestacionarne (dynamické) pri nizkej alebo vysokej rychlosti zatazenia

bez trenia alebo s trenim

NajdoleZitejSie zviazané ulohy spojené s kontaktom su

Termo-mechanicky kontakt - je spojeny svyvinom tepla od plastickej deformacie
i trenia. Prikladom je rotécia a brzdenie zatazenych kolies, mechanické rezanie kovov,
objemové tvarnenie

Elektro-magneto-mechanicky kontakt, napr. analyza spinacov a mikro-elektro-
mechanickych systémov

interakcia tekutiny a telesa

V dalSom texte si niektoré zakladné pojmy z oblasti kontaktu telies ozrejmime pomocou
jednoduchych statickych prikladov.
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25.2 Zakladné pojmy

Ak valcovu pruzZinu na obr. 25.1a zataZzime tiaZzovou silou bodovej hmotnosti m, bremeno sa
posunie o hodnotu u, pre ktorej vypocet plati rovnovazna rovnica
ku—mg=0 (25.1)
Ak je pod bremenom tuha podloZzka vo vzdialenosti h, méze dost ku kotaktu s podlozkou.
Situdcia sa kontroluje pomocou tzv. medzerovej (penetracnej) funkcie g,(u), pre ktoru sa

predpisuje obmedzenie
g,(u)=h—-uz=0 (25.2)

ktoré pri kontakte (u=h) zabranuje penetrdcii telies (t.j. nesmie byt u> h).

a b

Obr. 25.1

Pri hmotnosti m, ktord by pruZinu natiahla ovacsiu hodnotu ako h, dojde ku kotaktu
s podlozkou a vzniku normalovej kontaktnej tlakovej sily N. <O (obr. 25.1b). Pri konkrétnych

hodnotach m, k, a h, m6zZu teda nastat dva rozdielne pripady
1. Tuhost pruZiny je dostatoéne velka, aby zabranila kontaktu bremena s podloZzkou. Vtedy
platia podmienky
g,(u)>0 a N. =0 (25.3)

Cc
2. Tuhost pruziny je mald, déjde ku kontaktu s tuhou podlozkou a plati

g,(u)=0 a N.<O (25.4)

Vypocet kontaktne;j sily je pri tejto jednoduchej ilohe mozny priamo z podmienky rovnovahy
(25.1)
N.=-mg+kh (25.5)
pricom z podmienky g, (u) =0 vyplyva u=h.
UvaZujme teraz, Ze doSlo ku kontaktu a na bremeno poésobi aj sila F v smere rovnobeznom
s podloZkou (obr. 25.2a). Rovnovazne rovnice sil podla obr. 25.2b su
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Obr. 25.2
N.+mg—kh=0 (25.6)
F-T.=0 (25.7)

Trenie medzi hmotnostou atuhou podperou treba opisat pomocou trecej konstitutivnej
rovnice tak, aby dostatoCne presne vystihovala redlnu fyzikdlnu situaciu v mieste kontaktu
oboch telies. Najjednoduchsi a ¢asto vyuZivany model poskytuje Coulombov treci zakon. Udava
vztah medzi normalovou kontaktnou silou a kontaktnou trecou silou

FIN,T)=[T.|+uN, <0 (25.8)

kde u je koeficient statického Smykového trenia. Nerovnost (25.8) poskytuje rozliSenie medzi
statickym a dynamickym trenim v mieste kontaktu. Pre situdcie, kedy dochddza k statickému
treniu plati (pripominme, Ze tlakova sila N, ma zdpornu hodnotu)

T|<-un, - F<-un, (25.9)
a pre zaciatok dynamického trenia plati

T|=-uN, — F=-uN, (25.10)

Pri statickom treni neddjde k tangencialnemu posunu hmotnosti po podloZke (stick state), pri
dynamickom sa hmotny bod posunie v tangencialnom smere (slip state).

25.3 Metody rieSenia

Princip a fyzikalny zaklad metéd vyuzZivanych v MKP na rieSenie kontaktnych uloh mozno
vysvetlit na jednoduchom priklade bodového kontaktu. Priklad vyrieSime pomocou najcastejSie
vyuzivanych metéd:

® metdda Lagrangeovych multiplikatorov (Lagrange multiplier method)
® pokutovd metdda (penalty method)
® rozSirend Lagrangeova metdda (augmented Lagrange method)
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Uvazujme vypoctovy model MKP jednorozmernej prutovej ulohy s tromi prvkami a piatimi
uzlovymi bodmi vyznadeny na obr. 25.3. Sila F zataZuje prut z linearneho elastického materidlu s
prierezcom S a modulom pruZnosti E smerom k dalSiemu nezatazenému prutu tych istych
vlastnosti. Medzi koncovymi bodmi prutov je medzera g. Zadané su tieto hodnoty: F = 1500 N,
ES =10000 N, L =400 mm, g = 30 mm. Pomocou MKP treba urcit kontaktnu silu N. a posunutia

volnych uzlov

1 ) 2 F_ 3 © 5
———————————————— P ———— —————————— X
< L >l L NN L >
Obr. 25.3
Celkova potencialna energia vypoctového modelu je [1]
H:%UTKu—qu (25.11)

kde u je vektor posunuti uzlovych bodov modelu, K je globalna matica tuhosti a f je globalny
vektor vonkajsich uzlovych sil. Aplikdciou principu minima potencidlnej energie oIl /du=0 na
(25.11) dostaneme vyslednu sustavu rovnic

Ku=f (25.12)

PretoZe posunutia uzlov 1 a 5 su nulové, vysledna sustava rovnic po usporiadanom scitani
rozsSirenych matic tuhosti prvkov [1] ma tvar

265/t —ES/L 0 u,| [F
Ku=f —> |-ES/L ES/L 0 |ul|=|0 (25.13)
0 0 ES/L|u,| |O

Rieenie rovnic ddva: u, =0, u, =u; =FL/(ES)=1500-400/10000=60 mm. Podla tychto
vysledkov vypoctovy model z hladiska kontaktnej terminoldgie vykazuje totalnu penetrdaciu uzla
3 do elementu €. 3 bez prenosu kontaktnej sily. PretoZe posunutie u; je vdcSie ako g, v
skutoénosti ale dojde ku kontaktu oboch telies, ktory treba zohladnit pomocou vhodnej

metody.
25.3.1 Metoda Lagrangeovych multiplikatorov

V klasickej podobe sa tato metdda vyuZiva na hladanie minima funkcie viacerych
premennych, pri su¢asnom splneni urcitych obmedzeni. Pri kontaktnych ulohach v MKP sa
vyuziva na hladanie extrémov funkciondlov pri zohladneni obmedzeni (vazieb) vyvolanych
vzajomnym kontaktom telies. VyuZijeme ju teraz pri rieSeni uvedeného prikladu.

Posunutia uzlov 3 a 4 pri kontakte obmezuje deformacna podmienka (pozri obr. 25.3)

ul3—u4d = g (2514)

Z tejto podmienky dostaneme medzerovu funkciu, ktord sa pri kontakte a fyzikdlne spravnych
hodnotach u; a u, rovna nule (25.4)
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gn:g_u3+u4:O (25.15)

Splnenie (vynutenie) tejto podmienky (vazby) mozno dosiahnut tak, Ze ju vynasobime Lagrange-
ovym multiplikatorom

Ag, =A(g—us+uy,) (25.16)

a tento sucin priddme do potencidlnej energie (25.11)

I1 :%UTKu—qu+/l(g—u3+u4) (25.17)

Z tohto postupu vyplyva, Ze v rovniciach MKP sa nam okrem neznamych U objavi aj nova
neznama A s rozmerom sily; je to kontaktna sila N, v stykajucich sa uzloch 3 a 4.

Aplikaciou variacného postupu z podmienky SIl = 0, dostavame
ouKu-duf + 54 (g—u; +u, )+ A(-Sus + u, ) =0 (25.18)

a z toho sustavu rovnic zapisanu v maticovom tvare

265/t —ES/L O O fu,| [F
—ES/L ES/L O —1|u| | O

= (25.19)
0 0 ES/L 1 |u| |O

0 -1 1 0| A —g

Po dosadeni Ciselnych hodn6t a vyuziti programu Mathematica 5 dostavame

A={{50,-25,0,0},

{_251 25/ 01_1}1

{0,0,25,1},

{01_11 1/ 0}};
b={1500,0,0,-30};
particular=LinearSolve[A, b]

{50,40,10, —250}

s vysledkom

u, = 50 mm
u; = 40 mm
u, = 10mm
A=N_,=-250N

Pravda, vo vSeobecnosti mozno na vypoctovy model telesa s n stupriami volnosti predpisat
m linedrne nezavislych diskrétnych deformacnych obmedzeni (vazieb) pre u v tvare

Bu-v=0 (25.20)

kde B je matica typu mxn a Vv je zadany vektor. Potom splnenie deformaénych obmedzeni
mozZeme dosiahnut tak, Ze rovnicu (25.20) skalarne vynasobime vektorom A, ktory obsahuje m
konstant (Lagrangeovych multiplikatorov), a tento sucin pripocitame k funkcionalu (25.11)

" :%UTKu—uTHAT(Bu—v) (25.21)
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Minimalizacie IT" podla U déva
Ku+B'A=f (25.22)

a pretoZze musia platit aj podmienky (25.20), dostavame sustavu rovnic v blokovom maticovom

zapise
K B|[u = f (25.23)
B 0|lA |v '

kde vektor u udava posunutia uzlovych bodov so zohladnenymi obmedzeniami a vektor A
obsahuje Lagrangove multiplikatory. Tie v pripade pevnostnej Ulohy predstavuju (uzlové) sily,
vyvolané zadanymi deformacnymi (kontaktnymi) obmedzeniami alebo inak povedané, su to
sily, ktoré zabezpecuju, aby boli dodrzané predpisané vazby (25.20).

Rovnice prikladu (25.19) su Specidlnym (jednoduchym) pripadom rovnic (25.23). Pretoze

mame len jednu obmedzujuicu rovnicu (jednu deformacénu podmienku), vektory A, a v i matica
0 su jednoélenné a matica B je riadkova.

25.3.2 Pokutova metoda

Skor ako ukazeme zakladné vztahy vyuZivané pri pokutovej metdde, je uZitocny vytvorit si
predstavu o fyzikdlnom principe tejto metddy. MdzZe na to posluzit priklad 25.1 z predchdadza-
jucej Casti, pre ktory nech platia rovnice bez kontaktu (25.13). Pri tychto rovniciach, ako sme uz
uviedli, dochadza k totalnej penetracii uzla 3 do prvku 3. Uvazujme teraz, Zze sme medzi uzly 3 a
4 vlozili fiktivnu linedrnu “pruzinou” s tuhostou @ (medzerovy konecny prvok s normalovou
tuhostou a ), ktord zabrariuje tejto penetracii tym viac, ¢im je jej tuhost vacsia.

Uvedeny dobsledok sa pri rieSeni uvedeného prikladu dosiahne tak, Ze k energetickému
potencidlu (25.11) sa pripoji energia, ktoru takdto pruZina vykazuje na penetrathom posunuti
(na nesplneni podmienky gy=9g-u;+u,=0), kde tuhost «a vystupuje ako pokutovy
parameter

*%

I :%uTKu—uTH%w(g—ug+u4)2 (25.24)

Aplikaciou variacného postupu na minimalizaciu (25.24), t.j. z podmienky 5H**=0,
dostavame
Ku—f+a(g—u;+u,)(-6u; +6u,)=0 (25.25)

Posledny ¢len v (25.25) posunuti doda do sustavy rovnic bez kontaktu (25.13) dve dalsie
rovnice (vystriedanim jenotkovych a nulovych hodnét variacii u; a u,)

auy —ou, =0g
—-auy +au, =—-0g

takze vysledna sustava rovnic prikladu v maticovom tvare podla pokutovej metddy je

2ES/L  —ES/L 0 u, F
—ES/L ES/L+« - u; |=| ag (25.26)
0 - ES/L+a| u, -ag

Ako vidiet, pri tejto metdde do sustavy rovnic pre urcenie uzlovych posunuti nepribudla
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Ziadna novd nezndma, o je zdkladnd vyhoda oproti metéde Lagrangeovych multiplikatorov.
Urcita vyhoda je aj to, Ze sa pri nej nezvacsuje Sirka nenulového pdsu globalnej matice tuhosti
K.

Zvolme tuhost pruziny (mala by byt vyrazne vacsia ako tuhost prutov), & =100000 N/mm a
ked pouzijeme Udaje o priklade a dosadime Cisla do (25.26) dostavame rovnice

50 25 0 u, 1500
—25 25+10° -10° || uy |=| 10°-30
0 —10° 25+410° | Us] |-10-30

Vypocet posunuti uzlovych bodov z tychto rovnic (pomocou programu Mathematica 5) dava
dostatocne presné vysledky pri porovnani s horeuvedenymi exaktnymi vysledkami
dosiahnutymi pomocou metddy Lagrangeovych multiplikatorov:

A={{50,-25,0},
{-25,100025,-100000}%,
{0,-100000,100025}};

b={1500,100000*30,-100000*30%};

particular=LinearSolve[A,b]//N

{50.0008, 40.0017, 9.9991}

Vypocitané posunutia uZ zodpovedaju kontaktu oboch telies (penetracia sa zniZila na
prijatefnd hodnotu 0,0026 mm a absolUtnu hodnotu kontaktnej sily mozno vypocitat napr. z
posunutia u, pravej Casti

= 10080 9,9991=249,98 N

ES
|NC|:TU4

Presnost vysledkov zavisi od velkosti pokutového parametra «, pri vacsich hodnotach je
vysSia a naopak. Pravda, pri jeho extrémnom zvySeni hrozi nestabilita numerickej vypoctovej
procedury.

25.3.3 RozSirena Lagrangeova metoda

Metdda v podstate predstavuje itera¢nud kombindciu oboch predchadzajucich metdd. Energia
pokutového ¢lena v potenciali sa doplfiuje energiou Lagrangeovho multiplikdtora 4, kde pruh
znamena, Ze sa pri minimalizacii potencidlu chova ako konstanta (meni sa len v iteracnej
procedure), takZe rovnica (25.25) teraz je

Ku—f+ 2+a(g—u,+u,)|(~6us +6u,) =0 (25.27)

a vysledna sustava rovnic pre rieSenie analyzovanej ulohy rozsirenou Lagrangeovou metddou je

26S/L  —ES/L 0 u, F
—ES/L ES/l+a -« u; |=| A+ag (25.28)
0 -  ES/l+allu,| |-A-ag

Ak v prvom iteraénom kroku zvolime 7,1:0, dostaneme, ako vidiet, rovnice pokutovej

metddy (25.26). V dalSich iteracnych krokoch sa potom prislusné ¢leny na pravej strane rovnic
modifikuju Lagrangeovym multiplikatorom, ktory sa v iteracnej procedure meni podla vztahu
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A =Ai+a(g,),, =4 +a(-u+u+9),, (25.29)

Riedenie rovnic (25.28), s meniacou sa hodnotou A , sa opakuje aZ po splnenie pozadovanych
konvergencénych kritérii. Na ich rieSenie so zvolenou hodnotou a =1000 N/m (relativne malou
oproti pokutovej metdde) sme vyuzili program Mathematica 5

i=1; lambda=0;g=30;alfa=1000;
While[i<5,
A={{50,-25,0},
{-25,25+alfa, -alfa},
{0,-alfa,25+alfatl};
b={1500, lambda+alfa*g, —-lambda-alfa*g};
c=particular=LinearSolvel[A,Db];

Print["i = ", i]Print["lambda = Nc =
", lambda//N];
Print["u2 = ",c[[1]]//N," u3 =",

c[[2]]//N," ud =
",cl[[311//N];
lambda=lambda+talfa* (g-c[[2]]1+c[[31]);
i++]

s vysledkami

i=1

lambda = Nc = 0.

u2 =50.0826 u3 =40.1653 u4 =9.91736
i=2

lambda = Nc = -247.934

u2 =50.0007 u3 =40.0014 u4 = 9.99932
i=3

lambda = Nc = -249.983

u2 =50.u3 =40.u4 =9.99999

i=4

lambda = Nc = -250.

u2 =50.u3 =40.u4 =10.

ktoré v poslednom iteratnom kroku uz zodpovedaju exaktnym hodnotam.

Priklad 25.1

Rieste uvedeny instruktazny priklad (obr. 25.3) pomocou programu Ansys 12.1. V programe
Ansys je implicitne nastavené rieSenie rozSirenou Lagrangeovou metddou. Vo volbach
(Element type options) pre kontaktny prvok mozno zvolit aj iné, horeopisané metddy.
Priklad sme riesili pomocou tychto prikazov v interaktivnom maéde programu:

1. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Link, 2D spar 1, OK, Close;

2. Real Constants, Add/Edit/Delete, Add, OK, AREA=10, OK, Close;

3. Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX=1000,
PRXY=0.3, OK, Material, Exit;

4. Modeling, Create, Nodes, In Active CS, X=0, Y=0, Apply, X=400, Y=0, Apply, X=800, Y=0, Apply,
X=830, Y=0, Apply, X=1230, Y=0, OK;
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5. Modeling, Create, Elements, Auto Numbered, Thru Nodes, Kliknite uzly 1 a 2, Apply, 2 a 3,
Apply, 4 a5, OK;

6. Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Contact, 2D pt-to-pt 178, OK, Close;

7. Real Constants, Add/Edit/Delete, Add, Type2 CONTACT178, OK, FKN=1, OK, Close;

8. Modeling, Create, Elements, Element Attributes, Type=2 CONTACT178, REAL=2, OK, Auto
Numbered, Thru Nodes, Kliknite uzly 3 a 4, OK;

1 1 2 2 344 3 5

9. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Nodes, Kliknite uzol 1 a 5, OK, All
DOF, Vyznacte UX a UY, OK;
10. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Force/Moment, On Nodes, Kliknite uzol 2, OK,
Value=1500, OK;
11. Analysis Type, Sol’n Controls, Time=1, Number of substeps=1, Max. no. of substeps=2, Min.
no. of substeps=1, OK;
12. Solution, Curent LS, OK;
13. Vypis posunuti uzlovych bodov
General Postproc, List Results, Nodal Solution, X-Component of displacement, OK;
THE FOLLOWING DEGREE OF FREEDOM RESULTS ARE IN THE GLOBAL COORDINATE SYSTEM

NODE UX
0.0000
50.000
40.000
10.000
0.0000

NEWN =

14. Vypis sil v prvkoch
Element Table, Define Table, Add, Lab=Sily, By sequence num, SMISC,1, OK, Close, List Elem
Table, Sily, OK;

s POST1 ELEMENT TABLE LISTING sesesesex

STAT CURRENT

ELEM SILY
1 1250.0
2 -250.00
3 -250.00
4 -250.00

15. File, Exit, OK;
Vysledky suhlasia s horeuvedenymi rieSeniami.

25.3.4 Kontakt s trenim

Zakladné pojmy suvisiace s trenim pri kontakte mozno opat vysvetlit na jednoduchom
priklade uzlového kontaktu. UvaZujme sustavu, ktord sa skladd z troch uzlov a dvoch
pruzinovych prvkov s rovnakou tuhostou k (obr. 25.4a). Uzol 1 je tuho upevneny a v uzle ¢. 3
posobi tahovd sila F, ktord je S -ndsobkom sily N. Uzly 2 a 3 su v kontakte s tuhym telesom a su
zatazené normalovymi kontaktymi silami 2N a N, ktoré kvéli jednoduchosti rovnovaznych
rovnic nech sd konstantné. Medzi uzlami a telesom uvaziujeme Coulombovo trenie s
koeficientom statického Smykového trenia u .

Pri manipuldcii s velkostou vonkajsSej zatazujucej sily F = SN pomocou nasobku S mozno
hovorit o troch fazach reakcie tohto systému na zatazenie:
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a k 2N K N

U2 Us_
1 o \2 - 3 =BN
u u
‘2N N
Ku, Y
b <2t Kk(Us-u) «—] ¥ —
- L « = F

Obr. 25.4

1. Uplny prilnuty (sticking) kontakt. To znamend, Ze trenie zabrafiuje pohybu oboch uzlov. V
tomto pripade tangencidlne sily medzi uzlami a telesom su reakcie v “upevnenom” uzle.

2. Ciasto¢ne prilnuty a ¢&iastoéne klzny (sliding) kontakt. V €asti uzlov (v tomto priklade v
jednom) déjde k prekiznutiu, pricom reaként silu pri znamom koeficiente trenia predstavuje
kontaktna trecia sila T, ktorej velkost urcuje Coulombov treci zakon a ostatné (v tomto
priklade jeden) zostanu v stave prilnutia.

3. Uplny kizny kontakt, kedy vo vietkych uzloch dochadza k prekiznutiu a proti pohybu uzlov
poOsobia tangencialne kontaktné trecie sily (obr. 25.4b).

Pri numerickej analyze kontaktnych uloh s trenim sa vyuZivaju tie isté metddy ako pri
ulohach bez trenia, pravda, trenie do vypoctu vnasa komplikaciu v podobe nespojitosti posunuti
uzlovych bodov. UkaZzeme si to na analyze uvedeného prikladu. Na rozliSenie medzi prilnutim a
prekiznutim uzla vyuzijeme treci zakon vo forme nerovnosti

T <uN (25.30)

a vyuZijeme pokutovd metddu. Pri tejto metdde pokutovy parameter a predstavuje tuhost
pruzin, ktoré imituju treci silovy odpor, vzniknuty v mieste styku uzlov s telesom pri zatazeni
systému silou F.

Rovnice rovnovahy uzlov podla obr. 25.4b su
a v maticovom zapise s F = SN
2k+a  —k |u, 0
= (25.33)
-k  k+a|u | | N
S pokutovym parametrom a =10k dostaneme

1. Uplny prilnuty kontakt. Pokutova metdda tuto situéciu (u, =u; =0 ) vystihuje len priblizne;

posunutia prifnutych uzlov si malé, ale nie nulové. A ako uZ vieme, presnost sa zvysuje so
zvacsovanim hodnoty pokutového parametra « . Z (25.33) mame

{UZ} :ﬂ{ ! } (25.34)
uy | 131k|12
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2. Preklznutie uzla ¢.3. Teraz tangencialnu silu v tomto mieste udava treci zékon a pretoze
u, =0, mozno urcit ndsobok sily S, pri ktorom doéjde k tejto situdcii

12F 120 131
T.=uN=ou,=a0——="—pN — > 25.35
3= H 3 7131k 131ﬁ p 120" ( )

Vzhladom na prekiznutie uzla ¢.3 sa rovnice (25.33) zmenia na

IR

a pre posunutia uzlov plati

u J—
N | Pn (25.37)
ug | 11k|12(B-p)
3. Uplny kizny kontakt. Druhy uzol sa dostane do sklzu, ked bude platit
N 10N
L=ou,=a—(p—-u)=——(p—u)>u2N 25.38
2=y =0 (B~ p)=—(F-u)>n (25.38)

takze pri B> %,u v oboch uzloch pbésobia zname tangencialne trecie sily a posunutia podla

ui_ N B-3u
L’J 1k {2,8—4;1} (25.39)

25.4 Problematika formulacie a rieSenia vSeobecnej kontaktnej alohy
pomocou MKP

nového systému rovnic su

Formulacia vSeobecnej kontaktnej ulohy predpoklada vzajomny kontakt viacerych telies. Pri
konkrétnom numerickom rieSeni sa telesd postupne sparuju, a preto mozno vidy ulohu
zredukovat na kontakt dvoch vSeobecnych priestorovych telies. Zakladné kroky numerickej
analyzy takejto ulohy su

1. Formuldcia kinematiky pohybu telies

2. Definovanie konstitutivnych (materidlovych) rovnic pre oblast styku telies,
minimalizacia penetracie, vypocet kontaktnych sil.

3. Vytvorenie variacnych rovnic ulohy a ich diskretizaciu s wvyuzitim Specialnych
kontaktnych konecnych prvkov na rozhrani styku telies

4. Vzhladom na nespojitosti vyplyvajuce z variacnych nerovnosti vytvorenie Specialnych
algoritmov pre numericky vypocet tlohy

Vseobecna formulacia predpoklada geometrické a fyzikalne nelinearity kontaktujucich telies,
treba ale zdéraznit, Ze aj pri ich absencii je Uloha nelinedrna, pretoze kontaktny tlak v mieste
styku telies sa pri linedrnom ndaraste zatazenia meni nelinedrne vzhladom na zmenu velkosti
plochy kontaktu.

Pre potrebu matematickej formulacie vzdialenosti entit telies a medzerovej funkcie sa
obycajne zavadza rozliSenie dvojice kontaktujucich telies, ich sty¢nych ploch a prvkov a tieto
pojmy sa potom objavuju aj v manualoch programov. Rozlisuje sa napr. hlavna (master, target)
plocha a podriadena (slave, contact) plocha. V algoritmoch kinematickych vztahov sa potom pre
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kazdy bod podriadenej plochy uréuje (v programe pocita) normalova vzdialenost po hlavnu
plochu.

25.4.1 Podmienky kontaktu

Podmienkami kontaktu sa nazyvaju vztahy, ktoré slizia na kontrolu, ¢i doslo ku kontaktu
bodov hlavnej a podriadenej plochy a charakterizuju pripadny vzniknuty kontakt sparovanych
bodov oboch ploch v normalovom i tangencidlnom smere. Pre normalovy smer je to podmienka
nulovej penetracie a v tangencidlnom smere podmienka pre prekiznutie bodov v kontakte.

Obréazok 25.5 udava veli¢iny a parametre pomocou ktorych mozno vyjadrit tieto podmienky
pre dvojrozmerné podriadené teleso v kontakte s dokonale tuhym hlavnym telesom.

Obr. 25.5 Parametre podmienky bodového kontaktu

Predpokladajme, Ze ak d6jde ku kontaktu, tak bod X(X,y) kontaktnej hranice I', bude v

kontakte s bodom
X, =X.(£&) (25.40)

kde &, je prirodzena stradnica uddvajuca polohu tohto (zatial nezndmeho) partnera bodu X na

hranici tuhého telesa. Jeho najdenie je prvy krok v iteracnej kontaktnej analyze, pretoze treba
zistit, ¢i oba body uz su v kontakte alebo nie. V matematike sa tato operdacia nazyva
ortogonalna projekcia alebo najdenie najblizSieho bodu k bodu X . Pokial by bola hranica
hlavného telesa rovna ciara, mozno tento bod urcit explicitne, v pripade vseobecnej
nelinedrnej krivky sa musi uréovat z nelinedrnej rovnice

0(&)=(x-x.(&)) e,(&)=0 (25.41)

kde e, =t /||t|| je je jednotkovy tangencidlny vektor a t=x_ =dx,/d<S je tangencidlny vektor
v bode X.. Rovnica (25.41) sa nazyva podmienka kontaktnej konzistencie a umoznuje urcit bod
X,.
Len ¢o je bod kontaktu znamy, moino uz zistit, ¢i doslo ku kontaktu, a to uréenim
vzdialenosti oboch bodov. Sic¢asne mozno vyuzitim vzdialenosti X —X_ predpisat podmienku

nepreniknutelnosti vo forme normalovej medzerovej funkcie
T
g,=(x-x.(&)) e,(&)20, xeT, (25.42)
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kde e,,(éc) je jednotkovy vektor vonkajsej normdly k hlavnej ploche v bode kontaktu (obr.

25.5).

Pohyb bodu pozdi? hranice tuhého telesa ovplyviiuje trecia sila zavisla od pouZitého trecieho
zakona. V tomto smere ako miera relativneho pohybu kontaktného bodu pozd|z hranice tuhého
telesa sluzi tangencidlna slip funkcia

g =t (& -&) (25.43)

kde horny index n-1 oznauje oznacuje pre tangencialny vektor t i premennd & hodnoty z
predchadzajuceho konvergujiceho prirastkového kroku ¢asu alebo zataZenia.

Kontaktna sila vzajomného posobenia telies na hranici kontaktu sa rozklada na normalovu a
tangencialnu zlozku
f=1e,+te, (25.44)

kde A a t st hodnoty tychto zloZiek. Potom podmienky pre norméalovy kontakt su
,20; 420, g,A=0 (25.45)
kde posledna podmienka vyjadruje fakt, ze ak je g, >0, potom musi byt A=0 a naopak.

Pri urCeni podmienky pre tangencidlny kontakt predpokladame, Ze pre body na kontaktnej
hranici plati Coulombov treci zdkon a u je treci koeficient. Dalej zavedme bezrozmernu
premennu

t
T=—17) A>0 (25.46)
UA
kde sucin uA vyjadruje velkost trecieho odporu v prislusnom stykovom bode telies. Pri stave
tangencialneho poSmyknutia stykajicich sa bodov mozno ich relativhu tangencidlnu rychlost
vyjadrit z ich rychlostnych vektorov

v=[v,-V,]| e (25.47)
a pre stick-slip podmienky plati
7<1; 7<0—>v=0; 7=1—>v=0 (25.48)

Rychlost prekiznutia sa poéita ako podiel prirastkového preklzovacieho posunutia a ¢asového
prirastku. V takejto formulacii potom aj pri statickej analyze s trenim cas nie je len formalnym
parametrom ako pri klasickej nelinedrnej statickej ulohe.

Podmienky kontaktu na stykovej hranici telies (25.45) a (25.48) mozno jednoducho graficky
zobrazit (obr. 25.6).

normalové podmienky kontaktu tangencialne podmienky kontaktu
LA TA
+1 —r
kontakt
slip
bez kontaktu v
slip
z stick
> -1
&n
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Obr. 25.6 Grafické zobrazenie podmienok kontaktu

Priklad 25.1

Hranica 2D tuhého telesa ma tvar paraboly s funkciou y = x*, x>0. Uréte projekény bod z

polohy X = [3,1]T z rovnice (25.41) a vzdialenost bodov X a X, z rovnice (25.42).
Vektorova funkcia zadanej paraboly v parametrickom tvare je

X, = Li} (25.49)
takze pre jednotkovy tangencialny vektor dostavame

o o /5 1 {1}

Colox /98] J1vag 28

a jednotkovy normalovy vektor je

e, =ex=e :;Fﬂ (25.51)

’ © o 1+ag2 [t

kde e,=[0 © l]T je jednotkovy vektor kolmy na rovinu, v ktorej le#i parabola.

(25.50)

Z rovnice (25.41) mozno uz urcit suradnice normalovej projekcie bodu X na parabolu (t.j.

partnersky kontaktny bod), pretoZe ak mé pre x =[3 1]T platit

p(£)=(x-x.(£)) et(fc)=ﬁ=0 (25.52)

J1+4E

potom z nulovej hodnoty &itatela v tomto vztahu dostaneme & =1,29 a mdzme skompletovat

(25.49) na
X 1,29 (25.53)
© 11,66 '
Tato polohu bodu X, potvrdzuje aj graficka kontrola v meritku na obr. 25.7
4————
3; y=X2 ;
2 |- .
L Xc en
Ch
TS * X ]
0 I L L L L | L
0 1 2 3 4



Obr. 25.7

Vzdialenost oboch bodov sa urc¢i z medzerovej funkcie (25.42)

gn:(X_xc(gc))Ten(é:c):MZ].,S?) (25.54)

J1+4E2

25.4.2 Formulacia kontaktnej alohy

Existuje viacero formulacii kontaktnej ulohy deformatelnych telies i navrhov sposobu jej
(numerického) riesenia (napr. [16], [23] ). V tomto odstavci kvéli ndzornosti a jednoduchosti
uvedieme formuldciu navrhnutd v [16], ktord vyuZiva Specidlnu vazbovu funkciu (constraint
function) pri rieSeni silovej a deformacnej situacie na hranici vzajomného kontaktu uvazovanych
telies.

Pre dve teles3, ktoré su v kontakte v ¢ase t (obr. 25.7) podla principu rovnosti virtualnej
prace vnutornych a vonkajsich sil a (25.44) plati

2 2 2
S:SEdv* = ( b-Sudv* + -5udsk)+ (An+ts)-Asu”ds, 25.55
kZ:;‘jVO lé jvo .[sgp kzzld.[c ( )

S

kde
ou,, =du, -ou, (25.56)

Logika tohto vztahu je jasna: Jeho lava strana a prvy ¢len na pravej strane predstavuju ¢leny
zname z prislusnej zvolenej formulacie ulohy (v tomto pripade totalnej Lagrangeovskej
formulacie — pozri 6. kapitolu), kym posledny clen predstavuje prispevok kontaktnych sil na
neznamej spolocnej hranici S, telies. Na tejto hranici musia byt splnené kontaktné podmieky

(25.45) a (25.48).

¢as0 ’ teleso I

Myslene oddelené stykové plochy telies

Sis (kontaktna plocha)
f
M
Sctelesa ]
it (ciefovs

JI (cielova plocha)

Y, Vv

Obr. 25.7

Metdda vazbovej funkcie situaciu na hranici kontaktu riesi tak, Zze pre podmienky kontaktu v
normalovom smere sa zvoli spojita funkcia w(g,,4) tak, ze ak w(g,,4) =0, potom si podmienky

(25.45) splnené. Jednou z mozZnosti je aproximacia podmienok hyperbolickym vztahom
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Ag, =€

n

n (25.57)

kde &, <1 (napr.g, =10""2). Funkcia sa upravuje do tvaru

— = _ =—\2
Wn(§,,,/7)=g”;/1— (g”z_’lj +€, (25.58)

s bezrozmernymi hodnotami g, a A . Dostaneme tak spojitu a diferencovatelnt nahradu

normdlovych podmienok kontaktu pre vietky hodnoty g, a A (obr. 25.8).

A

W,(8,,A)

Obr. 25.8

Rovnaky postup sa vyuZiva aj pri zohladneni tangencialnych (trecich) podmienok kontaktu.
Voli sa takd spojita a diferencovatelna fukcia w,(v,7), Ze ked" w,(v,7)=0, tak su splnené
podmienky (25.48). Na jej tvorbu je vhodna funkcia

2
T=—arctani (25.59)
V4 &
kde & <1. Pomocou velkosti tohto parametra mozno do urcitej miery aj charakterizovat

vlastnosti trecieho zdkona. Na obr. je znazornena funkcia (25.59) s hodnotou &, =103,

T
1.0F T
0.5+ Q
Wt (V, T)
0.0 "4
-0.5+
1.0 | r——| A
-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
Obr. 25.9
Nespojité podmienky kontaktu sa uvedenym postupom aproximovali rovnicami
w,(g,,4)=0 (25.60)
w,(v,7)=0 (25.61)

tieto rovnice moZno teraz zaviest do principu virtudlnej prace vyuZitim napr. metdody
Lagrangeovych multiplikdtorov, ktoré budu predstavovat premenné A a 7.V takom pripade
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mozno dostat rovnicu riadiacu kontakt na hranici telies tak, Ze vynasobime (25.60) variaciou o
a (25.61) variaciou O7 a po s¢itani a integrovani plati

jsu [6Aw,(g,,A)+ 5tw,(v,7)ldS, =0 (25.62)

Geometricka a casova diskretizacia rovnic (25.55) a (25.62) poskytne klasickym postupom
MKP (podrobnejsie pozri [2]) linearizovanu prirastkovu sustavu rovnic pre numerické rieSenie
ulohy

qu)=f-f, q.=0 (25.63)
kde q je vektor vnatornych uzlovych sil, f vektor vonkajsich uzlovych sil, f. vektor kontaktnych
sil, q. vektor kontaktnych vazieb vyplyvajuci z (25.62) a U globalny vektor zovieobecnenych

uzlovych posunuti. Tento systém nelinearnych rovnic sa prirastkovo rieSi pomocou Newton-
Raphsonovej metddy a rovnice pre iteracny krok su

aq of o (i-1)
—+—= (i) () _ qli-1) _§li-1)
ou ou dg Au " 1f7-q f;
Eyl; Eyl; ‘Aq% - g—ﬂ
ou 04,

(25.64)

kde vektor ¢. obsahuje kontaktné premenné A a 7 pre kazdy uzol, ktory je v kontakte (t.j. pre
ktory su splnené podmienky kontaktu).

Na zdaver treba uviest, Ze komercné programy MKP poskytuju pre riesenie vSeobecnych
kontaktnych uloh dostatocne kvalitny komfort na to, aby editacia a rieSenie takychto uloh v
podstate neboli vyrazne komplikovanejSie ako pri analyze beZnych statickych alebo
nestacionarnych nelinearnych uloh. Postup tvorby modelu i nastavenie nelinedrnych riesicov je
uplne rovnaké, rozdiel je len v tom, Ze treba vytvorit prepojenie kontaktného a ciefového telesa
pomocou vhodnych kontaktnych prvkov. Tuto fazu tvorby vypoctového modelu si predstavime
na jednoduchom priklade (¢o do pracnosti grafickej editdcie) v nasledujiucom priklade v
prostredi programu Ansys (verzia 12.1).

Priklad 25.1
Stvorcova platiia je poloZena na kratkom nosniku a jej stredovd plocha je zatazend &iarovym
tlakom g =15 N/mm. Situdcia i rozmery oboch telies jednotkovej hrubky su znazornené na

obrazku. Materidl oboch telies je rovnaky s hodnotami modulu pruznosti a Pissonovho Cisla
E =20000 N/mm?, i =0,3. Urcte maximalny priehyb nosnika.

q
21222222222 222%}

100 100

20

1%

300
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Postup riesenia

00

. Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, Quad 8 node 183, OK, Close;
. Material Props, Material Models, Favorites, Linear Static, Linear Isotropic, EX=20000,

PRXY=0.3, OK, Material, Exit;

. Modeling, Create, Areas, Rectangle, By Dimensions, X1=0, X2=100, Y1=0, Y2=100, Apply, X1=-

100, X2=200, Y1=-1, Y2=-21, OK;

. Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Areas, Picked Areas, Kliknite Stvorec, Apply, Size=10,

Apply, Kliknite obdiznik, OK, Size=5, OK;

. Meshing, Mesh, Areas, Mapped, 3 or 4 sided, Pick All;
. Modeling, Create, Contact Pair, V Contact Manageri kliknite prvu ikonku (Contact Wizard),

Pick Target, Kliknite hornu &iaru obdiZnika, OK, Next, Pick Contact, Kliknite spodnu stranu
Stvorca, OK, Next, Create, Finish, Zavrite Contact Manager;

. Element Type, Add/Edit/Delete, CONTA172, Options, K5=Close gap, OK, Close;
. Plot, Lines;
. Solution, Define Loads, Apply, Structural, Displacement, On Keypoints, Kliknite spodné rohy

obdiznika, Apply, Vyznacte UY, Apply, Kliknite lavy roh obdiZnika a rohy lavej strany $tvorca,
OK, Vyznacte (len) UX, OK;

10. Define Loads, Apply, Pressure, On lines, Kliknite hornu stranu Stvorca, OK, Value=15, OK;

11. Analysis Type, Sol’n Controls, Time=1, No. of substeps=20, Max. no. of substeps=40, Min.

no. of substeps=5, Analysis Options=Large Displacement Static, OK;

12. Solve, Current LS, OK;
13. General Postproc, Plot Results, Contour Plot, Nodal Solu, DOF Solution, Y-Component of

displacement, Scale Factor=True Scale, OK;

ANSYS 12.1

-51.747
-45.998
-40.248
-34.498
-28.749
-22.999
-17.249
-11.499
-5.75

BCCORE0EN

432



14. File, Exit, OK;

26 Vypoctové postupy MKP v akustike

Akustika je nauka o zvuku. Zaoberd sa jeho vznikom (jeho zdrojmi), jeho Sirenim v plynoch,
kvapalinach atuhych telesach, jeho interakciou s latkou ajeho fudskym vnimanim. Ludské ucho je
schopné vnimat zvuk s frekvenciou zhruba od 16 do 20000 Hertzov. Nizsie hodnoty zvukovych frekvencii
sa oznacuju infrazvuk a vyssie ultrazvuk. Akustické vinenie je Sirenie zmien akustického tlaku prostredim.
V tekutinach (t.j. v plynoch a kvapalindch) sa jedna o pozdizne vinenie (¢astice kmitaju v smere postupu
vinenia). V pevnych latach sa $iria viny pozdizine i prie¢ne.

Akustika sa deli sa na niekolko Specializovanych ¢asti:

e Teoreticka akustika s analytickou a numerickou analyzou zvukovych vin

e Kmitanie telies ako zdroj zvukovych vin, interakcia zvukového vinenia s telesom
(konstrukciou)

e Vysetrovanie nelinearnych zvukovych efektov (sonicky tresk, expldzia a pod.)

¢ Sirenie zvuku pod vodnou hladinou, sonar, seizmické efekty

e Ultrazvuk, nedestruktivne skusky materidlov, lekarske aplikacie

e Analyza zdrojov hluku a spésobov protihlukovej ochrany

e Stavebnd akustika — odhad, pldnovanie, analyza $irenia sa zvukovych vin v stavebnych
priestoroch

e  Elektroakustika zvukovych prevodnikov (reproduktury, mikrofény, zdznamové a signalové
systémy)

¢ Hudobna akustika — analyza zvukov a ich interakcie s ohladom na potreby hudby

® Fyziologickd akustika — analyza vzniku a vnimania zvuku v ludskych zvukovych orgdnoch

Budeme sa zaoberat len vypoltovymi postupmi MKP spadajicimi do prvych dvoch uvedenych
$pecialnych oblasti akustiky s tym, Ze sa predpokladd elementéarna znalost zakladnych pojmov z fyziky
o vineni. Treba v3ak povedat, Ze tieto postupy st zakladom numerickych analyz aj vo vdésine ostatnych
uvedenych S$pecidlnych oblastiach. TieZz treba upozornit na fakt, Ze niektoré zdkladné diferencidlne
rovnice akustiky a dynamiky telies (ale ivilnenia v inych oblastiach fyziky) su formalne zhodné, z coho
vyplyva mnoZstvo analogii medzi pojmami i metddami rieSenia uloh v tychto oblastiach. Pre tych, ktori
ovladaju vypoctové postupy MKP pouZivané pri analyze kmitania telies (napr. [1]), bude iste zaujimavé
pozorovat silnd analdgiu s rovnicami a analyzou akustickych vin. VyuZivajd sa pri tom formalne rovnaké
vypoctové vztahy a postupy, pravda, s uréitymi rozdielmi pri zadavani vstupnych hodnét, budiacich ,sil”
a najma okrajovych podmienok.

26.1 Niektoré zakladné pojmy z akustiky

Pod pojmom zvuk rozumieme zmeny akustického tlaku p”, superponované na tlak prostredia p,,

ktoré sa Siria prostredim ako vina a ktoré sme schopni sluchom vnimat. Pre objektivhe hodnotenie zvuku
sa zaviedla veli¢ina s nazvom intenzita zvuku I, ktora je definovana ako podiel akustického vykonu P
a plochy S, ktorou vinenie prechadza

,:g [W/mz] (26.1)

Intenzita zvuku je teda priamo Umerna energii prenasanej vinou, ktora zavisi od druhej mocniny
amplitudy tlaku a od druhej mocniny frekvencie. Ludské ucho je schopné vnimat intenzitu zvuku od

prahu pocutelnosti (Ip = 107*2 W/mz, resp. od akustického tlaku p”=20 uPa) az po prah bolesti (I =
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1 W/m2 , resp. akusticky tlak 130 Pa), ¢o je v jednotkach intenzity zvuku velmi velky a pre bezné
pouzivanie neprakticky rozsah (pomer najvaciej a najmensej intenzity je 10*?). Zaviedla sa preto aj
dalsia miera L; s nazvom hladina intenzity (hlasitosti) zvuku s jednotkou bel [B], ktord vyjadruje intenzitu
zvuku v logaritmickej stupnici (v anglictine sound intensity level, SIL)

L= lOIogloli [dB] (26.2)
0

kde ndsobok 10 prepocitava tuto hodnotu na decibely, ¢o je dostato¢ne podrobna hodnota pre
zaregistrovanie jej zmeny ludskym sluchom. Analogicky mozZno tuto veli¢inu vyjadrit pomocou tlaku,

potom ma nazov hladina akustického tlaku Lp ( v anglictine sound pressure level, SPL)

’ 2 ’
L, =10log,, [Mj =20log, , Lms [dB] (26.3)
b b

0 0

kde p;msje efektivna hodnota tlaku p” a p, =20 pPa je referencny tlak (prah pocutelnosti).

Priklady intenzity zvuku:

prah pocutelnosti 0 dB

Sepot 20 dB

ticho hrajuce radio 40 dB

konverzacna re¢ 60 dB

hlasitd rec¢ 80 dB

pneumatické kladivo 140 dB

prah bolesti (intenzita, kedy zac¢iname zvuk vnimat jako bolest) 140 db

Daldim dolezitim pojmom je mernd akustickd impedancia Z,, ktord vyjadruje pomer medzi
akustickym tlakom azlozkou rychlosti vsmere kmitajucej cCastice zvukovej viny v uréitom bode
prostredia (nositela zvukovych vin)

’

Z, =p7 [Pa-s/m] (26.4)

PretoZe p” i v sa vo vieobecnosti (i v programoch MKP) vyjadruju vo forme komplexnych &isiel, aj

akusticka impedancia vo vSeobecnosti je komplexné Cislo. Merna akusticka impedancia (resp. reélna cast
jej hodnoty) udava odpor, ktory kladie médium Sireniu sa zvukovej viny a zavisi od vlastnosti média
a typu zvukovej viny. Pre rovinnd zvukovu vinu plati vztah, ktory jasnejsie poukazuje na to, ako mernd
akusticka impedancia (v tomto pripade Casto nazyvand aj charakteristickd impedancia) zavisi od
vlastnosti média

Zy = PoCo (26.5)

kde 04C, je sucin hustoty a rychlosti zvuku v danom prostredi. Vyplyva z toho, Ze prostredie s vysokou
hustotou a vysokou rychlostou $irenia zvukovych vin vykazuje vysoky akusticky odpor. A naopak, pri
malych hodnotach P, a ¢, ma akustické prostredie maly akusticky odpor a podla (26.4) aj malé

efektivhe hodnoty tlaku mozu vyvolat vysoku rychlost zvukového vinenia. Je tiez zrejmé, ze akusticka
impedancia zavisi od teploty, pretoze ako hustota, tak aj rychlost zvuku sa s teplotou meni.

Vzhladom na uvedené je zrejmé, Ze napr. velkosti charakteristickej akustickej impedancie vzduchu
a vody budu vyrazne odlisné. Pri teplote 20°C su to hodnoty

vzduch: Z,=p,-c,=1,21-343=415 kg/(s-m?)=415 Pa-s/m=0,415 kPa-s/m
voda:  Z,=p, c, =1000-1480=1480-10° kg/(s-m’)=1480-10° Pa-s/m=1480 kPa-s/m
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Mernu akustickd impedanciu Z, treba rozlisovat od pojmu akustickd impedancia Z s definiciou

’

_P _Z0 pao/m?
= s [Pa-s/m’] (26.6)

Je to pomer akustického tlaku na ploche S k objemovému zvukovému toku cez tuto plochu. S touto
impedanciou sa stretdvame v pripadoch, ked' jej hodnota nezavisi len od vlastnosti prostredia, ale aj od
tvaru vySetrovanej oblasti (dychové nastroje, kanaly, dutiny, rury).

Pri rieSeni akustickych tloh pomocou MKP sa merna akusticka impedancia prostredia zaddva priamo
udanim hmotnosti a rychlosti zvuku a s oboma impedanciami sa stretdvame tiez pri zadavani okrajovych
podmienok. Urcitu komplikaciu pri zadavani i vyhodnocovani akustickej impedancie sposobuje to, Ze
akusticky tlak a rychlost zvukovej ¢astice byvaju ¢asto fazovo posunuté, ¢o spdsobuje fazové posunutie
viacerych akustickych velicin, vratene impedancie. Riesi sa to komplexnou reprezentaciou hodnét tychto
veli¢in, pricom obvykle redlna Cast reprezentuje sfazovanu zlozku a imaginarna ¢ast zlozku mimo fazy.

Pri Sireni prostredim zvukova vina méze narazit na prekazku, pripadne prechadzat do iného
prostredia. Pri kolizii s prekazkou (ktord zvuk neméze obist) sa ¢ast zvukove]j energie odrazi a ¢ast
absorbuje material prekazky. Akustické vlastnosti prekazky (steny) z tohto hladiska mozno vyjadrit
pomocou koeficientu absorpcie zvuku

1

o= ab;orb (267)

kde =1y 1,5 je intenzita zvuku dopadajiceho na prekazku, I je intenzita pohlteného

absorb

a prenasaného zvuku a I .4 intenzita odrazeného zvuku. Koeficient absorpcie zvuku sa urcuje

experimentalne a je silne zavisly od frekvencie. So zvySovanim frekvencie sa jeho hodnota zvysSuje.
Niektoré jeho hodnoty pre frekvenciu 500 Hz su: betén 0,015; stena obytnej miestnosti 0,025; sklo
0,027; drevené parkety 0,07; hruby koberec na beténe 0,14; priemyselné zvukovoizolacné materialy
0,6 - 0,8; otvorené okno 1,0.

Pri prechode zvukovej viny cez hranicu dvoch rozdielnych prostredi dochadza tiez k odrazu zvuku.
Intenzita odrazeného zvuku zavisi od uhla dopadu viny a od impedancie oboch prostredi. Pokial je smer
viny normalovy k hranici (normalovy odraz), pre koeficient odrazenej intenzity zvuku plati

_ Irefl _ (202_201)2 (26.8)
Itrans (ZOZ +ZOl)

kde R; je koeficient odrazu intenzity zvuku, Z,, je merna impedancia prostredia prichadzajlcej zvukovej

i

viny a Z,, je impedancia prostredia do ktorého zvuk vchadza a ktoré ¢ast intenzity R (0 aZ 1) odraza.
Mozno sa stretnut aj s koeficientom odrazu tlaku zvuku pre ktory plati
R, =R (26.9)

Zo vzorca (26.8) vidiet, Ze pri malych rozdieloch impedancii je zmena intenzity zvuku pri prechode
hranicou prostredi mala (pri rovnakych impedanciach nulova) a naopak.

26.2 Vlnové rovnice

Pri formulovani a rieseni akustickych problémov sa predpoklada, Ze akustické viny v uvazovanom mieste
s pravouhlovymi priestorovymi suradnicami X =(x,y,z) a v ¢ase t su charakterizované tlakom p(x,t),

hustotou p(x,t) a rychlostou &astice média (neviskdznej tekutiny) V(X,t) . Dalej sa predpoklada, ze
fluktuacie (zmeny) tlaku p’(x,t) a hustoty p’(x,t) su velmi malé oproti kludovym hodnotam
v uvaZovanej oblasti p, a p, (obr. 1) a Ze rychlost pohybu ¢astice V(X,t) je velmi mald oproti rychlosti
zvuku v tekutine ¢, . TakZe sa zavadzaju vztahy

p=po+0, P=po+p, P'<py P <Py V]|, (26.10)

Uvazuje sa nulové prudenie média |V0| =0.
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Obr. 1

Vyuzitim uvedenych predpokladov v rovnici kontinuity a pohybovej rovnici média (napr. [1], kap. 20),
t.j. zanedbanim sucinov malych veli¢in, dostaneme linearizovanu rovnicu kontinuity

9\ VN =0 (26.11)
ot

a linearizovanu pohybovu rovnicu
Po aa‘: +Vp'=0 (26.12)

Ak rovnicu kontinuity zderivujeme podl ¢asu a pohybovu rovnicu po vynasobeni operdtorom V od

nej od¢itame, tak dostaneme
9 a—'0,+ V.v|-V. a—V,+V "1=0
ot ot Pe Poge T VP

a po vyruseni ¢lenov s rychlostou

9°p’
ot’
Do tejto rovnice este potrebujeme najst vztah mezi p” a p”. Najjednoduchsiu formu tejto zévislosti

-V?p'=0 (26.13)

maju tzv. barotropické tekutiny pri ktorych zmena tlaku zavisi len od zmeny hustoty
p=p(p) (26.14)
Tento vztah sa takisto linearizuje rozvinutim do skrateného radu okolo hodnoty p(p,) = p,

0
p=pot=|  (p=po)+O((p=pp) + ... (26.15)
ap P=Pq
Z tejto aproximdcie vyplyva
7 a 7
p =p—po=a—p (P—po)=cop (26.16)
,0 P=Po
kde
2P (26.17)
ap P=Po

Dosadenim (26.16) do (26.13) dostavame homogénny tvar vinovej rovnice (t.j. bez budiacich
akustickych zdrojov na pravej strane) pre tlakové fluktuacie
1 0% , 19° 9% d°%p 9%
B vip=0 - SEL SRR OR (26.18)
cy ot co Ot°  ox° dy° oz

Analogicka rovnica plati pre hustotu
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19%
2 ot

Pre rychlost ¢astice v’ plati vektorovd vinova rovnica

—V2p'=0 (26.19)

10V

2 ot?
Vektor akustickej rychlosti v’ je rychlost, ktorou kmitaju ¢astice zvukového prostredia, ktoré
tvoria zvukovu vinu, okolo svojich rovnovaznych pol6h. Je to ¢asovo periodicky premenna
veli¢ina, ktora pri zvukovom (pozdiznom) vineni ma smer $iriacej sa viny. Nesmieme ju zamiefat
s rychlostou Sirenia akustickej viny ¢, .

-V’V'=0 (26.20)

Rychlost pozdiznych vin v kvapalinach udéva vztah

co=+K/ Py (26.21)

kde K je modul objemovej pruznosti kvapalného prostredia. Je to pomer medzi prirastkom vSestranného
tlaku a nim vyvolanou pomernou zmenou objemu

(|50
AV/V,

Ak akustické vinenie prebieha v plyne o stalej hmotnosti a adiabatickych podmienok (sustava je
dokonale izolovana — nedochadza k vymene tepla s okolim) potom pre rychlost zvuku c plati

) K
2= P B = Tyoelps (26.23)
Plyep,  Po Po

(26.22)

kde y= cp/cv je pomer mernych tepelnych kapacit pri konstantnom tlaku a konstantnom objeme

Homogénna vinova rovnica (na rozdiel od nehomogénnej s nenulovou pravou stranou) definuje vinenie
bez pritomnosti jeho zdroja (mozZno si to predstavit tak, Ze je niekde mimo uvaZovanej oblasti) a zadanie
konkrétnej ulohy vyzaduje predpis zaciato¢nych a okrajovych podmienok.

Predpokladajme teraz, Ze funkcia p’(X,t) vo vinovej rovnici (26.18) sa s casom meni harmonicky a plati

p'(x,y,z,t)=p(x,y,2)e'™ (26.24)
%ﬂia))zﬁe’“ =—a’p’ (26.25)
Po dosadeni (26.25) do vinovej rovnice (26.18) sa tato zmeni na Helmholtzovu rovnicu
v25+‘c"—225: 0 — Vp+k’p=0 (26.26)
0

ktora neobsahuje ¢as a amplitudy p(x,y,z) su zavislé len od polohy. Pomer k =@/ c, sa nazyva uhlové
vinové Cislo. Rovnica popisuje stojaté vinenie v ohrani¢enej oblasti stanovenej okrajovymi podmienkami.

Pre rovinné vinenie, ktoré sa Siri v smere osi x sa vinovd a Helmholtzova rovnica zjednodusia na
rovnice len s dvomi nezavislymi premenymixat:

’p’ iazp'

= 26.27
ox*  cg ot ( )
2_
a—€+k25= 0 (26.28)
ox
Ak vyndsobime pohybovu rovnicu (26.12) operdtorom rotécie, dostaneme
Po %va'+Vx(Vp') =0 (26.29)

a pretoZe rotdcia gradientu skalarneho pola je nulové pole, rovnica sa zmeni na
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iva’= 0 (26.30)
ot

¢o znamenad konstantnu a vzhfadom na uz uvedeny predpoklad nulového pridenia média nulovd virivost
pola rychlosti

Vxv'=0 (26.31)

Potom odobne, ako pri inych nevirovych poliach, aj v akustickom poli mozno definovat skalarnu funkciu
d(x,y,z,t), tzv. akusticky rychlostny potencial, vztahom

Yox
V=V¢= %y ax,y,z,t) (26.32)
Yoz
Je to uZitoCny vztah, pretoze analyticky i numericky je vyhodnejsie hladat skalarnu velic¢inu (¢ ) ako

vektorovu (V’), pricom, ako vidiet, sa zloZky rychlosti z neho jednoducho daju ur¢it.
Na zistenie vztahu medzi rychlostnym potencidlom a tlakom p” vyuzijeme jednorozmernu verziu

pohybovej rovnice (26.12)
9¢ ¢

(V) , d , ,
o +Vp - ax(po at+pj = P 8t+p (t) (26.33)

Pomocou opravneného predpokladu C(t) = 0, dostdavame z (26.33) hladany vztah (platny aj pre 3D
oblast)

Po

, ¢
- 26.34
Vratme sa teraz k rovnici kontinuity (26.11)
p’ ,
—+p,V-Vv'=0
3t Po

Pomocou (26.16) a (26.34) z nej odstrarime hustotu

ap, ’ J p, J 1 a¢ 2
- V-vi=0 —| = V-V¢=0 —| —=—|+V¢9=0
at e ” at(cg}’% =0 = at( c2 at}“ /

a dostdvame potencidlovu formu vinovej rovnice
V2 _izﬁz 0 (26.35)
co Ot
Pre okrajové podmienky sa vyuzZiva tlak (26.34) a rychlost (26.32).
Pri harmonickom vineni's potencidlom
dx,y,z,t)=D(x,y,2)e'* (26.36)
sa rovnica (26.35) zmeni na Helmholtzovu
V’®+k’°P=0 (26.37)
Na zaver tejto ¢asti poznamendvame, Ze pri analytickom rieSeni akustickych problémom sa m6zeme

stretndt aj s prepisom vsetkych uvedenych vinovych rovnic do cylindrického alebo sférického
suradnicového systému.

26.3 RieSenie jednorozmernej vinovej rovnice

Budeme analyzovat volné pozdlzne akustické vinenie vzduchového stlpca vo valcovej rure o dizke L
d < L). Pri zanedbani vsetkych timiacich efektov moZno takéto vinenie povazovat za rovinné, ktoré sa

Siri v smere osi valca. Nech os valca ma smer suradnicovej osi x (obr.2).
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Obr. 2
Pri rovinnom vineni pre pozdlZzne zmeny (kmity) tlaku p” v rure plati jednorozmerna vinova rovnica

(26.27)

2
Co—F =—7 (26.38)
o ot?
¢o znamena, Ze tlakové fluktudcie vsetkych bodov rovinnej tlakovej vinoplochy kolmej na os x su
rovnaké, a preto ma hladana funkcia p’(x,t) len dve nezavislé premenné x a t.

%’ 9*p’
XZ

Diferencidlnu rovnicu (26.38) mozno vyriesit metddou separacie premennych. Funkciu p’(x,t)

vyjadrime ako sucin dvoch funkcii, z ktorych jedna je funkciou len polohy a druha len ¢asu
p(x,t) = X(x)T(t)

2.7 2 2,7 2
Potom E)p:TdX’ E)p:XdT
ox* dx? ot? dt?
Po dosadeni do vinovej rovnice a separacii premennych dostavame rovnicu
g d’X/dx* _d’T /dt®
X T
PretoZe funkcie X a T su na sebe nezavislé, takéto dva vyrazy sa sebe mézu rovnat len vtedy, ked obidva

sa rovnaju tej istej konstante. Ak tto konstantu ozna¢ime —k?, dostaneme diferencialne rovnice pre
urcenie funkciiXaT

~—Z =—k*x
dx®

2
¢y dt

VyuZijeme teraz zékladné definicie z tedrie vinenia (kmitania): ¢, = fA = (w/27)(27 / k) = @/ k . CiZe plati
cok = w, ¢o mozno vyuZit na Upravu druhej z uvedenych rovnic a mame

2
ddX(ZX) +RX () =0 (26.39)
X
2
9T | r(e)=0 (26.40)
dt

Pre istotu si pripomefime nazvy pouZitych veli¢in pri tomto odvodeni: ¢o — rychlost zvuku
(fazova rychlost) vm/s, f — frekvencia v1/s (Hz), A- dlzka viny vm, @- uhlova frekvencia
v rad/s, k = w/c — uhlové vinové ¢islo v rad/m.

Matematicky tvar oboch rovnic je zhodny, su to vinové rovnice. VSimnime si, Ze rovnica (26.39)
je Casovo nezavisla jednorozmernd Helmholtzova rovnica (26.28). VSeobecné rieSenia tychto
rovnic je (mozZno sa o tom presvedcit spatnym dosadenim)

X(x) = Asinkx + Bcoskx (26.41)
T(t)=Csinaxt+Dcos wt (26.42)

a véeobecné riedenie rovinného pozdizneho akustického vinenia v rire potom je
p’(x,t) = X(x)T(t) = (Asinkx + Bcoskx)(C sinwt + Dcos wt) (26.43)

Pre kazdé konkrétne (parikularne) rieenie je potrebné urcit integrac¢né konstanty z dvoch okrajovych
a dvoch zaciato¢nych podmienok.
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Uvazujme najprv, Ze oba konce rury (x =0 a x = L) su otvorené. Okrajové podmienky v takomto pripade
su

(1) x=0 —= plo0,t)=0
(2) x=1 - p’(L,t)=0
Tieto podmienky vyplyvaju z toho, Ze v mieste otvoreného konca rury je p = p, a v takom pripade
(pozri (26.10)) je v tomto mieste p’=0. Upozoriujeme tiez na to, Ze aj na otvorenom konci ruiry
(poddajna prekazka) dochadza tiez k odrazu akustickej viny.
Z podmienky (1) dostdvame
0 = B(Csinwt + Dcos wt) - B=0
a z podmienky (2)
0 = AsinkL(Csinat + Dcos wit) - sinkL=0

Podmienku sinkL =0 spfﬁa nekonecny pocet uhlov kL=nz, n=1,2,3,... Ak ozna¢ime prislusné kruhové
vinové Cisla k, =nx /L a dosadime do (26.41), dostdvame, ako Specidlny pripad vinenia v rure, na Case

nezavislé rie$enia pozdiZzneho stojatého vinenia tlaku v rure (tzv. vlastné tvary vinenia) pri uvedenych
okrajovych podmienkach

X(x)=A,sin(k,x)=A,sin(nzx /L) n=1,2,3,... (26.44)

Pre frekvencie vlastnych tvarov (vlastné frekvencie) plati
_N% 26.45
f== ( )

pretoie kL=nt — (@w/c))l=nt — @rf/c))l=nt — f=nc,/(2L).

Prvé tri vlastné tvary sme znazornili graficky na obr. 3 spolu s udanymi vlastnymi frekvenciami.
Velkosti tlaku p” sa menia s prislu$nou frekvenciou medzi plnou a &iarkovanou &iarou, pri¢om sa vina
nepohybuje pozdiz rdry. Miesta s nulovym tlakom p’sa nazyvaju uzly a miesta s jeho maximalnym
rozkmitom — kmitlne. Pripominame, Ze sa jedna o pozdizne vinenie, takZe zmeny tlaku v mieste x si treba
predstavit v pozdlznom smere a nie v prie¢cnom, ako sulnakreslené jeho absolltne hodnoty v obrazku
(priecne, tak, ako je to v obrazku, by kmitala struna o dlzke L upevnena na koncoch) .

p
1. vlastny tvar — = f=c/(2L)
““\““ ‘‘‘‘‘‘ “—“,,—" X
A=2L
p
2. vlastny tvar = e e f=c/L
A=L
p
3. vlastny tvar el N f=3c/(2L
. - SN T3 c/(2L)
A=(2/3)L
Obr. 3

Vseobecné riesenie vinenia v rdre (26.43) sa po superpozicii ¢lenov X(x) (26.44) zmeni na

=)

plx,t)= > [sinﬂij(Cnsin(ont+Dncosa),,t) (26.46)

n=1,2,...
kde integracné konstanty C,, a D, treba urcit z dvoch zadiatonych podmienok pre t =0 . Automatické

zavedenie indexu n aj do ¢asovo zavislej Casti rieSenia (26.46) vyplyva zo zviazanosti priestorove] vinovej
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dizky s €asovo zavislou frekvenciou cez vztah f =c,/A, €o plati aj pre vlastné frekvencie f, =c,/4,,
takze plati @), = nﬂCO/L . ZaCiatoCné podmienky urcuju, pre kazdy vlastny tvar, aka je jeho faza (v akej
polohe je jeho oscilacny cyklus) v ¢ase t = 0.

Uplne analogicky by sme postupovali aj pri uréovani vlastnych frekvencii a vlastnych tvarov akustického
vinenia v rdre pri dalSich dvoch moZnych kombinaciach okrajovych podmienok (oba konce uzavreté

a jeden koniec uzavrety, druhy otvoreny), pricom na uzatvorenom konci spravna okrajova podmienka je
dp’/dx = 0, ktoru dostaneme derivovanim funkcie (26.43). Vysledky pre takéto kofiguracie rary su

uvedené v tab. 1.

26.4 Princip tvorby zakladnych matic kone¢ného akustického prvku

Problematiku tvorby zakladnych matic prvku sme podrobne opisali v [1] (kap. 8 - Urcenie matic prvku
priamo z diferencialnych rovnic Ulohy), kde je vysvetleny aj princip Galerkinovej metddy, ktoru
vyuzijeme aj v tomto pripade.

Budeme sa zaoberat tvorbou matic akustického koneéného prvku uréeného na riesenie vinovej
rovnice pre akusticky tlak (26.18)

1 9%’ ,
—2P _vp-o (26.47)
Cy ot
Tabulka 1
Konfiguracia Schéma Index Vlastné Vlastny tvar
n= frekvencie
" , . nc, .
otvorena - otvorend L D 1,23 .. Z sin(nmx/L)
[ . " nc,
uzavretd - uzavretd 0,1,2,.. Z cos(nzx/L)
[ . nc,
uzavretd - otvorena 1,3,5,.. — cos[nmx/(2L)]
4L

* Prvy index rdry na oboch stranach uzatvorenej je n = 0, pri ktorom dostavame nulty vlastny tvar s f =0 Hz a konstantnym tlakom (tzv. vlastny
tvar objemovej kompresie).

Rovnica (26.47) i dalSie z nej odvodené platia za tychto predpokladov

1. Tekutina je stlacitelnd (hustota sa meni ucinkom tlakovych oscilacii)
2. Pruadenie média je nulové
3. Viskozita tekutiny je nulova
4. Stredna hodnota hustoty a tlaku su rovnaké v celej oblasti
(Novsie verzie ANSYSu vypustaju posledné dve obmedzenia, ¢o vedie na komplexnejsiu formu rovnic
a Sirsi zaber programu.)
Pri pouziti MKP sa oblast rozdeli na koneéné prvky a na véeobecnom e-tom prvku s n zvolenymi uzlovymi
bodmi sa hlada aproximacia funkcie p’(x,y,z,t) a jej derivacii podla ¢asu pomocou aproximacnych

vztahov
pE(x,y,2,t) = p° =Ny (X,y,2)p5 (t)+ Nop5 (t)+---+N,p5 (t) = DN, (x,y,2)p5 (t) =N"p* (26.48)
j=1
a € D4l It - e - e - e - e < . e e
P ();:/Z )=p :Nl(x'y'z)pl(t)+N2p2(t)+”'+ann(t)=ZN,-(X,y,Z)pj(t)zNTp (26.49)
j=1
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—az “yzt) e e e c .o .. o
< (axtzyz )=p =Ny (%,y,2)B5 (t)+ N, p5 () +---+ N, B5 (1) = DN, (x,y,2)55 (1) =N'p (26.50)
j=1

kde N; s interpolacné (tvarové) funkcie prvku a p;, p;, p; st hodnoty prislusnych funkcii v uzloch

prvku. Maticovo su tieto hodnoty zapisané vo vektoroch N, p¢, p‘a p°. Ak aproximacie p°a p°

dosadime do (26.47), rovnica vo vSeobecnosti na prvku nebude splnend a dostaneme nenulovy zvysok
(rezidium)

R(x,y,z, t)— —p° -V 20 (26.51)

o
Galerkinova metdda patri do kategdrie metdd vazenych zvyskov, pri ktorych sa funkcia R(x,y,z,t) nuti
blizit sa k nule uréitym sumacnym (integralnym) spriemerovacim spdsobom na oblasti, v nasom pripade
na objeme prvku Vv,
jR(x,y,z,t)w(x,y,z)dV =0 (26.52)

kde w je tzv. vdhova funkcia. Dosadenim zvysku (26.51) do tejto rovnice dostdvame

j(— ~V?p°)wdV =0 (26.53)

Aplikovanim prvej Greenovej identity (pozri napr. Wikipédiu) na druhy ¢len integrandu sa vyhodne
zni%i stupen derivacie aproximaénej funkcie p®(pri jednorozmernych prikladoch v [1] sa to robilo
integrovanim tohto clena per partes)

—jp WdV+.[Vp -VwdV - .[—st 0 (26.54)

Ov

¢im sa tiez vyhodne, vzhfadom na nasledné numerické riesenie, znizili (zoslabili) aj naroky na jej
spojitost. Dostali sme tak tzv. slaby tvar diferencialnej rovnice (26.47) na prvku. V rovnici, ako vidiet, sa

objavila aj prirodzena (Neumannova) okrajovd podmienka 8pe/anv smere vokajsej normaly n na ploche

prvku S
ap°

wdS (26.55)
. on

ktord sa uplatni len vtedy, ak niektord plocha prvku je na okrajovej ploche oblasti S, s touto

podmienkou.
Ak za vahovu funkciu w postupne zvolime v rovnici (26.54) aproximacné funkcie prvku N,

(Garelkinova metéda) a zohladnime, ze dp®/on=nN-Vp®, kde n je jednotkovy vektor normaly,
dostaneme

izj eNdv+ij VNV — jn VPpNdS=0 i=1,2,-,n (26.56)
OV

s

e

V Ulohach so vzajomnou interakciou tekutiny a konstrukcie sa plocha SS s Neumannovou okrajovou

podmienkou vyuziva ako rozhranie tychto dvoch oblasti a pre ich vzajomné pdsobenie sa vyuZiva

nasledujuci vztah medzi normalovym tlakom a normalovym zrychlenim na rozhrani [ Zienkiewicz]
d’u

n-Vp®=—pn-—-

o’

kde u je vektor posunuti konstrukcie na ploche rozhrania. Pre jeho druhu derivaciu podla ¢asu je moZno
analogicky s derivaciou tlaku (26.50) pouzit aproximacny vztah

(26.57)
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ot?

kde N, je matica interpolagnych funkcii kondtrukénéh prvku na rozhrani a U° je vektor zloZiek

N.u* (26.58)

s

zrychlenia uzlovych bodov konstrukéného prvku na rozhrani.
Ak zavedieme maticovy zapis operatora V v tvare

VszLTz[% 3—{/ %} — Vf=Lf (26.59)

potom maticovy zapis rovnice (26.56) po dosadeni za p° a p° podla (26.48) a (26.50) a po dosadeni
maticového vyjadrenia N-Vp® podla (26.57) a (26.58) je

2
COVE

2 [NNdvj® + [B"Bavp® + p, [ Nn"NJdsii* = 0 (26.60)
v, s¢
kde
B=LN’ (26.61)
Na okraji oblasti je odraz akustickej viny vo vSeobecnosti spojeny s ¢iastocnou disipaciou prenasanej

zvukovej energie. Cast energie sa premeni na teplo a ¢ast sa absorbuje a dalej prendsa materidlom
hranice oblasti. Absorpéné timenie je zviazané s rychlostou Castice a ak prvok ma cast plochy na okraji

oblasti (S; ) potom sa v rovnici (26.60) objavi aj timiaci €len [Theory 12.1]
B [ NNaspe (26.62)
Co s,

v ktorom S je okrajovy absorpcny koeficient ( f =0 bez absorpcie, § =1 totalna absorpcia zvuku) ,

S;’ je plocha prvku na okraji oblasti s absorb&nym timenim a P je vektor uzlovych hodnét rychlosti.

Sustavu rovnic (26.60) mozno uz teraz skompletizovat na tvar
M®p® + C°p°® +K°p® + p,R°U° =0 (26.63)

kde pre maticu akustickej hmotnosti tekutiny prvku M?, matice akustickej tuhosti tekutiny prvku K¢,
matice absorpéného timenia prvku C¢a maticu vazobnej hmotnosti prvku p,R€ plati

M =i2j NN qVv (26.64)
Coy,
c=2 j NN'ds (26.65)
Co 5
K= j B'Bdv (26.66)
A
poR® = p, [ Nn"N[ds (26.67)
-

Dal3i postup rie$enia tlohy je uz v MKP $tandartny. Vypoc&tovy model celej oblasti sa tvori jej
geometrickou diskretizaciou na konecné prvky a globalne matice oblasti sa tvoria sumaciou rozsirenych
matic prvkov [2]. Dostaneme takto vyslednu (globdlnu) sdstavu rovnic v tvare

Mp+Cp+Kp+p,Ri=0 (26.68)
kde nazvy globalnych matic st rovnaké ako pri prvku.

Pri Glohach s akustickym zatazenim (akustickym budenim) sa potom na pravej strane rovnice (26.68)
objavia uzlové hodnoty prislusnych zdrojov akustického budenia v globalnom vektore akustickych
budiacich sil f a rovnica sa zmeni na

Mp+Cp+Kp+po,R U= (26.69)
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26.5 Modalna analyza

Modalna analyza sa vyuZiva na vypocet prirodzenych frekvencii a tvarov (mdédov) volného stojatého
harmonického vinenia (kmitania) akustického systému (akustickej oblasti). Vysledky okrem posudenia
akustickych vlastnosti oblasti mézu sldzit aj na ndtend harmonickd, nestacionarnu (dynamickd)
a spektrdlnu analyzu systému.
Ako sme uviedli v predchadzajucej ¢asti, rovnice vypoctového modelu akustického systému bez timenia
sa zapisuju v tvare

Mp+Kp=f (26.70)
kde M je (globélna) matica hmotnosti, K je akustickd matica tuhosti, f je vektor vonkajsich
zatazovacich (budiacich) uzlovych sil a vektor p obsahuje hodnoty tlaku v uzlovych bodoch modelu. Pri

volhom harmonickom vineni viak f =0 a uzlové tlaky kmitaju podla vztahu
p =@dcoswt (26.71)

kde ¢ je vektor amplitud tlaku v uzlovych bodoch, @ je uhlova rychlost (v rad/sek) a t je ¢as. Druha
derivacia (26.71) podla ¢asu dava
p=-a’pcosawt (26.72)

a po dosadeni uvedenych vektorov do (26.70) s f =0, dostaneme &asovo nezavislu ststavu
homogénnych rovnic stojatého vinenia tlakov v rieSenej oblasti

(~a’M+K)p=0 (26.73)
Takdto sustava rovnic ma trivialne riesenie @, =0 a dal3ich n nenulovych rie3eni pre pripady kedy
determinant sustavy sa rovna nule, t.j.

K-o’M|=0 (26.74)
K-o'M

Rozpisanim determinantu dostaneme algebricku rovnicu stupfia n pre vypotet @?

ki — 602”711 ki — wzmlz o Ky — wzmln
k21 _‘a)2m21 k22 _‘a)szZ k2n _.a)zmzn =0 (2675)
knl _ menl an _ ajzmnz ... knn _ me,,,,

Korene tejto rovnice predstavuju vo vSeobecnosti n vlastnych Cisiel sustavy rovnic (26.73), vtomto
pripade n kvadratov vlastnych uhlovych frekvencii telesa

a,ax, -, af -,

kde n je globalny pocet uzlov (stupfiov volnosti) vypoctového modelu. Lubovolnej frekvencii @; mozno
potom zo vztahu (26.73) priradit vektor @ - vlastny tvar - aplitidy tlakového stojatého vinenia
(tlakového stojatého kmitania) uzlovych bodov modelu pri tejto frekvencii.

Zo sustavy rovnic (26.73) je zrejmé, Ze ak @; je jej rieSenim, potom aj c @, je rieSenim pri [ubovolnej
hodnote dCisla c. Fyzikdlne to znamend, ze amplitudy volného tlakového harmonického kmitania mézu
mat (teoreticky) fubovolnd hodnotu v zavislosti od velkosti zaciato¢ného impulzu, ktory vyvolal tento
pohyb. Pri vypocte aplitid ¢@; sustavy (3) so zndmou hodnotou @; potom postupujeme tak, Ze ich
normujeme; napr. tak, Ze postavime ¢, = 1. Pri takomto normovani potom hodnoty amplitidd vo
vlastnom tvare kmitania su

|0 b P 1] 26.76
¢ L’m é ¢ ( )
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Vo vypocitanom vlastnom tvare je teda relativny pomer amplitud spravny, absolutne hodnoty su vsak
zavislé od spbsobu ich normovania.

V mnohych pripadoch su matice hmotnosti a tuhosti symetrické a na rieSenie tejto Ulohy mozno
v programe ANSYS zvolit prislusni metddu vypoctu (napr. blokovi Lanczosovu metddu). K dispozicii je aj
rieSi¢ pre pripad nesymetrickych matic ulohy.

Treba vediet, Ze ANSYS vypisuje vypocitané frekvencie automaticky v Herzoch po prepoditani zo
zndmehovztahu f =@ /27 .

Vypoctovy model oblasti obycajne obsahuje velmi vysoky pocet uzlov (stupriov volnosti) a preto sa vo

evvs

tvarov.

Priklad 1
PrerdrusL=3,0maD=0,1m, naplnent vzduchoms p,=1,21 kg/m?a co = 343 m/s, uréte prvych $est
vlastnych frekvencii a nakreslite prvé tri vlastné tvary pomocou programu ANSYS. Ulohu rieste pre ruru
na jednom konci uzavretud a na druhom otvorend.

Ulohu sme v interaktivnom méde programu ANSYS vyriesili pomocou nasledujicej postupnosti
prikazov:

1. Redukcia ponuky prikazov a nastaveni
Preferences, ANSYS Fluid, OK;

2. Volba typu prvku
Preprocessor, Element type, Add/Edit/Delete, Add, ANSYS Fluid, 3D acoustic 30, OK, Options, K2 =
Structure Absent, OK, Close;

3. Zadanie materidlovych vlastnosti
Material Props, Material Models, Acoustics, Density, DENS = 1.21, OK, Sonic Velocity, SONC = 343, OK,
Material, Exit;

4. Vytvorenie geometrického modelu rury

WorkPlane, Offset WP by Increments, Degrees = 90, Kliknite +Y, OK;

Modeling, Create, Areas, Circle, By Dimensions, Outer radius = 0.05, THET2 = 90, OK;
Reflect, Areas, Pick All, X-Y plane, Apply, Pick All, X-Z plane, OK;

Numbering Ctrls, Merge Items, Label = Keypoints, OK;

Isometric View @ ;

Modeling, Operate, Extrude, Areas, By XYZ Offset, Pick All, Dx = 3, OK;
Plot, Volumes;
Vytvorenie vypoctového modelu (siete prvkov)
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Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Lines, All Lines, NDIV = 4, OK, Picked Lines, Kliknite zhruba v strede
rary 4krat, OK, NDIV = 60, OK;
Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Pick All, OK;

5. Nastavenie parametrov riesenia ulohy, zadanie okrajovej podmienky a vypocet

Solution, Analysis Type, New Analysis, Modal, OK;

Analysis Options, No. of modes to extract =6, NMODE = 6, OK, FREQE = 500, Nrmkey = To unity, OK;
Select, Entities, Nodes, By Location, X coordinates, Min = 3, Max = 3, OK;

Define Loads, Apply, Fluid/ANSYS, Pressure DOF, On Nodes, Pick All, PRES = 0, OK;

Select, Everything;

Solve, Current LS, OK;

6. Vypisanie vlastnych frekvencii
General Postproc, Results Summary;

SET  TIME/FREQ LOAD STEP  SUBSTEP CUMULATIUE

1 28.584 1 1 1
2 85.7r2 1 2 2
3 143.02 1 3 3
4 200.36 1 4 4
5 257.85 1 5 5
6 315.50 1 6 6

7. Vykreslenie prvych troch vlastnych tvarov

Read results, First Set;

Path Operations, Define Path, By Nodes, Kliknite fubovolny lavy krajny a lubovolny pravy krajny uzol
modelu, OK, Name = cesta, nDiv = 50, OK;

Map onto Path, Lab = MOD1, DOF solution = Pressure PRES, OK;

Read Results, Next Set;

Path Operations, Map onto Path, Lab = MOD?2, OK;

Read Results, Next Set;

Path Operations, Map onto Path, Lab = MOD3, OK;

Plot Path Item, On Graph, Vyznacte MOD1, MOD2, MOD3, OK;

1

MOD2
MOD3 .8
.6
o .4
s]
& .2
e
5]
o 0
=
Q
] -.2
I
Q
a -.4
-.6
-.8
-1

0 1 2 3
-5 1.5 2.5

®x—0ova slradnica
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Pozndmky k prikladu:

Na celom okraji vypoctového modelu je automaticky splnenda Neumannova okrajova podmienka
dp’/on=0 pre akusticky tuhy povrch, a preto ani pre uzavrety lavy okraj rdry (x = 0) tuto okrajovu
podmienku nebolo potrebné zadavat.

Vzhladom na rovinné vinenie v smere osi x, vyplyvajlce z tvaru oblasti, je mozné delit oblast v smere
osi y a z delit aj redsie. Ulohu je moZné riesit aj pomocou rovinného prvku 2D acoustic 29, dokonca aj
jednorozmernym prvkom, pokial by ho ANSYS mal, pretoZe hodnoty v uzloch na priecnom reze su
rovnaké ako v uzle na osi x. Ulohu sme riesili s priestorovym prvkom, aby sme mohli model vyuzit aj pri
inych ulohach.

Hustota v smere osi x (v smere Sirenia viny) ovplyviiuje presnost riesenia a pocet prvkov
pripadajucich na dizku viny A = ¢, / f, by nemal vyraznejsie klesnut pod €islo 8, ¢o je v naSom priklade
splnené aj pri najvyssej pocitanej frekvencii. Teoretické hodnoty prvych Siestich vlastnych frekvencii
podla vzorca v tab. 1 su: 28,6; 85,8; 142,9; 200,1; 257,3; 314,4 Hz, ¢o potvrdzuje vyhovujlicu presnost
numerického riesenia.

26.6 Harmonicka analyza

Harmonicka analyza sa vyuZiva v pripadoch, kedy vsetky zataZenia (budiace sily) sa menia
sinusoidalne (harmonicky) a maja rovnaku frekvenciu. Ich fazovy posun vodi sebe je vsak pripustny.
Potom vektor zatazenia v rovnici (26.69) (neuvazujeme interakciu s konstrukciou)

Mp+Cp+Kp=f (26.77)
sa zadava v komplexnom tvare
f=(f _e")e™ =1 __ (cosy+isiny)e™ =(f +if,)e* (26.78)

max ~ "max
kde
f..x =amplituda budiacej akusticke;j sily

Q = budiaca kruhova frekvenciavrad/s = 2z f
f = budiaca frekvencia v Hz

Y = fazovy posun sily v radianoch

f, = f,.xCOsY = redlna zlozka budiacej akustickej sily

f, = f_ . sinw =imagindrna zloZka budiacej akustickej sily

Uc¢inkom budenia vzniknu v oblasti harmonické tlakové akustické zmeny s rovnakou frekvenciou ako je
budiaca frekvencia € s pripadnym fazovym posunom ¢ (Ucinkom timenia)

P = (Prsx€)e™™ =Prg(COsP+ising)e™™ =(p, +ip,)e"™ (26.79)
kde
Pr.ax = globalny vektor tlakovych amplitid uzlovych bodov
@ = fazovy posun tlaku v radianoch
P, = Prax COSQ = redina zlozka tlaku
P, = Pmax SiN@ = imaginarna zlozka tlaku
Dosadenim (26.79) a (26.78) do rovnice (26.77) dostdvame
(—Q’M+iQC+K(p, +ip,)e ™ = (f, +if,)e™ (26.80)

a pretoze zavislost oboch stran rovnice na ¢ase (e’m ) je rovnaka, z rovnice vypadne a vysledna rovnica
harmonického tlakového vinenia je na ¢ase nezavisla

(K-Q°M+iQC)(p, +ip,) = (f, +if,) (26.81)
Mozno ju po Uprave zapisat aj v jednoduchom tvare
Kp, =f (26.82)
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kde index c oznacuje komplexnu maticu resp. vektor. Takuto suastavu rovnic rieSia programy MKP ako
statickd ulohu, len s tym rozdielom, Ze sa pouziva komplexna aritmetika. Vysledky moZzno od programu
pozadovat v dvoch zakladnych formach. Jednak vo forme (26.79) alebo vo forme P, a ¢ (t..
amplitida a fazovy uhol — v stuprioch) tak, ako to definuji vztahy v (26.79). Pre kazdy globalny stupen

volnosti v tomto pripade dostdvame
Pmax =\ P1 +P3 (26.83)

o= arctan2 (26.84)
Py

Na rieSenie harmonickej analyzy mozno vyuzit aj metddu superpozicie vlastnych tvarov, ktorej aplikacia
je uplne analogickad s jej vyuzitim pri analyze harmonického kmitania pruznych telies a podrobne je
opisana v nasej praci [2].
Harmonickd analyza sa ¢asto vykonava tak, Ze sa zvoli frekvenény interval, ktory sa rozdeli na vacsi pocet
frekvenénych hodnét a v jednom vypocétovom behu programu sa vypocditaju a graficky analyzuju hladané
veli¢iny pre cely frekvencny rozsah. UkaZzeme si to v nasledujucom priklade.

Priklad

Pravouhld miestnost (pozri obrazok) so zvukovo dokonale tuhymi stenami ma rozmery Lx = 5m, Ly =
2,5m, Lz = 3m. V miestnosti je umiestneny generator zvuku vyddavajuci Cisty sinusovy tén s frekvenciou
f, =300 Hz a tlakovou amplitddou p/ ., =0,1412 Pa. Sdradnice zdroja zvuku s X0 =4 m, YO =1m, Z0 =
0. Vzduch v miestnosti ma hustotu p,=1,21 kg/m3 a hodnota rychlosti zvuku je ¢, =343 m/s.

Urcte ako sa v geometrickom strede miestnosti meni hladina akustického tlaku L, prizmene frekvencie

zdroja od 300 do 400 Hz.

VypoCitajme najprv aku hodnotu L, ma zdroj zvuku. Pre hladinu akustického tlaku plati vztah (26.3)

Prnaxt /N2 _ 20log,, 0,1414/365
Po :

p’
Lp=20Iog10%:20Iog10 =73,97 dB

0
Teraz pomocou programu ANSYS v ineraktivnom mode uréime aké hodnoty L, v geometrickom
strede miestnosti vyvola tento zdroj pri zmene jeho frekvencie v rozsahu od 300 do 400 Hz:
1. Nazov ulohy
File, Change Jobname, SPL miestnosti, OK;
2. Preferovat akustiku

Preferences, ANSYS Fluid, OK;
3. Zadanie kone¢ného prvku

448



9.

10.

11.

12.

Preprocessor, Element Type, Add/Edit/Delete, Add, ANSYS Fluid, 3D acoustic 30, OK, Options,

K2=Structure absent, OK, Close;

Referencny akusticky tlak

Real Constants, Add/Edit/Delete, Add, OK, PREF=20e-6, OK, Close;

Vlastnosti média

Material Props, Material Models, Acoustics, Density, DENS=1.21, Sonic Velocity, SONC=343, OK,

Material, Exit;

Tvorba geometrického modelu

Modeling, Create, Volumes, Block, By Dimensions, X2=5, Y2=2.5, Z2=3, OK; (Kliknite ikonu
Isometric View @)

Siet prvkov

Meshing, Size Cntrls, Manual Size, Lines, All Lines, SIZE=0.25, OK;

Mesh, Volumes, Mapped, 4 to 6 sided, Pick All;

Zistenie Cisiel uzlov zdroja zvuku a geom. stredu miestnosti
Napiste do prikazového okna a Enterom vykonajte:
node_zdroj=node(4,1,0)
Napiste do prikazového okna a Enterom vykonajte:
node_stred=node(2.5,1.25,1.5)
Vypisanie Cisiel uzlov
Parameters, Scalar Parameters, Close; (node_zdroj=133, node_stred=2063)
Typ analyzy, jej parametre a vypocet
Solution, Analysis Type, New Analysis, Harmonic, OK;
Analysis Options, HROPT=Full,0K,OK;
Load Step Opts, Time/frequenc, Freq and Substeps, HARFRG=300, 400, NSUBST=200,
KBC=Stepped,OK;
Zadanie akustického zatazenia a vypocet
Define Loads, Apply, Fluid/ANSYS, Presure DOF, On Nodes, List of Items=133, OK, PRES=0.1,
OK;
SOLVE, Current LS, OK;
Graf priebehu hladiny akustického tlaku L, v geom. strede miestnosti v zavislosti od zmeny

frekvencie zataZovacieho zdroja (vyznalime aj L, zdroja)

TimeHist Postproc, Zatvorte okno Variable Viewer;

Napiste do prikazového okna a Enterom vykonajte:

nsol, 2, 2063,SPL,, SPL_v_strede

Napiste do prikazového okna a Enterom vykonajte:

nsol, 2, 133,SPL,, SPL_zdroja

Variable Viewer, Vyznacte riadky oboch uzlov, Kliknite ikonu Graph data E;
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13. Finish;

26.7 Interakcia zvuku a konstrukcie

Véazba zvuku s konstrukciou sa v technickej praxi bezne vyskytuje, napr. kmitajica membrana vytvara
vinu kmitajuceho tlaku (zvuk) a naopak, napr. rezonancna stojata vina zvuku vznikajuca v T-odbocke
plynovodu je schopna rozkmitat okolité potrubie.

Konecné prvky, ktoré sme v predchadzajucich ¢astiach vyuZzivali na rieSenie prikladov, boli Standartné,
tlakovo formulované prvky s jedinym stupfiom volnosti uzla — tlakom p’, ktorého hodnoty

v analyzovanej oblasti s uréitymi Specialnymi fyzikalnymi vlastnostami reprezentuju akustické tlakové
pole. Podobne pri zatazenom telese hovorime o mechanickom poli (posunuti, pretvoreni, napati). Pokial
teda chceme riesit interakciu mechanického a akustického pola, teda dvoch fyzikélne rozdielnych poli,
hovorime o zviazanej tlohe (kap. 23).
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