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Predslov

Do rdk posluchdlov Strojnickej fakulty SVST sa dost4va tento uZebny text
spracovany kolektivom sutorov Katedry fyziky SjF. Autorov pri spracovani
textu viedla snaha dat do ruk posluchd¥ov zdkladnd Btudijnd literatdru, kto-
rej je citelny nedostatok, pretoZe sa zvyduje polet posluchdlov.

Jednotlivé kapitoly spracovali nasledovni pracovnici Katedry fyziky Stroj-
nickej fakulty:

7. Kmity a viny; 8. Vlndvé optika - RNDr. Jarolim Vanik;

9. Zdklady kvantovej;é atémovej fyziky; 10. Zdklady fysiky atdmového obalu
a jadrové fyzika; 11, Fyzika pevnjch l4tok - Ing. Cyril 3tavina.

UZebné texty boli spracované podla celoStdtnych uebnfch osnov pre posluché-
Zov strojnickych fakdlt v §SSR.

Autori budd povdadni ze vSetky pripomienky k eventudlnym nedostatkom, ktoré

sa pri tvorbe tohto textu mohli vyekytmit, aby sa v pripadnom dal3om vydahi
uZ neopakovali,

Kolektiv autorov



7. Kmity a viny

7.1 POPIS HARMONICKEHO POHYBU HMOTNEHO BODU
PO PRIAMKE

Kmiten{m (osciléciami) v¥eobecne nazyvame taky zmenu fyzikdlnej velidiny,
pri ktorej dand velidina nadobida hodnoty len z obmedzeného intervalu a mno-
hokr4t nadobdda td istd hodnotu. Ak okrem toho existuje &asovy interval T,
%26 po jeho uplynutf sa hodnoty danej velildiny presne zopakuji, také kmity
nazfveme periodickymi a %asovy interval T pericdou kmitov. Najjednoduch-
8ie periodické kmity sd harmonické. Obmedzime sa na Btddium len harmonickych
kmitov,preto%¥e v mnohfch pripadoch technicky a fyzikdlne d6lefitfch sa sku-
todné kmity veImi podobaji harmonickym. Tak je to napr. pri pohybe fyzikA4l-
neho a torzného kyvadla, harmonicky priebeh majd kmity elektrického pridu a
napitia v technickej sieti a v réznych elektrickfch obvodoch, kmity strdin

v hudobnfch ndstrojoch, kmity atomov v molekule atd.

Svojou podstatou sa kmity réznych fyzikd4lnych veli¥im 1i3ia, av3ak ich for-
milny popis je v mnohfch &rtdch rovnaky. Objasnime ho na priklade harmonické-
ho pohybu hmotného bodu (alebo tuhého telesa) pozdl# priamky.

Hmotny bod kond harmonicky pohyd po priamke, napr. pozdl? osi x, ak jeho sui-
radnica x z4visf{ od &asu, podTa vztahu

x = x, cos (&t +x) ' (T.1)
kde t Jje ¥as, Vyznem veli&in N vysvetlime dalej. Hmotny bod, ktory
vykondva pohyb popisany vztahom (7.1), nazyvame linedrnym harmonickym oscilé-
torom. Bod x = 0, okolo ktorého hmotny bod kmit4, je stredom pohybu alebo
tie% rovnovdZnou polohou. Zdvislost vychylky hmotného bodu z jeho rovnovdi-
nej polohy je znézornend na obr. 7.1a. Maximdlnu vychylku X, nazjvame amph-
tidou. Ak je amplituda kon3tantnd, nezdvisld od &asu, ide o harmonicky pohybd
netlmeny, ak 8 dasom klesd, ide o harmonicky pohyb tlmeny.

Argument kosfinusovej funkcie &t + & sa nazyva fdza, & je f4zov4 kondtanta,
udéva hodnotu f4zy v Sase t = o, Jej hodnota gdvisi od volby okamihu, od
ktorého zafiname merat Cas.

Keby sme zééali merat fas od okamihu vyznadeného na obr. 7.la bodom A, &
by bolo rovné nule. Ak by sme zalali merat &as postupne od okamiboy Zndzor-

v



uvbr. 7.t

nenych bodmi B, C, D, Zasovd zdvislost v¥chylky z rovnoviinej polohy by boe
la: ‘

L]
L]

x coe<wt+g z - x 8inwt
° 2 o

x = x, cos (Wt +%) = - x, coswt

3
X = x cos (wt +—$’)= x_ 8inat
2 °

_ Vhodnou volbou okamihu, od ktorého za¥neme merat fas, mo¥no dosiahnut, aby
%= o, ' '

Funkcia cos @t je periodick4 funkcia s periddou 2%. Pre periddu harmonic~
kého pohybu teda musi platit: : ‘

coaw(t +T) mcos (wt + 2%) => wT = 24
27 o . |
”3-—- ) (702)
T _ ;

VeliZina & sa nazyva uhlovd frekvencia harmonického pohybu. Pohyb, ktory
vykond hmotny bod poZag jednej periody, sa vold kmit. Poet kmitov za jed-
notku Zasu nazyvame frekvenciou » harmonického pohybu: ‘

1 .
Ve o= —ﬁ‘— . o (7+3)
T 2%

Rozmery [Y] = [N] = s". \') elektrot'echnike sa pouiiva jednotka frekvencie
herz, skratka Hz, prifom | Hs = 1 kmit za sekundu, Teda [Hz] = sl .
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Rychlost v bodu konajuceho harmonicky pohyb Jje

dx ¥
V = e == x &gin (wt + o) =xowcos (ﬂ)t"‘“"“') (7.4)
at (+] ‘ 2

a zrychlenie

d2x 2
a=-—-—;=-xow cos (Wt +x) = w
dt

2xo cos (éJt +

+ %+ W) = - w?x (1.5)

Teda rychlost a zrychlenie hmotného bodu kone juceho narmonicky pohyb je tie%
harmonickou funkciou., Amplituda rychlosti  je v, = X,4 a zrfchlenia 8, =

= xotvz. Kmity rychlosti, ako vidiet z (7.4), predbiehajd vo f4ze kmity polo-
hy o Z/2 a zrychlenie ich predbieha o %, Vz4ijomny suvis medzi polohou,
rychlostou a zrychlenim je zndzorneny na obr. 7.1a,b,c, V3imnime s8i, Ze
zrychlenie je umerné vychylke a vidy smeruje proti vychylke. Suvis medzi po=-
lohou, rychlostou a zrychlenim pri harmonickom pohybe mo%no ukdzat e3te nd-
zorne jidie, ak si uvedomime, %e vyraz pre polochu hmotného bodu (7.1) moZno
chépat ako priemet vektora ;;, rotujiceho s kon3tantnou uhlovou rychlostou
@ do smeru o8i x (obr, 7.2). Na obr. 7.2 vyznsZené body 4,0,B,C,D odpo=~

obr. 7.2

—
Xo

rudidiek a jeho absolitna hodnota sa rovnd asmplitdide kmitov., Vektor ,'\'r'o,

ktorého priemet do smeru osi x predstavuje rychlost hmotného bodu, zviera
uhol #/2 s vektorom 'fo, ako to vyplyva zo (7.4). Podobne z (7.5) vyply-

vedaji tymto bodom na obr. 7.1. Vaektor sa otifa proti smeru hodinovyjch

-
X

va, %s vektor '5’0, ktorého priemet do osi x Jje zrychlenie, je vodi o

pototeny o %, teda m4 smer opalny ako vychylka.
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7.2 DYNAMIKA HARMONICKEHO POHYBU HMOTNEHO
BODU

. -
PodYa druhého pohybového zdkona sila F spbsobujica zrychlenie a hmotného
bodu sa rovnd sitinu jeho hmotnosti a zryjchlenia. PodYa (7.5) sila, ktord
spbsobuje harmonicky pohyb v priamke, Jje

$

Fe-mw?lx=-«-kx _ (7.6)

kde sme oznalili ma)2 = k,

Velkost 8ily je priamo umernd vjchylke hmotného bodu 2z rovnovdZnej polohy a
m4 smer proti vjchylke, t.j. sila vZdy smeruje do stredu harmonického pohybu -
(x=0). Pri x =0 je F=0, a to je ddvod, pre%o sme bod x = ¢ nazvali
rovnové¥nou polohou. Harmonicky pohyd je preto stredovym (centrilnym) pohy=
bom; Jeden druh sfl, ktoré mb%feme vyjadrit v tvare (7.6), t.j. F = <k x,

sd 8ily elastické, moZno ich realizovet napr. pomocou prufin. Silové pomery
pri pohybe hmotného bodu za ﬁéinku‘pruﬁiny sy zndzornené na obr. 7.3. Pred-
pokladéme, %e povrch podlofky je dokonale hladky, tak%e sily trenia netreba
uvaZovat,

V/ =0—‘_-2(
) ———X
|
amm EQ_._'
F=-kx obr. 7.3

Z predchddzajiceho vyplyvae, %e ak hmotny bod kond harmonicky pohydb, deje sa
tak ga d¥inku s8ily F = - k x, Treba ukdzat i opadny postup, to znamend, Ze
ak na hmotny bod p8sob{ sila F = - k x, kde k > 0, udinkom tejto sily kond
harmoni cky pohyb. Pri riedeni pohybu za Wéinku zndmej sily vychédzame 2 pohy-
bovej rovnice F = ma, ktord pre nami vydetrovany pripad je

dzx
M oo 2w k X (7.7)

“at2

Po predeleni tejto rovnice hmotnostou m a po zavedenf{ oznalenia



= w? (7.7

BIWw

dostdvame homogénnu linedrnu diferencidlnu rovnicu druhého rédu e kondtant-_
nymi koeficientami

dax 2 ‘ . '
— Q) x =0 (708)
dt2 .

ktord sa nazfva tieZ diferencidlnou rovnicou harmonického pohybu. Jej vie-

obecné riesenie, asko sa moZno presved®it priamo dosadenim do nej, md%feme ga-
pisat v jednom z nasledujicich tvarov:

X =Acos (wt + ) (7.98)

x=Bein (0t +p) (7.9b)
x=C coswt + D sin wt . (7.9¢)
x=E gi“ + F o-i0% (7.94)

KedZe rovnica (7.7) je diferencidlna rovnica druhého rddu, jej vieobecné rie-
- Senie obsahuje dve Yubovolné kondtanty (4,«), (B,p), (C,D), (E,F), ktoré
treba pre konkrétny pripad urdit z pofiatodnfch podmienock. Vietky tvary

v (7.9) st ekvivalentné, od jedného moZino prejst k druhému. Napr. z tvaru:
(7.98) mo¥no prejst na tvar (7.9¢)

x=Acos (Wt + &) = A éoswcos Wt = A s;i.navsin wt
kde sme polo%ili
| Acosw=C «-Asinw=0D
Dokdzat ekvivalentnost ost.’at.nych tvarov prenechdveme &itatelovi,
Je teda jedno, ktorf thr riedenia rov. (7.8) zvolime., EXte nkéZeﬁe, ako ure

&ime kond3tanty (A,%) v (7.9a) z po¥iatodnych podmienok, Nech v %ase t =0
Je hmotny bod v polohe x(o) a md rychlost v(o).

-
Ked tieto podmienky dosadime do rovnice (7.9a) a (7.4), dostaneme rovnice:

i(o) = Acos®, V(o) =-A&sinw

z ktorfch delenim druhej rovnice prvou dosteneme pre fdzovd konstantu
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Ak uvedené rovnice umocn{me na druhd a s&ftame, dostaneme amplitudu

2 v(o) \2
A =][x%(0) + ( =
Rie3enie (7.93) spIlnajice spomfnané podiato¥néd podmienky teda je
Vz = [ 7 =¥(o)
x = |[x“(0) + coa | wt + arctg ( )
W Wx(o)

Kmity hmotného bodu spSsobené len silou F = = k x nazfvame vliastnymi kmit-
ni harmonického linedrnsho oscildtora a frekvenciu

1 k
V2 o = e ||

2% 2% inm

vlastnou frekvenciou.

7.3 ENERGETICKE POMERY PRI HARMONICKOM
POHYEE

Kinetickd energia kmitajdceho hmotného bodu je, ak pouZijeme (7.4)

1 1 .
W, =-mv2=—mx2w2 ainz(mt + %) (7.10)
X 2 2 o

 KedZe sin,zy- t - coszq, pouZijie (7.1), m8%eme (7.10) upravit na tvar

1 - 1
W, = -2-mw2 xg [1 - cos? (&t +m)] =5 m &2 (xg - xa)k('l.ﬂ)
Vidime, %e maximdlnu kinetickud energiu m4 hmotny bod v okamihu, ked prechd-

dza rovnovdZnou polohou (x = o), minimdlnu md v krajnfch polohdch (x =
+
B8 - X ).
o

Prdca potrebnd aa vychyflenie hmotného bodu z rowvnovéZnej polohy o hodnotu
x g4visf len od podiatodnej a koneinej polohy, mbfeme ju teda stotoZnit

8 potencidlnou energiou Wp vzhYadom na polohu x = 0:
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X
1 1 .

A=fkxdx=—kx2=—ma)2!2=W(x)__ , (7.12)
2 2 P

0

kde sme pouZili oznadenie (7.7°). Z4vislost W (x) Jje parabola. Potencidlna

energia m4 minimum v rovnovéznej polohe (x = o) a maximdlnu hodnotu nedobdda

v krajnych polohdch (x = bt xo). Celkov4 mechanickd energia harmonického osci-

l4tora je, pouijuc (7.11) a (7.12), kon3tantnd :

W=wW +W = 1 n %2 x° ' (7.13)
k P s 0 ¢

Pre harmonicky oscildtor plati zdkon o zachovani mechanickej energie, Polas
pohybu sa neustdle vymiena jeden druh energie na druhy. Zvi&Senie potencidl-
nej energie je sprevddzané zmendenim energie kinetickej. Ndzorne si moZno
predstavit energetické pomery pri harmonickom pohybe, 8k si zobrazime poten=
¢idlnu energiu W_ ako funkciu vychylky x (obr. 7.4). Celkovd energiu
predstavuje horizontdlna &isra W= %Vm w? x2, %0 je hodnota potencidlnej
energie v krajnych bodoch pohybu.

Welx)
|
| |
‘ w=lmuw*x? ‘
LN |
| W |
X, X 0 +X

Obr. 7-4 -

Potencidlna energia v bode x je déné vzdialenostou prisludného bodu na pa=-
rabole Wb(x) od osi x, kinetick4 energia vzdialenostou tohto bodu od ¥ia=
ry W=4mo? 22,

7.4 TLMENE KMITY

Videli sme, Ze u¥inkom elastickej sily F = - k x teleso kond hermonicky po~-
hyb 8 kon3tantnou amplitidou X e Zo skusenosti vieme, %¥e pohyb telesa by sa
stlmil, pretoZe spravidla okrem sily F = - k x podlieha vplyvu sfl, pdso=
biacich proti pohybu. Ak napr. pohyb prebisha vo vzduchu, p6sob{ odpor vzdu-
chu a pod. Jasty a velmi ddlezity je pripad, ked odpor prostredia R je as-
pon pri malgch rychlostiach umerny prvej mocnine rychlosti a md smer proti
rychlosti telesa, t.j. » ' ‘
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dx ’
ReE «eBvyv==DB~— (7.14)
. dat C

kde B je kon3tanta umernosti medzi odporom R a rychlostou kmitajiceho
telesa, Celkov4 sila p8sobiaca na teleso je potom

dx
Fsekx«B—
dat

Pri{slusnd pohybovd rovnicu

d2x dx
M ome = w Be—= =k X
a2

mo¥no pouZitim oznadeni

B 2 k _
- 2 b, wo L {T15)
m m

upravit na tvar
dzx ax 2 ,
—+2b—+ WS x =0 (7.16)

Podrobnostami riesenia tejto rovnice sa tu nebudeme zamoberat. Rie3enie bude
zdvisiet od vzijomnej velkosti velidin @y, b, ktoréd vlastne uddvaju velkosti
8ily elastickej a odporu prostredia.

Ak b <@, , %o zodpobedd malému tlmeniu, riedenie md tvar

bt

x=Aoe " cos (Wt + &) = X(t) cos (wt + &) : (7.17)

kde A, & sd Iubovolné konitanty, ktoré pre konkrétny pripad treba urdit
z poliatodnych podmienok pohybu, a

. B (7.18)

je frekvencia tlmengych kmitov.

Riedenie (7.17) sa 11{8i od ¥&isto harmonického pohybu (7.1) tym, Ze

a) amplituda kmitov :

X(t) = A o~ 0% : (7.19)
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nie je kon3tantni, ale s &asom exponencidlne kleaé,_ako to vidiet z obr.
7.5, v ktorom priebeh amplitydy je vyzna&eny prerulovanou &iarou. Cim v#&-
3ie je tlmenie b, tym je pokles amplitudy rychlejsi;

X(t)= Ae™ | ;

AT
LAY

— .//
el
/

obr. 7.5

I3

b) frekvencia @ tlmenych kmitov, dand vztahom (7.18), je mendia ako by bola
v pripade bez tlmenia (w,) a perioda tlmenfch kmitov je

2 % 2%
Te— = — (7.20)
wg - b2

Pomer dvoch po sebe néaledujdcich amplitid je podYa (7.19)

X(t) A o”Pt

X(t + T) A o-D(t+T)

bT=‘A

t.j. je konStantnf, nazjva sa utlm. MoZno nim charakterizovat tlmenie kmita-
vého pohybu. Uddva toti%, kolkokrdt sa zmen3{ amplityda kmitov polas jedneJ
pericdy (ebT -krdt), Na popis tlmenia sa fastejSie pouZfiva prirodzeny loga-
ritms dtlmu ' : ‘

In A =bD =§ , (7.21)
ktory nazyvame‘logaritmickym dekrementom.

S rastom odporu prost;edig peridda kmitov podTa (7.20) sa zvi&3uje a pri

b= &4, T—w. Pri dalsom. zvAdsovan{ tlmenia sa pericda T stdva imagindr-
nou, pohyb sa stdva aperiodicky., To zna¥i, Ze po vychyleni hmotného bodu

z rovnovdinej polohy sa k nej pozvolna vracia bez toho, aby cez nu prekmitol.
VBeobecné riederié rovnice (7.16) pre b >, Jje
Nt ’ﬁt.

x= CI ] + 02 e

kde C 02 8d ITubovolné kondtanty a

I’
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(51=b+Vb2—w§, p‘2=b-yb2-w§_

V krajnom pripade, ked b = @, Jjo v3eobecné riesenie rovnice (7.16)

x = (C, + C,t) oDt

kde Cy» 02 ad Yubovolné kon3tanty,

7.5 VYNOTENE KMITY., REZONANCIA

V_predchédzajdcom 8l4nku sme videli, Ze vlsstné kmity v d8sledku odporu pro-
stredia si tlmené. Aby hmotn$ bod kmital stdle, netlmens, treba, aby nsn pd-
sobila dodato®nd vonkajdia harmonick4d sila,' ktorej prédca vykompenzuje straty
energie vzniknuté tlmenim., Tito silu nazjvame vnitenou silou a kmity nou vy-
volané vynitenymi kmitmi.

Nech vnitend sila leZ{ v priamke, po ktorej prebieha kmitanie hmotného bodu, |
a jej veIkost Je

F, = F, cos wt (7.22) )

'kde F, Jje amplitida a & uhlovd frekvencia vnitenej sily. Celkov4d sila pb-
sobiaca na hmotny bod potom bude ' ‘

dx
F=2ekXxeBam+ Fo cosat
dat
a pohybovd rowvnica
a%x ax :
n-—---kx-B—+F° cos wt
' dat

at?

Ak tdto rovnicu vydelime hmotnostou & pou¥ijeme oznalenie (7.15), md%eme ju
prepisat do tvaru |

dzz dx 2 Fo
——+2b—+ W5 x=—cosdt (7.23)
dt2 dat m
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Je to nehomogénna diferencidlna rovnica druhého ré4du e konsdtantnymi koefi-
cientmi. L{3i sa od rovnice (7.16) tym, %e pravd strana sa nerovnd nule.

V3eobecné riedenie nehomogénnej rovnice (7.23) dostaneme superpoziciou vie-
obacného riesenia x, rovnice homogénnej, t.j. rovnice (7.16) a partikuldr-
~ neho rieSenia x, rovnice (7.23). RieSenie rovnice (7.16) ed vlastné (vol-
né) kmity a je dané vztahom (7.17) x, = A, e PT cos (4t + ), V3eobecné

~ rie3enie rovnice (7.23) bude x = x4 + x,. Amplitdda vlastnfch kmitov viak
e Casom klesd k nule, tak%e po dostatolne dlhom #ase sa tieto kmity stlmia,
nemusime ich brat do Qvahy. V ustdlenom stave bude hmotny bod vykondvat len
vynitené kmity Xo) t.j. kmity sp8sobené vnitenou silou Fv’

Frekvencia vynitenych kmitov mus{ byt rovnd frekvencii vnitenej sily a ich
amplituda musf byt kon¥tantnd, pretoZe amplitr‘de vnitenej sily je konstant-
nd. Preto riedenie (7.23), ktoré zodpovedd ustdlenému stavu, musfi mat tver

X, = A cos (ot - 9¢) (7.24)
kde aﬁplit\ida A vynitengch kmitov a fdzové posunutie ¢ medzi vndtenou sis

lou a vychylkou x, treba urlit tek, aby bole splnend rovnica (7.23). Aby
sme A, ¢ nadli, dosadme (7.24) do (7.23). KedZe

_dx2
— - AWein (&t -cy)
dt
a
dzxg
=-a02cos (6t -¢)
at?
dost4vame:
- sz cos (&t ~¢) - 2b Adsin (wt f-y) +
2 . Fo
+w° A cos (At - ?) = - cOoS4t
, m

PouZijeme zndme vztahy z trigonometrie: -

cos (Wt -¢@) = cosdt . cos§+ ginwt ., sin ¢

a v predchddzajicej rovnici zdrufujeme oasobitne &leny obsahujice cosat
a osobitne &leny obsahujuice sinwt. Dostdvame:

A L((dg - @?) cos g+ 2 bwsinvy_]coa(ut + A [(ﬂlg - w?) ain'q)-

Fo
- 2 ba coey]sinwt =T — coswt
m
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Porovnanim pravej a lavej strany tejto rovnice dost4vame dve rovnice:

F

o -
A [(as -wa) cosy+ 2 bamimy]s —

m

A [(wg -6)2) siny- 2 bd cos ¢]= 0

~ Z druhej rovnice dostaneme pre fdzové posunutie ¢ kmitov vo&i vnitenej si-
le :

; 2bw ( )
tg T erteeene T.25
f w2 -a?
o
Ked povySime obe predchddzajice rovnice na druhd a potom s&fteme, dostaneme

pre amplitidu vymitenych kmitov hodnotu

Fo/m
A= - (7026)

lﬂwﬁ a2+ 41?02

Z4vislos?t amplitidy A vynitenych kmitov a f4zového posunutia ¢ medzi vni-
tenou silou a vjchylkou x, Je zndzornend na obr. 7.6. Zdvislost A(4) - na=-
gyvame rezonan¥nou krivkou. Amplituida je maximdlna pre td frekvenciu @,
vnitenej sily, pre ktord md4 menovatel v (7.26) najmen3iu hodnotu, t.j. kde
sa deriv4dcia menovatela (7.26) podYa & rovnéd nule.

Alw)

xjn

N
1
|
!
;

s |
=T
!
|
!
|

o

Obr. 7.6

Z tejto podmienky dostdvame:

- l/'z 7 | _ 2  ’(7’ 27)
Y S AR | 2
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Tento stav nazyvame amplitidovou rezonanciou.

Amplituddu kmitov pri rezonancii ur&ime, ked dosadfme do (7.26) rezonandnd
frekvenciu Wy

F./m F
A = ; = (7.28)

kde sme pouZili oznalenia (7.15).

Cim men3ie je tlmenie B, tym je rezonan&nd amplitida A, vhi&3ia a rezonand-
né krivka ufdia. Frekvencia 4,, pri ktorej nastdva rezonancia, sa 11{3i od
vlastnej frekvencie ’a)o netlmenych kmitov, aj od vlastnej frekvencie tlme-
nych kmitov, ktord je dend vztahom (7.18). Pri malom tlmenf, ked b <« @y
rezonanénd frekvencia (dA sa mdlo 113i od vlastnej frekvencie netlmenych
kmitov, mbZe kldst Wy = d,. Z obr, 7.6 vidime, %e zdvislost 4&(w), ¢ (@)
maji 3 vyznalné oblasti:

a) Oblast malych frekvencifi (& << a)o): z (7.25) a (7.26) vyplyva, %e v tejto
oblasti ¢ 2 o, a pre malé tlmenie (b << &)

F, Fo
A = > D e
k
mdlo
potom
Fo F
XA —=C08 Wt = —
k

t.j. hmotny bod kmit4 v rytme pdsobiacej sily. Tento priklad je ddleZity¥ napr.
v meracej technike, kde chceme, aby meraci pristroj presne sledoval zmenu me=-
ranej veli¥iny (ide o pristroje, pri ktorfch n4vrat systému do nulovej polohy
je realizovany prufnymi silemi).

b) Oblast velkych frekvencif (@ >> @,): tu ¢ —% , &i%e vgchylka md opalnd
fdzu (opadny smer) ako pSsobiaca sila, V d8sledku toho amplitdda klesd so
vzrastom frekvencie, T4to oblast m4 prakticky vyznam pre tlmenie neZiadu-
cich otrasov. Ak sa objekt, ktory chcem chrénit pred otrasmi, upevni tak,
Ze jeho vlastnd frekvencia A, je overa men3ia ako frekvecnia sily vyvo-
l4vajicej otrasy, potom amplitida kmitov bude mald. Zmendit vliastnd frek-

venciu
k -y
@ == Sloveasks technicks univeraite
Bratigiava
Materiilovo - tecinciagicks mkulta
- 80 sidiom v Tynave
817 24 Trnava

poit. prie&inok &.968
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moZno bud zmenZenim tuhosti pru¥in k (ako je to napr. pri odtlmeni otra=-
sov automobilov a ¥elezninych vozov), alebo zvaiZenim hmotnosti telesa,

c) Rezonan¥né oblast (¢~ 4, * & ): emplitdda je maximdlna pre & = @py
jej hodnota je dand vztahom (7.28). Pre malé tlmenie, kedy W, & @
(b,<< &,), je pri rezonancii ¢ = g. Vieobecne ¢ = %, nie pri rezonand-
nej frekvencii w,, ale pri & = &, ako to vidiet zo vztahu (7.25),

Rezonan¢né javy hrajﬁvdbleiitd dlohu ako v mnohfch fyzikdlnych javoch, tak
i v technike, kde na jednej strane mb%e byt rezonancia jav neZiaedici, na
druhej strane sa prdve. technicky vyuZiva. Tek napr. mechanické zariadenie,
ktoré je pohdnané milovykonnym motorom, sa md%e podkodit, ak frekvencia bu~
diacej sily je blfizka vlastnej frekvencii zariadenia. Naopak rezonanciu vye
ufivame pri merani kmitodtu mechanickymi frekventomermi, Najviac sa rogkmi-
t4 ten jazylek frakventohetre, ktorého vliastnd frekvencia je rovnd meranej
frakvencii, TieZ naladit rozhlasovy prijimal na Ziadand stanicu znamend na-
stavit vlastni frekvenciu vstupnych obvodov prijimada na frekvenciu stanie-
cou vysielanfch elektromagnetickfch vIn. Pomocou rezonancie mo%no vysvetlif
mnohé javy interakcie elektromagnetického vlnenia s atomovymi sustavami atd,

Pozndmka: Okrem amplitddovej rezonancie hri d8le%itd dlohu najm¥ v elektro-
technike pri vypolte vykonu striedgvéno harmonického pridu, rezonancia
"energetick4®, t.j. stav, kedy vnitend sila odovzddva maximilnu energiu har-
monickému oscildtoru, Tento stav nastane, ked priemernf vykon vnitenej sily
podas jednej pericdy bude maximdlny, &ife ked

1 F
N=w j F, . v dt
v
s
nadobida maximdlnu hodnotu. VyZetrime podmienky, kedy to nastene. Dosadme
do predchddzajiceho vztshu za F .2 v = dx/dt. Postupne dostévame:

T
1
N=w f F, coswt (=A®) 8in (@t - @)dt =
To )
cosg 7 : sing 7 5
=-AwF° j cos@t sinawt - j cos“w t 4t =
AGFO _

ain
> 9

1

pretoZe prvy integrdl v zAtvorke je rovny nule a hodnota druhého je 3 T.

N Jje meximélne, ak ¢ = -2-, t.jo ako vyplyvé z (7.25), ak @ = & . Maximdl-
nu prédcu kond teda vnutend sila pri frekvencii rowvnej vlastnej frekvencii
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netlmenych kmitov, Ked%e vtedy je rychlost

éx ﬁ
V T — = « Awsin (m.-— = AgcoB dt
at 2 _

vo f4ze 8 vnitenou silou nazyva sa tdto rezonancia i rezonsnciou rjchlosti.

7.6 ELEKTRICKY oscIralnf oBVOD

Uk4%eme, ako moZno pojmy a matematick} popis, ktory sme vybudovali pri Btd-
diu linedrneho harmonického oscildtora, pouZit pri Stddiu oscildcif{ elektric-
kého pridu v sériovom socilaZnom okruhu. Oscila&né okruhy sd d8lezité silase
ti réznych elektronickfch gzariadeni,

a) VoIné oscilécie

Majme elektricky obvod, tzve. sériovy RLC obvod, zloZeny z kondgnzétora ;
8 kapacitou C, cievky s induk&nostou L a ohmického odporu R (obr. 7.7).

Obr. 7.7

‘Nech pri rozpojenom kTi&i je kondenz&tor nabity}, néboj na fom oznaime zna-
kom Q,. V okamihu t = o zapneme kI4¥ K. Kondenzdtor sa zaine vybijat,

v okruhu tefie prud, ktorého velkost v &ase t oznatme I, Druhy Kirchhof-
fov zdkon pre tento obvod md tvar RI = UL + Ub.

PodYa (6.151) a (6.14) .

o a1 %% -9
2wl e— U =
L a’ ¢ ¢

kde Q Jje ndboj, ktory 2 kondenzdtora odtiekol za Zas t, poéitany od oka=
mihu zapnutia kIiZa, Potom

aa -9
RI'-L—.—-*'
S | 1 (o
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Po zderivovani tejto rovnice podla %asu a pouZiti definicie intenzity elek-
trického prddu I = g% dostaneme:

a1 a 1 :
L + Re—+=1I=0 . (7.29)
dtz at (o]

Dosteli sme diferencidlnu rovnicu, ktor4 m4 presne ten isty tvar eko pohybo-
vd rovnica pre tlmeny harmonicky oscildtor (rovnica predchédzajica vztahom
(7.15)). Odpovedajice si veli¥iny sd X< I,L<»m, é-<——-k. Potom velidiny
b a @ definované vztahmi (7.15) sd:

R 1
b= o— @ = - (7.30)

aprid I Jjeo dany tym istym vztahom ako x v (7.17), t.j.

t

Ia= I, e Pt cos (wt + ) (7.31)

kde analogicky s (7.18)

(7.32)

je frekvencia tlmengch oscilédcii elektrického prudu. Priebeh I(t) Jje podob-

ny ako na obr. 7.5, Kaa odpor R je velmi maly vzhladom na induk®nost L,

b —0, dostaneme netlmené oscildcie I = I, cos (wo t + &) 8 frekvenciou
si

&

1
2 cvwm—
¢ O I/w
%o je vlastnd frekvencia netlmeného IC obvodu.

b) Vynitené kmity

Ak do obvodu na obr. 7.7 zaradime zdroj striedavého elektromotorického napé-
tia U = U, coswt, ako to vidiet na obr. 7.8, 2. Kirchoffov zdkon pre ten-
to obvod bude

P

UsUcoswt

R
Obro 708
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RZIZ‘-'UL+U¢+Uo cos Wt

Podobne ako v pripade obvodu bez vnitenej elektromotorickej sily po zderivo-
van{ tohto vztahu dostaneme: v -

a2 a1 a . '
L-——+R—-—+-—I=-—(U° coa Wt) (7.33)
) a ¢ at
alabo ,
%t a1 ) Uy @
—t2b—+4 W I=~—sinat (7.34)
a2 at L

kde sme pou?ili (7.30). T4to rovnica odpovedd rovnici (7.23) pre vynitené
kmity 8 tym rozdielom, %e na pravej strane (7.34) je funkcia - sin @t na-
miesto cos &/t (%o vi3ak nie je podastatné, pretoZe posunutim argumentu funk-
cie o > mb%eme dosishnut, aby na pravej strane bola funkcia kosfnue. Potom
by sme mohli pouZit rieSenie pre vynitené kmity, ale museli by sme brat do
dvahy spominané posunutie o -g. Aby sme veci nekomplikovali, odpormifame uro-
bit analogicky vypofet ako v &ldnku 7.5. HlYaddme rie3enie pre ustdleny stav
v tvare

I=1I 6cos (0t ~-¢)
kde I , @ treba ur¥it tak, aby bola splnend rovnica (7.34).

Presne takym postupom ako pri odvodzovani vztahov (7.25) a (7.26) (%o prene-
chdvame ako samostatné domice cvilenie) dostaneme:

1
Uo DL = ———

c .
;i tgge d (7.35)

R

Ve.lic‘.inu

2
7= Rz+(ax.-—'—-
@C

nazyveme impedanciou obvodu. Z4vislosti I (@) a ¢(w) sd gndzornenéd na
obr. 7.9. o

Zo vztahu (7.35) vyplyva, %e rezonancia nastane pri &L - -Z}—é = 0, odkial
A . .

dostaneme, Ze rezonanind frekvencia o, = V—f-a sa rovnd vlastnej frekvencii

voInych kmitov netlmeného LC okruhu, Fdzovy posuv ¢ medzi pridom a naphe
tim je pri rezonancii rovny nule.
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w
wl
2
w
. -
2 Obr. 7.9

Pre w‘mo je 4<0, a teda prud predbieha napltie, pre &4 >4, Jje @ > o?
prdd za napdtim zaostdva, ‘ ' '

Podobns ako v pozn‘émka state 7.5 vyjadrime stredny vykon elektrického prti‘d\i

v dkruhu

1’.l‘
.N=—jUIdt
- T

o

Po dosadeni postupne dosteneme:

T :
1 :
N=;f Uy, cos@t . I, cos (Wt -¢) dt =
0
U, I, r
)
= f cosdt [coawt cos ¢+ sindt siny]dt =
T o : .
1 Yo I : ,
==U, I co8@=——.,—=cos¢@=U, . I, cosg (7.36)

2" /2

Maximdlnu prdcu kond zdroj elektromotorického napHtia ze rezonanc'iev,‘preto-
~ %e vtedy mé svoju meximélnu hodnotu ako cos ¢, tak i I . Velidiny U, a

I‘, nazyvame efektivnymi hodnotami napétia a pridu, cos ¢ Je d&innfk okru-
hu, '

2
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7.7 SKLADANIE ROVNOBEZNYCH HARMONICKYCH
KMITOV

V mnohfch pripadoch pdsobi na teleso silasne viacero sil, ktoré, keby pbsobi-
1i samostatne, by spdsobili harmonicky pohyb s prisludnou frekvenciou a ampli-
tddou. Pri sdlasnom pdsobeni tfchto sil bude pohyb superposiciou jednotlivych
pohybov. V3eobecna plat{, %Ze ak nejakd fyzikdlna veli¥ina vyhovuje linedrnej
diferencidlnej rovnici, plat{ pre tdto veli¥inu princip superpozicie. Rovnica
(7.23) je 1linedrna, preto ak vnitend sila F, cos #, t vyvold pohydb udany
vjohylkou x, = A, cos (W,-t - ¢@,), kde A,, ¢, sd dané rovnicami (7.25) a
(7.26), & podobne sila F, cosdl, t spdsobl vichylku x, = A, cos (W, t =~

- 9)2), sddasné pdsobenie sfl vyvold pohyb, ktory Jje superpoziciou Jednotli-
v¥ch pokybov, t.J.

x«.' X, + X = A cos (6, t =9)) +Aycos (@) L -g)) (7.37)°

V§aledny pohydb dany rovaicou (7.37) je v3eobecne nie harmonicky pohyb. Obme-
dzime sa tu na 4va v¥znatné pripady:

a) Wy =Wy 4), + &12, t.jo. ide o skladanie kmitov blizkyéh frekvencii. Pre
Jjednoduchost volme Ay = A, = A, ¢, = (fz = O, Poslednd podmienka je ne-
podstatnd; vieme, %e vhodnou volbou okamihu t = 0 moZno dosiahnut, aby
fé4zové kondtanty boli rovné nule. Potom (7.37) d4va:

Wy =@y @y +d,
xaA(coaw1t+coswzt)=2Acoa t . cos t
= 2Acosflt coswt (7.38)
kde
_Qs- - W =
- 2 2

Pohyd vyjadreny rovnicou (7.38 mdZeme povaZovat za harmonicky s kruhovou

frekvenciou . '
LWyt 412
w =

2

rovnou aritmetickému priemeru frekvencii jednotlivjch pohybov, a 8 ampliti-
dou B, ktord sa s fasom pomaly meni

612 -4,
B= 2 A cos

t
2
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éasovy priebeh vysledného pohybu je zndzorneny na obr. 7.10, kde prerudovanou
giarou je vyznaleny priebeh amplitddy B. '

Obr. 7.10

Ak takéto kmity Jje miteny konat bubienok ndsho ucha, podujeme kol{sanie hla=-
sitosti. Ucho Jje necitlivé na fdzu harmonického pohybu, zaznamendva druhd
mocninu amplitidy. Ked%e polas jednaej periédy»zmeny amplitidy m4 absoldtna
hodnota B dvakrAt maximum, peridda rdzov T, ea& urif, ako je to zrejmé i
z obr. 7,10, z podmienky

W, -
2 =,
- Tr=@’
z &oho .
2% , W, W, oy 1oz
T = : B e — a— R - «39
r w?_-a,' S Y Y B 1 :

Frekvencia rizov sa rovnd rozdielu frekvencif jednotlivych kmitov. Pomocou
rdzov mofno kontrolovat rovnost frekvencif{. Ako sa frekvencie dvoch harmonic-
kych signdlov bli%¥ia k sebe, frekvencia rézov sa zmensuje a pri ich rovnosti -
rdzy vymiznd. Na merani kmitodtu rdzov je zaloZend metdda urfenia frekvencie
porovndvanim so signdlom zndmej frekvencie.

b) W, = &, =& . Vysledny pohydb bude, zrejme, harmonicky pohyb a kruhovou
frekvenclou W, CiZe

A

; cos (wt + 061) + A, cos (Wt +062) = A cos (wt + )

kde A a o« treba urdit tak, aby platila tdto rovnost, Hodnoty A, mdieme

uréit Bomocou vyjadrenia vychylky hmotného bodu, ako priemetu rotujiceho vek-
tora A do smeru osi x, ako to bolo vysvetlené na obr. 7.2. Vektor X do-

staneme eko sifet vektorov A,, A2 podla obr. 7.11. Z tohto obrézku hned m4-
me pre amplitidu vysledného pohybu

A= VA? + a2 + 24, A, cos (@, = #) (7.40)
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obr. 7.11

Pre %as ¢t = 0 2z obr. 7.11 mime:

A‘ sin x, + Aa 8in ¢62
tg X = '

A‘ cos 061 + A2 cos 002

7.8 SKLADANIE KMITOV NA SEBA KOLM{CH

a) Rovnaké frekvencie

(7.40°)

Nech m4 hmotny bod kmitat v smere osi x a y 8 rovnakymi‘ frekvenciami

Wy = 02 = & a fdzovym rozdielom oC:
x = x, cos 4t

y=y, cos (Wt + o)

(7.41)

Aby sme ur£ili trajektoriu bodu, vyludime z tychto rovnic &as. Druhd 2 rov--

nic (7.41) prepiSeme a dosadime do nerj rovnicu prvi. Mdme:

y X
— 2 0B84t COBXA~ Bin gt 8in &2 — co8 W= 8indt 8ink
Yo %o
z &oho ‘
y x 2 . 2
— - OB K e (- sina&t 8in o)
Yo xo '
¥y \2 [/ x\2 2xy
— + | - coazw - — cos & = sinza)t ainzx
Yo \ %o X% Yo

Ked pouZijeme

2 2 x \2
einélt=l-cosmt=1-(-;->
_ | >
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x \2 y ¥ xy 2
_— + [ = - cis £ = sin“x : (7.42)
X Yo X0 Yo :

Je to rovnica elipsy. V3eobecne je vysledny pohyb, vznikajuici zloZenim dvoch

navzdjom kolmych kmitov s rovnakou frekvenciou, pohyb po elipse. Tvar a po-

_ loha elipsy zévisia od amplitdd x,, ¥, skladanych kmitov & od vz4djomnej
f4zy kmitov. Niektoré osobitné pripady sd zndzornené na obr. 7.12,

8 N
5% )

=0°  A=45" £=90° &=120° «£=180°

méme

Obr, 7.12
1. = 0: u¥ z (7.41) dostdvame % = %2, o je rovnica priamky. V tomto pri-
 pade hmotny bod kmitd pozal% priamkg y= %2 Xo
o N

Y x \2 ¥\ . . .
2, ¥ =5: 2 (7.42) dostévame (;—) +<y ) = |, % je rovnica elipsy, kto-
() 0
rej osi si rovnobeiné so siradnymi osami. Ak x, =y, , elipsa prejde
v kruZnicu.

ZloZenim dvoch kolmych harmonickych kmitov 8 rovnakou frekvenciou dostaneme
v3eobecne pohyb po elipse, v osobitnfch pripadoch pc priamke a kruZnici,

A naopak, pohyb po elipse moZno rozloZit na dva kolmé harmonické pohyby da-
né rovnicami (7.41). '

b) w #¢vz. "Pohyb, ktory vznikd zloZen{m dvoch harmonickych pohybov 8 ne-
rovnekymi frekvenciami, je velmi 2zlo%ity. Krivka, ktord bod pri takomto
‘pohybe opisuje, je dokonca nie uzavretd. Uzavretd krivku dostaneme len
v pripade, ked frekvencie skladanych kmitov sy v pomere celych &fsiel.
Prislusné :trivky sa nazyvajui Lissajoussove krivky a pre niektoré pripady
su zndzornené na obr. 7.13.

) /b w/2 | 3w/2

ol \
- SBREC

Obr. 7.13
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Qbr. T.11

Pre 8asa ¢t = 0 3z obr. 7.11 mime:

A, 8sin x, + A2 sin x?_ ,
tg o= (7.40)
AI cos K«‘ + A2 cos 002

7.8 SKLADANIE KMITOV NA SEBA KOLMYCH

a) Rovnaké frekvencie

Nech md hmotny bod kmitet v smere osi x a y 8 rovnakymi frekvenciami
W, = dlz = ¢/ a fdzovym rozdielom o:

x = x, cosdt

: (7.41)
y =y, cos (Wt + @)

Aby sme ur&ili trajektoriu bodu, vyluidime z tychto rovnic &as. Druh\i % rov- -
nic (7.41) prepiSeme a dosadime do nerj rovnicu prvi. Mdme:

Y X
- = co84t COBX~ B8in @t 8in &= — co8 X= 8inwt sinx
Yo X
z &oho ‘
y x 2 ‘ 2
— . —00B 6 =z (- sinat 8in o)
Yo X%
/[y \2 x \2 - 2xy
— + | - coszw - cos & = sinza)t ainzoc
Yo \ %o % Yo

Ked pouZijems

| S
8in®yt = 1 - cosPyt = 1 - (;—)
' (+]
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x \2 v ¥ xy .2 |
— + [ — - cis & = sin“x : (7.42)
Xo Yo Xs Yo ,

Je to rovnica elipsy. V3eobecne je vysledny pohyb, vznikajuici zloZenim dvoch
navzdjom kolmych kmitov s rovnakou frekvenciou, pohyb po elipse. Tvar a po-
loha elipsy zévisia od amplitid x,, Yo skladanych kmitov a od vzijomnej
f4zy kmitov. Niektoré osobiiné pripady sd zndzornené na obr. 7.12,

AN
. NS

a=0"  A=45" 4=90" «=120° «=180°

méme

Obr. 7.12
e ® = 0: ut z (7.41) dostdvame % = %2, ¢o je rovnica priamky. V tomto pri-
pade hmotny bod kmit4 pozdls priemky y = ;2 X.
o

4 x \2 ¥y \ . . .
2, ¥ =5 2 (7.42) dostéveme || + v = 1, &o je rovnica elipsy, kto-
(v} o
rej osi si rovnobeiné so suradnymi osami. Ak Xy = Yoo elipsa prejde
v kruZnicu,

Zlo¥enim dvoch kolmfch harmonickych kmitov s rovnakou frekvenciou dostaneme
v3aobecne pohyb po elipse, v osobitnfch pripadoch po priamke a kruZnici.

A neopsk, pohyb po elipse moZno rozloZfit na dva kolmé harmonické pohyby da-
né rovnicami (7.41).

b) @ # &,. Pohyb, ktory vzniké zloZenim dvoch harmonickych pohybov 8 ne-
rovnakymi frekvenciami, je velmi 2zloZity. Krivka, ktord bod pri takomto
‘pohybe opisuje, je dokonca nie uzavretd., Uzavretd krivku dostaneme len
v pripade, ked frekvencie skladanych kmitov sd v pomers caelych &fsiel,
Prislusné krivky sa nazyvajui Lissajoussove krivky a pre niektoré pripady

si zndzornené na obr. T.13.
i

sl 0 w/h /2 3n/2

0
SSRIE
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7.9 FOURRIEROVA ANALYZA PERIODICKEHO
POHYBU :

Doteraz sme aa zaoberali len harmonickymi oscildciami, a to nielen preto, %e
sd najjednoduchsie, ale i preto, Z%e Tubovolny periodicky kmitavy pohyb, popi-
sany periodickou funkciou x = f£(t), moZno povaéovaf za supqrpdziciu Jednot -
livych harmonickych pohybov. V predmete Matematika sa dozviete, Ze kaZdu pe-
riodickd funkciu f£(t), t.j. takd, pre ktord platf f£(t + T) = £(t), kde T

je peridda, a ktord splna tzv. Dirichletove podmlenky, moZno rozloZit do Foupr-
riesrovho radu:

A
o
£(t) = == + A, cos Wt + A2 co8 24t + ... + An cos noJt + ...
2 A

+B, sin@t + B, 8in 24t + ... + B sinnut + ... =

=—+ZA cos nwWt +§_ B, sin na t (7.43)

n=1 =1
2% . )
kde 4 = -1-:-—, T Jje perioda, t.j. velifina, pre ktori plat{ £(t) = £(t + T),

Frekvencia & sa nazjva zékladnéd frekvencia; frekvencie 2 &, 3 &, ... 84
vy83ie harmonické frekvencie, Koeficienty Ay, B, dostaneme z nasledujicich
vztahov:

2 a+T 2 8 +T
- f £(t) at; A -I £(t) cos nwt 4t
'r a nory
(7.44)
5 a+T
B =—j £(t) sin nwt 4t
n 9

,

kde a Jje Iubovolné ¥islo.

Urlenie koeficientov A, B, nazyvame harmonickou alebo tie%¥ Fourrierovou
analyzou vy3etrovaného kmitania,

Rozklad periodickej funkcie do Fourrierovho radu umofnuje vypotftat aj vy-
sledny pohyb hmotného bodu za uW&inku Tubovolnej vnitenej periodickej sily
Fy(t). Tito silu moZno rozloZit do Fourrierovho radu & diferencidlnu rovnicu
pre vynitené kmity (7.23) riedit pre ka?dd zloZku Fourrierovho rozvoja oso=-
bitne. Ked%¥e rovnica (7.23) je linedrna, vjsledné rieSenie bude dané si¥tom
rieSeni pre jednotlivé zloZky Fourrierovho rozvoja vmitenej sily.
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7.10 VLNENIE, ZAKLADNE POJMY

Doteraz sme si v3imeli kmitaevy pohyb izolovaného hmotného bodu., Ak v3ak kmi-
tajici hmotny bod (Zastica) je sifastou hmotného prostredia, v d8sledku vzd-
jomného p8sobenia jednotlivych tastic prostredia kmitajdica &astica vyvold
kmity susednych Zastfc, tie daldfch atd. Jednotlivé ¥astice pritom odovzd4-
vajdi energiu suéednym, &i%e prostredim sa 8{ri energia, Teda kmitajica &asg-
tica je zdrojom kmitov (Ziaridom), ktoré sa 3iria na vietky strany. Pritom
jednotlivé Castice prostredia kmitaji okolo svojich rovnovdinych polsh s ur-
Zitym oneskorenim vodi kmitaniu zdroja a voli sebe navzdjom, pretoe prenos
kmitania vZdy prebieha urditou kone&nou rychlostou. Pohyb, ktory v prostred{
vznikne, nazfvame vlinenim, alebo tie% hovorime, %e sa prostredim 3{ri vlna.

Oblast, kde kmitajd vsetky Castice prostredia, nazjvame vlnovym polom. Plo=-
chu oddeXMujdcu kmitajice &astice prostredia od Zastic, ktoré e3te nezadali
kmitat, nazyvame %elom vIn. V izotropnom prostredi smer 3frenia sa vlnenia
Je kolmy na &elo vlny. Smer postupu vlinenia, teda smer kolmy na %elo vlny,
nazyvame liZfom. Ak &elo viny je rovina, vlinu nazfvame rovinnou vlinou, ak Jje
%elo vlny gula - vlinu nazyvame gulovou vinou, Ak kmiteji astice v priamke,
pozdfz ktorej sa vlnenie 3iri, vlnenie naszjvame pozdl¥nym. Ak s kmity Sas-
tic kolmé na smer postupu vlnenia, nazjvame vlinenie priednym. V plynoch a
kvapalindch sa 8{ri len pozd{?¥ne vlnenie, v pevnych ldtkach ako pozdlZne,
tak i priene vlnenie. Ak smer kmitov vdetkych Zastic pri priednom vineni je
atdle ten isty, hovorime, %e vlnenie je linedrne polarizovanéd, Taky druh vl=
nenia, pri ktorom kmitaji jednotlivé Zastice prostredia, nazjvame mechanic-
 xfm vinenim, aby sme zd8raznili, Ze kmity vykondvaji hmotné objekty. V elek- -
tromagnetickej vline nekmitaju hmotné &astice, ale 8 Zasom sa menia intenzita
elektrického a intenzita magnetického pola., Takéto vlnenie sa 8fri i vdkuom,

Najprv preberieme r8zne typy mechanického vlinenia. Vlestnosti elektromagne~
tického vlinenia preberieme osobitne.

7.11 MATEMATICKY POPIS 5fRENIA SA VLNENIA.
ROVNICA VLNENIA '

Ozname znakom u nejakd fyzik4lnu veli¥inu, ktord popisuje urdity fyzikdl-
ny stav, Napr. u md%fe byt vychylka &astice prostredia z rovnovdZnej polo-

hy, zmena tlaku plynu, intenzita elektrického, magnetického pora atd. (v pri-
pade vektorovej velidiny je u vektor). V ustdlenom stave je u konitanta.
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Ak sa rovnovainy stav porud{ v niektorej &asti prostredia, porucha rovnovai-
neho stavu - rozruch - (signdl) sa bude X{rit a veli%ina u bude funkciou

polohy i Zasu,

Nech smer 8irenia sa rozruchu je totofny so smerom osi x, Ak v bode x = Q
je %asovy priebeh rozruchu dany funkciou u(t), v mieste vzdialenom o x od
po¥iatku sa bude priebeh ult) opakovat o %as t’ = % neskfr. Pismenom ¢
sme oznalili rychlost 3{renia sa rozruchu., Veli¥ina u bude teda funkciou
nielen ¢asu, ale i polohy:

ulx,t) = u(t=t’) = u (t. - -’c-‘-> (7.45)

Takyto zdpis vyjadruje postup rozruchu v smere osi x, prifom sa rozruch ne-
deformuje pri svojom postupe. Rozruch u, postupujdci v opalnom smere, t.j.
oproti smeru osi x, je popisany funkciou

< ,
Mxﬁ)=u(t+:> , (7.45")

Priebeh u(x,t) dany rovnicami (7.45) & (7.45°) je zndzorneny na obr. T.14-
pre tri rfzne Sasové okamihy (ako keby sme rozruch "odfotografovali®™ v troch
réznych okamihoch).

‘U U

X : X

Py
2 A

X X
,fﬁﬁé_i AR \ y
a) u=u(t-3c(—) b) u=u(t+-é—)
obr. T.14

D8lezity je najmé priped, ked rozruch je nie Zasovo (teda ani priestorovo)
obmedzeny¥ a je dany harmonickou funkciou

x 4 x

u(x,t) = u, coea)(t - —) = u, cos (wt - —— (7.46)
¢ c

Rovnicu (7.46) nazfvame rovnicou harmonickej vlny. Popisuje rovinnd harmo-

nickd vlnu, postupujdcu v emere osi x. u, v rovnici (7.46) je amplituda

vlny, 4 kruhovd frekvencia,

Kosfnus je periodickd funkcia. V rovnici (7.46) je jeho argument funkciou
dvoch premennych: x,t. Je teda periodickou funkciou v %ase i v priestore,
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Pri fixovanej polohe (x = const) rovnica (7.46) popisuje harmonicky pohyb,

ktory vykondva Sastica nachddzajica sa v tomto mieste, Vyraz -‘%’-‘- Je fdzov4
kon3tanta, Casovd peridda tohto pohybu je podYa vztahu (7.2) T = -23%6-. Prig-
storovd periodu funkcie (7.46) ndjdeme, ked fixujeme %as (t = const). Z pod-
" mienky periodickosti kosinusu, sk ozna¥ime hladand priestorovi pericdu pisme-

nom A, ¥i%e z podmienky

@(x +2)
(—-—+ 2ﬂii>= au:--——f-——

c
dostaneme:

2%c ¢
ﬁlgz@=})\= W =7=OT (7047)
c .

kde sme pou%ili vztahy w = 2%V, T = ;‘,—.

Veli¥inu A nazjveme vinovou dfZkou. Pod¥a (7.47) je to vzdlalenost', ktord
vinenie prejde poéas Jednej Zasovej per:.ody T.

Potom rovnicu (7.46) moZno prepisat_: na &asto poufivany tvar

2% ‘ '
u(x,t) = u, cos (wt -5 X (7.48) -
2y :
alebo ak oznalime S5 T K, kde K nazyvame kruhovym vinovym E{slom, mdZems
rovnicu vlnenia prepisat do tvaru symetrického vzhledom na premenné t¢,x:
t x
u(x,t) = u, cos (¢t - K x) = u, cos 24 (; - -X> (7.49)

Rovnica (7.49) popisuje rovinni vinu postupujicu v smere osi x. Rovinnou
vinou rozumieme taky vinu, v ktorej geometrické miesto bodov rovnakej fézy
84 roviny. Napr. v okamhu t bude geometrické miesto rovnakej fdzy § dané
rovnicou

Wt -§
K

<E= wt-i(x==>x=

% je rovnica roviny 6 rovnobefnej s rovinou yz (obr. 7.15).

]

Mno%ina bodov, v ktorych mé vina v danom &ase rovnakd fdzu, nazyvame vlno-
plochou.

Vlinovy stav v TubovoXnom bode, danom polohovym vektorom ?, mbZeme vyjadrit
i takto (obr. T.15):
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—
u($,t) =u, cos (4t -Ki.T)
preto¥e x =r , i, kde i Jje jednotkovy vektor v smere osi x.

6

S

Obr. 7.15

Ak vlnenie postupuje v nejakom v3eobecnom smere, danom jednotkovym vektorom
3’, rovnicu vlnenia moZno zapisat analogicky ako pre vlnu postupujicu v ame-
re osi x: '

u(T, t) = u, cos (0t =Kn. D =u  cos (wt -X.7 (7.50)
kde
KSKnsTn (7.51)

nazyvame vlinovym vektorom.

Obmedzime sa na 3tidium len harmonického vlnenia, pretoZe podobne, ako sa
spomenulo v stati 7.9, ka%dé periodické vlnenie moZno nahradit superpoziciou
Jjednoduchych harmonickych vlneni,

\

-~ N
4 4 feat
AN\
\ X
/
/ .

obr. 7.16

Grafické zndzornenie Sirenia sa harmonickej vlny je na obr. 7.16, kde sivis-
lou ¥iarou je zobrazend zdvislost vychylky Sastic 2 rovnovdinej polohy v &a=-
sovom okamihu .t preruSovanou diarou v %ase t + At. Pri t = tonst Je
zdvislost (7.46), a teda i (7.48) a (7.49) harmonickou funkciou polohy x.

V tase t + At, kde bude priebeh vychyliek v zdvislosti od x taky isty
eko v fase t, len bude posunuty vpravo o Ax = c . At, C‘astice v rdznych
miestach x kmitaji s rovnakou amplitudou, ale 8 nerovnakou fdzou., Miesto

kon3tantnej f4zy sa pohybuje. Ak poloZiime fAzu a)(t. - %) = const, jej zme-

na w(dt - 25) = 0, z &oho vyplyvae, Ze %—% = ¢, teda rychlost, askou sa 5{ri

vlinenie, je rychlost 3irenia sa f4zy. Nazyva sa preto i fdzovou ry¥chlostou.
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Pozndmka: Netreba si mylit rfchlost postupu vinenia ¢ so skuto¥nou rjch-
lostou dastice, vykondvajucej kmitavy pohyb okolo svojej rovnovdZnej polo-
hy. Skuto&nd rychlost Zastice je dand &asovou derivdciou jej polohového vek~
tora (v tomto pripade vychylky u 2 rovnovd%nej polohy):

du
v= ;— = -uwein (vt - K x) (7.52)
% /

T.12 STOJATE VLNENIE

Ak prostredim postupuju dve alebo viac vlinen{, v¥sledna vfchylka Zastice

2 rovnovédZnej polohy je dand suftom vfchyliek prisliuchajdcich jednotlivym
vlndm, t.j. nulx,t) =u,(x,t) + u,(x,t). (Predpokladéme, Ze ide bud o vine-
nie pozdIZne, kde netreba brat do \dvahy polarizdciu vlnenia, alebo prieéne
vlnenie 8 rovnakou polarizdciou.) VeImi ddleZity Je pripad, ked dve viny po-
stupujd v navzdjom opedngch smeroch. Takdto situdcia Zasto vznikd vtedy, ked
sa vina 3{ri v ohranilenom prostredi. Pri dopade na roghranie dvoch prostre-
d{ sa vlna odrdZa., Pri odraze od prostredia i\plne tuhého (ktoré nemdZe kmi=-
tat) zmen{ vlna, odrazend voli dopadajicej, svoju fdzu o &, kym pri odrage
na rozhrani s védkuom (pripadne vzduchom) zmena f4ze nenastane. Na obr.7.17a
Je znédzorneny odrag harmonickej vlny od upevneného konca ty%e, ns obr,7.17b
od volného konca tyZe. Dopadajuce viny su zndzornené sivislimi Xiarsmi odra-
zend prerusovanymi. Striedavimi bodkami a ¥iarkami je zndzorneny priebeh vl-
nenia, kedy nenastal odraz. Zdroj vlnenia 2Z je v mieste x = O,

-
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obr. T.17



Nach dl%ka ty¥e je 1. Aby sa vlinenie po odraze dostalo do bodu x, musi
prejst vzdialenost 1 + (1 - x) =21 - x,

Pre vlnu odrazend od pevného konca ty&e dostdvame v mieste x:

i 2%(21-x)
uz(x,t) = u, cos |t - > +% | =
_ 24x 441 '
= - u, cos @t +’ 5 . (7.53)
a pre vlinu odrazeni do volného konca
) 2%x 4%1 R
uy(x,t) = u, cos | Wt + —— = —~— , (7.537)

. 481
Ak v tfchto vztahoch kon3tantny ¥len —”;‘:;"' vynechdme ako nepodstatny pre

dalSie uvahy (alebo zvolime d{3ku ty%e 1 tak, aby 4";;1 = 2n% kde n

je celé ¥islo), vychylka Zastice z rovnovdZnej polohy bude dand siltom vy-
chyliek LTI p;‘islﬁchajﬂcich vlnédm dopadajicej a odrazenej:

: 2%x ' 2% x \
u=u‘.+u2=u°coa<wt- ) - u, cos (“"‘*'T" =
2%x
=2 u, sin s wlls sinat - (7.54)
pri odraze vlny od pevného konca tyfe a
2% 2% x
u=u'+u2=gocoa<wt--i-x +uocoa—-,)‘-—-
2% x , | .
= 2 u, cos T— cosdt (7.547)

pri odraze od voIného konca tyle.
Pri odvodzovani poslednfch vjrazdv sme pouZili znédme vztahy:

p-cx v {54-%
. 8in

cos 6 - cos b = 2 sin

v '¢+ﬁ %=
coeoc-i-coepBZcoe « CO8 >

Vrazy (7.54) a (7.54°) nevyjadrujd uf postupnd vlnu, pretofe neobsahuji fé-

zu charakteristickd pre postupndi vlnu, _t..j. 4t - 2_?{‘. Rovnice (7.54) a
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(7.54°) predstavuji jednoduché harmonické kmity, ktorgch amplituda je funk-
ciou- x a je dan4d vyrazmi: '

. . 2%x
A(x) = 2 u, sin 5 (7.55)
s 28 x
A’(x) = 2 u_ cos (7.55°)

o A

Takfto vinovy stav nazfvame stojatym vliuenf{m alebo chvenim. Dalej si budeme
v3imat len stojaté vlinenie, ktorého emplitdida je dand rovnicou (7.55), pre-
tofe pre (7.55°) by boli dvahy tie isté. S

24x
Body, pre ktoré plat{ -sin 5 = 0, ostdvaju stdle v pokoji, nekmitaji., Na-
z}vame ich uzlemi. Polohu n-tého uzla ur&fme z podmienky sin _TE = 0, &iZe

2% A . A
— % =AY => X, =n 3 vzdialenost susednych uzlov je X+ = Xy = 3

% *n
Body, ktoré kmitaji s maximilnou amplitudou nazfvame kmitnemi, ich polohu

uréime z podmienky |sin Zf" = {1, Vzdialenost susednych kmitni, podobne

ako uzlov, Jje '%, vzdialenost uzla od kmitns je %. Pomery pri stojatom vlne-~
ni sd zndzornené na obr. 7.18. Priebeh amplitudy dany vyrazom (7.55) je znd-
zorneny sdvislou &iarou.

M2 M

Mo AMh 7
1% gy
AT /(ﬂTi\
v U1V

Obr. 7.18

%

Priebeh okamZitych vychyliek je pre tri rbzne &asové okamihy znézorneny
orientovanymi udselkami a preruiovanou &iarou, uddvajicou okam%itd hodnotu
v¥chyliek u(x,t) v danom &asovom okamihu, Pismend K, U 2zna&ia polohu
kmitn{ a uzlov. ‘ '

‘Zésadny rozdiel medzi postupnou a stojatou vlinou je tento: v postupneaj vlne
kaZdy bod kmitd4 s rovnakou amplitudou, ale kmity r8znych Zastic prostredia



prebiehaji s rozli¥nymi fdzami. V Jubovolnom okamihu niektoré &astice maju
maximdlnu vychylku a si¥asne existuju Zastice, ktoré préve prechddzaji rov-
novéd%nou polohou, t.j. ich vychylka je nulovd. V stojatej vline vietky Zasti-
ce prechddzajuy cez rovnovdinu polohu sufasne. Pre vychylku dand rovnicou
(7.54) to bude, ked sinwt = O, Vietky Zastice v useku medzi susednymi uz-
lami kmitaji vo fdze. Body na opa&nfch strandch od uzla kmitaju v opadngch
f4zach (obr. 7.18). Ddle%ity rozdiel medzi vlnenim postupnym a stojatym Jje,
2e pri stojatom vlineni sa nediri energia,

4%
Pozndmka 1: Ak &len ~5~ 1 vo vztahu (7.53) a (7.53°) nezanedbdme, dostane-
me pre amplitddu stojatého vlnenia namiesto (7.55) a (7.55°) vziahy:

: 2% ‘ )
A(x) = 2 u, sin - (1 - x) (7.56)
, 2% \ )
A’(x) = 2 u, cos = (1 - x) (7.56°)

z ktorfch hned vidime, Z%e pri odraze vinenia od pevného konca tyZe (pre kto=-
ré plati (7.56)) mus{ vzniknit stojaté vlinenie s uzlom na konci, pretoZe -
A(l) = O, Pri odraze od volného konca vznikd na konci ty¥e kmitna, pretoZe

z (7.56') vyplyva, %e A°(1) = 1.

Poznémka 2: Ml8ky sme predpokladali, Ze amplituda u, dopadajﬂcej a odrase-
‘ne j u viny 8d rovnaké, V skuto&nosti prakticky vzdy u <u,e Dopadajicu
vlinu mOZeme vyjadrit ako superpoziciu vIn s emplitddami “01’ 020 Pre kto-
ré Ugy + 8o T o Ak zvolime Uy = ;, dopadajica vlina s amplitddou Uy
8 odrazenou vlnou dajui vznik stojatému vineniu a e3te v smere 0si x bude

- postupovat vina s amplitddou u 02° V¥sledny vinovy stav je v tomto pripade
dany superpoziciou stojatej viny a viny postupujicej v smere osi x.

7.13 DYNAMIKA SfRENIA SA VLNENIA

Pri vyéetrovani pohybu neaakého hmotného objektu za W¢inku sily F treba
rie3it pohybovd rovnicu Fsn . 2. Zrychlenie 3 Je druhd Zasovd derivi-
cia polohového vektora, v nasom pripade druhd derivdcia vychylky Zastice

z rovnovéainej polohy. Vyjadrime pdsobiacu silu v niektorgch zaujimavfch pri-
padoch a napileme prisludnd pohybovd rowvnicu,
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a) Pozdl%ne vlnenie v pruZfnej ty&i

Majme ty% valcovitého tvaru s prierezom S, v ktorej sa 3{iri vlnenie, ZvoTme
Zast tejto tyle, vallek obmedzeny v pokojovom stave rezmi 1, 2, ktorych
vzdialenost je Ax (obr. 7.19). V d8sledku existencie vlnenia v ty¥i prejdu
prierezy 1, 2 do polSh 1°, 2". Celkové sila p6sobiaca na zvolend &ast tyde

J_u_(l()_l ' Ulx+ax)

\ [ X
6 . 1 b
7/ \ 7 P2
L ax |
X
Obr. 7.19
. (B B L
je F = S((i'2 - 6'1), kde 6’1, 6’2 8d nap#tia 505 /7 prierezoch 1, 2.

Ked%e sily pdsobia v jednej priamke (v osi x), piSeme rovnicu v skaldrnom
tvare. PodPa Hookovho zdkona nap#itie 6 v ty¥i je priamo uUmerné relativnemu
pred{Zeniu & :

&€ = EE
u(x+2x) -u(x)

‘kde E je modul pruZnosti v tahu. Relatfvne predfZenie je £ = ’

‘ Ax
%o pre malé Ax, t.j. Ax—>0, predstavuje derivdciu u podYa x, t.j. &=
u .
8 o
=
%u
6’ 2 E =
9x
Potom

du %u
F = SE — - |
9x /2 Ox /1
kde indexy 1, 2 oznaluji, %e ide o derivdcie v prierezoch 1, 2. Pre
Ax —»0 je

@@ =33
— - |- B e — — Ax =
\8x/2 ax/t Ax 8:_2 ?x/1
) <3u> 32
2| — | Ax = — Ax
3x \ ox Ax2 :
N 8 4 gast & 8 1 F 3211 A xedz 82‘1
a t t bl ted il = SE x, 8@ kedZe & = co—m
vySetrovani %ast tyle pdso eda sila 5;-2 , 37
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a.hmotnosf zvolenej &asti tyéé Je Am=SAx 8 kde e Je merné hmotnosf,'
dostévgme:

?2u 3%
SE —— Ax = SAx o —
3x2 a2
z -%oho
‘ 9%2u E 2% (
— - — 7.5T)
32 9 ax?

Vidime, %e pohybové& rovnica pre msly zvoleny objem tyfe vedie k parcidlnej
diferencidlnej rovnici druhého rédu, ktoru mus{ splnat rovnica vlnenia
ui(x,t).

Pre prielne vlinenie 3iriace sa ty%ou plati podobnéd rovnica

a2_caa 7.58)
— R - +58
22 eax 7

kde G je modul pruZnosti v 3myku.

b) Pozdi%ne vlinenie v kvapalindch a plynoch

Nech sa vlnenie 8iri vo valci naplnenom kvapalinou alebo plynom., Na vysvetle-
nie pomerov znova pouZijeme obr. 7.19. Sila pdsobiaca na vybraty objem pro-
stredia je F=§ (p’ - pzx kde Py» Pp si tlaky-v prierezoch 1, 2. Nech
tlak za pokoja je p. Zmenu tlaku spdsobeni vlinenim nazjvame akustickym tla-
kom, Oznalme ho p,. Potom Py 2P * Pgyr Py =P + Pgoy 8 teda v§alednd ei~
la bude

1
F=38(pgy - Pgp) =-8 Z; (Pap = Pgy) Ax

&o pre Ax -—>0 d4va:

dp, \
Fz 8- Ax (7.59)
ox

Treba ur¥it pretlak .p,. Vyjdeme z definicie koeficientu stla¥iteTmosti 1,

~ ktory Jje definovany ako relativno zmendenie objemu vyvoland Jednotkovyn FA 212
Senim tlaku, t.j. 4 = - - g:- Pretlak p, v rovnici (7.59) nie je ni¥ iné,
ako dp v defini¥nom vztahu koeficientu stladiteInosti. Freto

1 Av 1 SAu

paS-— — T2 an e

T v T sAx
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%o pre Ax—> 0 d4va:

P S (7.60)
B e - — ()
Pa T 9x
Ked toto dosadime do rovnice (7.59), dostévame:
s 9% 32
- c—— X =9 e X e
T ax 312
8iZe
3% R 7.61)
9t e7 9x?
2%
T4to rovnica sa 118i od rovnfc (7.57) a (7.58) len konitantou pri 5—5.
x

¢) Priedne vlnenis v strune

Podobnym postupom ako v predchddzajicich pripadoch moZno dostat vysledok, Ze
pohybovd rovnica zvolenej &asti struny vedie k rovnici

Qzu P 32u 6
-a-t—z--;:a-;z- | (7.62)

kde P je sila, ktorou je struna napnut4, P Jje hmotnost pripadajdca na
jednotkovd df%ku struny.

T.14 VLNOVA ROVNICA

V predchddzajuicom &lénku sme ukdzali, %e rovnice vinenia u(x,t) musi splnat
diferencidlnu rovnicu uplne rovnakého tvaru bez ohladu, v akom prostredf sa
vlnenie #f{ri, Rovnice (7.57), (7.58), (7.61), (7.62) sa 1li8ia len kon3tanteu

2
pri Q_%, vyjadrujicou vlastnosti prostredia.
x

RieSenim uvedenych rowvnic je IubovoIlnd funkecia argumentu t , kde ¢ Jje

h. Ak pouii—

oK 3
Holx

ryochlost S8irenia sa vlnenia, t.j. f (t - §'>. Oznalme ¢ -
Jeme pravidlo pre derivovenie zloZenej funkcie, dostaneme:
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B8t 4,2

dh

3 ar B af 2 2 (df) a <df> 3h  a%¢
2t dh 3t  dan’ a¢2 [}

3¢ 4f 3h 1 af 9% 9 ( 1 df) a ( 1df>'ah
X

PEUSS  JE—. — 2 an -—-—' e 2% - e | & eae - row— o R
9x dh 9x ¢ dn’ ax2 O ¢ dh/ dh \ c dh/9x
1 alr
& omme  cwemmee
c2 dh2

Eite raz uvediem tie Zleny uvedenych rovnost{, ktoré si mdme vIimnit

% d2¢ 3% 1 a2
- . B o ey

?
3t2 an?  3x® ¢? an?

z ktorych dostdvame:

2% 9%
— G ——— . (7063)
?t2 Bx2 -

o Jje parcidlna difbrenclélna rovnica druhého ridu, ktorej vyhovuje Yubovol-
nd funkcia argumentu t - E TAto rovnica sa nazyva tieZ vlinov4 rovnica. Je
_ toto¥nd s rovnicami (7.57), (7.58), (7.61) @ (7.62). RieZenim tyghto rovnic
bude tede TPubovolnd funkeia tveru £ (t - 35, 3

pritom &len pri 5—2 mé vy
x ) )
znam 3tvorca rychlosti 3firenia sa vlnenia,

Rfchlosti 3irenia sa vlneni v pripadoch, ktoré sme prebrali, sd postupne:

R

Podobne sa moZno presveddit, %e funkcia f t + %) » ktord popisuje Xfrenie
s& rozruchu v opa&nom smere, je tieZ rieSenim vlinovej rovnice (7.63).

Vieobecné riedenie je superpoziciou tychto riedentf, t.j.
x x
c c

kde c,, c, sd Tubovolné kon3tanty, ktoré treba uriit pre konkrétny pripad
z po¥iatodnyfch a okrajovych podmienok,

Superpoziciou harmonick¥ch vlineni postupujicich proti sebe je stojaté vline-
nie, teda i vyrazy popisujice stojaté vlnenie
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2% x
u(x,t) = u, cos cos ot ' : (7.65)
1 ,
28x
u(x,t) = u, sin —— cosut (7.657)

si rieSeniami vlnovej rovnice, ako sa md%no presveddit priamym dosadenfm
tychto vyrazov do nej.

Pozndmka: Doteraz uvedend vinové rovnice platia pre vlnu postupujicu v smere
osi x, Ak vlna postupuje nejakym vieobecnym smerom, vlnovd rovnica bude mat

tvar
32 2 (ﬂzu 324 9% >
— O + +
382 \3x?2 9y2 92?

%o mo¥no krétko pfsat i ako

32
—-u = c2 Hu
9t2
kde
32 32 62
A= +

Jje tgzv. Laplaceov operator.

7.15 CHVENIE TYSE

Ak v ty¥i vzbudime rozruch, napr. krdtkym dderom kladiva na jeden koniec iy-
%e, dals{ pohyb bude spSsobeny len vnitronymi silami. Rozruch sa bude 3{rit
pozdl% ty%e, na jej konci sa odraz{, vznikne stojaté vlnenie (chvenie).

Vinovd af#ka a frekvencia takto vzniknutého stojatého vlnenia gdvisi od o~
krajov§ch podmienok, Vy3etrime teda, ako vplfvaji okrajové podmienky na
frekvenciu a vlnovd afiku stojatého vinenia, Uvehy budeme aplikovat na po-
sdf¥ne chvenie tyZe, ale platia i pre chvenie vzdudného stipca, struny a
iné pripady. : ‘ :



a) Ty¥ je upevnend na jednom konci (obr. 7.20)

Okrajové podmienky: ’
1e Vv mioste x =0 Jeo ty& upqvnené - mus{ tam byt uzol stojatého vlnenia,

2. koniec ty¥e (x = 1) je volny, mus{ tam vznikndt kmitna.

4 .
: ]
-\
Abd":><”/llﬁfti
Z N
. .
Obr. 7.20 - n:?-_l

Z toho,ako nédzorne vidiet na obr. 7.20, vyplyva, %e na dl%ku tyde pripadd ne-
pérny polet Stvrtvin ' ‘

' 2z 41
l=(2n-l) = => )‘n = (7.66)
4 2n-1
kde n = ‘,2,3,00.
Vinovym df%kem )\, prisluchajd frekvencie
c 2n -~ 1{/E
Vp=2— = - = (2 n-1) v, (7.67)
Xn 41 e
1 ||E ,
kde Y, = I-I - Je tzv, zdkladnd frekvencia prislichajica n = 1, Frekven-
e

cie prisldchajice n s 2, 3, ... 84 vy33ie harmonické frekvencie, Ty& upev-
nend na jednom konci teda md%e chviet len na frekvencidch rovnych nepdrnemu
ndsobku zékladnej frekvencie., Vidime, %e frekvencné spektrum je diskrétne.

Uvedenym okrajovym podmienkam vyhovuje riesenie vlinovej rovnice v tvare
(7.65). Skuto¥ne pre x = 0 Jje wu(x,t) = 0, pretoZe amplitida stojatého vi-
nenia je dand sf{nusovou funkciou. Na konci ty&e mus{ byt splnend podmienka

2%1 2%1 % 41
sin =1 — (2 n-l)E-==>ln=
n n 2 n -1

%o je (7.66).



b) Ty& plne voInd (obr. 7.21)

Okrajové podmienky:

1. v mieste x = 0 Jje voInf koniec ty¥e - mus{ tam byt kmitna,
2. d@ruhy koniec je tieZ volny - musf{ tam byt kmitna,

$ — ,
\\__\/\}
I):’ Obr. 7.21

Na df#ku tyZe pripadd celo¥iselny ndsobok %. Taeda

oY 2
1l =20 = => )n B cmm— ‘ (7.68)
n n

Vinovym df%kam ’)n prislichaji frekvencie

kde v, = -EJ-IVE Jje zdkladnd frekvencia,

Teda v tomto pripade md%e ty% chviet na frekvencidch rovnych celofiselnému
ndsobku zdkladnej frekvencie.

Videli sme, Ze ty&, v ktorej sme vzbudili vlinenie a potom je ponechand sama
na seba, chveje len na urditych frekvenciéch, ktoré nazyvame vliastnymi frek-
‘venciami. Keby chvenie tye bolo sbbaobané zdrojom harmonického vlnenia, tyZ
by vykondvala vymitené kmity. Frekvencia vlinenia v tydi sa rovnd frekvencii
zdroja. Ak vnidtend sila pdsobi na koniec tyZe, ktory i za pbsobenia tejto
sily moZ%e povaZovat za vorhy, rezonancia v ty&i nastane pri frekvencii vnd-
tenej Bily rovnej jednej z frekvencif vlastnych kmitov ty&e. Rezonen¥né chve-
nie telies md%e byt také intenzivne, %e mbdZe viest k ich rozruleniu., Ak chce-
me gabrénit chveniu, musime teleso upevnit v mieste kmitne. Upevnenie telesa
v uzle nemd ¥iadny vplyv na prebiehajiuce chvenie.
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7.16 INTENZITA VLNENIA

Pri postupnom vlnen{ prostredim, postupuje zmena stavu prostredia vyvoland
zdrojom vlnenia, Jednou z praktického hladiska najddleZitejifich velilin si-
visiacich so stavom prostredia je energia. Pri postupnom vlneni ea prendia
energia.

Mno%stvo energie, ktoré prejde za jednotku Sasu cez plochu S, nazjvame to~
kom energie cez tito plochu, alebo tieZ tokom Ziarenia P (Ziarivim tokom)

aw
P = eme - . (7.70)
dt

kde dW 2znali mnoZstvo energie, ktoré prejde uvaZovanou plochou S za &%as
dt. Ziarivy tok P sa v SI sistave meria vo wattoch.

Energiu, ktord prejde za jednotku Zasu cez jednotkovd plochu postavend kolmo
na smer postupu vlinenia, nazyvame intenzitou vlinenia (Ziarenia) I:

, ap

s,

kde dP je Ziarivy} tok prechddzajici cez pldédku d4S, ktorej priemet do eme-
ru kolmého na smer postupu vlinenia je dS; = dS cos x, ako je to zndzornené
na ovr. 7.22.

Oobr. 7.22

Ak intenzite vlinenia priradime vektor rovnobeZny so smerom postupu vlinenia, -
méme pre Ziarivy tok podla (7.T1)

—>
I

@P=14ds, =1 .as { (7.72)

Za jednu sekundu préjde pl8ikou A4S (obr. T7.22) energia obsishnutd vo valci
obmedzenom prierezmi 1, 2, teda energia v objeme ¢ . dS,.
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Ak oznas¥ime pismenom W energiu v objemovej jednotke (Z8iZe hustotu energie),
méme dP = ¢ dS, W, a teda podla (7.71)

aP
as,

I= =cw _ ‘ (7+73)

To plat{ v3eobecne. Pre mechanické vlnenie je w rovné si¥tu hustoty kine-
tickej a potencidlnej energie, w = w + w . Hustota kinetickej energie je

zrejme w, = -12 @ v2, kde @ je mernd hmotnost prostredia, v Jje rychlost

Zast{c prostredia dand vztahom (7.52)., Teda pre harmonické vlinenie

1 Ve 1
= = — = - 2 .2 .. 2 -
W > e (at) > @ w® uy sin (wt - K x)

MéZeme ukdzat, Ze hustota potencidlnej energie sa rovnd hustote energie ki~

netickej, t.j. W, 2 woe Potom celkovd hustota energie je

2

" sin? (wt - K x)

w = e w2 u
Intenzita vlnenia

I=cw=c9m2u§sin2(wt-l(x) o (7.74)
Je z4visld od Zasu. Vo vHZ8ine pripadov predmetom zdujmu je nie okam%itd hod-
mota intenzity vlnenie, ale jej strednd hodnota a nazjvame ju intenzitou vl-
nenia. Ked%e priemernd hodnota funkcie sinz(wt. - K x) potas jednej periddy

sa rovné %, pre strednd hodnotu intenzity vinenia dostdvame:

1
I, = -2- ¢ o @l u§ | (7.75)

7.17 ZVUKOVE VLNY

D8le%ity druh vlnenia sd akustické vliny (zvuk), t.j. také mechanické vlinenie
3iriace sa pruinym prostredim (plynom, kvapalinami, pevnymi ldtkami), ktoré-
ho rogsah frekvecnif{ je od 20 Hz do 20 000 Hz. V tomto rozsahu je Iudské ucho
schopné vlnenie vnimat, V 3ir3om slova zmysle stotoZnujeme pojmy zvuk & mecha-
nické vinenie., Zvuk s kmitodtom niZ3im ako 20 Hz sa nazyva infrazvuk, zvuk

8 kmito¥tom vyZ¥im ne% 20 000 Hz je ultrazvuk.
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Na n48 sluchovy orgén obyfajne dopadd vlinenie 3iriace sa vzduchom. Zvukov4
vlina predstavuje #iriace sa 7meny tlaku. Tieto. zmeny si pomarneArychle, tak-
%e ich moZno povaZovat za adiabatické. Vo vyraze (7.64) pre rfchlost zvuku,
ktorf tu znova uvidzeme

1

C = |/ e

Te

je teda koeficient 7 adiabatickym koeficientom stlafiteInosti. UrZme ho.

Pre adlabatleky dej plati Poissonova rovnica (5.91) »p v = const, Jej di-
derencovanim dostdvame dp . Vaz + ®p . V ! av=0 g Zoho %! = -’gf
a koeficient stla¥itelnosti je P P

4av 1

1
f:x‘.—.-_ -
V d¢p Rp

Potom pre rychlost zvukovych vin 5 plynnom prostred{ médme

P RT :
c = I/'%— = I/'&-l-l- (7.76)

kde pri odvodeni posledného vyrazu sme pou!xli e = V a stavovi rovnicu
p.Ve= H RT. M je moldrna hmotnost, %= —2 Z (7.76) vidime, %e rychlost
zvuku v plyne zAvis{ od pomeru tlaku a hustoty plynu, a nie od velkosti tla-
ku a8 hustoty osobitne., Ffomer je funkciou len teploty (ak szloZenie vzdu-
chu zostdva rovnaké). Podla vz%ahu (7.76) rychlost zvuku vo vzduchu nezdvi-
s{ od vlnovej dI%ky, %o je experimentdlne overené, Tak isto hodnota rychlos=
ti zvuku vypoditand zo vztahu (7.76) je v zhode s experimentdlnymi ddajmi.,
Rfchlost gvuku vo vzduchu mé pri t = 0 °C hodnotu ¢ A2330 m za sekundu, & .
teda frekvencidm zvukového rozsahu odpovedajice vlnové alixy sd pr1b11ina

v rozmedzi od 15 m do 15 mm,

Vetah (7.75) pre intenzitu vlinenia nie je v akustike vhodny¥, pretofe obsahu-
Je prakticky nemeratelnd veli¥inu - amplitidu vlny u,. Tento vitah viak mo¥e
no prepisat do tvaru, v ktorom vystupuje merateInd veli¥ina, a to akusticky
tlak p.. Poufitim (7.60) a vztehu ¢ = ~. dostévame 3. (7 75)

e
pao p‘ ) N
I = 2 o (7.77)
8 2 g ¢ qc

P
kde p, = —= je efektivna hodnota akustického tlaku.

B



Pri svojom postupe prostredim sa vinenie zoslabuje, jeho intenzita klessd.
Jedna z pri&in tkvie priamo v definficii intenzity vlnenia (7.71). Keby sme
toti% mali izotropny bodovy zdroj vlinenia s yfkonom P, vo vzdialenosti r
od zdroja je intenzita vlnenia

P P
IB—B
S 4 %’rz

t.js klesd so Stvorcom vzdialenosti, Je to preto, lebo vlnenie sa Biri rov-
nomerne na vietky strany v tvare gulovych vin, a teda energia, ktor4 prejde
za jednotku &Zasu Jednotkovou plochou, sa so vzdialenostou zmenéuaa (pretoZe
plocha S= 4!51' rastie).

" Ale i v pripade, ked vlinenie postupuje len jedinfm smerom, t.j. velkost plo-
chy S, cez ktori vlinenie prechddza, je stdle kon3tantnd, nastdva zoslabenie
zvuku v d8sledku vnitorného trenia, ktoré existuje pri prechode vlnenia pro-
stredim. Ak v mieste x = 0 bola intenzita zvuku I, v mieste x bude
I(x)

Ix) = I, o X (7.78)

kde o« je koeficient zoslabenia zvuku,

Veli%ina « je pre plyny pribli%ne umernd Ztivorcu frekvencie zvuku («:A'vz),
teda zvuk men3ej frekvencie (ni%die tony) je pohlcovany prostredim menej: po-
&ut ho na v&&siu vzdialenost ako zvuk vy33ich frekvencif (vysoké tdny). VeTl-
mi s8ilne sa vo vzduchu pohlcuje ultrazvuk., Intenzita vlinenia frekvencie y =
= {1 MHz klesne na polovi&nd hodnotu na vzdialenosti 2,5 cm vo vzduchu, vo
vode na vzdialenosti okolo 14 m, ‘

Pri dopade na stenu vlnenie Ziaato&ne postupuje v stene, é1astoéne sa odré-
fa. Pomer intenzity dopadajicej (I,) & odrazenej (I) vlny a = I- nazjvame
koeficientom zZvukovej odrazlvostz.

7.18 HLADINA HLASITOSTI A HLADINA INTENZITY
' ZVUKU

Intengzitou zvuku (fyzikdlnou intenzitou zvuku) rozumieme intenzitu vlnenia,

ktoré je schopné vyvolat zvukovy vnem, Vyjadrujeme ju v jednotkéch 52 a Jje
dand vyrazom (7.75). Na charakterizovanie sluchového vnemu je v3ak tdto ve-

li&ina mdlo vhodn4, pretoZe intenzita vnemu nie je linedrnou funkciou fyzi-

kdlnej intenzity zvuku. Vztah medzi popudom (fyzikdlnou velilinou, ktorsd
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spdsobuje vnem) a intenzitou vnemu pribliZne vyjadruje Weberov-Fechnerov
psychofyzik4lny zdkon. Podla neho subjektivna intenzita zvuku restie lineér-
ne 8 logaritmom fyzikdlnej intenzity zvuku. Preto pre udfely akustiky je vy=-
hodné zaviest logaritmickd stupnicu pre fyzikdlnu intenzitu zvuku, VeliZinu,
ktord v logeritmickej stupnici vyjadruje fyzikdlnu intenzitu zvuku, nazjva-
me hladinou intenzity zvkuku (ozna¥fme ju pismenom B) a jej jednotka sa na-
zyva bel (skratka B)., PodXa definicie hladina intenzity zvuku B vyjadre=
nd v beloch je

I
. IO - .

kde I, Jje fyzikélna intenzita zvuku, ktorého hladina intenzity je B = O,

priZom I, = 10712 !5 je prahové intenzita zvuku Eistého tonu s frekven-
m . : :

ciou 1000 Hz, t.Jj. takéd fyzikdlna intenzita, ktord ucho prdve zalfna vni-

mat, V praxi sa pouiiva jednotka decibel (skratka dB), Pre hladinu intenzi-

ty B vyjadrent v decibeloch teda plati:

1 P \2 Pq
B= 10 log — = 10 log { — = 20 log —— . (7.80)
I Pao

Peo

kde sme poufili vyjadrenie I pomocou akustického tlaku (7.77T). p,, Je
prahové hodnota akustického tlaku pre ton frekvencie 1000 Hz. Treba mat na
pamitl, Z%e velidina "hladina intenzity"” vyjadruje fyzikdlnu intenzitu zvu-
ku, ale v stupnieci, v ktorej vztah medzi subjektivnym vnemom a fyzikdlnou
intenzitou zvuku (vyjadrenou v tejto stupnici) by mal byt linedrny, ek pla=-
t{ Weberov-Fechnerov zékon. -

Pomery se komplikujd dalej tym, %e citlivost Tudského ucha je z4visld od
frekvencie vnimaného zvuku, Prahov4 intenzita vlnenia je funkciou frekven-
eia, Aby sa mohli subjektivne porovmdvat zvuky rdznych frekvencif, volil sa
ton frekvencie 1000 Hz za porovnédvaci (refereniny) ton, Hledinu intenzity
referentného tonu nezjvame hladinou hlasitosti L, jej jednotkou je £dn
(akratke -Ph)., Definujeme:

1 Pg _
L = 10 log — = 20 log —— . (7.81)
' Io Pgo

kde za prahovd intenzitu porovndvacieho tonu sa dohodou zvolila hodnota
I, = 107'2 ¥ w2, Pre frekvenciu 1000 Hz je teda hodnota intenzity zvuku
~ vyjadrend v decibeloch, rovnd hladine hlasitosti vyjadrenej vo fonoch.

Pre iné kmito¥ty ako 1000 Hz treba hladinu h;aaitqsti uréit subjektivnym
porovnédvanim s ténom 1000 Hz.
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Zévislost hladiny hlasitosti tdnov Yubovolnej frekvencie od ich hladin in-
tenzity sa urdila ako strednd hodnota pre velky polet vySetrovanych o0séb,
Takto ziskené krivky raovnakej hlasitosti sui zndzornené na obr. 7.23, na kto-
rom vidiet prisludné hodnoty intenzity zvuku a akustického tlaku.

102 { A40fdn 2.10%

11 120-FFH; e 210
10{ 100 - 400\;/,»-"/ 2

107 80 [ Tt 210°
101 60/ —216% e
107 a0 FHNISI e 1) 210" 3
107 20 SR A 1916°
107 o HILo NIkt 12167

20 50 200 1000 5000
100 500 2000 10000 Hz

Obr. 7.23

Subjektivnu mieru zvukového vnemu nazyvems hlasitostou (N). Jej jednotkou
Je son. Hlasitost sivis{ pravdepodobne s poltom nervovych vzruchov, ktoré
dany zvuk budf za jednotku &asu. '

PodYa definicie hlasitost jeden son mé ton frekvencie 1000 Hz pri hladine
hlasitostt 40 Ph, Dva sony md zvuk, ktory sa javi pozorovatelovi s normél-
nym sluchom dvojndsobne hlasity atd.

7.19 ULTRAZVUK

V3etko, &o sme povedali o zvukovych vlindch, plat{ pre ultrazvuk, aviek vel-
k¥ rozdiel medzi hodnotemi vlnovej df¥ky zvukovgch a ultrazvukOVYCh vin ve~
die k tomu, Ze sprdvanie ultrazvukovych vIn sa v niektorych ohladoch pod-
statne 1}18i: nepr. Tahko ich moZno nasmerovat do uzkeho zv#izku ldZov, moZw
no generovat ultrazvuky velkych intenzit, poriadku 106 W™ 2 {pre porovna=-
nie: intenzita zvuku silne reprodukovanej hudby Jje 10'4 w m'2). Ultrazvuko-
~ vé vliny javia men3f{ ohyb ako obylajné zvukové viny, pri ich odraze plati
pre ne zdkon odrazu, podobne ako pre svetlo.

Ultrazvukové viny majui 8iroké prektické vyuZitie., Mal4 absorpcia_ultrazvu--
ku vo vode umo¥nuje zistovat prekéfky pod vodou, mapovat morské dno. Ultra-
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zvukové vlny umoZnuju zistovat kazy v materidli, Vyu¥ivajd sa na to jednak
zdkonitosti pre odraz ultrazvukovych vin od nehomogenit prostredia, jednak
zdkon absorpcie (7.78). Ultrazvukové viny ulah&ujd dokonalej3{ rozptyl drob-
nfch Sastic nejakej ldtky v kvapaline, UmoZnuju spdjkovat hlinik, pretoZe
rozruduji vrstvu kysli&nika, ktoré znemo¥nuje spdjkovanie. UmoZnuju opracu-
vat najtvrddie l4tky, napr. vrtat otvory do tvrdjych kovov, keramiky atd.

Na generdciu ultrazvukovych vin sa vyufiva piezoelektricky alebo magneto-
strikény Jjav,

T7.20 DOPPLEROV JAV

Ked sa zdroj vlnenia a pozdrovater (detektor vlinenia) pohybuji vzhYadom na
hmotné prostredie, ktorym sa 3iri vlinenie (2vuk), a pohybuji sa i vo&i sebe
navzdjom, frekvencia vlnenia merand pozorovatelom sa 1{8i od frekvencie vl~
nenia vysielaného zdrojom. Tento jav nezyvame Dopplerovym javom. MoZno ho
pozorovat v mnohych pripadoch, napr. vysku tonu zvuku, ktory produkuje siré-
na sanitky, vnimeme pri pribliZovanf sa auta k ndm ako vy33iu vodi tej, kto~
ri by sme vnimali v pripade, %e auto je voZi ném v pokoji. Pri vzdalovant
auta je vy3ka tonu, vnimand pozorovatelom, mendia,

Hlsdajme sudvislost medzi frekvenciou vlny vysielanou zdrojom Z a nameranou
pozorovatelom P v pripade, %e pozorovatel a zdroj sa pohybuji po tej istej
priamke (obr. T7.24).

i VAN
Vola
A VA AI B VP B' Bﬂ
Oobr. 7.24

Uvedomme 8i, Ze rychlost 3irenia sa vlnenias nezdvisi od pohybu zdroja, ale
len od vlastnost{ prostredia, v ktorom sa vlinenie 3iri, Nech v tesse t = O,
ked je zdroj v bode A a pozorovatel v bode B, vydle zdroj kratky gighél.,
Tento signdl zachytf{ pozorovatel v Zase t,, prifom sa nachddza v bode B’.
Za Bas t, pozorovatel prediel vzdialenocet v ty 8igndl vzdialenost 1 +
+ vpt1. Tdto vzdialenost je cty, kde ¢ Jje rychlost ﬁirenia sa signdlu
vzhladom na prostredie., Teda ' :

ct1=1+vpt1==}t1 =c
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Nech v %ese t = T, ked je zdroj v bode K, vys3le zdroj druhy signdl, Tento
dorazi k pozorovatelovi (do bodu B7) v Zase, ktory oznalime t2. cas potreb-
n$ na to, aby signdl dostihol pozorovatela, Jje tz -~ T a za tento &as signdl
prejde vzdialenost (1 - v,T) + vptg. Tdto vzdialenost je tie% rovnd c (t,-T).
Teda :

1+ (c =~ vz) T

c(tz-'r)=1-v2‘1‘+vpt2==$t2= g
P

- Sasovy intervel medzi prichodom signdlov k pozorovatelovi Jje

’

T T

mt, -, =

2 1 -

¢ -V,

Ak zdroj vysiela sled signdlov v rovnakych Zasovych intervaloch T, alebo vy-

siela spojito harmonickd vlinu s periddou T, pozorovatel ich prijima & frek-
venciou V¥’ = %7:

y ' (7.82)

kde VY je frekvencia aignélov‘alebo frekvencia vlnenia vysielaného zdrojom.

Ked v, a v_ 8l ovela mendie ako ¢, &Zi%e ak

p %
v, i
—_—L1, —<KI1
c c

v¥raz (7.82) moZno zjednodusit. Mb%eme ho zapisat v tvare

(D)

Druhd zdtvorku rozvinieme bodla binomickej vety a zanedb4me v3stky &leny dru-
hého a vy33ich poriadkov, &iZe '

Potom
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Posledny &len v zdtvorke je druhého poriadku, sanedbdme ho. Dostaneme:

v =V v
. p 4 Z .
y' = ( - ) y = <| - L>y (7.83)
:" c ]

kde vp‘ = vp - Vg Je relativna rychlost pozorovatela vzhYadom na zdroj.

Ak smer 3frenia sa vlinenia a smer relativnej rychlosti v 2 nie sd totoZné,

ale gvieraji uhol alfa, treba v (7.83) brat len sloZku rychlosti v spa-
pz
dajicu do emeru 3{renia sa vlnenia, &iZe Yoz ©08 «<,
Potom
) Vo CO8 &
c

Virazy (7.83) a (7.84) ei platné za predpokladu, Ze

v v

$ P

(4] ¢

i pre elektromagnetické vlanenie, t.j. aj pre svetlo, hoci dvahy robené pri
odvodzovan{ vztahu (7.82) sd pre elektromagnetické vlinenie nepripustné a
vztah (7.82) pre elektromagnetické vlnenie neplatfi. Vztah (7.83), pripadne
(7.84) je d8sledkom Lorentzovych transformdcif ga aproximdcie vy << ¢

vp << ¢, ’

20 vztahu (7.83) vidiet, %e frekvencia vlinenia zaznamenand pozorovatelom sa
1151 od frekvencie vlnenia vysielaného zdrojom, ak zdroj a posorovatel si
v relativnom pohybe. Pri ich vzdalovanf zaznamend pozorovatel niZSiu frek-
venciu (a k tomu prisldchajicu v&&3iu vinovd dl%ku), pri prfbli!ovani frek-
venciu vyssiu (mendiu vlnovd df%ku).

Dopplerov jav sa vyu%fiva napr. pri 3tddiu pohybu hvieszd. Posorovalo sa, %e

vinové d{¥kxa svetla pochddzajiceho z hviezd, je vH&3ia, ako je vinovd df%ka
svetla vyZadovaného prisluingmi atomami, ked sd v pokoji. Tento jav nagjva-
me ¥ervenym posuvom, pretofe vinovd dl¥ke vydetrovaného svetla je posunutd

k Servenej hranici viditeIného svetla. Z tohto posuvu usudzujemc, %e Vesmir
sa rogpina. Zo smeny vlnovej dI%ky moZno ur¥it rjchlost hvieszd.

Vo veIkom meradle sa vyu¥iva Dopplerov jav na meranie rjchlosti pridenia
kvapalin., Drobné nedistoty rozptflené v kvapaline odriZajd svetlo z lasers,
ktorym pridiacu kvapalinu osvetTujeme., Frekvencia odrazeného svetla zdvief
od rychlosti 2astice, na ktorej nastal odraz. Zo smeny frekvencie svetla
moZno urfit rfchlost pmidenia kvapaliny. :



'7.21 ELEKTROMAGNETICKE VLNENIE. VLNOVA ROVNICA
PRE ELEKTROMAGNETICKE POLE

%e elektromagnetické pole sa mbdie Eirit?ako vlnenio: vieme g ka%Xdodennej sku-
senosti, Elektromagnetické viny vysielané televiznou alebo rozhlasovou anté-
nou vyvoldvajd v prijimacej anténe elektromotorické napitie, ktoré televizny
alebo rozhlasovy prijima¥ spraciva., Existenciu elektromagnetickych vin prvy
sxperimentdlne overil Herts koncom minulého storodia., Pred experimentdlnym
potvrdenim existencie elektromagnetickjch vin ich existenciu predpovedal Max-
well, ako d6sledok rovnic pre elektromagnetické pole, tsv. Maxwellovich rove-
nic (poszri stat 6.5.5).

Vidcli sma, %¥e ak sa m4 gmena nejakej veli¥iny 3firit esko vlna, mus{ vyhovo-
¥at vlinovej diferencidlnej rovnici (7.63). UkdZeme, ¥e tejto rovnici vyhovu-
Je intenzita elektrického pora ¥ a indukcia magnetického pola B' Obmeds{-
#» sa na izotropné a homogénne dielektrikum (t.j. také, v ktorom matnriélové
kondteanty €, p ed skaldrne veliliny nezdvislé od sdradnic), v ktorom nie
s voIlnéd ndboje (q = 0), Maxwellove rovnice pre takéto prostredie su:

-lp
avE =0 " divB =0
. (7.85)
. ?B E
TOL E 8 w = rotancx-—-
3t
pritom platia materidlové vatahy:
P=¢c® B = p‘ﬁ' - (7.86)

Derivovenim poslednej s rovnfc (7.85) podYa Zasu a pouZitim ostatnfch rovnic
(7.85) postupr~s dostdvame:

% 3B
Ep— = rot — = - rot (rot B) = - (grad aiv3 AE) =
at2 -

2-0

¥ % 3%
+ +
2 P? w2

s AE =

tede

— o= 4F | (7.67)
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%o je vlnovd rovnica pre intenzitu elektrického pola. A znal{ Laplaceov
operdtor. Podobne mbZeme odvodit vinovd rovnicu pre indukciu magnetického
pola:

L S N ,

912 tp

Teda elektromagnetické pole sa m8%e v priestore vyplnenom dielektrikom
{i vdkuom) 3frit. Rfchlost Z{renia sa elektromagnetického vlnenia je

1

o

Ak vyjedrime materidlové konstanty g, i pomocou ich relativnych hodnodt
Eps Pps t.j. €= €y Epr B =8, B kde ¢, p, sa vztahuji na vékuum,
rychloat Sirenia sa elektiromagnetického vlnenia mdZeme vyjadrit pomocou je-
ho rfchlosti vo védkuu

v =

(7.88)

1 1 1 ¢
vs = [ B - (7089)
n
Vétl VE; o V%r Br
kde n = ysr By Je index lomu deného prostredie a
1
PR — ‘ (7.90)

yso o

je rfchlost elektromagnetickfch vin vo vdkuu, Kad%e svetlo je tie% elektro-
magnetické vinenie, ¢ Jjo tie% rychlost svetla vo vdkuu, Nejnoviie merania
rjchlosti svetla uddvaju pren hodnotu

c = (299 792 456,2 & 1,1) m &”!

a relativnou presnostou poriadku 10"8. Pre beiné ddely stal{ pouXivat pri-'
bliZnd hodnotu 3.10% m ',

7.22 ROVINNA ELEKTROMAGNETICKAK VLNA

Velidiny, popisujlice elektromagnetické pole, t.j. E,'g, nie ad navzdjom ne-
zdvislé., Ich sdvis je dany Mexwellovymi rovnicami (7.85). Pri odvodzovani
vinovej rovnice sa tento sdvis stratil, Dostali sme dve vlinové rovnice: jed-
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—
nu pre f; druhd pre B. Podrobnejdie vy3etrovanie Maxwellovych rovnic vedie
k nasledujdcim vysledkom:

1. Vektory intenzity elektrického pola 'f a indukcie magnetického pola B
ad kolmé na smer 3irenia sa vinenia. Elektromagnetické vlinenie je tada
transverzilne,

2. Vektory 'f,'g sd navzdjom kolmé a kmitaji s rovnakou fdzou. Pritom platf

=V—§E.

3. Ak 1 Je jednotkovy vektor v snere Sfrenia es elektromagnetického vline-_
nia, vektory n, E, B v tomto poradi tvorie osi pravotodivého pravouhlé-
ho sdradného systému, Teda pre B plati:

B =|/ap @ x ¥) (1.91)

-3

KedZe veliéiqi_ E,'g sivisia, sta¥i pracovat len s jednou 2z tychto velilin
(v#t3inou 8 B, najm# v optike, preto%e zrakovy vnem spbsobuje elektrickd
zloZka elektromagnetickej vlny).

Ked sa priestorom ¥{ri rovinnd elektromegnetickd vlna, veli¥inu E v Z%ase
t a v mieste danom polohovym vektorom T moZno vyjadrit v tvare (7.50)

s

Ea-l-i’o cos (wt-f.;) (7.92)

Ak amplituida viny, 'E;, mé stdle ten isty smer, vektor elektrickej intenzity
kmitd stdle v jednej rovine., Vlina je linedrne polarizovand. Pomery v harmo-
nickeJ elektromagnotickea vlne si zndzornené na obr. 7.25. Vektor E kmit4
stdle v rovine «xy, B v rovine xg,.

ra dbr- T.25

Ak E; 8a rovnomerne otd¥a okolo smerqaﬁirenia sa vlnenia, vlna je kruhovo
polarizovand (ak E, = const). Vekxtor B q:pjim koncovym bodom opisuje skrut~
kovicu., Ak priemet koncového bodu vektora E do roviny kolmej na smer 3ire-
nia sa vlnenia opisuje elipsu, hovorime, %e vlna je elipticky polarizovand.

V pripede, %e smer vektors E; sa meni s ¥asom ndhodne, vlna je nepolarizo;
vand, '
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7.23 SPEKTRUM ELEKTROMAGNBTICKYCH VIN

.Rozsah frekvencif (a im odpovedajicich vlnovych al%ok) elektromagnetiékych
vin je veImi veIky. Je zvykom triedit elektromagnetické vinenie podla vino-
vych dl%0k takto:

1. R4diofrekven&né vlny. Rozsah ich vinovych df%0k je od niekoYko kilometrov
do 0,3 m, PouZivaji sa na prenos rddiovych a televiznych signdlov. Sd bu-
dené elektronickymi zariadeniami.

2, Mikrovlny. Rozsah ich vlnovjch dfZok je (0,3 & 0,001) .m. PouZivaji sa
v radarovej technike a infch komunika&nych systémoch. S3 budené elektro-
nickymi zariadeniami.

3. Infrafervené Ziarenie. Rozseh vlnovfch dfZok je (IO"'3 ¥ 7,8.10’7) m, Tie-
to vlny vyZaruju molekuly a rozZferavené tuhd telesd.

4, Viditelné Ziarenie -~ svetlo. Rozsah vinovych alzok je (7,8.10’7%3,8,10'7)n.
Viny spadajice do tejto spektrilnej oblasti vyZarujud atomy a rozferavené
telesAd,

5. Ultrafialové li%e. Rozeeh vlnovjch dlZok je (3,8.10"'7 v 6,10'1°)m. Sd vy~
tarované atomami,

6. Zisrenie X. Rozsah vlnovych affok je (107 # 6.107'%)m. PodTa svojho obe
Javitela RUntgena sa nazfvajd aj rdntgenovym Ziarenfm. Vznikgjui pri prude
kom zabrzdenf elektronov (brzdné Zisrenie) a si tie¥ vyZarovené atomami
(charakteristické Ziarenie). VyuZivaji sa v wedicine, priemysle a vedas,

7. Ziarenie gama. Rozsah vlnovyjch dfzok je (10~'0 3 10""4)m, su vyZarované
gz jadier atomov, najm# pri rsdioakti{vnom rozpade alebo pri jadrovjch reak-
cidch, SU velmi prenikavé a, tak isto sko Ziarenie X, vyvoldvaji nepriaz-
nivé efekty v ludskom organizme,

7.24 INTENZITA BLEKTROMAGNETICKKHO VLNENIA

Pre intenzitu vlnenia sme odvodili vzteh (7.73) I =c w, kde w je hustota
energie vlnenia, ¢ <« rychlost Sfrenia sa vlnenia, V tomto pripade je husto=-
ta energie elektromagnetického pola w = wo + Wy Wy, wy s8u hustoty ener-
gie elektrického a magnetického pola, Podla (6.49) a (6.164)

1 1
2, o2
"y = = &% “ = pH
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~ Ked%e v elektromagnetickej vline B =|/£[.x E, Jje

1 82 1 32 1 2
'ﬂg_P—=-—=-8E
PZ 2 b 2
a' teda hustota energie elektromagnetického poTa jeA
= ¢ Re
wEwytw =¢tE

Potom intenzita elektromagnetického vlnenia (intenzita Ziarenia) Jje

I=cé¢E? (7.93)

Pre rovinnd elektromagnetickd vlnu postupujicu v smere osi X Je

2 2 2% x \ -
I=c &Ey cos W@t - = (7.94)

Intengita e¢lektromagnetického vlinenia sa teda s &asom menf{. Frekvencia vlne-
nia je, najmd vo viditelnej oblasti spektra, takd velkd (Y 2 5.1014 Hz), %e
2iadny detektor nemd%fe zaregistfovat Zasovy priebeh (7.94). Detektory, vrita-
ne ndsho oka, registrujud stredni hodnotu tejto veliliny za &as velmi dlhy vo-
¢i peridde T = ' ¢iZe registruju hodnot.u

= = 2
I, %ﬁnmrfldt (1Y =celED (7.95)

Intenzitou elektromagnetického vlinenia budeme rozumiet tuto strednd hodnotu
a budeme ju jednoducho oznafovat pismenom I bez indexu 8. Lomené zdtvorky
v (7.95) znamenajy iné oznalenie pre Zasovyd strednd hodnotu.

Pre rovinnd elektromagnetickd vlnu bude teda

173
2% x 1 1
ot (s 5 i
I=ctE cos wt- =cgg 1im = -+
°< > Of»m‘b‘ 2
1 2% x 2
*—conZ(@t- dt = ¢ &E° +
2 . A o
(2
1 1 2% x
+1im = |=--cos 2 (mft- - at
'C'—»m'&'og A

KedZ%e hodnota integrdlu v poslednom vyraze md vidy kone&nd velkost, limita
tohto v¥ragu md4 hodnotu O a

1 e
I=3¢° e B - (T7496)



8. Vlnova optika

8.1 Gvop

Optika je Cast fyziky, ktord sa zaoberd Studiom javov sivisiacich so svet-
lom, & to najm# s jeho vznikom, povahou, s jeho 8f{renim sa priestorom a

a8 jeho interakciou s prostredim. Ako sa u¥ spomenulo v predchddzajicej kepi-
tols, svetlo je elektromagnetické vlinenie, ktoré vnimeme zrakom. V Sirdom
slova zmysle svetlom rozumieme i bl{zke infradervené a ultrafialové Ziarenie.

Ked%e vinovd df%ka svetla je mald (400 - 750 nm), moZno Sirenie sa svetla po-
vafovat v prvom pribliZeni za priamo&iare, ak si v3{mame jeho prachod okolo .
valkych prekd%ok alebo cez velké otvory. Na predpoklade o priamodiarom &ireni
sa svetla je zalo¥end &ast optiky, tzv. geometrické optika. Zdkony geometric-
kej optiky platia len pribli¥ne, &im men3f{mi otvormi svetlo prechddza, tym
zreteﬂnejéie sa prejavuje vlnov4 povaha svetla. Td &ast optiky, ktord skima
svetlo ako vlnenie, nazyvame vlnovou optikou. V nasledujicej kapitole sa do~
zviete, %e avetlo md tieZ kvantovd povahu. Z tohto hladiska ho skuma kvanto-
v4 optika, '

8.2 HUYGENSOV PRINCIP. FRESNEL-KIRCHHOFFOV DIFRAKCN{
VZOREC '

Sirenie sa elektromagnatického vlinenia je Gplne popisané rieZenim vlnovej
rovnice (7.87) pri zadanych okrajovjch podmienkach., Avdek len velmi mélo kon-
krétnych dloh pri Studiu ohybu svetla na prekdifkach bolo rie3en# presne, na
zdklade vlinovej rovnice, V dplnej v#&3ine konkrétnych praktickych uloh treba
sishnut po pribliZngch metodach, z ktorych najviédiu rolu hréd Huygensova-
Fresnelove-Kirchhoffova teoria. Najjednoduchdie, ale zato nejmenej uplne po-
pisuje S{irenie sa svetla Huygensov princip. Umo%nuje urlit %elo vliny v &ase

t + At, ak ho pozndme v %ase t. Podla Huygensovho principu ka%dy bod Zela :
viny moZno povaZovat za zdroj rozruchu, z ktorého sa vlnenie 3iri v tvare gu-
Tovych vin na vietky strany;,Za %as At sa vytvorf gulovd vlinoplocha polome~
ru c . A, kde ¢ je rfchlost sfrenia sa vlnenia. Celo vlny je potom obdl-
ka elementdrnych vlinopldch. Situdciu ozrejmuje obr. 8.1, kde S je Zelo vl-
ny v tase t, S°v %ase t =t + At, S" v fase t + 2 At. Smer postupu vl-
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nenia je kolmy na &elo vliny (na obrizku je tento smer zndzorneny orientova-
‘nymi Use¥kami). Huygensov princip umoZnuje kon3trukciu fela vlny,,a toda i
smer postupu vlnenia, nehovor{ vSak ni& o intenzite vlnenia. Platf tak pre
mechanické, ako i pre elektromagnetické vlnenie. :

Huygenéov princip neskdr doplnil Fresnel predpokladom, %e vysledny vlnovy
stav v nejakom bode je dany superpozfciou vdetkjch elementdrnych vin, a to
i s prihliasdnutim na f4zu elementdrnych vIn v danom bode. li%e prihliada sa
na interferenciu elementérnych vin. o

PN

Plxy.2)

obr. 8.1 s s ¢ Obr. 8.2
Prisne matematicky zéklad tomuto Fresnslovmu predpokledu dal Kirchhoff, kto-
ry odvodil vztah pre amplitudu a fdzu vliny v nejakom bode P(x,y,z), ak je
zndme rozloZenie amplitudy a fdzy v kaZdom bode 0(2,1) na ne jakej ploche
S (obr. 8.2). ‘

Kmity intenzity elektrického poXa v bode Q(§,%) moé%eme vyjadrit (ak nepri-
hliadane na ich polarizdciu, t.j. neberieme do dvahy smer kmitov) ako.

E(f,,t) = Eo(g,x) cos [wt - &(f,q)]'

kde B (f,1) je amplituda a &(§,%) f4zov4 konStenta., Tento vyraz mb%eme pi-
sat:

Eo(ﬁ,n) cos [m - §(§,1)] = Re {Eo ‘i(wt-i)} L

==‘Re {Eo e"i§ . oim‘}

kde znak Re { } zna¥{, %e treba brat len redlnu dast vyrazu uvedeného
v zatvorkdch,

Velidinu

u(§,m) = E (€, . o-i%(E,1) (8.1)

nazyvame komplexnou amplitddou kmitov v bode Q(E,Q).'Podobne
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1

uy(x,¥,2) = By(x,¥,2) e'ié(x’y’Z)

je komplexnd amplitudda kmitov v bode P. Vo vjraze pre komplexnd emplitidu
Jje zahrnutd ako redlna amplitida E,, tak i fdea $.

Fresnell-Kirchhoffov difrak&ny vzoraec

. ds (8.2)

fu(ﬁ,q) éi’?“ 1+ coa:e
.

u (X,y,i’-) =
P
s r

umoZnuje ur¥it komplexnd amplitidu v Tubovolnom bode P(x,y,z), ak je zndma
jej hodnota v ka¥dom bode na ploche S. V (8.2) treba integrovat po celej
ploche, ktord prispieva k vlinovému stavu v bode P, Flocha S je napr. plo-
cha otvoru v tienidle. V§znam veli&in r, ®, dS Jje zrejmy z odbr, 8.2, K =

= 28/A je absolitna hodnota vlnoveho vektora, i = |/-1 je imagindrna jednot-
ka.

‘3

Viraz

oug,y) oK

r

v integrdle (8.2) popisuje gulovd vlnu, a teda intagrdl (8.2) popisuje su-
perpoziciu gulovych vin, pri%om sa barie do uvahy aj orientécia plochy.

8.3 INTERFERENCIA SVETLA

Ak dva (alebo viac) vlnov}ch pohybov prebieha sulasne v tom istom mieste
priestoru, dochddza k ich superpozfcii. Amplitidda vysledného vlinenia v denom
mieste z4visf{ od rozdielu f4z dvoch vIn v tomto mieste. Ak sa pritom rozdiel
tychto f4z v lubovolnom bode s fasom nemeni, dostdvame statické rozloZenie
amplitudy v priestore. Budu existovat miesta s maxim4dlnou a minimélnou ampli-
tddou, Takéto skladanie vlnen{ nazyvame interferenciou. Pri interferencii
svetla pozorujeme evetld a tmavé priZky, ktoré nazyveme interfereninymi pri%-
kami. Ak interferujice svetlo nie je monochromstické, v d8sledku interferen-
eie pozorujeme také javy, ako je sfarbenie mydlovych bublin, typické sfarbe-
nie tenkjych olejovych vrastiev atd. Hoci skladenie vlneni nastéva vidy, ked

sa v danom prostred{ 3{ria dve (alebo viac) vlny, pozorovatelny, t.j. static-
ky interferenny jav vzniké len pri splneni urditjch podmienok. Niektoré

z tyéhto podmienok vySetrime v nasledujicej asti.
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8.3;1Podmienky Ppre vznik
interferenciese svetla

a) Aby del3{f vyklsd nebol ruSeny matematickymi vypottami, uvedieme najprv
‘'niektoré vztshy, ktoré budeme potrebovat,

Vzt¥ahom (7.95) sme zaviedli &asovy stredni hodnotu velidiny. Vypo&ftaeme stred-
né hodnoty niektorjch vyrazov:

| @
1. {cos (Wt + ®)D = lim F f co8 (wt+w) dt =
(R 0 .
sin (w?+ &) - 8ina
= lim -
2o T w

Ked%e |sin (wC+ &) - sina |22, limita posledného vyrazu je rovné nule.
Teda =

J(cos (wt +®)> =0 (8.3)

‘ 1
2. {cos (@t + %) « cos (@,t +062)> = E< cos [(alz W)t
1
+ &, - 051.]> + 5 { cos [(w, ra,) b+ w o+ Kv2]>

Ak w‘ d 6)2, podla vztahu (8,3) sd oba &lany pradch4dzajicej rovnice rovné
nule.

Ak Wy = 6}2, druhy &len predchddzajicej rovnice je rovny podla (8.3) nule
a z prvého &lena méme

1

V pripade, %e &, ~ &, je kondtanta nez4vislé od Zssu,

1 1
3 {cos (&, ~%)> = > cos (X, - &,)

pretofe strednd hodrota z kondtanty sa rovnd tejto konZtante., Ak viak '“’2 -
- 06' sa 8 &asom ndhodne meni, tak%e s rovnakou pravdepodobnostou nedobida
kaZdd hodnotu z intervaleu [0,276], cos (&, - 001) rovnako &asto nedobida

hodnoty kladné ako zdporné a strednd hodnota < cos (062 - 061)> = 0,



Zhrnieme tento vysledok:

0, ak @, #wz

(co‘s(al1 t+wl).coa(w2t+062)> = /% cos(wz-xi), ak (062—00‘) =konit (8.4)
o =4
No, ax (®,=4%) sa 8 Zasom ndhod- 1%%
ne meni
2 1 cos2(wt +aw) 1 1 ‘
3. <eos® (@t + @)> = (- + - >=;+;(cos 2 Wt + #)>

Preto%e posledny &len v predchédza,jdcom vyraze je podla (8,3) rovny nule, mé-
me: ‘

(845)

®

1
(coaz (Wt + ®)> = -2-

b) Podmienky vzniku interferencie svetla vysvetlime na priklade zndzornenom
. na obr, 8.,3. Majme dva zdroje (S1, Sz) monochromatického svetla, ktorého
uhlové frekvencie su w1, W, ‘(& im odpovedajice vlnové dlZky 'A‘, 7\2).

Ur&ime intenzitu svetla v bode P, ‘ \

Obr. 8.3

Zaroje S,, 82 vyZarujui elektromagnetické vlnenie. Vektory elektrickej ine

tenzity v bode P nech si f‘, 32 a podYa (7.92) ich mo¥no vyjadrit¥:

- - 2%
l’.‘1 = E10 coe (d1t - _)‘--1-1" +p1

- - 2%

(8.6)

kde q>‘, P 8 fdzy v %ase t = 0 v mieste r,=r,= 0, t.j. v mieste
gdrojov svetla,
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V¥slednd intenzita elektrického pola v bode P Je

PodYa definficie intenzity svetla (7.95) v bode P bude intenzita svetla
I=c¢ e<32> =c a,(f . 3) = cs((_f1 + 32).(31 + :52)) =

= &<E12), * c&<E22> + 2 c&(E‘ . -E.2> =

1 2 1 2 -> ~—>
QECBE'O +*-2'65E20 + 2cé <E1 . E2>

kde sme pou%ili vztah (8.5) na vyrazy (8.6). Ale podYa vztahu (7.96)

1 T
c&‘<E12>--2-c&E‘20=I‘;‘ o8 <E3> =;caE§°-12 (8.T)

si intenzity svetla v bode P vyvolané kaZdym zdrojom osobitne,
Teda '

2y
I =I1 +12+ 2 cGEo . Ezo(coa(mtt -Tr' +

2y
+ 9, ) cos (mzt v ry + ty2>> ' (8.8)
e

Vidime, %e intenzita svetla v bode P Jje nie pihym si¥tom intenzit svetla
I‘, 12 od Jednothvych zdrojov. Jej hodnota podstatne z4visl od &lena -
2¢cE <E . E2> +» Nazvime ho 1nt.erferenl‘.nym &lenom. Hned vidime, Ze tento
&len je rovny nule, ak wektory: EIO' Ezo s na seba kolmé, t.j. ak svetelné
vlny sid linedrne polarizované v rovindch navzdjom kolmfch. V tomto pripado Je
v¥slednd intenzita svetla dand siitom intenzit svetla od jednotlivich zdro-
jov, takZe k interferencii nedochddza.

Interferen®ny éien najviac ovplyvni vy¥slednd intenzitu svetla, ak polarizal-
né roviny oboch svetelnfch vIin spldvaju, Vtedy

- ->»

E!O o EZO = E“IO EZO cos O = E10 )

20

ﬁaloj budeme predpokladat, Ze vlny sui polarizované v Jjednej rovine. Podla
vztahu (8.4) sa posledny &len vo vyraze (8.8) nebude rovnat nule za tychto
podmienok:



1. & 1 = 02. Zdroje musia vyZarovat svetlo rovnakeJ frekvencie (a teda i rov-
nakej vinovej dfzky ).

2. w, - a& =z const., V tomto pripade je

24 20

A wE T (R R W “Pz’
2%

Ml - ¢2 =T (1‘2 -'ri) + (?1 - yz)

vzdialenost SP = r,, S,P =r, sa nemen{, Ak teda mé byt «, - &, kon-
$tantné, mus{ byt kon3tantny rozdiel ¢1 - @5 t.j. zdroje musia vyZarovat
svetlo 8 kon3tentnym rozdielom f4z, ~ . )

Také zdroje, ktoré‘spinajd tieto podmienky, nazyvame koherentnymi. Koherent-
né zdroje sl teda také, ktoré vyZaruji svetlo rovnakej frekvencie a pritom
rozdiel medzi fAzemi vylaroveného svetla je kon3tantny. Podobne dve viny (li-
~ %e) nazyvame koherentnymi, ak v Tubovolnom bode sa rozdiel ich f4z s &asom
nemeni. Pritom v kaZdom bode mé%e byt iny.

Pre nase déely nebude hodnota konsdtantného fAzového rozdielu, s akym zdroje
vyZiarujd svetlo, podstatnd, preto sa obmedzime na pripad y‘ - ?2 = 0, Po-
tom intenzita svetla v bode P bude

1 2%
I= I, + I, + 2cEB, By ; cos —— (r2 - r,)

Zo vztahu (8.7) vyplyva

. 2 I1 . 2 12
= m—— =
o cE ’ 20 cE

PouZijic tieto vztahy méme:

I=1,+1,¢+ 2|/11 I, cos § : (8.9)

§ 2y )
= T (I‘2 - I'.|) (8.10).

kde

Jje rozdiel féz vlnen{ v bode P, Nazyveme ho fdzovym rozdielom. Rozdiel
D= (1‘2 - l")

predstavuje rozdiel drdh, ktoré prejde svetlo od zdrojov Sl, S2 do bodu P,
Nazjvame ho drihovym rozdielom (obr. 8.3). :
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Z doteraz povedaného vyplyva db8leZity zdver., Ak treba urdit intenzitu svet-

la pri superpozicii nekoherentnych svetelngch vin, sdf{tame intenzity svetla

Jednotlivédch vIn, Ak uréujeme intenzitu svetla pri superpozicii koherentnfch
svetelnych vIn, stftame ich vektory intenzity elektrického pola a vyslednd

intenzita svetla je

- -
I=cpd|E, +F,I?
%o vedie k vyrazu (8.9).

Maximélna intenziia svetla bude v miestach, kde cos § = 1, &i%e tam, kde
2% .A
- (r, - ry) = 2%m alebo =r,-r, =m) (8.11)

kde m = O, : 1, : 2, «o¢ Ak nechéme svetlo dopadat na tienidlo, maximdlne

osvetlenie bude v miestach, v ktorych drdhovy rozdiel lidZov sa rovnd celo-
&{selnému ndsobku vlinovej df%ky (vtedy kmity intenzity elektrického pola
oboch lddov si vo fAze). -

Minimdlna intenzita svetla, teda tmavé miesta budd tem, kde cos § = -l1,
tite ' /

2% - , | 3
T (r2 - rl) = (2m+1) % alaebo A= ry- ry = (2m+1) 3
‘ ' (8.12)

Podmienka pre interferendné minimum je, aby drihovy rozdiel interferujicich
1lu%ov sa rovnal nepdrnemu ndsobku polovidnej vinovej dI%ky (alebo, %o je to
isté, ak viny v danom mieste majd fdzu l{3iacu sa o ¥, pripadne nepdrny n4-
sobok ¥). '

Aplikujdc podmienky (8,11) a (8.12) na (8.9), méme:
max Ii tI+v2 bI1 I2
min = Ty * T2 - 2|1 I

Ak I, =1, I, =471, I

-
!

I

max min = O+ V tomto pripade interferentnyf obrazec
m4 najvids{ kontrast. Zdvislost intenzity svetla od fizového rozdielu )
Jje v tomto pripade dand -

I=21,+21,cos8 =4I, cos® S (8.13)

Poznimka: V podmienkach (8.11) a (8.12) je vlnovd di¥ka svetla v tom prostre-
d{, v ktorom sa svetlo 3{ri. Je zvykom vyjadrovat podmienky (8.11) a (8.12)
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pomocpu vinovej dl¥ky svetla vo vdkuu ‘Xo. Ak index lomu prostredia je n,
rychlost svetla v nom je v = f—;, kde ¢ Jje rychlost svetla vo vékuu, potom

Ao

)«sv']_":g-Tz—-
n n

Podmienky (8.11) a (8,12) potom mbfeme zapisat v tvare
n(r,=-r)=mi, ) (8"

2o
n (r, = r)) = 2m+1) — ' (8.12°)
2

Je gvykom index o, ozna¥ujici Ze ide o vlnovd di¥ku svetla vo vékuu, vyne-
chévat a pod N vo vztahoch (8.11), (8.12) sa rozumie vlinovéd dl%ka svetla vo
vékuu,

8.3.2 Niektoré d6le2ité pripady
interferencie

a) Youngov pokua. Ide o interferenciu od dvoch dlhych Ztrbin, takZe interfg-
ren¥né kriZky. budd rovnobeiné so Strbinami. Strbiny 8¢ §2 v tienidle
sd osvetlené zdrojom S (obr. 8.4). PodYa Huygensovho principu sa &trbi-
ny stdvajd sekunddrnymi zdrojmi svetla, a to gdrojmi koherentnymi, preto-.
%e sl odvodené z tej istej vlnoplochy. Tento spdsob ziskavania koherent-
nych zdrojov nazyvame delenim %ela vliny. Interferenciu pozorujeme na tie-
nidle. ‘

. Plx) -
NS X
D
ng\r\de - 0
A
// L/
/ L
obx. 8.4

PodXa obr. 8.4, za predpokladu, %e L>>d, &i%e aj sin © 2 tg o 2 -E, dréhovy
rozdiel je

) : x
A=pr ~r_=38A=d, 8in6 24~
] 2 ] L
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Intenzita svetla na tienidle bude podla (8.13); (predpokladéma, ¥e intenzita
svetla od oboch 3trbfn je rovnak4 na-celom tienidle):

23 zwd ein © zﬁ;dx
I=1,cos ; = Io cos — = Io cos (8.14)

kde sme oznalili 4 I, =1I,. Je to intenzita svetla pri © = 0, Maximdlna in-
tenzita svetla bude v bodoch X,» Pre ktoré

Xy
A=d, 8in 9 =4 — = m")
L
odkial
AL ‘

a minimdlna (nulovd) v bodoch X, Pre ktoré je splnend podmienka (8,12),
tede :

X

A= a —_ = (2m+1) 2
L 2
&iZe
AL (2m+1) .
™ %3 2 (8.16)

Priebeh intenzity svetla na tienidle dany vyrazom (8.14) jﬁ'znézorneny na
obr. 8050 ) ’

b) Interferencia svetla na do8tilke. Pod pojmom dostidka budeme rozumiet
vrstva priehYadnej l4tky, ohranifenyd dvome plochami. NajlastejSie to byva
sklend do3tilka alebo vrstva vzduchu medzi dvoma sklenymi doétiékami.\

Osvetlime planparalelny do3tidku zdrojom svetla koneénych rozmerov. Keaiq
Jjednotlivé body zdroja vyZarujui svetlo nezdvisle jeden od druhého, lile vy-
chédzajuice z réznych bodov su nie koherentné. Koherentnymi sd len lule vyché-
dzajice z jedného bodu zdroja (vyfiarené jednym atomom zdroja svetla).
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Rozoberme situdciu zndzornend na obr. 8.6a. Dva lide, vychddzajice g bodu
S, zdroja svetla, sa stretni v bode P s urlitym fdézovym rozdielom. Z ka¥-
dého bodu zdroja mdZeme ndjst dva také lufe, ktoré sa pretfnaji v bode P,

Obr. 8.6

Na obr. 8.6a je zobrazeny chod 1lu¥ov od dvoch bodov zdroja svetla, a to od
bodov Sy 32. Ale ka%dé dvojica tfchto ld¥ov pride do bodu P 8 inym fézo-
vym rozdielom., Podobne to bude pre TubovoIny bod P pozorovania, Neexistuju
teda miesta, do ktorgch prfdu vietky dvojice 1ldZov s konXtantnfm drdhovym
rozdielom. Interferencia nenastane.

Ind situdcia vznikne, ak budeme uvaZovat lu¥e, ktoré vznikli rozdelenim jed~
ného 1lu%a pri &iasto¥nom odraze od horného povrchu do3tilky v bode A, ako

to vidiet na obr. 8.6b, Li%e 1°, 1°° sd koherentnd, lebo vznikli rozdelenim
li%a 1, Hovorime, %e koherentné liZe v tomto pripede vznikli rozdelenim am-

Lig¢, ktory vnikd do do3tidky, sa &iastodne odré%a ne spodnej stene do3tiZky
«(v bode B) a po lome na hornej stene (v bode C) postupuje rovnobeZne s li-
Som odrazenym v bode A, (las svetla sa v bode C tie% odraz{ spit do do3tig&-
ky, vznikne mnohondsobny odraz,., Tieto ld%e v3ak nebudeme brat do uvahy.) o
Li% 1°, 1°° sd rovnobeZné. Aby mohli interferovat, musime ich sustredit do
jedného bodu pomocou 3o¥ovky 5, VZetky navzdjom rovnobeZné lude ZoZovka si-
stredf do jedného bodu P ohniskovej roviny., Lufe 2°, 2°°, ktoré vaznikli
rozdelenim lida 2, vychédzajiceho z iného bodu zdroja (z bodu S,), ale postu=-
pujdceho rovnobeZne s liZom 1, vykazuju ten isty dréhovy rozdiel ako li¥e

1°, 1°°. To plat{ pre vietky luZe vychddzajice z Iubovolného bodu zdroja
svetla v danom smere. ILi%e postupujice z Jjednotlivych bodov zdroja svetla

v infch smeroch sa sustredia v inom bode ohniskovej roviny Bo3ovky. Dréhovy
rozdiel lufov, ktoré vznikli rozdelenim na povrchu dodtilky, zé4vis{ od smeru
dopadajicich lddov., Teda do kaZ%dého bodu ohniskovej roviny pridu ludde s kon-
stantnym drdhov§m rozdielom, ktory je, pravda, pre keidf bod inf. V oltiiskd«
vej rovine So3ovky vznikne interferen¥nf obrazecs Ak &kd HeXovku pousi’czs
So8ovku né3ho qka, interfereniny} obrazec vznikne v ohniskcve] rovine oka.



Urime dréhovy rozdiel A 1lu%ov 1°, 1°°. Pou¥ijeme oznaZenia uvedené na
obr. 8.7. Kfm 1U& v dostiZke prediel drdhu AB + BC = 2AB, 14% 1’ odrazeny
v bode A prediel drdhu AE, Drdhovy rozdiel tychto luZov je teda A=
» AE - AD. Nech t Jje %as, za ktoré svetlo v doti¥ke predlo drdhu 2AB.

/

; B Obr. 8.7

Potom AE = ct, 2AB = % t ateda AE = 2AB . n (n je index lomu do3tiZky).
KedZe AD = AC . sin ¥, méme:

2hn

A=2AB.n—ACainoc1 =

-2h tgxa s:i.na(a1
\ co8 xz

Nech do&titka Jje vo vzduchu, pre ktory index lomu kladieme rovny Jedne:j. Ak
pouzi;jeme zdkon lomu: 1 ., sin £, =n. 8in x,, dostdvame:

‘ 2hn
A= (l-sin2x2)=2hncosac2§=2hny1-sin2&2.=

cos &
2 (8.16)

=2hn

Pri odrage svetla od opticky hustejSieho prostredia (od prostredia s vH&3im
indexom lomu, ako je index lomu prostredia, z ktorého svetlo na roghranie do-
padd), podobne sko pri odraze vliny od pevného konca tyée, nastéva zmena fazy
o %, fomu prislicha drdhov§ rozdiel -2-.

~ Podmienka inter’ferenéného maxima teda je

2 hynz - 8in® , +2-= n)\ == 2 hVn2 - gin2 %, =

= (2m-1) 2 (8.17)

& podmienka miniu
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2.h Vnz - sin? %, +-3= (2m+1) 2 =>2’hVn2 - 8in® %, = n)
2

(8.18)

Vid{me, %e drdhovy rozdiel A je funkeiou troch premennych: h,n,ﬁl. M8Zeme
zvolit také podmienky pozorovania interferencie, %e vZdy dve z tychto troch
premennych udrfujeme kon&tantné,

" Ak budd konStantné h, n, podmienka pre interferenéné meximum (i minimum) bu-
de splnené prijuféitjéh smeroch osvetlenia do&tiéky. Jednému interferenénému
priZku prisldcha jedna hodnota uﬁ, t.j. jeden smer osvetlenia., Preto takéto
priZky nazyvame pruZkami rovnakého sklonu. Ak v osvetlovacom zvHzku 1lidov su
zastipané vdetky smery & pozorujeme smery kolmo na do#tilku, interfereniné
priZky sd kruZnice.

Ak zvolime pevny smer osvetlovania, napr. kolmo na do¥ti¥ku, dréhovy rozdiel
A zévisi od hribky h do3ti¥ky. Ak je hribka premenlivi, pre miesta rovnakej
hribky je drdhovy rozdiel rovnaky - interfereniné priZky nazyvame priZkami
rovnake j  hribky. Takto mb%eme povrch do3tiZky "zmapovat", Intertferen&né prif-
ky sd vlastne vrstevnice. T4to okolnost sa vyuZiva na kontrolu rovinnosti a
paraielnosp} do3ti&iek,

Vhodnou volbou podmienock pozorovania moZno dosiahnut, %e prifky vidime pria-
mo na povrchu do3tidky, takZe ich m8Zeme pozorovat napr., mikroskopom zasostre-
nym na povrch dostidky,

Ak svetlo nie je monochromatické, pre ka¥dd vlnovd df¥ku N ,: podmienka ma-
xima & minima splnend pre iné uhly x, a hrmibku h. Toto vysvetruja.vznik
farieb na tenkjch olejovych vrstvdch na povrchu vody.

VeTlké praktické vyuZitie md interferencia na teknej klinovej vrstve. Pri
osvetleni tejto vrstvy rovnobeingm zvézkom luSov pozorujeme na do3tifke priZ-
Xy rovnakej hrﬁbky. Vy%etrime pomery na vzduZnom kline vytvorenom stenami
dvoch do3tidiek, akp to vidiet na obr. 8.8, DoStitku osvetlujeme kolmo., V tom-
to pripade &, = 0, n = 1, Podmienka interferentného maxime (8.17) sa zreduku-

1.

Obr. 8.8 L 7%

jena 2 h= (2m—1)‘%. Interferenéné priZfky sud priamky rovnobeZné s hranou,x
klina, Pre dva susedné prifky plati: 2 h, = (2m-1) %, 2 hy = [2(m+1) - 1]2,
'z &oho h, - hy = %. Ked%e h = x tg ¢, vzdialenost susednjch priZkov je
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AL A : )
X, = X, = L (8.19)
2 tg¢ 2¢

pretofe pre malé uhly ¢ 2 tgq).

fasto sa interferencia vyuZiva na vzdu3nej klinovej vrstve, pomocou nej moZ=-
no napr. kontrolovat koncové mierky (obr. 8.9).

T Obr. 8.9

Ak mierky M, M, nie sﬁ rovnaké, vznik4 medzi 1ch hornou stenou a rovinnou
do3ti%kou D, na ne poloZenou, vzdudny klin. Zo vzdislenosti interferen&nyfch
priZkov pod¥a vztahu (8.19) moZno urdit uhol f a pri zndmej vzdialenosti
mierok L vieme urlit rozdiel ich hribky.

ﬁpeciélne usporiadania na pozorovanie interferencie za \felom merania sa na-
z¥vaji interferometre, Podla toho, ktord velidinu vystupujicu v rovnici
(8.17), resp. (8.18) chceme merat (h,n,A), delime interferometre na:

a) pristroje urfené na meranie dl%¥ok - sd to interferen&né kompardtory (napr.
M1chelsonov interferometer),

b) priatroae na meranie indexu lomu, tzv. interferendné refraktometre (napr.
Rayleighov interfsrometer),

¢) pristroje na urdenie jemnej 3truktiry spektrdlnych &iar, tzv. interferent-
né spektroskopy (napr. Fabry-Perotov interferometer).

.

83,3 Interferencia kv dazimonochro-
matick ého svetla

Ziadny zdroj svetla nevyZaruje prisne monochromatické svetlo. Dokonca volne
atomy vyZarujui svetlo v ur&itom, hoci malom, ale predsa kone¥nom intervale
vinovych d{%ok A\. Oznafme strednd hodnotu vlnovjch dl%ok z intervalu A\
snekom )\ . Ak je splnené podmienka AN %, hovorime, Ze svetlo jo kvdzi-
monochromatické,

Pre kafdd monochromatickd zloZku kvdzimonochromatického svetla su podmienky
interferen¥ného maxima, a tak isto i minime, splnené v inom mieste, pre iny
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drdhovy rozdiel. Vlnenia rdznych vlnovych aI%ok nie su koherentné, a preto
~ v¥sledny interferenny obrazec je dany superpoziciou interferen¥nych obraz-
_cov odpovedajucich jednotlivym vinovym dl¥kem,

Analyzu interferen¥ného javu v kvazimonochromatickom svetle urobime na jed-
noduchom pripade, ked méme svetlo s dvoma monochromatickymi zloZkami, kto- -
rych 1nten21ty svetla su rovnaké a ich vlnové diilqr )«1, 'Az sa 1li8ia len
mélo, t.j. A, - A, = ANK 2 Qg+ = A g+ Teak napr. pri svetle vyZaro-

vanom atdmami aodika ja N\ = 589 5 nm, L - 588,9 nm, A= 0 6 nm.

RozloZenie intenzity ‘svetla na tienidle v Youngovom pokuse .j'e pre tieto dve
‘'zloZky dané vztahom (8.14).

28 2 ¥d
Il Io cos -2--I° cos 'ﬁx

1

eq 28 ! , %a
280008_=,Oc°8——x
2 7«21.

Polohy maxim intenzity svetla dané vztahom (8.1%5) ed pre tieto dve zloZky:

Y’ AL
X E o M X B e
M1 a w2 © 4

Vidime, Ze ich polohy sd nie totoZné. Ich vzdialenost R v R %m,0\1 -
-A ) sa 8 rastom poriadku interferencie m (a teda s rastom dridhového roz-
d;elu A) zvi¥suje, %o mé za ndsledok, Ze kontrast interferen®ného obrazca
klesd a pri urditej velkosti drdhového rozdielu A = 1 interferendny obra-
zec vymizne, Dostaneme sivislé, rovnomerné osvetlenie tienidla, bez interfe-
rendnfch prufkov. To bude vtedy, ked vyslednd intenzita evetla '

| , s, 5,
: 2 2
I =-I‘ + 1, =1, | cos -2--+ cos 2

~ bude konéiantné nezévisld od fdzového rozdielu § (a teda i od dréhového
rozdielu A). Predchddzajici vyraz bude konstantny, ak 8 = 3 + %, Potom

- § 8 .
1 1 v 1
pqu—_}- cogz<_.+..>= 1

. 2 2 2
Av3ak h
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Potom podmienka vymiznutia interferenZného obrazca je

o eteoma (Lol eaga n

z &oho pre hodnotu hrani¥ného dréhového rozdielu A= 1 dostdvame

1 + fEl ')2 2
X A Qo+ AN D, 2, 2 23

T200-%)  2AM 28 28X

kde é‘l <« t sme zanedbali,
2
Pre gvetlo vyZarované sodikom je

(589 . 10~ m)2
1=

£ 0,29 nn
2.06.10%n

Ak méme svetlo, v ktorom su spojito zastipené v3etky vinové dl%ky z nejaké-
ho intervalu, situdcia je zloZitejSia, ale analogick4 tej, ktord sme préve
prebrali.

" Ako kritérium pre posdideniae, Ze pri‘akom dréhovom rozdiele uZ nemdZeme pozo-
rovat interferenciu kvazimonochromaetického svetla, sa uddva hodnota

A2
Qs :
l= E | (8.20)
ktord sa nazjva koheren¥nd dffka. A, je strednd vlnovd di¥ka a A\ je tzv.

]
spektrdlna 3Sirka daného svetla, Jej vyznam je zrejm§ z obr, 8,10, ktory vy-

jadruje priebenh intenzity svetla v zdvislosti od vinovej dIzky.

Zo vztahu (8.20) vidfme, %e &im viX3ia je spektrdlna Zirka, tym je koherend-
nd alzka men3ia, Pri sodikovom svetle, ako sme videli, je koherenind df%ka
iba 0,3 mm, Preto sa interferencia svetla lahZie pozoruje na tenkfch vrstvéch,
kde drdhovy rozdiel je maly. Tymto vysvetlujeme i okolnost, ktord sme mli¥ky
obiSli pri skumen{ interferencie na kline (obr. 8.8). Tam sme brali do uvahy
len interferenciu ludov odrazengjch od spodnej steny vrchnej dodtidky s 1lumi
odrazenymi od vrchnej steny spodnej dostilky. Ak Jje toti% doXti¥ka dostatod-
ne hrubd, lufe odrazené od jej hornej a dolnej steny nemd%u interferovat,
preto¥e ich drdhovy§ rozdiel je v#&&{ ako koheren&nd df¥ka.
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Spektrdlna ¥irka svetla vyZarovaného niektorymi atomemi byva pri dodrZent
Specidlnych podmienok ~2,10”'2 m, ¥omu odpovedd Koheren&ns dfska ~0,2 m.
V sudasnosti najvi&siu koheren¥nd di%ku mé svetlo z lasera. Dosahuje hodnoty
hodne prevysujice dl¥ku 1 m. Tek velkd koheren¥nd dlika sved¥{, %e laser vy-
faruje svetlo vo velmi \zkom pdsme vlinovych af%ok.

P

Obr. 8.10 ‘ Obr. 8,11

8.4 DIFRAKCIA (OHYB) SVETLA

V désledku maelej vlinovej dl¥ky svetla md%eme ¥{renie sa svetla v prvom pri-
bli{Zeni pova¥ovat za priemofiare. Pri 3irenfi sa svetla v okoli malych prekd-
%ok alebo pri jeho prechode cez otvory, ktorfch niektory rozmer je porovnatel-
ny s vlnovou dfZkou svetla, sa prejavujui vinové vlastnosti svetle, Nastdva o-
hyb svetla, takZe svetlo postupuje aj do smerov geometrického tiena. Ak napr.
rovinnd vlna dopadd na otvor, podla Huygensovho principu ka%dy bod otvoru je

" elementdrnym zdrojom vinenia, Obdlka elementdrnych vlinopl8ch ddva v¥slednd
vlnoplochu. KedZe smer Zfrenia sa vlny je kolmy na vlnoplochu, z obr. 8.11
vidime, %e svetlo za otvorom sa 3iri nielen v smere svetla dopadajuceho., Ten-
to jav,hazyvama difrakciou (ohybom) svetla. Kvantitativne tento jav popiZeme,
ak udédme, ako bude rozdelend intenzita svetla do smerov, do ktorych sa svetlo
po prechode. otvorom 3{iri. '

8,41 Ohybd svetla na Strbine

Nech dlh4 dzka Btrbina 3irky a mé smer osi y (obr. 8.12). Ohybovy obrag
bude po celej df¥ke Btrbiny rovnaky (okrem jej koncov). Nech na 3trbinu do-
padéd kolmo rovinnd vina amplitddy E,. RozloZenie amplitddy a f4zy na Birbi-



- 74 -

FRAUNHOFEROVA
DIFRAKCIA

FRESNELOVA
DIFRAKCIA

|
|
|
|
|
|
B

Obr. 8,12

ne je teda zndme & podla Fresnel—Klrchhoffovho difrak&ného vztahu (8.1) mo%-
no amplitddu a fdzu v kaZdom bode P za otvorom vypoitat. Ked chceme teda
poznat rozloZenie intenzity svetla za otvorom, musime ju urdit v dostatodnom
po&te bodov, %o je zdlhavé procedira. RozloZenie intenzity svetla bude pod-
statne zdvisiet od vzdialenosti roviny: v ktorej juipézorujame, Na obr. 8.12
sd zndzornené typické priebehy intenzity svetla v troch réznych vzdialenos-
tiach. Prvy zlava prislicha malej vzdialenosti od otvoru, tret{ vzdialenosti
veImi velkej. Ak lule dopadaJﬁce na 3trbinu sd paralelné a difrakény obrazec
pozorujeme v dostato¥ne velkej vzdialenosti od Strbiny, hovorime, %e ide o
Fraunhoferovu difrekciu., Ak zv#zok ludov dopadajuicich na Strbinu nie je rov- -
nobefny, alebo sa zaujimame o vlinovy stav v Tubovolnom bode (aJ blizkom k Jtr-
bine), hovorime, %e ide o difrskciu Fresnelovu.

Podrobnej3ie si viimneme Fraunhoferovu difrakeciu, pretoZe hrd déle¥ity rolu
v niektorych optickych pristrojoch a vypo¥et rozloZfenia intenzity svetla je

v tomto pripade jednoduchy.

Nech bod P, v ktorom urdujeme intenzitu svetla za. 3trbinou, je tak aéleko,
%e 1u¥e prichddzajuce don z réznych Zast{ 3trbiny sd prakticky rovnobezné.

L, e

Obr. 8.13

Ale rovnobeZné liule mb%eme sdstredit SoSovkou L do jedného bodu ohnisko-
vej roviny 3o30ovky, a tym vlastne presunit bod P z nekone&na do bodu P
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v ohniskovej rovine (obr. 8.13), a teda pozorovat ohybovy} jav v konelnej
vzdialenosti od otvoru. Pri v§po&te vlinového pola za 3trbinou nebudeme vychd-
dzat z Fresnel-Kirchhoffovho difrak&ného vztahu, ale volime jednoduch3{ po-

stup.

0d pdsa 3irky dx 1leZiaceho vo vzdialenosti x od stredu &trbiny pride vil- -
nenie do bodu P’ s f4zovym rozdielom & = 211'-'- x 8in @ vo¥i ludu prechddze-
jicemu stredom 3trbiny. Cast 3trbiny 3irky dx prispieva k velkosti inten-

zity elektrického pola podielom
E

o 2%
dE = — dx cos wt-szine
. a ,

B .
kde ;9 Jje amplituda elektromagnetickej vlny dopadajuicej na Strbinu, pripa-
dajica na jednotku 3irky Ztrbiny.

Intenzita elektrického pola od celej Strbiny Jje

a
+
E, H 2%
E = - cos |\Wt - > X 8in © ) dx (8.21) LA
a A /
2 .
- Postupne dostdvame:
2% + 3
E, | ein | Wt - —— x s8in e)
E = e =
a 2y
- T sin © a
-2z
- E‘O ] 2% a
= Y { 8in (-ﬂt -3 sin 9) -
- a gin © :
: . % .
°oF a gin T & 8in ©
_ = 8in (wt+T—sin9) =Eo « COBWTL
2 ¥ .
ey a8 8in ©

kde sme pouzili vztah

06 =
2

o+

& -

éinx - e8infp = 2 sin . CO8

Intenzita svetla postupujiceho v smere © (t.j. v bode P°) je teda
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. 2( % .
0 sin (3‘- a sin O) sin2 u
I=cée(ED =1 : =1, : (8.22)
(x . )2 u?
= a 8in ©
A
kde
‘,
= 2 1 .
Io-ceon, u-—-i-asnne

Z4vislost intenzity svetla od uhla @, dand vztahom (8.22), je zndzornend na
obr. 8.14. Zo vztahu (8,22) vyplyva, Ze intenzita svetla postupujiceho v ur-
g¢itych smeroch je nulovi.

2% -w | m™ 2y 3w u

Obr. 8.14

i
Podmienka pre tieto smery o Jje

%asine=mﬁf kde m='-t1,':2,...
tiZe
e sin @ = m) o (8.23)

Hodnote m = 0 prislicha ® = 0., V smere dopadajuiceho luda je intenzita svet-
la I =1I,, ako to vidiet z obr. 8.14, alebo priamo zo vztahu (8.22). Medzi '
susednymi minimami intenzity svetla sa nachddzajd maximd intenzity svetla,
ktoré s rastom © klesaju., Medzi minimemi prvého poriadku (m = pd 1) je cen-
trilne maximum, na ktoré pripadd ~96 % celkovej intenzity svetla,

8im je 3irka 3trbiny mendia, uhol G‘ prisludchajici pfvému minimu je vads{
a krivka na obr. 8.14 je v smere o0si u roztiahnutejsia,

V pripade difrakcie na kruhovom otvore polomeru a bude situdcia podobnéd.
Podmienka pre polohu prvého minima je

a sin 8, = 0,61\

Difrakcia na obrubich a clonkdch optickych pristrojov spdsobuje, %e nemoZno
zobrazit Yubovolne blizke body tak, aby ich bolo mniné rozlidit, hoci by
ind& opticky systém zobrazoval idedlne. Obraz bodu je vlastne vidy difraké-
ny obrazec, podobny akv na obr. 8.14., Ako kritérium rozliZitelnosti dvoch
bodov sa najlastejSie pouZiva Rayleighovo kritérium, ktoré vyZaduje, aby di-
frak&né maximd nulového poriadku, zodpovedajuice obrazom jednotlivych bodov,
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neboli bli%8ie, ako je vzdialenost prvého minima od centrilneho maxima, Ak
1li&e od dvoch zobrazovanych bodov Sl’ 82 vstupujd do‘ﬁtrbiny'tak, Ze zvie~
rajd uhol 8, (obr. 8.15), Rayleighovo kritérium vyZaduje, aby sin Q‘ = %,
ako to vyplyva zo vztahu (8.23). Pre malé uhly sin 9, & 9, & teda e, = %.
Nemo%no teda rozli3it dva body, z ktorych lude vstupuji do optického systé-
mu pod uhlom men3im ako 01. Rozlisovacia schopnost optického systému zdvisi
teda od velkosti otvorov a od vlnovej di¥ky. Pre najddleZitejd{ opticky sys-
tém, Ludské oko, je najmendi zorny uhol, pri ktorom edte rozlf{3ime dva body
& £ 1°, Na rozli¥ovaciu schopnost Tudského oka okrem difrakcie m4 vplyv i

- hustota receptorov svetla - ty&iniek s Zaplkov. Vzdialenost receptorov svetla
na sietnici dost udzko siuvisi so vzdialenostou difrak&ného minima prvého rédu
04 centrdlneho maxima,

Lucz bodu,S4

- Obro 8.15

B4.2 Difrakcia na dvoch
! trbindch

V dasti 8.3.2 sme popisali interferenciu svetla od dvoch 3trbin, ktorych
8irku sme zanedbali. Redlne 3trbiny vidy majd konednu 31irku., Ak tuto Sirku
nezanedbéme, mdme vlastne difrakciu na dvoch #trbinéch.

Majme dve rovnobe¥fné, velmi dlhé Strbiny 3irky a. Vzdialenost 8trbin nech
je d (obr., 8.16). Budeme postupovat plne rovnake ako v predch&dzajicom
pripade difrakcie na Jjednej 3trbine., Zmenia sa len hranice integrovania vo
vztahu (8.,21), Dolnd hranica je - %, hornd d + %. Nepriehladnd &ast me- -
dzi 3trbinami neprispieva k intenzite svetla za Strbinami, tekZe integrdl
(8.21) mb%eme rozpisat na dva integrdly s hranicemi (- %, %), (a - %, 4 +
+ %). Hodnotu prvého integrdlu sme vypodftali v predchddzajicom &lénku, Jje
dand vztahom (8.22), Ostdva urdit hodnotu integrdlu
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] ~18 -

> \\\\

d T

-
Obr. 8.16
4+ 8
B, f 2 2y
—_— . cos <Nt———--xsin9>dx
s J ., A ..
d-3

Zavedeni{m substiticie x = §'+ d predchddzajici integr4l hbule

¥ 2% ) )
wt-—-i-dslne-———gsnne dij =

8in = 8 8in 6
A 2%
.cos(wt-—,rdsine)
&
A

Teda

a+8
E, 2 2% E,
-— cos(ﬁlt-—-—xsiné)dx=—
a a A a

.a[ cos (alt -
2

+

d
2y o 2%
-——xs:.ne -_— cos a/t-—-—xeine dx =
A a A

d -

- 8in (,{- a sin 8) 2%
= E cos w#t + cos alt—-——dsin@) =

0 A
y a sin @
8in (E a sin 6)
by .
= E, T .« 2 cos (- d sin e) « co8 (m-gq sin@)
‘ = a 8in @

A
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Pfe intenzitu svetla konefne dostdvame:

' P
I=ct(ED =1 cosz(% d sin e) (8.24)

Y a sin 6

sin(ga sin 8) 2

Ked porovnédme tento vztah so vztahom (8.,22) pre difrakciu na 3trbine a so
vztahom (8.14) pre dve nekonedne izke 3trbiny, vidime, %e rozlo%enie inten-
zity svetla dané rovnicou (8.24) je dané su¥inom intenzity svetla od jednej
Strbiny a dvoch nekonedngch dzkych ¥trbin. Graficky je priebeh rovnice (8,24)
zndzorneny na obr. 8.17, ’

210123456 7 8dsin’
: A

 Obr. 8,17

8.4.3 Ohyb 8vetla na mrie2ke

MrieXka je sdstava rovnobeZnych 3trbin, Nech vzdialenost 3trbin je 4, ich
8irka a, Vy¥polat pre rozloZenie svetla je v tomto pripade zlo%fitej31, nebu-
deme ho uv4ddzat. 2 obr, 8.13 vdak lahko ndjdeme podmienku pre interferen&né -
maximd, Je to

d 8in ® = m) _‘ ‘ (8.25)

Obr., 8.18
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Tdto podmienka d4va polohu tzv. hlavnych interferenénych maxim. Podmienka
(8.25) berie do dvahy len interferenciu medzi lui¢mi z dvoch susednych Str-
bin, Interferuju vSak aj 14&e napr. 2z prvej Strbiny s ldilmi tretej, 3tvrtej
a dalZej Strbiny. To vedie k vzniku vedTajs{ch maxim. Podobne ako v predcha-
dzajucom pripade difrakciae na dvoch Strbindch, rozloZenie intenzity svetla
zdvis{ aj od 31{rky 3trbiny. Skuto&ny priebeh intenzity svetla pri difrakcii
na 8smich Strbindch je zndzorneny na obr. 8.19. Pre rdzne vlnov4 dlzky A je
podmienka (8.25) splnend pri rdznych smeroch ©, Ak na mrieXku dopadd svetlo
zloZené, nastane na mrieZke jeho rozklad podla vlnovych df%0k. Pre tito
vliastnost sa pouZiva mrieZka na rozklad svetla v monochromitoroch.

HLAVNE MAXIMA

\ VEDUAJSIE MAXIMA

¢

Obr. 8. ‘ 9

8.5 HOLOGRAFIA

Holografia je metoda, pomocou ktorej sa zaznamensva amplitudové i fizové in-
formdcia o vlne (grécke slovo holos znadi uplny; teda holografia znadi uplny
z4znam vlny). '

Oby&ajny fotograficky zsznem ddva informdciu len o emplitude viny, pretofe
fotografickd doska, podobne ako Tudské oko, Jje citliv4 len na amplitiddu, nie
na fizu. Ak napr. osvetlujeme fotografickd dosku rovinnou svetelnou vlnou,
ktord md po celej plocha fotografickej dosky rovnekd emplituidu, dostaneme
rovnomerné sernenie dosky, bezohlYadu na to, z ktorého smeru vlina na dosku
dopadne, Zo sfernenia fotografickej dosky nijako nemd¥me zistit smer dopada-
Jjuced viny.

V predchddzajicich &linkoch sme videli, %e intenzita svetla dvoch interferu-~
jucich vIn z4visi aj od fizového rozdielu s tychto vin v mieste, kde k in-
terferencii doch4dza, a podTa vztahu (8.9) Jje
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I=I1+12+2l/11 Izco'sS

sk teda fotografickd dosku osvetlime e3te nejakou pomocnou vlnou (nazyvame
ju referenénou vlnou),.ktorej»intenzita svetla a fiza v ka%dom bode fotogra-
fickej dosky sd zndme,z interferen¥ného obrazca, pomocou vztahu (8.9) moZno
urdit f4zu i intenzitu (a teda i amplithdu) uvaZovenej vlny v rovine foto-
grafickej dosky. Podla difreké&éného vztahu (8.2), ak je zndme rozloZenie am-
plitidy a fdzy na nejakej ploche, vieme urlit komplexni amplitddu viny v Tu-
bovolnom mieste. Vieme teda pdvodnd vinu pomocou difraeké&ného vztahu zrekon-
#truovat, Existuje v3ak sp8sob, ako dani vlinu zrskondtruovat nie numéricky,
ale redlne. Vysvetlime podstatu tejto metéhy na jednoduchom pripade, ked re-
ferennd vlina i vlna, ktord chceme zaregistrovat, sd rovinné vlny. Predpokla-
dajme, %6 obe vliny su linedrne polarizované v tej istej rovine. Potom inten-
zitu elektrického pola v t¥chto dvoch vindch md%eme vyjadrit

Py
Ay = A, cos (Wt'=Kg o )

8 80 -
(8.26)
- -

Ap = A,, cos (Wt - K, . 1)
kde index r sa vztahuje na refereniar vlnu, index s na vlinu, ktord chce-

me zaznamenat,

Podiatok siradného systému zvolime na doske H. Orientdcia os{ X,Y,Z Jje
zrejmd z odbr. 8,20, Potom fdza v pofiatku siuradnej sdstavy bude rovnd nule,

X

Obr. 8.20

V bode P(x) budd fézy:

g =~ Kger=-~ Kg « Xxi = - K x cos (90 + ds) =X sin %y

- 2%

- K, x cos (90-acr) T—---,-‘-x sin @,

gl
fl
| ]
JK‘
Y
1)
[}
J“
)
e
[1]
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Fazovy rozdiel tjchto vin v bode P(x) Jje

2% : '
$ - &'e - &r = = x (sin &, + 8in &) (8.27)

Viny Ar, Aa na doske H interferujd, rozloZenie intenzity svetla bude da-
né vztahom (8.9). Interferen¥ny obrazec md tvar prifkov rovnobeinjch s osou
Y. Z podmienky interferen®ného maxima Sm =2m%, kde m = 0, ¥ 1, b 2y soey
vyplyva, Ze vzdlalenoef d susednych interferen&nych priZkov je, ak vyjad-
rime & 'z (8.27)
A
ml - TmC Umet R o9 (sing, + sing)
P
= - X (8.28)
sinw, + sina,

a=x

Ak takto osvetlenu fotografickd dosku vyvoldme, dostaneme akisi optickﬂ
mrieZku, Definujeme amplitudovy &initel priestupu T nejakého prostredia
ako pomer amplltlidy svetla, ktoré cez dané prostredie preslo (A ), k ampli-
tide svetla nan dopadajiceho (a,)

Technoldgiu spracovania fotografickej dosky mo¥no zvolit tak, aby jej ampli-
tddovy &initel priestupu T bol priamo uUmerny intenzite svetla, ktoréd na
dosku p8sobilo, t.j.

T~MI=I, +I 421, I cos (§, - &)
Ak takto spracovand foiogfafickﬁ dosku (ktord4 sa nazjva hologram, osvetlime

referendnou vinou A, (tdto operdciu nazjvame rekondtrukciou), bezprostred-
ne za hologramom bude vlinové pole podla (8.29) dané vztahom

A=TA,~ (I + 1) A, cos (@t + ) +
+ 2 |/:[s I cos (§, - &) 4, cos wt + §) = (8.30)
= (I, + I,) A, cos (4t + ) +|/I I, A [coa (@t + §°) +

+ cos (4t + ‘Ea + 2 §r)] = (Ig + I.) AL, cos (wt + §r). -

+ VIs I, A,, cos (0t + § ) + I/I r By 008 (gt + §s,+ 2 §r)
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Hoci sme hologram osvetlili len jednou vlnou (referendnou vlnou), za holo-
gramom mime tri vlny. Prvy &len vo vetahu (8,30) popisuje rovinnd vinu ¥iria-
cu sa v smere referenépej viny Ar. Druhy &len popisuje rovinnd vinu 3{riacu
sa v smere vlny Ag. Treti &len popisuje tie% rovinnd vinu, pre ktorid platd
$ = ie + 2 ér’ %i%e vlinu, 3iriacu sa v smere «, prifom plat{ seain & =

= sin«% + 2 sinx%. Situdciu ozrejmuje obr. 8.21.

\

Obr. 8.21

Pri rekonitrukecii vznikla aj vlina, ktord sa nezidastnila na vytvoreni holo-
gramu. Jej existenciu moZno ndzorne (i ked nie presne) zddvodnit tekto:
Interferenciou vin A., Ag na fotografickej doske vznikne interferenény ob-
razec v tvare rovnych interfereninych priZkov. Vzdialenost interferenénych
priZkov, dand vztahom (8,28), z4visi od uhlov, ktoré zvieraju viny A,y Ag

s kolmicou dopadu, Informdcia o smere vlny Ag Je pri zndmom smere A, za-
kddovand vo vzdialenosti pruzkov. Ale rovnaki vzdialenost interferendnych
prifkov dostaneme i vtedy, ak osvetlime dosku vlnou A, a vlinou A, ktord
postupuje v takom smere «, %e 8ina& = 2 sinw, + sina,., Existujui teda dva
spbsoby, ako ziskat rovnaky hologram. KedZe fotografickd doska "nevie", kto-
rym spdsobom interferenény obrazec vznikol, rekon3truuje "pre istotu" oba.
Presne jdie povedand: pri rekondtruckii nastédva na holograme difrakcia refe-
rentnsj vlny. Difrak&né maximum nultého poriadku je v snere referenénej vlny.
Balsie dve vlny odpovedajui vedlajiim maximém poriadku = 1,

Takymto spdsobom m8Zeme zaznamenat informdciu o ITubovolnej vine a rekonstruo-
vat ju. Na obr. 8.22a je schéma usporiadania pri zdzneme viny O odrazenej
od predmetu P. Rovnobe¥ny zviazok lddov z lasera dopadd na polopriepustné
zrkadlo \Z, od ktorého sa &ast svetla odrdZa a osvetluje predmet P. Na pred-
mete sa toto svatlo difiizne odréd%a a dopadd na fotografickud dosku H, na kto-
rd asidasne dopad4 &ast s%etla, ktoré pre3lo polopriepustnym zrkadlom Z a
ktoré predstavuje referenind vlnu. Na obr..8.22b je zndzornend rekondtrukcia
tejto vlny. Rozlo¥enie amplituidy a f4zy v rovine hologramu je dané funkcia-
m O(x,y), §(x,y). Referentnd vlna nech je rovinnou vinou A, = 4, cos (¢t +
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Obr. 8,22

+ §r). Infenzita svetla na fqtografickej doske, a teda i jej ¥initel priestu~
pu T, je podobne ako pri (8.30), kde I, = Aio’ I,= 0? (x,¥y):

T~ I A/Aio + Oz(x,y) + 2 AL, O(x,y) cos [ d(x,y) - §r]

Ak rekonstrukciu robime referen&nou vlnou A,, Vinovy stav za halogram Je

T A, = (Ar° + Oz(x,y)) A, cos (wt + §r) + Af,o 0(x,y) cos (@t +§)+

+ 42 0(x,y) cos (@t + & + 2§ ) O (8431)

Jednotlivé €leny v tomto vyraze charaktérizuju jednotlivé rekondtruované vlny.
Prvy &len (Azz,° +'02(x,y)) Aro cos (Wt + §r) vyjadruje vlnu, ktord Jje pokra&o-
vanim rekon3truovanej vlny (s mdlo zmenenou amplitddou). Druhy &len je zdpis
pbvodnej viny odrazenej od predmetu, popisuje teda zdanlivy obraz P’ pdvodné-
ho predmetu, ktory moZno premenit optickou sdstavou na redlny obraz. Pozorova-
tel vidi teda cez hologram obraz predmetu P na tom istom mieste, kde bol
predmet pri snimeni hologramu. Treti &len popisuje vlnu, ktord vytvdra sku-
to¥ny obraz P°°, ktory moZno zachytit na tienidle.

Existuje velmi mnoho oblastf, kde moZno vyu%it holografiu. Pouké%eme aspon na
jednu aplikdciu pouZitelni v strojdrskej praxi. Tym, %e moZno zfskat presni
képiu vlny odrazenej od predmetu bez toho, aby predmet bol pri rekonStrukcii
potrebny, dovoluje porovndvat tito vlinu s vlnou odrazenou od skuto¥ného pred-
metu, ktory nejakym sp8sobom zmenil svoj stav (zdeformoval sa, alebo zmenil
polohu). Ked sa hologram polof na pdvodné mieszo, vlna odrazend od predmetu
interferuje 8 vlnou rekonidtruovanou, Na rekondtruovanom obraze sa objavia in-
terferentné priZky. Poloha t¥chto pruZkov a ich vzdialenost uréujd.typ a vel-
kost zmeny, ktord nastala s telesom v &ase medzi snimanf{m hologramu a jeho
rekondtrukciou. Tito metdodu nazyvame metddou Zivych priZkov. MoZno v3ak po-
stupovat aj ind¥., Hologram sa snima v dvoch krokoch. Raz pri jednom stave te~
lesa (pred deforméciou), potom na tu istu fotografickd dosku po jeho zmene
(po deformécii). A% potom sa fotografickd doska vyvold. Pri rekondtrukcii sa
rekondtruujyi suasne obe vlny a interferuji. Tdto metddu nazyvame metodou
dvojexpozicia.
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8,6 I1OM A ODRAZ SVETLA. ABSORPCIA SVETLA

8,6.1 Z4adkon odrazu a lomu s8vetla
na rovinnon rozhrani dvoch
prostredi

Ak na rozhranie dvoch prostredi s réznymi indexami lomu (nI, n2) dopad4 ro-
vinnd elektromagnetickd vlina (svetlo), rozdeli sa na dve vlny: jedna sa od-
rd%a, druhd prenikd do druhého prostredia, prifom sa smer postupu zmeni. Od-
vodime sévis medzi smermi postupu tychto troch vIn, ‘

/ﬁ;/ (ORI IT77777 X
&
2 K“
Obr. 8.23 Ky \Ka

Na obr. 8.23 rozhranie dvoch prostredi{ je rovina X Z. Kolmica na rozhranie
(nazyveme ju kolmicou dopadu) mé v tomto pripade smer osi Y. Uhol, ktory
zviera dopadajuici 1u& kolmicou dopadu, nazyveme uhlom dopadu (w1). Kolmica
dopadu a dopadajuci 1u¢ definujd rovinu dopadu. Uhly, ktoré zvierajl s kol-
micou dopadu 1lu&¢ odrazeny a lomeny, nazyvame uhlom odrazu (m{) a 'uhlom lomu
(®,).

Smer ludda je totoZny so smerom postupu rovimnej vlny, tedé 80 smerom vlno-
vého vektora. Oznalme vlnové vektory vliny dopadajicej, odrazenej a lomensj
v 3

* .
znakmi Ky Ky, E; (obr. 8.23). PodYa vztahu (7.92) rovnice vlnenia vekto-
ra intenzity elektrického pola pre tieto tri vlny s

=
_ El = E

-, -,

E\ = E 0 co8 (at - i.; . ;) . ' . (8.31)

o ¢os (@t - i; . T

-t

anb

-
Bao

=
[}

—-
cos (Wt - K, r)
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Je experimentdlne overené, %e frekvencia vlnenia sa nezmeni{ pri odraze ale-
bo lome, preto v predchddzajucich vztahoch je @ pre vSetky vliny rovnaké,

-—
Uplne podobné vztahy platia i pre intenzitu magnetického pola H.

Pri prechode rozhranim sa zachovavajui zloZky intenzity elektrického i magne-
tického poYa spadajuice do roviny rozhrania., V nadom pripade je rozhranim ro-
vina XZ, teda musia sa zachovdvat x-ovd a z-ovd zloZka tychto vektorov:

Elx,+ Byx = By E1z + By, = By,
(8.32)
Hig + Hyy = Hyy Hip * Hyy = Hy,
Prvd z tychto rovnic pouZitim rovnic (8.31) Jje
- T ., . -, -
EIOx cos (Wt - K‘ e I) + EIOx cos (@t - K1 ) =
- ->
= By, €08 (Wt - K, . r) (8.33)

TAto rovnica musi byt splnend v Yubovolnom mieste rozhrania. Je to mo%né iba
vtedy, ak

(8.34)
Ostatné rovnice v (8.32) vedd k tejto istej podmienke.

' -
Vektor = Je polohovy vektor bodu na rozhrani. K1 Jje vlnovy vektor dopa-
dajuicej vlny, podYa nafej volby le%i v rovine XY. Teda

+_ > o > -+ =
r=xi+ zk K1 = K1x i+ K1y J
(8.35)
==, ¢ ¢ > . pg g g -
K1 . le 14 K1y §+ Klz k 2 K2x 14 K2y J+ K2z k
Ked dosadime z (8.35) do (8.34), dostaneme:
xK, =xK_+2zK =xK, +2zK, . (8.36)

To platf pre v3etky body v rovine XZ, teda aj pre x = 0, &o vedie k vy~
sledku :

Ky, =K,, =0 7 (8.37)
Teda 14¥ odrazeny a lomeny leZia v rovine XY, v rovine dopadu. Rovnica
(8436) musi byt splnend i pre z = 0, z &oho vyplyva:

{8.38)

K1x = K1x = sz
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Z obr, 8.23 vidiet, Ze

K x = K,’ sinaq', Kyq = K, sine, (8.39)

1x = Ky sinx,, K

Absoldtna hodrnota vlnového vektora Jje

(8.40)

_ Pou¥itim vztehov (8,39) a (8,40) z (8.38) dostivame, ak spolodnym ¥initelom
@ vydelime ' / :

1 . 1 . . ‘ .

- gin = - 81n = = 81n

v, % v, ﬁ L K

Z tychto vztahov vyplyva:
einaﬁ v,

% = & - = — (8.41)
Blndz v2

Vs Vo V predchddzajicich vztahoch sd rychlosti svetla v uvaZovanych pro-
strediach.

PodYa vztahu (7.89)
¢
Ve = e, Y, =
1 n ’ 2

kde ¢ Jje ryfchlost svetla vo vékuu. Potom rovnica vyjadrujica zdkon lomu
svetla m4 tvar

n, sinx1 = n, sinx2
Pre smery odrazenej & lomenej vliny platia teda tieto zdkonitosti:
1. svetlo sa pri lome a odraze od rozhrania 8iri tek, #e dopadajici, odraze~

ny a lomeny 1u& leZia v jednej rovine, v rovine dopadu,

-

2. uhol odrazu sa rovnd uhlu dopadu,
o = o (8.42)

3. 8iéin indexu lomu proatredia a sinusu uhla, ktory zviera 1lu& postupujici
tymto prostredim s kolmicou dopadu, je kon3tantny

n, B:'mac1 = n, sind, (8.43)

Vztah (8.43) je zdkon lomu svetla,
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Pozndmka: Vztahy (8.41) platia i pre odraz a lom mechanickej vlny, ktorej
rychlost 8irenia sa v danych prostrediach je Viy Ve

86,2 Fresnelove VvVvizorce

Zdkony odrazu a lomu svetla odvodené v predchddzajucom &ldnku nehovoria nié&
o tom, sk4 dast svetla sa odrdZa alebo prechddza do druhého prostredia. Po=-
mer intenzit svetla odrazeného, resp. prechddzajiceho do druhého prostredia,
k intenzite dopadajiceho svetla zdvis{ od indexov lomu prostredf, od uhla
dopadu a z4vis{ i od smeru polarizalnej roviny dopadajiceho svetla, t.j. od
smeru kmitov vektora intenzity elektrického pola. Vektor intenzity elektric-
kého poYa (tak isto i vektor intenzity magnetického polYa) mozno4po§1921§‘pa
dve zloZky: paralelnd (Ep) a kolmd (Es) k rovine dopadu, &iZe E =B + Eg.

P
ESi
! Ept
Eba
# 7 ols " E'S1

N

Ny

A2
Ep2

CE
Obr. 8. 24 X 52 N

Na obr. 8.24 nech rovina dopadu je dand rovinou n#kresu. ZloZky vektorov le-
f2iace v rovine dopadu (E_ ) sd oznalené orientovanymi uselkemi, zloZky kolpé
(E ) si oznafené bodkami. Z okrajovych podmienok (8.32) a sivisu medzi B

a H (7.91) moZno odvodit pre pomer amplitdid odrazenej a dopadaadceg, resp.
prechddzajicej a dopadajuicej vlny tzv. Fresnelove vztahy:

E{Op n, cos&, - n, cosw,
Rp = = (8.448)
E1Op n, cosxé + n, cosx‘

»

EIOs n1 cosx' - n2 cosxb

Ry = = ‘ (8.44b)
EIOs n1 cpsx1 + n2 cosa%

E20p 2 n, cosat-1

T, = = - ‘ (8.44c¢)
ElOp n1 cosﬂé + n, cosaﬁ :
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Boos 2 n, cosa,

Tg = - = (8.444)
10s Ny Cos& + n, cosw,

Veli&iny , Rs’ Tp, tl.‘B sa nazyvaju Fresnelove koeficienty. Z4vislost

’
Rg od uhla dopadu pre sklo s indexom lomu n = 1,5 je zndzornend na obr.

8.25.
1
09 7‘
08 : ]
07 [
06
05 //
04} ARDAl
03 /
e R/
Obr. 8.25 30 0 30 50 70 90

VySetrime jeden d8le%ity pripad, ked 1u¥ odrazeny a lomeny sd kolmé. Vtedy
(obr. 8.26)

ol
Obr. 8.26
— anO
%y = 907 - &
n, cos (90 "“I) - n, cos (90 - &2) n, sing -n, s:’ma:2
= - = = 0
Rp n, coax2 + n2 cosA:1 ’ n1 cosatzﬁrn2 cos&l

pretoZe &itatel sa rovnd nule v ddsledku platnosti zikona lomu. To znal{, Ze
v odrazenom lu&i je zloZka intenzity elektrického pola le¥iaca v rovine dopa-
du rovnd nule., Ak teda na rozhranie dopadd nepolarizované évetlo, odrazeny
1d¢ je uplne polarizovanfvrovine kolmej k rovine dopadu. Uhol dopadu, pri
ktorom tento jav nastane, nazyvsme Brewsterovym uhlom €. Jeho hodnotu n4jde-
me zo zdkona lomu n, sin & = n, sin (90 -~ &), z &oho
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N
tg & = —
1

=]

Urdime e3te, akd Cast svetla sa odrazi pri kolmom dopade svetla. Vtedy ®, =
= &, = 0,
2

Pomer intenzit svetla odrazeného k dopadajpcemu je v tomto pripade

.Elop-z_ E1092 2 o '“1'“2?
¢s\z—) s ) "% R\ s (8.45)
10p 10s 1 2 ’
Pri kolmom odraze na rozhrani vzduch (n; = 1) - sklo (n, = 1,5) je Zinitel
povrchového odrazu @ = 0,04, teda pribliZne 4 % svetla sa odrazi. Na roz-
hrani{ sklo - vzduch je &initel povrchového odrazu taky isty, pretofe vymena
poradia indexov lomu vo vztahu (8.45) nevedie k zmene hodnoty tohto vyrazu.

Pri kolmom prechode svetla neabsorbujuicou sklenou dodtifkou sa odrazi na
stendch do3ti&ky pribliZne 8 % svetla,

8,.6.3 Absorpcia svetla

V désledku interakcie svetla s prostredim sa intenzita svetla pri jeho pre-
chode prostredim zmen3uje. Nebudeme skimat mechanizmus interekcie svetla

8 l4tkou, Z experimentdlnych ddajov vyplyva, %e relativne zmen¥enie intenzi-
ty svetla, pripadajice na jednotkovi hribku prostredia, je kondtantné. Ak
teda na vrstve hrﬂbky dx sa intenzita svetla zmen{ o hodnotu - @I (obr,
8.27), pomer - % o] Jje kon3tantny. Oznafme ho znekom a a nazyvame ho ex-
ponenxidlnym sud¢initelom absorpcie.

b
S— 5;
U V
I A
s 7
[
S I 7 I
% JxA Obr. 8.27
Teda
1 4l a1 -ax
_——:a—_)—sl-adx-)ISI (8.46)
I d4x I .

kde I, Jje intenzita svetla v mieste x = 0. Vztah (8.46) udéva intenzitu

svetla vo vzdialenosti x od miesta, kde intenzita svetla md hodnotu - X,.



9. Zaklady kvantovej a atémovej fyziky

9.1 TEPLOTNE ZIARENIE PEVNYCH A KVAPALNYCH LATOK

9.1.1 Gvod

Ka%d4 ldtka emituje elektromagnetické Ziarenie, ktorého charskter zdvisi od
povahy a teploty ldtky. P8vod tohto #iarsnia treba hladat v tepelnych pohy-~
boch Zastic ldtky, a preto sa nazfva teplotné Ziarenie. Spéktrum teplotného
¥iarenia budenfch plynov je ¥iarové (diskrétne), lebo vznik4 pri elektréno-
v¥ch prechodoch vo vnitri izolovanéhe atdmu. V pevnych a kvapalnych ldtkach
atomy, pripadne molekuly nie sd izolované, su blizko pri sebe, takZe ich
vzd jomné pbdsobenie m4 za ndsledok vyZarovanie spojitého spektra. Pri teplo~
t4ch ni%3fch ako ~525 °C Jje toto Zierenie neviditelné a najastejlie sa o~
znaluje ndzvom infradervené Ziarenie, iMonochromatické zlo%ky tohto Ziarenia
majd dfZku viny asi v rozsshu (780 nm # 1 mm). So zvydovanim teploty siﬁpa
celkové mnoZstvo vyZiarenej energie a Ziarenie sa presiva do oblasti krat-
3{ch vlnovych al%ok, Ziarenie, vnimané Iudskym okom, nazyvame viditelnym
fiarenim a jeho mcnochromatické zloZky maju af2ku vlny asi v rozsahu

(380 nm # 760 nm). Zlaren1e, ktorého monochromatické zloZky maju alzku vlny

asi v rozsahu (1 nm ¢+ 380 nm), nazyveme ultrafialovym Ziarenim.

Teraz si zavedieme niektoré energetické pojmy a veliliny sdvisiace so %Ziare-
nim., Fyzikd4lne velidiny budeme oznalovat indexom e ako energetickd (tie
isté fyzikdlne velildiny pre viditeIné %iarenie sa oznatuju indexom v = vi-
zudlne)., Index e mdZeme aj vynechat, sk z textu vidiet, %e sd to veliliny
energetické, a nie vizuilne,

Zlarlvy tok § Jje vykon prenddany elektromagnetickym Ziarenim. Zo zdroja
%iarenia sa Ziariv4 energia #iri do v3etkych smerov rychlostou svetla. Zia-
rivy tok @b Jje podiel Ziarivej energie, prechédzaaﬂcea danou plochou, a
doby, potas ktorej %iariv4 energia prechddza:

aw, . ,
# e = P.nds | (9.1)

e
at (8)

kde P Je Poyntingov vektor, n - Jednotkovy vektor kolmy na elementérnu
plodku A4S, Jednotkou Ziarivého toku je W.
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Spektrilna hustota Ziarivého toku ¢ Je podiel %iarivého toku, pripada-
" jiceho na nekone&ne maly element vlnovych df30k a tohto elementu

a b,

bg,3 = Ty (9.2)

¢. uddva spektrdlne rozloZenie Ziarivého toku, Jednotkou spektrdlnej hus-
toty Ziarivého toku je W o',

Vo v3eobecnosti nemus{ kaZd4 pldska Ziariaceho telesa vysielat rovnaky %ia--
rivy tok, preto sa zavddzajd Ziara a intenzita vyZarovania,

Ziara Ly Jje podiel Ziarivého toku, ktory vychddza, dopad4 alebo prestupuje
nekone&ne malou plochou v danom bode, nekonene malym priestorovym uhlom

v danom smere a s\ufinu tohto priestorového uhla a priemetu tejto plochy do
roviny kolmej na dany smer

a2 ¢,
Le = (903)
af) as cos @

>

kde © Jje uhol medzi kolmicouw na plochu dS a danym smerom. Jednotkou fia-
-1

ry je W 2 er-!,

Intenzita vyZarovania M, Je podiel #iarivého toku, ktorf vychddza g plos-
ky zdroja a obsahu tejto plosdky

aé,

lle = -;g— = ILG cos 6 d 0 (9.4)

Vztah (9.4) uddva aj sdvis medzi Ziarou a intenzitou vy%arovania. vednotkou
intenzity vyZarovania je W n~2,

Analogicky ako pre spektrilnu hustotu Ziarivého toku zavddzajd sa spektril-
na hustota %Ziare Ly 2 @ spektrdlna hustota intenzity vyZarovania uy ’).

X % (9.5)
L o~ = M . 2 —— .
& a3 or aa |

Jednotkou. L 0 je Wnm -3 or”! a Jednotkou le,) Jo W m°3.

Doteraz sme definovali fyzikdlne veliéiny, ktoré charakterizudﬁ vyiarovanie
energie, Podobne sd definované fyzikdlne veliliny, charakterizujdce ozxara-
nie (telies).



Intenzita o%fiarenia Ee je podiel Ziarivého toku, ktory dopadd na plO3ku,
a obsahu tejto pl8sky ’

Ee = ———e (9'6)
as v

Spektr4lna hustota intenzity oZiarenia Ee oy Je podiel intenzity ofiarenia,
pripadajicej na nekonefne maly element vlnovych df%0k a tohto elementu

a4 E : :
(-] N o
Ba,» © '-;'; (9, 6a)

-2

Jednotkou E, -je Wm -3

a jednotkou Ee \ Je Wm™,
' .

Teleso Ziarenie nielen vysiela (emituje), ale aj %iafenie, ktoré nan dopadd,
mdZe pohlcovat (absorbovat). To sa dalo ofakdvat, lebo ak teleso je v tep-
lotnej rovnovdhe so svojim okolim, mus{i z neho absorbovat energiu v rovna-
kom mno¥stve, v akom ju emituje. Schopnost telesa absorbovat Ziarenie cha-
rakterizuje ¥initel pohltenia o,, je to podiel Ziarivého toku, ktory tele-
so absorbuje, a %iarivého toku, ktory nan dopadd:

d ¢e,a
d¢,

Ziarenie, ktoré na teleso dopadd, nemusi byt iba pohltené, Vo v3eobecnosti
teleso jednu &ast %Ziarenia pohlti (abaorpcia), druhd &ast Zierenia odrazi
(reflexia) a tretiu Zast teleso prepust{ (transmisia). Schopnost telesa ode
ré%at Zierenie nan dopadajice charakteriguje &initeY odrazu, Ce? je to po-
diel Ziarivého toku telesom odrazeného a Ziarivého toku nan dopadajiceho

o€ = (9.7

a by .
a ¢e

Odraz mbZe byt zrkadlovy ee 2? ale aj dzfuzny - rozptylovy 90 a» 8 teda |
plati:

So =

(9.78)

a ¢b,r a ¢e,r,z di¢h,r,d

BUTON e, ag, e Res o

8initeX priestupu C; je podiel %iarivého toku vystupujiceho g telesa

(%iarenie, ktoré teleso prepusta) a %iarivého toku nen dopadajiceho
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d &g,

z’e = (9070)

a b,
Priestup m6%e byt aj priemy - reguldrny @;,p, aj difdzny @;’d a platf:

Qg by, Qb4 a
= + =

z' = c' + @' d (907d)
e a 4)0 a 4)3 a 4’3 8,p e,

Ggs Cq* z; 8 vdeobecne zdvislé od vlinovej dIZky, uhla dopadu a polarizd-
cie. Pre tu istd vlnovi dl¥ku alebo interval vlnovych d{¥ok ¥iarenia, uhol
dopadu a polarizdciu plat{:

%y * Ce + %’o.r- 1 (9.7e)

%gs Q> c; sy definované bud pre ur&ity, alebo cely obor vlnovych atzox
3iarenia., Pre %iarenie monochromstické (Ziarenie urZitej jedinej vlnovej dl%-
ky alebo v 3ir3om zmysle, Ziarenis z velmi izkej oblasti vlnovych dfiok, kto=-
ré moino charakterizovat jedinou vlnovou df%kou) sa definujy spektrdlne &ini-
tele pohltivosti, odrazu a priestupu, ako pediel apektrdlnej hustoty Ziarivé-
ho toku absorbovaného, odrazeného, prepustendho telesom a spekirdlnej husto-
ty %iarivého toku, dopadajuiceho na teleso '

d ¢%,),a d ¢5,),r d ¢e,')\,t
Top T 8ot Tyt (9.8)
d ¢e,) d ¢e,% d ¢e,)

Pre odraz a priestup, analogicky ako vo vztahoch (9.7b) & (9,7d), plati:

Qo,2 © 9e,),z * Qe,2,4 Ten = c;,m,p + ¢;’),d (9.8a)

kde ?a,},z Je spektrdlny &initel zrkadlového odrazu, e d" spektrilny
¥ty
ginitel rozptylového odraszu, @; \p spektrdlny &initel priemeho priestu-
Yy
pu, T Y spektrdlny &initel rozptylového priestupu.
™y

e

A monochromatické ¥isrenie dopadd na velmi malu pl83ku povrchu telesa v ur-
gitom smere (pod urfitym uhlom dopadu), urditej polarizdcie, potom pre dané
&initele tejto malej &asti povrchu telesa plat{:

“9))\ * ee:)‘ * c'337\ =1 (9.8b)
Taky %iari& (teleso), ktory pohlcuje vsetko %iarenie nan dopadajice, bez o~

hYadu na jeho vlnovi dl%ku, smer dopadu a polarizdciu, nazyvame Siernym Zia-
ridom, &iernym telesom, a plati:
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xg “e,) =1 , / v . .(9'8?)

CiniteY pohltenia je teda nezdvisly od vlnovej afzky a je v celej oblasti
vinovych df%ok (A = 0'a A—>m) konstantny -a rovnf jednej. To znamend,

%e &¢initel odrazu 9 ?a 2\ 2 0 a &initel priestupu t‘ = ¢; oY = O, Spek=-
trdlna hustota intenzity vyZarovanla f$iarida (telesa) mé pri véetkych vlno-
v¥ch afskxach najvy3siu moZnd hodnotu zo vietkych teplotnych Ziaridov. Také-
muto idedlnemu diernmemu telesu sa najviac bli%Zi Ziariaca dutina. VSetky iné
redlne telasi nespiﬁajﬁ poZiadavky kladené na &ierne teleso, Aby sme mohli
opisat Ziarenie aj takjchto telies, definuje sa emisivita teplotného Ziari-
&a & ako podiel intenzity vyZarovania teplotného Ziarifa a intenzity vy%a-
rovenia &ierneho Z%iarida pri rovnakej teplofe

€= , ' (9.9)

Indexom o budeme oznalovat, ked to bude treba, fyzik4lne velidiny, tykaji-
ce sa &ierneho telesa (Z%iarida).

Spaktrélna emisivita tepldtného %iarida £, je podiel spektrilnej hustoty
intenzity vyZfarovania teplotného %iarifa a spektrdlnej hustoty intenzity vy-
farovania &ierneho %iarifa pri rovnakej teplote

a Me’m

S'X D cm—— (9098)
d Ma,l,o

Spektrdlna emisivita teplotného %iarila v bode na jeho povrchu pri jeho Tu-
bovolnej teplote a vlnovej df%ke nim emitujiceho %iarenia sa rovn4 spektrdl-
nemu &initelu pohltenia pre Ziarenie, ktoré dopadd v tom istom smere. Tdto
rovnost plat{ pre Tubovolnu polarlzovanﬁ zloZku sko emitujiceho, tak aJ do-
padajiceho Ziarenia

o = :

Tento poznatok, kvantitat{vne vyjadreny vztahom (3.9b), sa nazjva Kirchhofe
fov zdkon pre teplotny} Ziaril,

Ak plat{ & = &, <1, taky Ziaril® nazyveme sivym Ziarifom. Sivy aj &ierny
¥iari& sd neselektivne %iarie a plati &£ = £,. Nerovnost ¢ # €, je pod-
mienkou pre selektivny ZiariZ, &, je funkciou vlnovej afzky.

Vonkaj3{ povrch nijakého redlneho telesa neZiari ako &ierny %iarié. Ak,
v telese urobime dutinu (obr. 9.1), ktorej vnitorny povrch pripadne zalier-
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nime (pokryjeme sadzami), Ziari takyto povrch cez maly otvor dutiny ako &ier-
ny %¥iari® (&ierne teleso), lebo &initel pohltenia takéhoto otvoru sa praktic-
ky rovnd jednej.

dopadajuce =

Jlarenie A

; g
7 obr. 9.1

Ciarne teleso je kosfnusovy Ziari&. Kosfnusové %iaride spinaju Lembertov z4-
kon:

| Ie’0 = d Ie,n cos © , (9.10)

kde
a(4y)

alh

a Ie,e =

Je Ziarivost zdroja z plas3ky d4S v smere odchflenom od kolmice k plddke dS
o uhol © a je definovand ako podiel Ziarivého toku, ktory pléska vysiela
do nekoneZne malého priestorového uhla, ktorého os le%fi v uvaZovenom smere

Ziarenia a toho priestorového uhla ku¥e¥a, Jednotkou Ziarivosti je W er".

4 I, a Je Ziarivost zdréja z plésky d4dS v smere kolmom na tu plédku, Medzi
, .
Ziarou, Ziarivostou a Ziarivym tokom platia vztahy:

2
a1, a ¢,
LG = = : (9.11)
dS cos ® dAS A cos ©

2 ktorych moZno odvodit suvis medzi %iarou a intenzitou vyZarovania, a tieZ
ich spektrdlnymi hustotami pre kosinusové Ziaride:

M, = JFL.
(9.12)
ue,)_ = ifLe’)
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9.1,2 Planckova hypotéza a
vyfarovacie zdkony

Teplotné Ziarenie v uzavretej dutine (obr, 9.1), ktoré mdZeme pozorovat cez
maly otvor, sa podobd dokonalému plynu. KaZdd Zast vndtorného povrchu dutiny
%Ziari a sdlasne Ziarenie, vysielené inymi Zastami povrchu, ako aj Ziarenie,
dopadajice cez maly otvor zvonku, odréZa aj pohlcuje. Ked predpokladdme, Ze
dutina je vzduchoprdzdna, je v ka%dom elements priestoru nejaké mno%stvo
fiarivej energie, lebo eléktromagnetické vinenie nesie urditd energiu. Ak je
teplota stien dutiny (termodynemicky systém) ustdlend - ¥asovo aj miestne
kondtantnd, je aj Ziarenie vo vnitri dutiny ustdlené, To znamend, %e husto=-
ta Ziarivej energie vo vnitri dutiny je kondtantnéd, Ziarenie pdsobi tie% ur-
&itym tlakom na plochu, ked na nu dopadd. Tento "energeticky plyn" ako pra-
covnéd l4tka termodynamického systému md teda svoju hustotu a tlak, V tomto
pripade tie%Z md%feme pouZit podobné uUvahy ako v termodynamike a odvodzovat
z nich rozne zdkony, podobné zékonom termodyneamickym.

Na z4klade taky¥chto predstdv pri3iel Kirchhoff (roku 1860) k d8leZitému z4-
konu, Ze podiel intenzity vyZarovania M, k Zinitelu pohltivosti w, sz4vi-
8i len od teploty telesa T. Kirchhoffov zdkon mdZeme toda vy jadrit rovni-
cou '

My

— = £(T) (9.13)

%q
Tento podiel je len funkciou teploty T, nezdvisi od akosti povrchu telesa,
Vztah (9.13) plati aj pre kazdd vlnovd df%ku osobitne, teda i pre monochro-
matické %¥iarenie & monochromatickd absorpciu, ale v tomto pripade je funk-
ciou nielen teploty, ale aj urditej vlinovej dl%ky \ = celkového Ziarenia.

Kirchhoffov zdkon pre monochromatické Ziarenie m4 tvar
—— = F(T,\) (9.14)

kde F(T,)) Jje funkcia dvoch premennych T a 7,
llh A -  spektrdlna hustote intenzity vyZarovania, :
“h') - s8pektrdlny &initel pohltivosti pre Ziarenie s vlnovou alz-
14

kou N.

Pre &ierne teleso je &initel pohltivosti rovny jednej pre vSetky vlnové als-
ky (9.8¢), takZe rovnice (9.13) a (9.14) sa zjednodudia a budi mat tvar



- 98 -

-

M, o = Mg = £(D) (9.15)

Ih,d,) = uo,m = F(T,\) (9.16)
Urlit funkcie £(T) a F(T,)\) bolo taZiskom bddania v druhej polovici 19.
storo%ia. fah3ie bolo urfit funkciu f£(T). Na zdklade experimentdlnych vy-
sledkov stanovil Stefan (roku 1879) tudto funkciu v tvare

Uy (T) = 6"?4 (9.17)

ktord Boltzmann teoreticky odvodil pou?itim termodynamickych zdkonov. Vztah
(9.17) sa nazyva Stefan-Boltzmannov zdkon. 6 je Stefan-Boltzmennova kon-
Ztanta, ktorej hodnota je -

-8 w2t (9.18)

§e <5,67032 & 0,00073> 10
Aby bol problém Ziarenia Zierneho telesa vyrieSeny, musela sa urlit edte
funkcia F(T,\) v rovnici (9.16). Prv§ sa o to pokusil Wien (roku 1896),
ked na zdklade termodynamickjch zdkonov zistil, %e funkcia m4 tvar

1 .
A

?(XT) Je u% len funkciou suZinu \T, teda len jednej premennej.

Okrem toho, %e Sierne teleso, ked je teplejdie, Ziari viac, neZ ked je chlad-
nej3ie (%o u¥ vyjedruje Stefan-Boltzmannov zdkon), sa z vy¥sledkov pozorovani
gistilo, Ze spektrum teplejdieho &ierneho telesa md svoje meximum pri krat-
Sej vlinovej df¥ke, neZ je maximum spektra chladnejSieho &ierneho telesa. Pri
gahrievant Zeleznd ty¥ spodiatku svieti Zerveno, potom jasne oranZfovo, a%
konedne dosiahne "bielu ¥iaru”,.Spektrum Ziarenia &ierneho telesa pre¢ viace-
ro tepldt je na obr. 9,2, Medzi L, oY a M Y plati vztah (9.12). Tento
poznatok viedol Wiena uréit dfZku vlny A o’ ktoré odpoved4 maximdlnej spek-
trdlnej hustote intenzity vyZarovania. Hladané vlna je dand podmienkou

Guo)‘ _
=0 (9.20)

3

Po aplikovani tejto podmienky na funkciu (9.19) dostaneme:

| FeO.T)
--5_ ?()\m'l‘) +T—. ? n =0
26 22 A

po uprave
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A T = =59 D (9.21)

Platnost rovnice (9.21) moZno zachovat pre redlny koren iba vtedy, ked je
ed&in \ T rovn} kontente, ktord vyplyva priemo z merania '

kda b = 2,898, 10”3 m K.

§ Ler(an 10

[:Jrsts»"sr:4
“’ | ® 600K
& A ® 800K
A4 1 ® 900K
| @ 4000 K
" [ ® 100K
ﬂ f ® 200K
" B \ i @ 100K
RN
q 1S \
\
I
AN |
(VSN
4 ,%- R \ \
3 / K\i\ \\\ ]
Ll //r‘@«\\\\ki\
. N 2) b Y ~
A v N — .\% \§ A [

0 A 2 d ¥ 35 e 7 8 3 10

Obr. 9.2

Odvodend rovnica (9,22) vyjadruje Wienov posunovy zfkon. Na obr. 9.2 je zé~
vislost (9.22) vynesend ¥iarkovane. Medzi hodnotami A, a Y, (frekvencia)

neplat{ vztah \ = c¢/y, lebo maxim4 M,, @& M,, sinaréznych miestach
?
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spektra. Wien odvodil aj tvar funkcie y()T) z px;edpokladov klasickej Sta-
tistiky ' ' '

- c2 )
q?(M!) = c, exp <_7-\Tr-) . (9.23)

kde ¢, a ¢, su konétant.y. Po dosaden{ funkcie (9,23) do vztahu (9.19)
dostaneme: ’ ‘

: | T %
M, 5 (I, = ¢, A\~? exp <TT-> | (9.24)

%o je Wienov zdkon o %iareni. Ukxdzalo sa v3ak, %e Wienov zdkon je len &ias-
to%ne sprévny a ddva vysledok s presnostou lep3ou ne% 1 %, ak je . AT <0,002
m K (napr. v Zervenom svetle pre T <3500 K)., Pre teplotné ¥iarenie v dlho-
vlnovej oblasti sa rozchddza s experimentdlnymi vysledkami. Tito oblast sa
podarilo uspokojujuico pokryt funkciou '

c
. 1 - :
9 ()T? = c3'AT ey = °—2 = const (9.25a)

ktord teoreticky odvodili Rayleigh a Jeane. Po dosadenf funkcie (9,25a) do
vztahu (9.19) dostanenme:

c .
1
= -4
M, 5 (TN = ” T | (9.25b)

vztah (9.25b) je Rayleighov a Jeansov zdkon a ddva vy¥sledok s presnostiou
lepSou ne% 1 %, ak je AT>0,72 m K (napr. v oblasti infraerveného Ziare-
nia vinovej df%ky O,! mm pre T>7200 K). :

Pri pohlade na Rayleighov a Jeansov zdkon (9.25b), ktory je dbsledkom ter-
modynamickych zdkonov klasickej fyziky, zistime jeden jeho podstatny nedo-
statok. Pri klesajicej N\, &o odpovedd prechodu do ultrafialovej oblasti
spektra, predpovedd (9.25b) neohraniZené zviélSovanie spektrdlnej hustoty
intenzity vyZarovania &ierneho telesa. Toto je viak v rozpore nielen s expe-
rimentdlnymi vy¥eledkami, ale aj so zdkonom sachovania energie. Tento nesgi-
hlas je znémy pod ndzvom “ultrafialovd katastrofa%, Nesilad obidvpch zéko-
nov, ktoré sa vzdjomne li{Sia a opisuji ten isty jav, priviedol k nevyhnut-
nosti nahradit ich jedinym gzdkonom. Formdlne nebolo ani taZké ndjat takd
funkcin ¢{AT), ktord by vyhovovala pre celd oblast vlnovich dlZok a pre
vietky teploty ¥iarenia. Roku 1900 urdil Planck funkciu Q(\T) v tvare
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c

gOT) = ' __ (9.26)

w(52)-

ktord veImi dobre vyhovovala kladenym poZiadavkédm, ale nebolo ju mo¥%né z kla-
sickej Statistiky teoreticky odvodit.

Pod gdrojom Ziarenia v dutine si predstavujeme elektromagnetické oscilétory
(2iari%e), ktoré sd rozlo%enéd po vmitornfch stendch dutiny., Takymito osciléd-
tormi mé%u byt elektrické ndboje, konajice harmonické kmity rdznych frekven-
ecif., 0d nich sa S{ria (podXa klasickej fyziky) elektromagnetické vlny, osci-
ldtor Ziari. Naopak, kaZdy oscildtor m8Ze elektromagnetickéd vlinenie aj pohl-
tit, najm# ak mé td istu frekvenciu, '@ akou vlnenie vysiela (jeho vlastné&
frekvencia je v rezonancii s dopadajdcim Ziarenim). KaZdy linedrny oscildtor
m4 dva stupne voXnosti. PodYa ekviparti¥ného zdkona pripadd na jeden stupen
volnosti energia % k T, takZe oscilétor m4 energiu k T, kde k. je Boltz~
mannova konstanta (pozri (5.21)). To ale znamend, %e energia oscildtora mdZe
rést neohranilene & teplotou, %o vedie, ako sme uZ povedali, k nesprévnym vy-
sledkom. Planck usidil, %e préve predpoklad plynulej meniteXnosti energie je .
nesprévny. Viedlo ho to k prevrétonému predpokladu, %e "Ziariv4 energia moéZe
byt absorbovand alebo vyZarovand len po celistvych ndsobkoch kvanta W, =

= hy", kde Y je vlastnd frekvencia oscildtora a h je G¥inkové kvantum
(este podTa Plancka), teragz nazfvend Planckova konStanta., Jej hodnota je

he <6,626176 ¥ 0,000036 > . 10734 J & : (9.27)

Vypod{tame strednd hodnotu energie W (T) oscilétora s diskrétnymi hodnota-
mi energie W, = nh¥, kde n = 0,1,2,3, ..., ™. Relativna pravdepodobnost,
%e oscilétor né pri teplote T energiu W n? Je uréené Boltzmannovym fakto-
rom exp (-W /xT), ktord je vidy men3ia ako 1. Na urtenie W (T) treba W,
vynésobit jej relativnou pravdepodobnostou vyekytu, sditat cez vietky n od
n=0 aZ po n—»o a vydelit v d8sledku normovania sumou relativaych
pravdepodobnosti pre vietky n. Dostaneme: ' '

Suy o (- _) Dy e (-22)

- n=0
W (D) = > p =
n ‘ nhy
2,,,(“ S u) ,
2hy
hD[ - am—{d 2‘ "'oc-] .
] .xp( ) *P( . by ':-E 1n [1+.'+.?P;;,}

""ﬂxp ""‘-)"' XD-—"-)+ cee



- 102 =

kde f = - hy/kT. V hranatej zdtvorke je nekonedny geometricky rad 1| + q +
+ Q€ 4+ cecees; ktorého silet je s = 1——— ak |q|< 1. V nadom pripade je
q= ol = exp ( % a je mendie ako jedna, teda si¥et radu je

1 1
= =1 + cp + czﬂ"' see (9029)

] - eb h)'>
1 = - —
oxp ( T

Po dosadeni (9.29) do {(9.28) dostaneme:

s | 1 hva" hy hy
W(T) = hy = 1n = = =
éﬂ 1-e® 1-eP o Pl1ue?) P
teda :
hy he
w (T) = = . =
(hv) - ( he >
exp o } exp T -
7 he
= 02 : (9-30)
')\oxp (- — ]
AT .

kde o, = he/k je konitanta. Vztah (9.30) vyjsdruje strednd energiu kvanto-
vého oscildtora, Samotnd Planckova teoria je matematicky dost komplikovand
a ani iné odvodenia Planckovho z4kona tu nebudeme uvddzat, lebo sd tie% ma-

tematicky ndroéné. V§sledny vztah pre spektrilnu hustotu intenzity vyZarova-
nia, ktory Planck odvodil, Jje

L ONT) 2%¢c o 24h c? 1
B o W = ] . =
o’k 1 4 5 hc
A A exp(——-)- 1
' KT

Planckov zdkon sa najiaste jiie uvddza v tvare

¢ |
AW Lo

5 c
) 2
- Ja
oxp (’M‘)

6, = h ¢/k a ich hodnoty sd:

(9.31)

kde o, = 2%h %;



¢, € (3,741832
¢, € <1,438786

Z Planckovho zdkona mo%no
fanov a Boltzmannov z4kon
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16 2

Wm

t+

0,000020 > « 10
(9432)

I+

0,000046 > . 1072 m K

priamo odvodit Wienov posunovy zdkon (9.22) a Ste-
(9.17). Rayleighov a Jeansov zdkon (9.25b) je jeho

Specidlnym pripadom pre hy<« kT (t.j. ¢,<< AT) a Wienov zékon o %iareni
(9.24) pre hV>> kT (t.J. c,>>)2T).

Ak je c>> AT, mbZeme v Planckovom zdkone (9.31) jednotku v menovateli za=-
nedbaf, pretoZe &len exp (°2/T) Jje velmi velky, Tak dostaneme zndmy Wienov
zdkon o Ziareni (9.24) '

€2

-5
“o,)O"T) = °1_7‘ exp (- ;1‘.>

Ak je o, << AT v Planckovom zdkone (9.31) exp (¢,/AT) rozvinieme pomocou
Taylorovho raedu exp (o,/AT) =1 + czl)\T, ostatné ¥leny zanedbsdme a dostaieme
Rayleigh - Jeansov zédkon (9.25b) :

c
1
M, D) = — A4
’ c
2
Stefanov a Boltzmannov zdkon dostaneme 3 Planckovho z4kona integrédciou cez
vSetky vinové dliky, teda

Qo
(1) = _[ My L L) ) =
0

’

an
0 5[ 2)- 1 ]
N | exp ”

2t @ B 2gxdrt @
= 53 dx = jx}e'm‘dx-
¢“ b’ 5 e* -1 2 5
4 .4
2% x4t A
= ——:6"1‘4
2p3 15 |

Pri rieSenf integrdlu sme zaviaedli novlu integrainy premenni

he

X B

kAT

z &oho Jje
he dx

d) B = oms e

x2

(9.33)
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teda

- 4
M (T) = 6T

%o je Stefanov a Boltzmannov zdkon (9.17) a kon3tanta 6§ Jje

2 %7 x4

15 ¢ n3

Aj Wienov posunovy zdkon moZno odvodit z Planckovho zdkona (9.31), ked riesi-
me rovnicu

3 Uy T ogn cz[ 5 reX  Ax 'J
+
e -1

(¥ = 12 2

=0
9% 2

pre )=, kde sme pou%ili rovnaké oznafenie ako v (9.33).

Po dprave dostaneme:

X

x+5e " =5 (9.34)

Rovnici (9.34) okrem x = O vyhovuje koren

he -
x = = 4,965
k Xm T
teda
)m T=bd -

. & Je Wienov posunovy zdkon (9.22),

Planckova revolu®nd my3lienka zmenila zdklady te&retickej fyziky a viedla ku
kvantove j ta6rii, na ktorej je vybudovand celd modernd fyzika,

9.2 ZASIATKY KVANTOVEJ TEGRIE

9.2.1 Fotoelektricky Jjav

Koncom 19, stor. mnoho experimentov (H. Hertz, P. lenard) ukdzalo, Ze pri do-
~pade svetla s dostatoZne velkou frekvenciou na povrch kovu si z neho emitova-
né elektrony (okrem alkalickfch kovov, kde je vidy potrebné ultrafialové svet-

-



©

elektrony K| ) -

{np Obr. 9,3

lo). Tento efekt sa nazfva fotoelektricky jav. Na obr. 9.3 vidiet zariadenie,
ktoré sa pouZilo pri tfchto pokusoch. Cez okienko O vzduchoprdzdnej kremen-
nej trubice dopadd na anddu A svetlo. Pod jeho "¥inkom vyletuju elektriny.
Niektoré z tfchto elektrdnov maji dostatodnd energiu na to, aby dosishli ka-
tddu K napriek svojej zdpornej polarite, Tieto elektrdny tvoria elektrickyf
pruid, ktory je merany ampérmetrom. So zvySovanim brzdiaceho napiétia U dops-
d4 na katodu doraz menej elektronov a prud klesd. Ked nap#tie U dosiahne,
alebo prevy3i hodnotu v, (r4dove niekolko voltov), na katddu u% nedopadajui
elektrony a elektricky prud netedie. Pokusy ukdzali, Ze:

1, ak dopadajice svetlo je monochromatické, energetické rozdelenie emitova-
nych elektronov (tzv. fotoelektrony) nezdvis{ od jeho intenzity (elektrd-
ny majd rovnaki energiu), obr. 9.4, -

Ee.\ ) I

3 frekvencia : V= konstanta

> " -3€

- ‘ Ee,;.:' e

§ E..,.=2E ked U-0
% e [ XY

Ko

e

L2

0 brzdiace napttie
. Obr. 9.4

2. od intenzity dopadajuceho monochromatického svetla zdvis{ len pofet emi-
tovanfch elektronov, obr. 9.4,
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3. 8o zvySovanim frekvencie dopadéjuceho sval a rastie energia emitovanych
elektronov, obr. 9.5. ' '

1

spektrdlna hustota intenzity oZiarenia: E.,~konstanta -

fotoelektricky prud

Use

. brzdiace napétie

Obr. 9.5

Fotoelektricky jav vyvolal veYky rozruch, lebo ho nevedela vtedajSia klasie-
k4 fyzika vysvetlit (v rdmeci klasickej vlnovej teorie svetla, vyplyvajucej

% Maxwellovych rovnic). UvaZujme fislové svetlo, dopadajice na povrch sodika
v gariadenf podPa obr. 9.3. Meratelny elektricky prid dosiahneme, ked inten-
zita oZiarenia povrchu kovu je aspon 107% W m~2, Vo vrstve sodfka veTkosti

1 atdmu a plochy 1 m® je 10'? atdmov. Ked predpokladéme, e svetlo je absor-
bované vrehnymi 10 vrstvemi, potom na jeden atom dopadd %iarenie vykonu
1026 W, & Jje menej ako 1077 av/s. Aby elektron nadobudol energiu Az 1 eV
(%0 podYa experimentu m4), muselo by nan dopadat svetlo 107 8, t.j. tekmer
rok., V skutoZnosti neexistuje takmer Ziadne Zasové zdrZianie (ak je, potom
Je mendie ako 3 . 10'9 8) medzi dopadom svetla na povrch kovu a emisiou fo-
toslektronov., Aj keby sme vzali maximdlnu dobu zdriania 3 . 10'9 8, priemer-
nf elektron podl'a elektromagnetickej tedrie zfska len 3 . 10'16 eV,

Zvl43tna z hTadiska vinovej teorie je skutodnost, %e energia fotoelektronu
zdvisi od frekvencie pouZitého svetla, obr. 9.6. Pri frekvencidch niZsich,
ako je kritickd frekvencia Yoy ktord Jje charakteristick4 pre kaidy dqu
kov, nie sd uZ elektrony emitované. Hodnoty dlhovlnej hranice }o = c/vb

pre niektoré kovy sd uvedené v tab., 9,1,

TabuTka 9,1
Kov Cs Na Zn Ag Pt
% [nm] 660 500 472 260 196,2
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Wk,max.

max. energia

Obr. 9.6 frekvencia svetla

Nad touto prahovou frekvenciou maji fotoelektrony energiu v rozmedzi od nuly
aZ po urdity maximdlnu hodnotu, ktor4 linedrne rastie so stupajicou frekven-
ciou (pozri obr. 9.6).

Aj ked Plenck musel predpokladat emisiu elektromagnetickej energie Zeravym
telesom po kvantédch, nepochyboval o tom, %e sa tdto energia v priestore 3{iri
spojito ako elektromagnetické vliny. Einstien i3iel dalej a navrhol predpo-
klad, podTa ktorého sa Ziarenie (svetlo) nielen vyZaruje, ale i 3iri po jed-
notlivych kvantdch. Pomocou tejto hypotézy sa fotoelektricky jav d4 Yahko vy-
svetlit,

Pri kaZdom pohlfeni alabo vyZiareni kvanta sa energia elektromagnetickej vl-
ny zmeni o hV. Zdkon zachovania energie pri pohlten{ Ziarenia a vyrazeni
elektrdnu z kovu moZno zapisat v tvare

kde hYy je energia dopadajiceho fotonu, WB' a W, 8upotencidlne a kine-
tickd energia elektronu vo vnitri kovu (anody), Vo 8 W, 8d potencidlna

a kinetickd energia elektronu po opusteni kovu. Rozdiel sz - (W 1t Wi,) =
= Ap nazyvame vy¥stupnou précou, ktord je rovnd h V,. Potom rovngca (9.35)

prejde do tvaru

hy = h Vo * Wo
Weo Jo maximdlna moZn4 energia fotoelektrénu;_ozngéime Jju wk,max’ potom
bude ‘

hy =h vo + wk,max
alebo

¥ max = B (V=) =e . U, - (9.36)

kde - & ..U, Je prédca elektrostatického pola, potrebnd na zmenu kinetickej
energie elektronu g maximdlnej hodnoty, ktord mb%fe dosiahnut, na nulovi.
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Vztah (9.36) sa nazyva Einsteinova rovnica. Pomocou nej moZno urfit Planckovu
kon3tantu "h" a jej hodnota je takd ist4 ako hodnota, ziskand podla Planckov-
ho zédkona pre teplotné Ziarenie &ierneho Ziarifa (telesa), —T

‘

9.2,.2 RO ntgenove iarenie

Fotoelektricky jav je presvedéivyh ddkazom schopnosti fotonov odovzd4vat ener-
giu elektronom, Je v3ak moZiny aj obrateny proces, t.j. %ast alebo celd kine-
tick4 energia pohybujuiceho sa elektromu sa mé%e premenit na energiu fotdnu.
Tento jav bol objaveny (i ked nie pochopeny) este pred teoretickymi précami
Plancka a Einsteina. Konrad Wilhelm R3ntgen (roku 1895) na zdklade experimen=-
tov zistil, %e pri ndraze rychlych elektronov na l4tku vznikd velmi prenikavé
Z#iarenie nezndmej podstaty. Ako sa ukdzalo, 1life X (ako ich pomenoval sdm
objavitel) tohto %iarenia sa 3{ria priamodiaro, a to i v elektrickom aj

v magnetickom poli, Yahko prechddzaju neprehladnymi materidlmi, vyvoldvaju
%iarenie fluorescen®nych 1l4tok a p8sobia na fotografické dosky. Cf{m rychlej-
8ie sd p8vodné elektrony, tym prenikavejiie si vysledné li%e X, s po&tom
elektronov sa zvysuje intenzita zv#zku ludov X.

Krdtko po objave bol vysloveny predpoklad, Ze ld%e X sui vlastne elektromeg-
netické viny. Elektromagnetickd teoria predpovedd, Ze elektricky ndboj, pohy-
bujuei sa grychlene, bude vyZarovat elektromsgnetické vliny a rychly elektron
iste nemo¥no zastavit bez (zdporného) zrychlenia. Ziarenie vznikajice za
tychto okolnosti sa nazyva brzdné Zierenie. Fakt, %e v prvfch experimentoch
nebol pozorovany lom ligov X, moZno vysvetlit ich veImi krdtkou vlnovou afs-
kou, mendou ako v ultrafialovom pdsme, lebo index lomu ldtky klesd k jednot-
ke (%o zodpovedd priamofiaremu S{reniu) s klesajicou vlnovou dI%kou.

Vlnovd povahu li%ov X demon3troval ako prvy§ Barkla (1906), ktory dokdzal
ich polarizdciu. Princip jeho experimentu je zndzorneny na obr. 9.7.. Rozober-
me 8i tento pokus za predpokiadu, fe lute X s8d elektromagnetické vliny. Zla-
va v smere 08i 2z dopadd4 na maly kusok uhlika zvH#zok nepolarizovanych liZov
X. Tieto lu¥e sa na uhlfku rozptylujd, to znamend, %e elektrony uhlikovych
atomov za¥nu kmitat pozdl# elektrickych vektorov li¥ov X a samé sa stdvaju
zdrojom #iarenia. Preto%e elektricky vektor je v elektromagnetickej vlne kol-
my na smer jej 3{renia, elektrické vektory pdvodného zviézku ludov X leZia
iba v rovine xy. Blektrony uhlfkového terdika si teda mitené kmita¥ v rovi-
ne xy. Rozptfleny 1i¢ X, ktory sa 8iri v kladnom smere osi x, mdZe mat
elektricky vektor len v smere 0si y a je teda polarizovany v rovine. Na
ddkaz tejto polarizdcie je umiestneny do cesty ld&a druhy kidsok uhlika (obr.
9.7 vpravo). Elektrony tohto terdfka su vo svojich kmitoch obmédzené na smer
osi y, a preto budd vyfarovat 1lude X, ktoré sa 3iria len v rovine xz, a
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Obr. 9.7

nie v smere osi "y. PretoZe rozptylené liie X sa skutolne nepozoruju mimo
roviny xz, potvrdzuje sa t¥m ich vlnovy charskter,

Na zistenie vlnovej dl%ky 1G%ov X navrhol Max von Laue (roku 1912) metodu,
zalo¥end na difrekcii (rozptyle) li¥ov X. 2 vlinovej optiky vieme, %e k uspo-
kojivym v¥sledkom dochddza, ak vzdialenost medzi susednymi vrypmi difrakéne]j
mrieZky Jje rddove rovnd vlinovej dl%ke svetla, Difrak&nd mrieZku, ktord by
uvedend poZiadavku spinala pri pokuse s 1u¥mi X, nebolo technicky moZné vy-
robit. Z tohto dévodu navrhol Max von Laune pouZit na difrakciu ldidov X krys-
tdly, ktoré svojim bravidelnym usporiadanim atomov tvoria trojrozmernd mrie3-
ku (vzdislenost atdmov je rsdove 0,1 nm). Prisludné experimenty urobili v na-
sledujicom roku Fridrich a Knipping. Prechodom lddov X cez dodtidku hmibky
0,5 mm, vyrezani z kry3tilu 2nS, sa na fotografickej doske vytvoril difrakd-
ny obraz, tzv. Laueov diagram. Pri tychto pokusoch boli stanovené vinové afz-
ky od 0,013 nm do 0,048 nm, &o je desat'tisfckrdt menej ako pri viditeInom
svetle a kvantd Ziarenia majui 10%-xr4t vassiu energiu,

Pre ulely klasifikdcie sa dnes elektromagnetické Ziarenie s vlnovymi dfzkemi
0d 107" ndo 108 [(0,01 ¢ 10) nm] ozna¥uje ako %iarenie X (ROntgenove
tierenie). - ’

Na obr. 9.8 je zndzorneny princip rdntgenovej lampy. Katoda K, ktord je Ze-
revend vldknom, ktorym prechsidza elektricky prid, doddva elektrony prostred-
nictvom termoemisie, Velky potencidlny rozdiel U, udrZovany medzi katdédou a
kovovym terfom T, urychluje elektrony smerom na terdik. Celnd plocha terli-
ka je vo¥i elektrdnovému zvizku pod urditym uhlom a 1ldde X, ktoré vyletujd

z terda, prechddzajd stenou lampy von. Trubica lampy je vzduchoprézdna, aby

sa umofnil neruseny prechod elektronov k terdfku. /

Ako sme uZ spomenuli, klasickd tedria elektromagnetického pola predpovedd
vznik brzdného Ziarenia pri zrychlenom pohybe elektronov, a tym vysvetluje
emisiu 1ld¥ov X pri zastaveni rychlych elektronov v terdi réntgenovej lampy.
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Suhlas klasickej teorie s experimentilnymi vjsledkemi nie je v3ak v niekto-
rych d8leZitych bodoch uspokojivy. Obr. 9.9 a 9.10. ukazuji spektrd lidov X,
vznikajicich pri ostrelovan{ wolfrdmovych & molybdénovych terdov elektronmi
pri rfznych urychlujicich napitiach. Krivky vykazuji dve vyzna&né vlastnosti,
ktoré nemoZno vysvetlit pomocou teorie elektromagnetického pola:

10 ;
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Obr. 9.9

1. Na molybdénovych ter&och sa pri ur&itych vlnovych d{%kach zreteTne vysky-
: tuji ostré maximd intenzity, spdsobené zvySenou produkciou lidov X. Tie-
to maximd sa objavujd pri rdznych vlnovych dl%kach, charakteristickjch
pre kaZdy materidl terda a maji p8vod v zmene elektrdnovych Ztruktir ato-

mov terda, porulenych ostrelujicimi elektronmi. Okrem spojitého spektra
vznikaji teda 1% X charskteristickych vlinov§ch dlZok (2o je neklasic-
k¥ efekt) a nazjvame to charaskteristickym Zierenim.

2. Lide X, produkované pri konitantnom urychlujuicom nap#ti . U, mejd rdzne
vinové dl%ky, avdak %iadna z nich nie je krat$ia ako ur&itd hodnota V)min,
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ktord klesd so atﬁpajdcim nap#tim U, Pri urditom napiti U Jje v3ak hodnota
lmin rovnakd pre wolfrdmovy aj molybdénovy terd. Duane a Hunt zistili, Ze
Mmin jg nepriamo dmerné napltiu U, &o sa oznaluje ako Duane-Huntov zdkon:

=7

h
1)

Ngin (9.37)

kde d, Jje kon3tanta Umernosti, urfend experimentdlne, a m4 hodnotu a, =
= 1,24 , 107 v m, |

Druhd vyzna¥ni vlestnost li¥ov X Yahko pochopime na zdklade kvantovej teo-
rie %iarenia, V#&3ina elektrénov, dopadajicich na ter&, postupne strdca svo-
- ju kinetickd energiu v rade zrdZok s atomami ter¥a a tdto energia sa menf na
teplo. (To je ddvod, predo sy terde v rdntgenovych lampdch obvykle zhotovené
z tatkotaviteInych kovov a prefo sa &asto pouZivaji aj udfinne prostriedky na
ichchladenie.) NiekoYko elektronov vdak strdca v#&3iu Sast alebo celd ener-
giu v jednej gzrd¥ke s atomom terfa a pritom sa vyZaruju li¥e X. Okrem ostrych
- max{im na obr. 9.10 (%o Jje prvéd vyznalnd vliastnost luiov X) ich vznik pred-
stavuje obrdteny fotoelektricky jav. Namiesto premeny energie fotonu na kine-
tickd energiu elektronu menf sa kinetick4 energia elektronu na energiu foto-
nu. Pre foton s maximélnou energiou mdZeme pisat:

he

thax =

. (9.38)
Mmin ;
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Zékon zachovania energie pre zrdfku elektrdnu s atdmom terda, pri ktorej
elektron strat{ celd svoju energiu, Jje

Wpr * Wiy = Woo + Wip + Wy
kde W a W k1 je potencidlna a kinetickd energia elektronu pred vstupom
do terga, Wo a W, sd energie elektronu vo vmitri terda a hV max Je

energia vyZiareného fotonu., Rozdiel

je v§stupnd préca, ktord elektrdn vykond pri prechode cez potencidlovyi barié-
ru pri vniknut{ do ter¥a. PretoZfe Ay~ 1 eV, mb%eme ju vzhTadom na Vlk1 ~ 104
eV zanedbat a poloZit Wey=eU (akv vo vztahu (9.36)). Po tejto uvahe je

hymx =90 U (9-39)

Ked do (9.38) dosadime (9.39), dostaneme:

he 1

Mpin = — p ' (9. 40)

VypoS{tame hc/e a zistime, Ze sa velmi dobre zhoduje 8 kon3tantou dh'
v experimentdlnej rovnici (9.37), vyjadrujicej Duane-Huntov zdkon.

Konven&ny rdntgenovy pristroj md urfchTujice nap#tie okolo 50 kV a pre jeho

najkratdiu vlinovd dfZku podTa (9.37) Jje Mpip = 90248 nm. Tejto vlnovej afz-
ke odpovedd frekvencia Voax = 102 10 19 ?.

9.,2.2.1 Difrakcia r8ntgenového %iarenia

Vrdtme sa nasplt k otézke, ekym spdsobom mo%no demondtrovat li%e X ako
elektromagnetické vlny. Kry3tdl pozostdva z usporiadaného sidboru atomov,

2z ktorych kaZdy mé%e rozptylovat akikoXvek elektromagnetickd vlinu, ktord nan
dopadne. Mechanizmus rozptylu je takfto: Atom v konStantnom elektrickom poli
sa polarizuje, lebo na jeho zdporne nabité elektrdny a kladné jadro p8sobia
8ily rovnakého smeru, ale opa¥nej orientdcie. Tieto sily si malé v porovnani
8o silami, ktoré drZia pohromade atom, tak¥e vysledkom je len jeho deformova-
nie rozdelenia ndboja, ekvivalentné elektrickému dipdlu. V pritomnosti strie-
davého elektrického pola elektromagnetickej vliny s frekvenciou V sa polari-
zdcia atomu men{ 8 tou istou frekvenciou V. Vytvédra sa teda oscilujici
elektricky dipol na dkor ¥asti energie dopadajucej vlny, ktorej smplitdda ea
podTa toho zmen3uje (pozri &ast 7.23). Kmitajici dipdl spHtne vylaruje elek-
tromegnetické viny s frekvenciou ¥ a tieto sekunddrne vliny sa éiria,vg viet~

\
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kjch smeroch okrem smeru pozdl hlavnej osi dipélu. V subore atdmov, ktoré

ad vystavené nepolarizovanému Zlarenxu, Je sekunddrne %iarenia izotropné,
pretoze prispevky jednotlivych atomov sd ndhodne rozdelené, neusporiadané.

Ak by eme pou%ili vlnovid terminologiu, sekundédrne viny majd gulové vinoplo-
chy na rozdiel od rovinného %ela ako dopadajicich, tak i nerozptylenych vin._
Pri rozptyle teda atom pohlcuje dopadajice rovinné viny a pod ich dZinkom
vyZaruje gulové vlny s tou istou frekvenciou.

Monochromaticky zvizok lu%ov X, dopadajici na kry3tdl, sa rozptyTuje do
viatkych smerov vo vmitri krydtdlu, avdak v d8sledku pravidelného usporiada-
nia atomov sa rozptflené vlny v niektoryjch smeroch zosilnujd a v infch zase
zoslabujui. Atomy v kry3tdli méZeme uvaZovat, ako by tvorili systémy rovno-
beZnych rovin, ktorych vzdialenost je charakteristick4d pre dany krydtdl
(obr. 9.11). Analyzu takéhoto problému navrhol (roku 1913) W.L. Bragg a po=-
dla neho sa nazyvaju Braggove roviny.

L\
> /A
Y

~

T AT
o, Z —
Z J/ '
\J
Qbr. 901 1

Podmienky, ktoré musi Ziarenie spifiat, aby sa pri rozptyle na atdmoch inter-
ferenciou zosilnovalo, odvodime na zéklade schematického nd&rtu na obr,9.12.
Zvézok ld%ov X s vlnovou dffkou )\ dopadd na kryStsl pod uhlom & vzhre-
dom na systém Braggovych rovin, ktorych vzdjomnd vzdialenost je a. ZvHzok

Obr. 9.12
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prechddza okolo atomu A v prvej rovine a okolo atomu B v susednej rovi-
ne. Obidva atomy roaptyTuji &ast zvizku v ndhodnych smeroch. Zoeilnenie in-
terferenciou bude len medzi taekymi dvome 1ludmi, ktoré su rovnobeZné a ich
"drdhy sa 1i3ia presne o X%, 2), 3) atd., t.j. drdhovj rozdiel musf byt n},
kde n je celé ¥fslo. 2 lu¥ov rozptylrovanjych na atomoch A a B to platt
len pre lide na obr. 9.12 oznafené I a 1I. Prvd podmienka vyZaduje od lulov
I a 11, aby ich spolo&ny uhol rozptylu bol rovny uhlu dopadu 4 pOvodného
zvizku., (T4to podmienka je rovnakd asko v optike pre zrkadlovy odraz, preto,
aj ked nesprdvne, sa rozptyl li%ov X na atomovich rovindch nazyva Braggov
odraz.) Druhd podmienka vyZaduje

2 a sin % = n)\ n=1,23... (9.41)

lebo 1iE& II musi vzhladom na 14& I urazit vzdialenost vi&Siu o 2 a sin 4P,
Cislo n Jje rdd rozptyleného zvézku,

Braggova metoda je velmi vfhodnd na urdovanie vlnovjch di%ok r#ntgenového
Yisrenia. Laueova metdoda je vhodnejdia na 3tudium kry3talickej Struktdry
létOko

dataktor
-
o | \
|
S\ SN Al
7
/o
&0
~ —
ko\imc\torj drons
obr, 9.13

Na obr. 9.13 je zndzorneny princip rdntgenového spektrometra, vyuffvajici
Braggovu metddu rozptylu, Kolimovany zv#zok ludov X dopadd na kry3t4l pod
uhlom ¥ a detektor je umiestneny tak, aby registroval li&e pod uhlom roz-
ptylu ‘*, lebo kaZdy 1u¢ splna prvd Braggovu podmienku. Ked sa ment «*,‘de-
tektor zaznamendva ostré maximd, odpovedajice rddu rozptyleného zvizku z rov-~
nice (9.41). Ak poznédme vzdialenost a wmedzi susednymi Braggovimi rovinami

v kry3t4li, mb%eme vypo¥itat vlimovi df%ku )\ 1ludov X.
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9.2.2.2 Comptonov jav

A}

‘Kvantovd tedria Ziarenia poatuluje'Sprévanie sa fotonov ako &astfc s nulovou
pokojovou hmotnostou. Na zdklade tejto predstavy mbZeme skumat zrd’ky foto-
nov 8 elektronmi ako zré%¥ky pruZnych gil v klasickej mechanike. Obr. 9.14a

nézorne ukazuje takudto zri¥ku. Fotdn ld¥a X nard¥a na elektron (predpokla-
déme, %e je nehybny vzhladom na laboratdrny sirasdnicovy systém) a rozptylom

smar rozptfanqho

lida N

b)

Obro 9014

sa odchyluje od svojho p8vodného smeru pohybu. Elektron dostane impulz a
zatne sa pohybovat, Pre takito zrd¥ku platf zdkon zachovania aenergie a zé~
kon zachovania hybnosti:

hy + W, = hy + W, : (9.42)
' ;v + 31 = —P’v' + .‘P’z ' ' (9.43)

kde hY a hy’ sd energie dopadajiceho & rozptfleného foténu, W,, W, ener-
gia elektronu pred a po zréZke, Predpokladéme, Ze elektron Je pred zraZkou
nehybny, teda p = 0, Hybnost elektronu po zréZke Jje p2. Hybnost1 fotonov
pred a po zréZke (rozptyle) sd pv a py . PodYa 3pecidlnej tedrie relati-
vity medzi hybnostou p a energiou &mstice: W platf vztah

Wl = m% et 4 p2 c? ‘ (9.44)
kde m, Jje pokojovéd hmotnost Zastice a ¢ Je rychlost svetla vo vdkuu,
PretoZe pokojov4 hmotnost fotonu je nulovd, zo vztahu (9 44) pre hybnoaf fo-
tonu dostaneme: ”

Wy |
Py = — ' : (9.45)

c
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Preto%e energis fotdnu Jje W, = hy, po dosadeni do (9.45) dostaneme vztah
pre hybnost fotdnu ' :

. hy
Py = - (9046)
c

PodYs rovnice (9.44) bude

W, =m, ¢ a wzs(mc-rpzc)

Vektorovd rovnicu (9.43) rozpf3eme na dve skaldrne rovnice; jednu v smere

pbvodného pohybu fotdnu, druhd v kolmom smere. Takto zo zdkonov zachovania
energie a hybnosti dostaneme tri rovnice:

o =hv+(m

+ p2
hY hy’

LA # o
. " cos ¢ + p, cos (9.47)

4

hy
0 =——-siny - Py ai‘n#‘
c .

Ak 2 rovnice (9.47) Vyldéxme parametre p, & T+ a po dosadeni za )l/c = 1/
a Y/c = 1/)°, dostanene:

'X—) =A\=

(1 - COS ?) (9048)
m_c ’

o

Vztah-(9.48), ktory odvodili Compton a Debye (roku 1922), popisuje jav, kto-
ry prvy pozoroval na parafine Compton & podYa neho sa aj naz¥va Comptonov
jav. Udéva zmenu vlnovej dIZky fotdnu pri rozptyle o uhol ¢ na Zastici s po-
kojovou hmotnostou m, (obr, 9.14b), Ako vidiet, t4to zmena nezadvisi od vl-
novej alzky A dopadagdceho fotonu. Vyraz h/(m c) sa nazyva Comptonova
vlnov4 dalzka .1\.e rozptylrujicej Zastice a pre elaktron Je 2,426 pm. Zo vzta-
hu (9,.,48) vyplyva, %e najvét3ia mo%nd zmena vlinovej dl¥ky je pre uhol ¢ =

= 180°, Viedy je A\ = 2.A. PretoZe pre elektron Je _A‘ zndma, najvid&sia
mo%nd gmena vlnovej dlZky fotonu pri zrédZke s elektronom pri Comptonovom ja-
ve je 4,852 pm, Uvedené alebo mendie zmeny si dobre pozorovateIné len pri
rdntgenovom Ziarenf, Pri viditeTnom svetle sa tdtoc zmena ned4 pozorovat, pre-
toZe predstavuje menej ako 0,0t % z jeho vlnovej dl%ky, zatial &o pri li%och
X 8 A=100 pm je to a% 4,852 %,

Experimentdlnu uk&Zku Comptonovho javu ndzorne vidiet na obr. 9.15. Li%e X
8 urditou vlnovou df¥kou, ktord pozndme, si zamierené na terd., Na terdi sa
rozptyIujd do résnych smerov. Spektrometrom sa pod urditym uhlom 9 merajd



kolim::torg

- 17 -

rbn’cgenové
spaktromctq_r

zdroj monochroma‘ock;’ch
fucov X

Obr. 9.15

ne ro-zpttik.nsi

L X /o
£
/&
/&
/ k")
s
[~
S
»°

vinovd ditka

¥a h5

o |

5 ¥=0
S+
S8 |
52 I
9 £
c |

Iy

aN
I,
I

Obr. 9.16 A



’ - 118 =~

vietky 1li%e X r8znych vlnovych dl%ok. Vysledky na obr. 9.16 ukazuji zmenu
vinovej df%ky A, predpovedand podla vztahu (9.48), avdak pri kaZdom uhle ¢
obsahujd rozptflené lu¥e X tie% podstatni zloZku s pdvodnou vlnovou alz-
kou. Ako to vysvetlit? Pri odvodzovani vztahu (9.48) sme predpokladali, %e
rozptylujuce Sastice sy uplne volné a mdZiu sa lubovolne pohybovat, &o je
sprdvny predpoklad, ked uvéZime, %e v#zbov4 energia elektronov k svojim ato-
mom Jje ovela men3ia ako energia dopadajicich fotonov. Iné elektrony su viak
viazené k atdmom velmi silne a pri zrd¥ke s fotonom odskakuje namiesto jed-
notlivého elektronu cely atom. V takomto pripade je hodnota m, vo vztahu
(9.48) pokojovou hmotnostou celého atomu a je rddove desattisickrét vadsia
ako pokojovd hmotnost elektronu, a Comptonov posuv A) je tekf§ maly, Ze ho
nezistime, '

9.3 ZAKLADNE PREDSTAVY KVANTOVEJ MBECHANIKY

9,3,1. De Broglieho vlny

Comptonov jav a Einsteinova interpretdcia fotoelektrického javu naznaduju,
%e elektromagnetické viny prejavuji pri interakcii s elektronmi isté korpus-
kuldrne vlastnosti, Planck a Einstein prira&ovali energiu a hybnost fotonu
(xvanta) frekvencii (vlnovej dl%ke) elektromagnetickej vlny

w = hyV = h = D e B o B e .
y x P . . 7‘ (9 49)
Vinovd dl%ka fotdnu je
h .
A= — (9.50)
p

De Broglie, vedeny intuitivnym olekdvanim symetrie prirody, predpokladal, Ze

vztah (9,50) je celkom v3eobecny, pouiiteny tak pre fotony, ako aj pre hmot-
né dastice. PodYa tohto predpokladu ku kaZdej Sastici (voInej), ktord sa po-

hybuje rovnomerne & priamo¥iaro (bez p8sobenia vonkaj¥ich s{l), moZno prira=

dit rovinnd vlnu s frekvecniou ¥ a vlnovou dl%kou ), urdend vztahmi:

W "h  h
h p mv .
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ktoré zavedenim vlnového vektora i=(2nvm) Ko = (w/c) KB a kruhovej frek-
vancise & = 2%y = (24 c)/A (kde '36 Je Jjednotkovy vektor, rovnobeiny so
smerom 3irenia vlny, hodnota k = 2%/A je kruhové vlnové &f{slo) upravime na

tvar

2% 2%y 2%
@ = —— W z’—i’°=—_—5 (9.52)
h h h

kde W a '3 sl energie a hybnost %estice. Matematicky sd vztahy (9,51) a
(9.52) zhodné so vztahmi (9.49) a (9.50).

Fyzik4lny obsah de Broglieho hypotézy je vak radikdlne novou my3lienkou.
Vinovd dI#ku prisludnej tastice s hybnostou p uriime zo vaztahu (9.51)

A=l - (9.53)
Z e = 9.5
172
P (2 m, Wk)

ek je vo¥nd a pohybuje sa rychlostou v<<c (nerelativistickd Zastica, te-
da W, =_p2/2 m). Pre volni relativistickd &asticu (v —»¢) je

5 h he ( ;
= e = 9054
2 1/2

P [wk(wk+2m°¢)]

preto%e podYa (9.44) a rovnice W = ot o, c? [pozri (4.20)] Jje
2 V' 2 2 4,1 2 2
P = e (W e ¢?) = e (Wem_ cS)(W+m_c°) =

2 2 o °

o c

1

= 2)

—;wk (Wk+2moc
[+

N

Pre ‘W << m ) ¢ vztah (9.54) prechddza na vztah (9.53).

Ak tastica s ndbojom q je urychlend napitim U, je Wy =q U Prislusnd
d{%ku viny ndjdeme dosgdenim tohto vztaehu do (9.53) a v relativistickom pri-
bli%en{ do (9.54).

Podla de Broglieho mdZeme teda kaZdej Zastici s hmotnostou m, ktord sa po-
hybuje a mé hmotnost p, priradit vinu s vlnovou dlZkou A podla (9.51).
Ak4 je vlnovd df%ka priradend telesu hmotnosti 1 kg, pohybujicemu sa rjch-
lostou 1 m &~ '? PodYa (9.53) je X =6,625 . 10734 m. Meranie takychto af-
Y0k je za hranicami experimentdlnych moZnostf,
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9.3.2 D i‘f rakcia cdastiec

Pre elektrony, urychlené napétim U, dostaneme zo vztahu (9.53)

h G 150,5 » 10~20 y p2 :
A= s . == (9.55)

1
Vz me U 2me u Y

Ax U = 37,5V, Je X.a? 0,2 nm a takéto vlnové dl%ky u¥ mo%no merat pri di-
frakeii vIin na krystalickych mrie¥kach, kde medziatomové vzdialenosti s tie
"’0,2 nm,

Potvrdenie de Broglieho hypoteézy o vlnovych vlastnostiach &astic ako prvi po-
dali Davisson a Germer (roku 1927). Studovali rozptyl elektronov na pevnej
14tke, ked pou?ili zariadenie, schematicky zndzornené na obr. 9.17. Energiu

elekironové

delo
elektronovy
detektor
odrazeny lug
Oobr. 9.17

elektronov v primdrnom zvizku, uhol dopadu na ter&, ako aj polohu detektora
mohli menit, Klasickd fyzika predpovedd, %e elektrony sa budd rozptylovat do
v3etkych smerov len s nevyraznou zd4vislostou intenzity od uhla rozptylu a

8 edte mendou z4dvislostou od energie primdrnych elektronov. Ako ter& pou¥ili
nikel. Spo&iatku pokus ukédzal sprdvnost predpokladov klasickej fyziky. Upro-
stred prdce pre poruchu na zariadeni museli terd z niklu vypdlit v peci pri
vysokej teplote, aby odstrédnili kysli®nikowi vrstvu. Pri vypaYovani sa z drob-
n¥ch krystdlikov niklu, pSvodme chaoticky usporiadanych, vytvoril jeden velky
kry3t4l, ktorého atomy boli usporiadané do pravidelnej mrie’ky. Ked pokus
zZnovu zopakovali, vysledky merania sa znalne 113ili od prvych, Namiesto spo~-
Jitej intenzity rozptjlenjcn elektronov v zdvislosti od uhla roszptylu pogzoro-
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vali zretené maximd & minimd, ktorfch poloha bola zd4visld od energie elek-
tronov. Poldrns grafy elektronovej hustoty v uvedenom pripade sd na obr,
9.18, Intenzita je pri kaZdom uhle umernd vzdialesnosti krivky od bodu roz-
ptylu. '

dopodojictldéa

AN

N

30

oy lyly oy 4e o 5k qy 60e¥ 6ltqV 68V
Obr, 9,18

De Broglieho hypotéza navrhuje interpretdciu, podTa ktorej sa elektrony roz-
ptyTujd na ter&i Uplne podobne, ako sa rozptylujd li%e X, pri Braggovom od-
raze od kry3talickych rovin. Ukd%eme si, %e de Broglieho vlny mé%u skutolne
vysvetlit vy¥sledky pokusu Davissona a Germera., V konkrétnom pripade bol zvi-
zok elektrdnov s energiou 54 eV zamiereny kolmo na niklovy terd a ostré ma-
ximum v rozdelenf{ elektrdnov sa objavilo pod uhlom 50° od smeru pdvodného
zviézku. Uhol dopadu a uhol rozptylu vzhladom na systém Braggovych rovin (obr.
9.19) bude 65° (180° - 50° = 65° + 65°), Medzirovinn4 vzdialenost v takomto
systéme, ktorud mb%eme merat difrakciou ld¥ov X, je 0,091 nm, Po dosadeni do
Braggovej rovnice (9,.48) pre maximd v difrak&nom obraze, pre a = 0,091 nm,

= 65° a za predpokladu, %¥e¢ n = 1, de Broglieho vlnov4d df%ka elektronov A
po difrakeii je ’

n\ =2asind =2, 0,091 nm. sin 65° = 0,165 nm (9.56)

PouZijeme teraz de Broglieho vzorec (9.55) pre \ elektronov

h h | 6,63 . 1034 7 8

o R
"V Jzmeu |2, 9,1.103" xg. 1,6.10719 A 5. 54 V

Pou%ili sme nerelativisticky vztah, lebo e UK n, 2, Vipo¥ty (9.56) a (9.57)
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ELEKTRONY S ENERGIOU 54V

¢ N
f».\\:\\\ MONOKRYSTAL NIXLU
\\\ \\\
>~ obr. 9.19

88 vyborne zhoduju, méZeme teda tvrdit, Ze Davisaonov a Germerov pokus posky-
tuje priame overenie de Broglieho hypotézy o vlnovej povahe pohybujicich sa
elektronov,

Elektrony nie su jedinymi Zasticemi (telesami), ktorych vlnové vlastnosti m8-
%eme dokézat. Bola porovnané difrekcia neutronov a celych atdmov pri rozpty-
le vhodnymi krys8t4lmi a je to prive neutronovd difrakcia, ktorsd je dnes po-
pri difrakcii elektrdnov a difrakeii lu%ov X najpoufivane jiim ndstrojom pri
skiman{ kry3talickych Btruktir,

93,3 Vinovd funkcia., Vlinovy
bali{k

Ako sme uZ spomenuli, podla de Broglieho hypotézy ku ka%dej (volXnej) &astici,
ktord sa pohybuje rovnomerne a priamoliaro (bez pdsobenia vonkajdfch sfl),
patri{ rovinnd vlna, Rovinnd vlnu (pozri vztah (7.50)) najlastejdie zapisuje~
me v tvare

$(2t) = A sin(X.? -wt) + B cos(kK.r - wt) (9.58)
Ked zavedieme substituciu A = D cos®, B = D sin «, dostaneme ekvivalentny
zdpis vztahu (9.58) v tvare D - ol s e _m\\
- &
>é('\:¥.\ :§> KVC\'J\ /\/vw&\"“( wl&.\ Fa%an
$(F,t) = D sin(K.r - @t + &) (9.59)

Vy¥hodne j8ie je zapisovat rovinnd vlinu v komplexnom tvare

L .
$(F,t) =R e {c el(“""“"’)} (9.60)
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kde C je kamplemé &{s8lo C =B - i A, Ked pou%ijeme Eulerov vzorec ei‘y =
= cos § +isind a v rovnici (9.60) nechime len redlnu &ast, dostaneme rov-
nicu (9.58)., Pou¥iva sa aj zdpis -

L
¢(?,g) = ¢ ellker-at) _ o exp [i(ﬁ.;;at)] (9.61)

prifom sa bez osobitného vyjadrenia rozumie na pravej strane len reélna'éasf.

Castice v klasickej mechanike sd vidy lokalizovené na urdityd oblast priesto-
ru., Ak majdi de Broglieho vlny opisovat pohyb telies, musia by¥ tie% lokali-
zované na urfitd oblast priestoru, ako je to zndzornené na obr. 9.20. Hoci
zdpis (9.61) popisuje nekone¥ny rad vin s rovnakou amplituddou, mb%eme super-
poziciou tychfo rovinngch vIn vytvorit vlnu, zodpovedajicu reslnym podmien-
kam, Takdto vlina sa nazyva vlnovy balik. '

' Obr. 9.20

Zndmym prikladom, ako vznikajud vlnové baliky, sd rdzy. Pri- skladani dvoch
zvukovych vin 8 rovnakou amplitudou, ale s rdznou frekvenciou, podujeme tén,
ktory je aritmetickym priemerom dvoch p8vodnych frekvencii a s amplitddoun,
ktord sa periodicky zoslabuje a zosilnuje. Polet takych fluktudcifi sa rovnd
rozdielu p8vodnych frekvencif (pozri vztah (7.39)).

Vinovy balik md%eme aj matematicky opisat ako superpoziciu rovinnych vin, v
ktorfch kruhové vlnové &fsla (vlinové df%fky) su z uzkeho intervalu (k° - Ak,
ko, * Ak) a vietky maji esmer kladnej osi x. Superponujeme rovinné vliny typu
(9.61) '

k +Ak

o
4>(x,t.) = f C(k) exp[i (kx - & (k) t)] dk (9.62)
ko-Ak

Preto%es vlnové kruhové &1slo sa meni, 24visi potom od neho aj kruhovd frek-
vencia @(k), ako je to naznalené vo vztahu-(9.62). Predpokladajme, Ze ampli~-
tida C(k) je v intervale (kg - Ak, k, +Ak) kon3tantnd C(k) = C(ko). Ked Je
Ak malé, mbZeme @ (k) rozvindt v okolf k, do radu pomocou Taylorovho
rogvoja

d @ (k) (
w(k) = w(ko) + T (k - ko) * secee 9.63)

k=k°
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Gleny 8 vy33{mi mocnimami Ak = k - k, sme zanedbali., Potom rovnica (9.62)
po dosadeni (9.63) a \prave nadobudne tvar

'ko+Ak
H(x,t) = C(ko) 'exp [i (kox - wot)] exp [- i (k-

da, : '
~k) | — t-x dk . (9.64)
ax ,

xed sme pre zjednoduSenie oznalili:

¢ @, d @ (k)
Gy = A1%,) e ax ) dk

f o

Postupnym riedenim vztahu (9.64), ked Ak =k -k a dk = d(Ak) dostane-
me:

- Ax da,
v¢(x,t) = C(k,) exp [i (k,x - a.fot)] f exp-[- iAk( t -

-0 dk
- ‘ Ak - Jaa,
- x>] dQk) + J exp | i Ak \-—-—- t - x>] d(Ax) =
o dk :

Ax da,
2 C(k,) exp [i (k,x -wot)] . f cos | Ak = t -
0

x))]d(mc) = 2 C(ko)Ak axp [i (kox -aot)] .

Teda

é(x,t) = A(x,t) exp [i (kox - wot)]  (9.65)
kde

sin § d @,
A(x,t) = 2 C(k ) Ak ; €= Ax t - x

3 dk

Priebeh funkcie (sin§)/f je na obr. 9.21. V bode £ = 0 nie je sice defi-
novand, ale md v tomto bode limitu sprava aj zlava '
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sin

T

Vinovy balfk, opiseny funkciou (9.65), je len 3pecidlny priped. V roélnomf
pripade sa integrdcia neohrenifuje Uskym intervalom (k, - Ak, k, *+ Ax).
Vieobecnd viaastnost vlnovjch belfkov je ich rozplyvaniae, Soho pridinou je
disperzia de Broglieho vin (na rozdiel od elektromagnetickjch vIn vznikd aj
vo vékuu). Ak ozna¥fme Ax ako odhad linedrneho rozmeru vlnového balika,
mo¥no uk4zat, Ee plati: ' B

\ Ry 1 h#®t o - e
N Bx)€ B e + : - (94+66)

kde % = (8x) je rozsah hodn8t kruhového vinového %fsla k v %ase t = O,
C{m je vlnovy balfk uZ3f, tym v#&3f rozsah hodndt vlnového ¥{sla je potrebnf.

9.3.4 Fd4z2o0ov4d a grupovd
ryehlost

V#razy v exponente v rovniciach (9.60) a (9.61) alebo argumenty trigonomet-
rickjch funkeif v rovniciach (9.58) a (9.59) nazjvame fdzou. Oznalme f4zu
?(?ﬁt). Pod vlnoplochou budeme rozumiet plochu, na ktorej mé f4za dand kon-
Stantnd hodnotu. Rovnica takejto vlnoplochy je

g(F)t) =X . ¥ - @t = const (9.6
R&chlosf posunu denej vlnoplochy nazjvame fizovou rgchlostou, Ked uya!qjemg
rovinnd vlnu, ktord ea 31iri v kladnom smere osi x, potom rovnica (9.67) mé
tvar (kx - 4t) = const. Derivovanim podYa Zasu dostaneme pre fdzovd rfch-
lost. : :
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ax : » ‘
Ve 21 | - : : (9.68)

at  x o :
Rychlost, ktorou sa pohybuje maximum vlnového belfka, vytvoreného superpos{-
ciou rovinngch vin z dskeho intervalu (k, - Ak, k, + Ak) kruhového vl-
nového %isla, sa nasyva grupovd rjchlost. Ako 2 novmce (9.65) a & obr.9. 21
vidiet, poloha maxima vlinového balika je dend rovnicou

d 4
e § - x = 0

dk

2z toho pre grupovd rfchlost vyplyva:

‘dx da

vg b R \ (9.69)
at  ax

V zdvislosti od toho, ako sa ‘meni fdzovd rychlost v tom-ktorom prostredi,
mdfe grupovd rgchlost vo vieobecnosti byt védSia alebo mensia ako fézovd
rjchlost., Ak je ”‘vi ‘konStentnd pre vietky vlnové df3ky, su obe rychlosti
Ve 8 vs ro.mak_é..

Ked vyjedrime w a  k- ako funkecie rychlosti v, ktorou sa pohybuje Zastica
a ktorej pokojovd hmotnost je m,, plati: ,

2
2%m o2 meo c
Gu 28y s =
h h {1 -vz/c2
2% 2%av 2fm, v
k= X = = - .
o n i1 - v2/c2

Pre fdzovd rfchlost dostaneme vztah

IA) 02 e .
vf = ; B ) . (9070)
v

ktord ;ie nielen v&¥3ia ako rychlost Zastice v, ale aj ako rychlost svetla c.

Grupové rychloet v, de Broglieho vin, spojenych s Zasticou (telesom), je

g

. aw dwsav 2% m, v h (1 - v"'/cz):’/2

V. = = = = v

£ ax ax/av (L 4202302 2@

takZe
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dw , , :
¥ vg T e— v . (907‘)
dk

Vlinov§ balfk, spojeny s bohybujdcou sa Zasticou, sa pohybuje tou istou rfch-
lostou ako &astica,

93.5 Interpretdcia de Broglieho
vin B '

Ked de Broglie navrhol priradenie rovinnej vlny ka¥dej Sastici (telesu), kto-
r4 sa pohybuje priamodiaro rovnomerne, rosvinula sa intenzivna diskusia o fy-
zikdlnom gmysle t¥chto vin. D8leZitym argumontom v tomto probléme bola di- ‘
frakcia Zastic. Pokus Davissona a Germera iikésal: ‘

a) zviizok elektrdnov, dopadajicich na krydtaliockd mriefku, vytvdre interfe-
rendny obras, ktory je presne taky, aky by sa vytvoril od dopadajicej ro-
vinnej vlny s vlnovou dl%kou A= h/p;

b) interferendny obraz nesévisi od intengity dopadajuceho zviszku, a preto
nie je d8sledkom vedjomnej interakcie elektrdnov vo szvészku, teda inter-
ferenény obras by sa vytvoril, aj keby elcktrony dopadali na kryétalickﬁ
mrie¥ku po jednom; S ‘ .

¢) ka?dy elektrdn pri dopade na fotografickd platnu sanechdva bodové s¥erne-
nie, ktorého velkost sa rddove rovnd rozmeru molekuly fotoemulszie.

Tieto poznatky viedli k réznym hypotézam vykladu de Broglieho vfn.

Schrddinger povaZoval de Broglieho viny za "hmotnostné viny", ktoré sd takou
istou realitou ako elektromagnetické vlny v klasickej fyzike. Elektron sa
povaZoval gza vlinovy balfk "hmotnostného pola" maljch rozmerov. Tdto hypotésa
sa dostala do rogporu so skutolnostou, lebo nevedela vysvetlit malé rozmery
sternenia, vyvolané jednym elektronom v interferendnom obrazci, na rozdiel
od rozmerov vlinového valika de Broglleho vIn, ktorého rozmary sd také ako
cely interferendny obrasz.

De Broglie mal nasledujicu predstavu: Zastica Jje lokalizovany objekt, ale je
viazend na vinu (s vlastnostami de Broglieho vIn), #{riacu sa priestorom.
T4to predstava u% nie je v rozpore so skutofnostou pri vysvetYovan{ interfe-
rendného pokusu. Jej zavedenie 8i viek vyZeduje vysvetlenie interakcie Cas~
tice s de Brogliehb vlnou, ktord ho "pilotuje” do miest, kde je amplituida
viny meximdlna. V Sase, ked tdto predstava vin pllotov” vznikla, neurobil
sa pokus o jej dalsie rozpracovanie. .
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Born medzitym priradll de Broglieho vlndm état15t1cky charakter, Castica 20«
stdva lokdlnym obaektom a de Broglieho vlna ¢(? t) sa interpretuje ako

miera pravdepodobnoati néjet Zasticu v %ase t v okolf bodu, urZeného polo-
hovym vektorom- Te Ak je Zastica popfsand vlnovym balfkom ¢ (%, t), potom
pravdepodobnoaf ndjst Eaaticu v objeme dV = |d r| y ktory je v mieste ure-
nom r, Jo o

aP(,t) = |¢(?,t) 2av (9.72)

xde a4V = dx Ay dz, Vyras |¢(r t)l2 Je hustota pravdepodobnosti néjdenia
Sastice v ¥ase t v mieste urZenom polohovym vektorom T.

Je veXky rozdiel medzi prevdepodobnostou udalosti a udalostou samou, Aj ked
budeme hovorit o vlnovej funkecii ¢(r t), ktord opisuje &asticu, %e je roz-
prestretd v priestore, to negnamend, %e aj Zastica je takto rozprestretd

v caelom priestore, kde plat{ ’¢(?}t) # 0. Ked je pravdepodobnost, %e ndjdeme
Zasticu v urfitom mieste v urditom Zase 50 %; to neznemend, ¥e tam ndjdeme
50 % Sastice. Ked experiment zahrfna velkf polet identickfch ¥astic, ktoré sd
opisané rovnakou vlinovou funkciou «b(?,t), potom skuto¥nd hustota Zastic

v objeme aV v mieste s T avdase t je Umernd pravdepodobnosti

|42, ¢) |2 av.

VoInej Zastici, ktord sa pohybuje rovanomerne priamodiaro odpovedd rovinnd
vlina ¢(¥ t) = C exp [ i (k.r -wt)] o Hustota pravdepodobnosti pre néJdenia
takejto Zastice v Iubovolnom bode priestoru je kon3tantnd., Funkeia ¢(r,t)
nie je priemo merateInd veli¥ina, preto md%e byt aj komplexnou funkciou. Ked
¢(?,t) méd nenulovd redlnu aj imagindrnu &ast, ‘hustota pravdepodobnosti bude
dané su¥inom $(¥,t) . $*(F,t). Funkcia $*(F,t) Je k funkeii &(¥,t) kom-
plexne zdru¥%end (v celej funkcii urobime zdmenu i za -i v3ade tam, kde sa
v nej i nachddza), '

$(F,t) $™(T,t) = Cexp[i(k . T - wt)] C™ exp [51 X.7T-
“ - d{t)] = B2 + 42 = const

"Xde C=B-3iA a C® =B + iA,

Bornova interpretécia zavédza do fyziky prvok pravdepodobnosti, ktory ea ne-
vyekytuje v klasickej fyzike. :
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9.4 SCHRODINGEROVA ROVNICA

Volnej Zastici, ktord sa pohybu:]é rovnomerne priamodiero (bez p8sobenia von-
kajs{ch sfl), je priradend rovinnd vlina vyjadrend vztahom

$(Fe) = C exp [1 X.7-av)] B (9.73)

Predpokladajme, %e sa vol’né tastica pohybuje v kladnom smere osf{ x, potom
funkcia (9.73) bude mat tvar :

b(x,t) =Cexp [ i (kx - wt)] (9.74)
Dosadme za k = —- aza @ = 2%y do (9.74) a dostaneme:
x ,
b(x,€) = C exp [i 2% (K - Tt)] (9.75)

Ked do (9.75) dosadime vztehy (9.51), bude

- i . )
$(x,t) = C exp [E (px - wt)] _ (9.76)
. kde h = h/2%.

Bnergia éastiée, ktord sa pohybuje, je dand si¥tom kinetickej a potencidlnej
energie: W = W, + W,. Ak sa astica pohybuje v kladnom smere osi x ry¥ch-
lostou v K ¢ (nerelativistickd Zastica), jej energia je

2

o _ |
W= — W (x,t) (9.77)
2m

9.4.1 Casovy tvar Schr8dingeroveg]
rovnice

Chceme ziskat zdkladnd diferencidlnu rovixicu, ktorej rieSenim by boli funk-
cie ¢(¥,t). V tekejto diferencidlnej rovnici by mali byt zahrnuté aj roz-
ne obmedzenia kladené na pohyb dastice. :
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Derivujme funkciu (9.76) dvakr4t podla x

32¢ p2 ¢
2x? ’ﬁz

a raz podla ¢

Ei:-’j_ﬁ*

9t A
Vynésobme rdvnicu (9.77) funkciou (9.76) a méme:

p2 ‘
wo =; P+ Wb

Zo vztahu (9.78) je

P2 = - 12

3x°

a zo vztahu (9.79)

Dosadenim vyrazov (9.81) a (9.82) do rovnice (9.80) dostaneme:

b 3¢ h% 9%

""Rovnica (9.83) je Jjednorozmernd &asovd Schr8dingerova rovnica,

V trojrozmernom pripade md Schrddingerova rovnica tvar

h 3¢ K (a% X 32¢>
- — — + + - W ¢
i

8t 2m \g,2 3y2  9g2 P
aledbo
h 3 h?
- —-——8-—A¢-\w
i 8t om p?

kde A je Laplaceov operdtor v kartézskych siradniciach.

(9.78)

(3.79)

4(9.80)

(9.81)

(9.82)

(9.83)

(9.85)
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Sehrddingerova rovnica v tvare (9.85) plati vo vdetkfch siradnicovjch systé-
moch za predpokladu, %e sa Laplaceov operdtor v kaZdom takomto systéme vyjad-
ri pomocou siradnic, odpovedajudcich tomuto systému.

Pri hladani Schr@dingerovej rovnice sme vychddzali z vlnovej funkcie pre vol-
nd éasticﬁ, pre ktord je potencidlna energia W_ = const. Schr8dingerova rov-
nica platf aj pre pripady, ked na Zasticu pSsobia Yubovoné sily, ktoré z4vi-
sia nielen od polohy Zastice, ale aj od %asu, & sa prejavi v z4vislosti

W (x,y,z t). Platnost Schrddingerovej rovnice sfce nemoZno dokdzat, mbZieme

Ju iba postulovat. Ked riesenie Schrddingerovej rovnice pre rozne fyzikédlne
javy odpovedaji experimentdlnym vysledkom, je postuldt reprezentovany Schrd-
dingerovou rovnicou platny. Schrddingerova rovnica je zAkladnym zdkonom sama
osebe, MoZno 2 nej odvodit druhy Newtonov pohybovy gdkon, ked hodnoty velidfin
v nej vystupujuicich berieme nie ako ich urdité, ale ako stredné hodnoty. .
Schr8dingerova rovnica nezvysi teda poZet postuldtov, potrebnyfch na popis fy=-
zikdlneho sveta.

9.4.2 Staciondrny tvar Schr8dingerove}
rovnice '

V mnohych pripadoch potencidlna energia Zastice nezdvis{ explicitne od &asu.
Sily, ktoré na Zasticu pdsobia, a teda aj W_, sa menia len s polohou Zasti~
ce. Za predpokladu, %e W_ nie je funkciou #asu, md%Zeme Schr8dingerovu rov-
nicu zjednodusit odstrénenim z4vislosti od Zasu., Ked jednorozmernd vlnovd
funkeiu é(x,t) (9.76), odpovedajicu vornej Zastici, rozpileme:

. ipx iwt
e = o [rion - ]+ oo (22 e (- 22)
‘ imt ‘
= Y(x) exp ( - T (9.86)

6(:,&) je sudinom Zesovo zdvislej funkcie exp (-iwt/h) a funkcie polohy
Y(x) = C exp (ipx/h). V skutodnosti je ¢(x, t) suinom tfchto dvoch funkeil
nielen pre volnd &asticu, ale pre vietky vlnové funkcie &astic, na ktoré po-
- sobia konzervativne 8ily.

Dosadenim vztahu (9.86) do Zasove] thrddingerovej rovnice (9.83) dostaneme:

12 32y(x)
- Wyexp (- iwt/h) = — exp (~iwt/h) ~fw
2m 3x2

- Wp(x)wf(x) exp - (iWt/h)
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Po Yprave

, ( .hz 32 :
w ) = - - et W (x) (9.87
‘K¥ 2m ax? ) v )

Jej trBjrognarny tvar je

12 |
W@ = (- — A+ W | VE (9.88)
2m P

Rovnica (9.88) je Schrédingerova rovnica pre staciondrne stavy alebo Schr8-
dingerova rovnica v stsciondrnom stave,

9.5 STREDNF HODNOTY MECHANICKYCH VELICIN

RieSenim Schr8dingerovej rovnice pre dasticu v danych fyzikdlnych podmien-
kach dostaneme vlnovd funkciu $(x,y,z,t), ktord obsehuje vietky informicie

o %astici, Tieto informdcie o fyzikdlnych velifindch nie sd dané urditymi
hodnotami (okrem tfch, ktoré sd kventovand), ale len pravdepodobnoetami., Ako
priklad vypo¥{tame strednd hodnotu X polohy Zastice, opisanej vlnovou funk-
ciou ¢(x,t), na osi «x, Kea“ména gdbor n identickych 6astic, opisanych
tou istou vlnovou funkciou ¢, pravdepodobnoef |¢(r,t)| avV  je umernd hues-
tote éaatic v objemo av v mieste, urlenom vektorom r a v tase t. Strod-
4 “nd hgdnotu *n polohy Easttc by sme dostalx experimentélnym zistenim polohv
spominaného sdboru éastic v noaakom okamihu t a vystredovanim vyalodkov.
Aby sme si.objaanili tento postup, vypotitajme stredmi hodnotu polohy siboru
n tastic, rosislenfch pozdl% osi x tak, %e v bode so siradnicou X, Je
N, Zastic, v bode 8 x, je N, atd, Stredné hodnota je v tomto pripade po
dobné polohe ta¥iska tohto rozdelenia a Jje

' ;§l ﬂ x
N‘x‘ +»N2x2 + eeeee i=1 i"i
X = = (9.89)
. Y
Z Ny

i=

Nds zaujfma len jedne Zastica, teda musime zamenit podet Ny tastic v boda
8 x; sa pravdepodobnost dP; v¥skytu Zastice v okolf dx bodu so sirad-
nicou x5 T4to pravdepodobnost je

\
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ap; = lﬁ_l2 ax

kde ‘bi 'Je«hggdnota vinovej funkcie Zastice, vypo¥ftand pre x = X; o Zavede~
nim tejto substiticie a zdmenou sumfcie za integrdciu sistime, %e strednd
hodnota polohy jednej astice je

mx|¢|2 dx fn $ " xbax

X = - = ' (9.90)

4Ra [ "4

®

<
PretoZe pravdepodobnost ndjst %asticu pozdl% celej osi sa musf rovnat jednej,
vy%adujeme splnenie tzv, normovacej podmienky

®
j d® dax =1 a v3eobecne J " b av =1 (9.91)
‘o . ()

Zovdeobecnenim vstahu (9.90) a poulitim vztahu (9.91) dostaneme:

FHOK j $EF, ) F(L) d (R0 av (9.92)
V) '

. V¥ragz ?(t.) uruje &asovi zdvislost polohy stredu vinového balika a je
kventovomechanickym analdogom trajektorie &astice v klasickej mechanike,

Rovnaky} poatup mdZeme pou%it aj pri vypoZte atrednej hodnoty G(i". t) Xubo-
vornej veli¥iny (napr. potencidlnej energie wp(?',t)), ktord Jje funkciou poe-
lohy Zastioce, opf{sanej vlnovou funkciou d¢.

V§sledok je

aF ) = | $EE, 0 6F, 0 (T av (9.93)
&)

Vztehy (9.92) a (9.93) platia, aj ked sa veliliny menia s %asom, pretoZe
vidy musia byt vypod{itené v urlitom Sese t, kedle samotnd ¢ je funkeiou
8asgu, : '
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A

9.6 VZFAHY NEURGITOSTI

Klasick4 mechanika jednozna¥ne urduje stav izolovanej sustavy hmotnych bodov
polohovymi vektormi vdetkfch hmotnfch bodov & ich hybnostami. Tieto utdaje
(spolu so zadanim vietkyfch sfl, pdsobiacich medzi hmotnymi bodmi) zadané

v Zase to jednoznaine uréujd polohy hmotnych bodov a ich hybnosti v buddc-
nosti i v minulosti, Castici, ktord nepodlieha klasickému formalizmu, nemoZno
siZasne zadat suradnicu a hybnost, Vietky fyzikdlne pojmy klasickej fyziky
nemo%no poufit v kvantovej mechanike dplne bez toho, %e by sa nezmenili.

Nech dastice je opisand vinovym balfkom ¢(x). Vinov§ balik zjednodudujeme na
Jednorozmerny pripad a vynechdvame expliocitné vyjadrenie &msu, lebo nds bude
gaujimat rozlofenie vlnového balfka v danom (jedinom) ¥age to.\ZvoTMO sl s~
radnicovyd sistavu tak, aby stred vinového balfka bol v jej poZiatim

m " -

%= J $®(x) x ¢ (x) dx = 0 (9.94) .
=

a tief aby strednd hodnota hybnosti sa rovnala nule

Pe

- ® . hoa
B, = f $*(x) = — $(x) ax =0 (9.95)
<o 1 dx

Platnost vztahu (9.95) @i uké¥eme v dallej %asti. Predpokladajme, %e vlnovy
balik je normovany

a
j $%(x) b (x) ax = 1

Mierou rozmerov vlnového balika (miercu "rogzmazsnoati* okolo strednej hodno-
ty) Jje stredné kvadratickd odchflka (zkx)z, definovand vztehom

. Q@
(Ax)2 = (x -2 = f "(x) 22 b (x) ax (9.96)
: =00 -

Podobne pre hybnost

| ‘ ® hoa \?2
(Apx)2 = (py = 31)2 = f $*(x) (- 3—-) $ (x) ax (9.97)
x

=00 1
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Vo vzfaﬂoch (9.96) a (9.97) sme vyu%ili, 3¢ X =0 a 5; = 0. MoZno dokézaf,
%e pre sifin strednych kvadratickfch odchflok polohy & hybnosti musi byt spl-
nend podmienka
v | ‘ 2
(an? (Ap? = e | (9.98)

T4to nerovnost sa nazyva Heisenbergov vztah neurlitosti. Vztah (9.98) sa &as-
to poufiva v tvare ’

-

AXApx'?.. ; o (9.99)

‘Niekedy Jo uZito¥n¥ aj iny tvar vztahu neurditosti. Chceli by sme napr. me-
rat energiu W, vyZiarend pri atomovom procese v priebehu &asového intervalu
At. Ak je tdto energia vo forme elektromagnetickych vin, potom ohraniend
doba, ktord je k dispozicii, ohraniZuje presnost, s ktorou md%eme urlit ich
frekvenciu. Predpokladajme, %e najmensia neurditost v pote vIin, s ktorymi
politame vo vlnovom balf{ku, je jedna vina., PretoZe frekvencia uvafovanych
vin sa rovnd ich po&tu, delenému Zasovym intervalom, je neurditost AY nd3ho
merania frekvencie

]
AN | I “ Q.

At
Tomu odpovedajuica neur&itost urZenia energie je .

1
AW =2 hAY s h e
- At

teda . ‘
AW AL 2 p

Presnej8{ vypolet ddva:

Aw At = h » (9.100)
pripadne

AW AL = (9.101)

N oBEx

Tento vztah moZno interpretovat dvoma spfsobmi:
1. ako vztah medzi neurditostou energie systému a rychlostou zmien v tom
systéme prebiehajicich,

2, ako vztah medzi neurlitostou vfmeny energie medzi dvoma systémemi, intera-
gujdcini v Zasovom intervale At,
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Okolo vztahu neur&itosti (9.99) ed Zasté diskusie, ako ho sprdvne interpre=-
tovat., PodYa mechanistického chépenia mé Zastica v skutoZnosti su¥asne pres-
ni hodnotu suradnice & presnd hodnotu hybnosti. Vztsh neurditosti je len o~
hraniZenim presnosti, 8 ktorou tieto hodnoty fyzikdlnych veli&in mbieme zme~
rat, T4to interpretdcia predpoklad4, %e Zastica sa pohybuje po klasickej
trajektérii. Pomocou tejto interpretdicie nemoZno vysvetlit vysledky pokusu
interferencie &astic na dvoch 3trbinsch,

Prijaternejéia a dnes v3eobacne uzndvand interpretdcia vztahu neurditosti
pochidza od N, Bohra a je zalo?end na principe komplementarity.

Pri skuimenf vlastnosti makroskopickych systémov sa v klasickej fyzike vybu-
doval urdity pojmovy spardt. Ak ekdmame vlastnosti mikroskopickych systémov,
nemd%eme predpokladat, %s ten isty pojmovy apardt je vhodny aj na opis javov
z mikrosveta. Spfsob postavenia experimentu na skimsnie vlastnost{ mikrosko-
pickych systémov, ako aj z neho ziskené vyslaedky musia byt opisané pojmovym
apardtom klasickej fyziky. Z tohto d6vodu moZno olakdvat, %e pojmy klasickej
fyziky, ako je suradnica, hybnost a pod., bude mo%né aplikovat v atomovej
fyzike len s urditymi obmedzeniami. Heisenbsrgov vztah neurditosti sa potom
chdpe ako obmedzenie silasnej pou¥itelnosti pojmov klasickej fyziky v oblas-
ti atomovej fyziky.

Na dplny¥ opis systému v klesickej fyzike stalia dve fyzik4lne veli&iny, napr.
hybnost a poloha. Ak pou¥ijeme tie isté dve fyzikdlne velidiny na dplny opis
systému v kvantovej mechanike, ohranidenie pouZiternosti tychto pojmov treba
chépat asi tak, %e ka%dd z nich je presnej¥ie urfens len za cenu zv#tSenia

nepresnosti druhej. Obe premenné sa takto doplnaju (komplementarite) pri opi-
se systému, sle ich pouZitie v zmysle klasickej fyziky sa navzdjom vyluduje.

9.7 OPERATORY

Strednd hodnotu Tubovolnej fyzikdlnej velidiny, ktord je funkciou polohy x
dastice, opfsanej vlinovou funkciou ¢(x,t), méZeme vypoditat podYa vztahu
(9.93). Tak mo%no ndjst stredni hodnotu v Yubovolnom &ase sko pre samotné x,
"tak aj pre potencidlnu energiu W_(x) <&astice., Platfi rovnaky postup aj pre
iné dynamické velidiny (hybnost p, energia W)? Zdalo by sa, %e ich méZeme ur-
¢it podobnymi vztshmi eko x .a W,(x). PretoZe ¢(x,t) je funkciou polohy

a Sasu, museli by sme vyjadrit hybnost p a celkovd energiu W tie% ako

_ funkcie polohy a &asu. Avdak v d8sledku vztahov neurditosti (9.99) a (9.101)
takéto funkcie p(x,t) a W(x,t) nem8%u existovat. Len %o si u¥ x a t
urfené, nembfeme pfincipiélna p a W uriit presne, Platf to aj naopak,
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V klasickej fyzike dokd%eme zistit cely buduci priebeh pohybu telesa, V kven-
tovej mechanike v3ak mbfeme aplikdciou Schrddingerovej rovnice na pohyb Zas-
tice priamo vypodftat jedine vlnovd funkciu ¢. Budici priebeh pohybu tasti-
ce, ako aj poliatolny atav je namiesto uréitych hodn6t vyjadreny pravdepodob-
nostami, .

" Uk4%eme s8i platnost vztahu (9.95) pre vypolet strednjch hodndt p a W. De=-
rivujme jednorozmernd vinovd funkciu ¢(x,t) pre volni Zasticu :

¢(x,t)‘.= C exp [% (px - Ht)]

rag pod¥a x

? - 5
o .2 pd ) (9.102)
dx h ’ ) :

druhy raz podla ¢

Y i | - o
— = > a . ( .
a i wd 9,103) |

Vztahy (9.102) a (9.103) upravime na tvary:

AL 4> Vo = iR 9108,
p I — a 1 -a—t- 90

Ked sa na posledné dva vztahy pozrieme, vidime, %e dynamickej veliline hyb-
nosti p odpovedd v istom zmysle diferencidlny operdtor - i h 9/3x a cel-
‘kovej energii W odpovedd operdtor i h 3/3t. Operdtory budeme oznalovat
strie3kou nad prisludnou znalkou tej fyzik4lnej veliliny, ku ktorej je pri-
radeny. Prislusné operdtory teda si:

a ~ - :
ox
3

ot

~ Platnos? tjchto dvoch vztahov je v3eobecnd, rovnako ako platnost Schrﬂd;nge-
rovej rovnice (9.85), aJ ked sme uvaZfovali len volnd Sasticu. -

Kventovd mechanika mus{ spinat podmienku, %e v limite, kedy sa uZ pozorova-
ny systém stdva klasickym (makro-) a poruchy za¥insji byt zsnedbatelné, mu-
8i{ prechddgat kvantovd mechanika do klasickej mechaniky, tzv.‘princip‘koroéh
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pondenci& Aby to bolo eplnené vyslovuae sa tento fyzlkélny postuldt Pt:
"Zdkladné vztahy medzi fyzik4lnymi velidinami v klasickej mechanike platia
tie% pre im zodpovedajice operdtory". V zhode s tymto postuldtom mb%eme

k rovnici W = W + Wp napisat operdtorovi rovnicu

A A A
W= Wk + Wp (9.107)

Pre nevelaticistickd Zasticu je W, = p2/2 m a podla P1 je k tejto rovni-
ei odpovedajdca operdtorovd rovnica

%2 i 2 2 h2 32
wk e -i ﬁ a—— L e (9. 1 08)
2m  2m ~ 9x 2m 4.2

Po dosadeni (9.106) a (9,108) do (9.107) dostanema:

? h2 32

ih—=e—- — ¢ Wp (9.109)’

9t 2m 32

Teraz vyndsobme identickd rovnicu ¢ = & operdtorovou rovnicou (9.109) a do-
staneme:

L) h? 32
ihe .. 22 W ¢
at 2m 3y

%0 je Jjednorozmernd Schrddingerové rovnica (&asovy tvar),

Postulovanie vztahov (9.105), (9.106) a Schrddingerovej rovnice je teda na-
vzdjom ekvivalentné. :

Na zdklade Pt mb%eme pre vypolet atradnych hodn8t p a W vyuZit operd-
tory, a tak pre strednd hodnotu hybnosti dostaneme

e 2]

_ . h 3¢t
p=f¢“<x,t>p¢<x,t>dx=-_- j4><,> AL
<00 * x (9.110)
a pre strednd hodnotu celko§ej energie
® 3d(x,t)
W= J ¢"(x 0 W $(x,t) dx =i h fnt*(x t) -i—xL—dx
“o “w 3t (9.111)

KaZdd pozorovatelni velidinu G, charakterizujicu fyzikdlny systém, mdZeme
reprezentovat vhodnym kvantovomechanickym operdtorom G. Na z{skanie tohto
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operdtora stadf vyjadrit G ako funkciu x a b a potom namiesto p dosa=-
ait (h/i) 9/3x. Operdtor G bude teda funkciou x a 8/3x; § (c,d9/3x).

Tieto poznatky mbé¥eme zhrndt a vyslovit dals{ postuldt (interpretalny) Il:
"Strednd hodnota opakovanych pozorovaeni fyzikdlnej velidiny, reprezentovanej
operdtorom a(x,a/ax) v adbore systému, z ktorfch ka%dy je v Tubovolnom sta-
ve, Jjo ) ‘

® )
G(x,p) = I $*(x,t) G(x,9/3x) & (x,t) dx : (9.112)
-0

alebo vieobecne

G(r,p) = @“(r,t) (e V)i)(r t) dav ' - (9.113)
: (V) '

kde funkcie é(x t), $®(x,t), resp. (T, t), ¢f(r t) musia splnat normova-
ciu podmienku (9.91) a V =(3/3x)i + @3/ 7T +(a/az)k”. KaZdej fyzikdlnej ve-
1161ne, ktord charakterlzuae fyzikdlny systém, méieme priradit operdtor. Po-
_gorujme dve fy21kélne veliginy, polohu a hybnost kvantového systému. Vieme,

© ¥e operdciu pozorovanla alebo merania ovplyvnuge fyzik4lny systém, a preto
mo¥no ofakdvat, %e sa to preaavi ne jakym spdsobom v teor1i. PretoZb kaZdé po-
zorovanie mbZe zmanlf stav systému, a tym ovplyvnlt vysledok druhého pozZoro="
vania, mo%no v3eobacne o¥akdvat rozdielne vysledky, &1 najprv merisme polohu.
a potom hybnost, alebo pri opa&nom poatupe meranla. Ked polohu a hybnoaf re-
prezentuaeme 1ch ‘prisludnymi operdtormi, aky bude vyaledok vyrazu X p

- px 2?7 Kvoli zjednoduéenému pisaniu budeme ho oznelovat Ex, px]' a nazy-
‘vat komutétorom opersdtorov X a Ax Operitorové rovnice nazyvame komutadny-
mi vztahmi., Nech komutdtor [x, pxﬁ pdsobf na funkciu ¢(x) (%o je funkcia
¢(x,t) v urditom Zase t)

-[’i,:ﬁxA]‘b(x)i-{[x (- ihg—;) - (-ih%—;) x] $(x) =

' 9 [}
=ih[—-x-x-—-:| #(X)g‘ihd’(X)
ox

‘teda ) »
[?‘» Be] =ik | , (9.114)

Vztah (9.114) formulujeme ako druhy fyzikdlny postuldt P2 (princip komplemen=-
tarity). Dve fyzikélne veliZiny, ktorych odpovedajice operdtory navzéaom ne-
komutuju ([A, le ¥ O) nemo%no sylasne uréit s Iubovolnou presnoetou. Cim
Je jedna veliZina urdend presnejsie, tym je druhd urlend meneJ‘presne. Obi-
dve premenné sa takto dopInaju (komplementarita) pri opise sistavy, ale ich
pouZitia v zm&sle klasickej fyziky sa navzdjom vyluZujd.
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MoZno ukdzat, %e prlamym ddsledkom komutaéného vztahu (9,114) je vztah neur-
gitosti

Ax . Ap2 h/2 ’ ' (9.115)

Ke& omut&tor operétorov 4, 8 sa rovnd nule, t.j. [A B:]= 0, hovorime,

Ze operatory A B komutuju, potom také dve fyzikdlne vellélny, ktorym tie-
to operidtory odpovedaji, mo¥no merat sufasne a vjsledok oboch meranf méZe
byt urleny s lTubovolnou presnostou. Sprévnejiia formulgdia”zhiei Meranie
jednej veli&iny neovplyvnuje predchddzajici vysledok merania druhej a naopak.
Ako priklad moZno ugiasf hybnost a energiu volnej dastice

.0 ] . }2 92] 133[3‘ 32 32 4
T [Py ~ih— - — = = - =0
x' Tk ax 2m 3x° 2m | 3x 3x2 ax? ox

9.8 VLASTNE HODNOTY A VLASINE FUNKCIE

V rovnici (9.88) je operdtor celkoveji energie

N : | "
H=--2-A+ W, : o (9.116)
m t .

a nazyva sa Hamiltonov operdtor (hamlltonién). V jednorozmernom pripade ope-

rdtor H md tvar A
" h2 92 , |
HE o — — + W . : (9.117)

a Schr8dingerova rovnica je

Wy (x) = Hy(x) | (9.118)

Vo v3eobacnosti mo¥no rovnicu (9.118) riedit len pre uréité-hodnoty energis
W. Fakt, Ze energis W md%fe nadobddat iba urdité hodnoty, nazyvame kvanto-
vanim energie. Riedit Schr#dingerovu rovnicu pre dany systém znamend ndjst
takd vlnovd funkciu VY (x), ktord by vyhovovala nielen Schrddingerovej rov-
nici a danym okrajovym podmienkam, ale aj pofiedavkém, kladenym na vlnovi
funkciu, t.j. aby vlinovd funkcia a jej derivdcie boli spojité, konefné a
jednozna¥né. Ak neexistuje ¥iedna tak& vlnov4 funkcia, systém nembie byt
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v staciondrnom stave, Kvantovanie energie sea ukazuje ako univerzdlny charake
teristicky jav pre vi3etky stabilné systémy. Analdgiu kvantovania energie

v rieseni Schrddingerovej rovnice s stojaté vliny napétej struny (&lénok
7.15), upevnensej na oboch koncoch. Hodnoty energie, pre ktoré md Schrddinge~
rova rovanica riedienie, sa nazyvaji vliastné hodnoty Wh, 8 vlinové funkcie,
ktoré prislichajy k tymto hodnotéy, sa nazyvaji vliastné funkcie ‘Wn(x):

Wy Wpix) = H Y (x)

!a!ene teda povedat, Ze rdézne W, s vlastné hodnoty Hamiltonovho operstora
H. Pojem vlastnych hodn8t sa nevztahuje len na energiu. Sivislost medzi vlaet~
nymi hodnotami a operdtormi v kvantovej mechanike je vdeobecnd. Podmienka,
podYa ktorej urlitd dynamickd premennd G nadobuda red diskrétnych hodnbt
G, (@ Jje kvantovand) znamend, %e vlnové funkcie V¥ (x) (roslifené indexom
n) systému musis byt tské, aby platilo:

G yy(x) = 6,y (x) - (9.119)

xde G Je operdtor, odpovedajici G, a G_. s redlne &isla,

n

Ak vlastné hodnoty operdtora g nadobidaji v3etky hodnoty z istého interva-
lu, potom namiesto (9.119) piZeme:

-

@y (x) = G(A) g (x) (9.120)

MnoZinu vlastnjch hodndt operdtora nazyveme jeho spektrom. V pripade (9.119)
hovorime o diskrétnom spektre a v pripade (9,120) o spojitom spektre. MO¥e
viak nastat aj teky pripad, %e operdtor md v urlitom intervale vlastnych hod-
ndt spojité spektrum a v inom intervale diskrétne spektrum.

Ak jednej vlastnej hodnote prislucha viacero vlastnych funkcif{, hovorime,Ze
prislusnd vlastnd hodnota je degenerovand, hovorime o degenerscii,

Ked je fyszikdlna veli¥ina G kvantovand, potom meranie takejto velidiny mb-
e dat jednu 3z hodndt G,+ Merenie veliliny @ v rbésnych identickych systé-
moch, ktoré sd vietky v stave opisanom vliastnou funkciou/'wk, dostaneme pri
kaZdom meranf ten isty vjeledok, jedind hodnotu G,. Ak fyzikdlna velilina
nie je kvantovand, v takom pripade meranie G, robené na rdsnych identickych
systémoch, neddva vidy ten isty vysledok, ale len hodnoty & urfitou disper-
siou (rozptylom), ktorych priemer je strednd hodnota

[+ ]
8= [ vim Gy ax

-0

Predchddszajice posnatky mdZeme zhrndt do daldfch dvoch interpretadnych po-
atuldtov:
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I2: "Mo¥né vysledky pozorovania velidiny, reprezentovanej operdtorom 6, sd
vlastné hodnoty Gn".

I3: "Pozorovanie veliliny, reprezentovanej operdtorom G v systéme, ktorého
A

stav je opisany vlastnou funkciou operidtora G = Wh(x), urdite vedie k vy-

sledku Gn".

9.9 APLIKACIE KVANTOVEJ MECHANIKY

Rie3enie Schrddingerovej rovnice i v jej jednoduchom staciondrnom tvare si
tasto vy%aduje zloZité matematické metody. Budeme sa zaoberat niektorgmi jed-
noduchymi pripadmi. Niektoré z tfchto pripadov (potencidlové jamy & potencid-
lové bariéry) st Zasto uZitodnym priblfZenim ku skutodnej situdcii, iné (napr.
harmonicky oscilétor) sd nielen ilustrdciou metod kvantovej mechaniky, ale su
ddleZité aj samy osebe, '

-

]

9.9.1 6 astica v jednorozmerneJ
nekoneéne hlbokej potencidlovael]
J

”.
ame

Skuimajme pohyb &astice, vloZenej do nekonaeZne hlbokej pravouhlej potanciélo-
vej jamy (obr. 9.22), t.j.

Wix) =0 pre O0<x<a I .
P ‘

‘ ‘ ! (90'2')

%(ﬂfam pre O=Zx2Za

Z formélneho hladiska kvantovej mechaniky je potencidlna energia W (x) Zas-
tice mimo tejto jamy nekone®nd a vo vnitri jamy je W_  kon3tantnd., Pre jed-
noduchost volme Wp(x) = 0, PretoZfe Castica nemd%e mat nekonelnu energiu,
nemd%e sa mimo jamy vyskytovat, takZe jej vinové4 funkcia je '

Y(x) =0 pre O0=Zx=a

Nadou dlohou je ndjst vlnovd funkciu Y(x) pre 0= x < a, t.j. vo vnitri
Jamy. Schr8dingerova rovnica (9.87) potom je -
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W
.Wp(‘)
0 a . N
Obrc 9022 )
dx

Vieobecné rie3enie diferencidlnej rovnica (9.122) Jje

- Y(x) = A sinfix + B cos fpx | | (9.123).
kde
2m W
‘ 2 _<c™® (9.124)
#2 ‘
pretoZe
Y(x) =0 pre x=0 a x=a (9.125)

rieSenie (9.123) je

Y(x) = A sinpx (9.126)
lebo cobpx = 1 prh x = 0, mus{ byt B = 0, ak m4 byt splnend okrajovd pod-
mienka (9.125). Preto%e sin O = O, riesenie (9,126) splna podmienku (9.125)

v bode x = 0, ale v bode x = a bude VY(x) = 0, len ked

2 m W

px = n%; a=nf; n=1,2,3,... o (9.127)

Pre energiu Zastice zo vztahu (9.127) vyplyva, Ze mdZe nadobidat len red ur-
S¢itfch hodnédt, ktoré budi vliastnymi hodnotami operitora energie. Tieto vliast-
né hodnoty tvoria energetické hladiny systému

nl%2 42
=
2

w ; n=1,2,3,... (9.128)

n

2 ma
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Castica v nekone®ne hlbokej potencidlovej jame nemd%e mat YubovoInd energiu,
ale len urlité diskrétne hodnoty podTa vztahu (9.128). Daldf posnatok je, Ze
Zastica nembie mat W = 0. Ak by mala nulovd energiu, muselo by platit pre -
hybnost p = O - (lebo Wp = 0) a vlinovd funkcia Y(x) vo vnitri jeamy by sa
v3ade rovnala nule, %o by znemenalo, Z%e Zastica v jame nembZe byt.

Vztah neurditosti potvrdzuje, e W ¥ O. Keby W = 0, potom aj p = 0, teda
hybnost je ur&end presne Ap = 0, & ale znamend, %e Ax —» o . Ak Z2astica
md byt v jame, musf{ sa neurditost polohy rovnat nanasjv§d hodnote a, t.Jj.
Ax =a, a podla vztahu (9.99)

h
ApZ o=
28

%o protire&f predpokladu, %Ze W = 0. KedZe le = 0 vo vnitri jamy, je celko~
v4 energia rovnéd kmeuckeg energii a tomu odpovedajica hybnost (pre nerela~

tivietickd Zasticu \V /2 m) je
. + . + h
p1 B - V2 m W, T e e——
a

Pou?ili sme vztah (9.128) pre n = 1, Vidime, %e je to v silade so vztshom
neurditosti. ' ‘ '

Zistili sme, Ze vlnové funkcia md mat tvar
o1 a2 2
Y(x) = A sinfx pc=2mwh

Energia &astice méZe nadobddat rad hodhbt, urdenych vztahom (9.128)., Ak do~-
sadfme W, za W do VY(x), dostaneme: :

n¥x
'\yn(x) 2 A 8in ~———— (9.129)
a

%o sd vlastné funkcie, odpovedajice vlaatnjm hodnotém LA Vlinové funkcie
(9.129) splnajd poZiadavky, kladené na ne. Si jednozna®né, spojité, ako aj
ich derivdcie, Musia by‘c normované. Z tejto poZiadavky si terag vypolditamse A.
Plat{ rovnost ‘\V(x) = V®(x) a normovacia podmienka je

(* ]

_f [y, (x) I’f dx = f| Yp(x) 12 ax = 1 ~(9.130)

-Q

lebo 4P(x) = |\{J(x) |2 ax »a tastica sa musi nachddzat v Jjame, ~



Z podmienky (9.130) po dosaden{ sa vn(x) dost.;anene:

a ' : a : ‘
‘aNE X 1 a 2n¥x 1
Azfeirz-———dxtAz[-x- sin . ] =A2-a
a po doaadan{’do vztahu (9,130) dostaneme:
A=~ - (9.131)
a .
Normované vlastné vinové funkcie operdtora energie Zastice su:
(x) =|[2 oin 22T (9.132)
x) m|[= gin 9.1
Yo'®? a a

Pre n = 1,2,3 ad funkcie Y (x) a I\yn(x) |2 nekreslené na obr. 9,23,

Y, /\ \wl /\
Y, /\ * I, "

I,

0 a o ' Qa

Obr. 9.23

Vypo¥itajme stredni hodnotu hybnosti Zastice v jame. PretoZe

. | a B 2 nf n%x
Vix) = y(x) a ;; Yplx) = : cos




B 8in =~ 008 e dx =
a a

"
-]
P im

n: f - n&x nYx
& 9

"h'zh.t’ a~[.2nxx]°
= ; sin = Q

Na prv$ pohTad je to prckvapu,nici vysledok. Odpoved ndm ddvaju znamienka b4
pri vyrau

Ir—-——— ngh »
pn.: 2-“.: (90133)

Castica sa pohybuje v oboch smeroch ta i spHt, tak%e aritmeticky priemer
pre Tubovoné n pri oboch smeroch je :

T _
P "3 [(n % h/a) + (- nxﬁ/a)]

%0 sidhlasi s vypoltom strednej hodnoty hybndati.’

PodXa (9,133) by ku kaZdej vlastnej funkcii oberétora energie mali existovat?
dve vlastné funkcie operstora hybnosti, odpovedajice dvom mo!njn orientdcidm
smeru pohybu Sastice v potencidlovej.jame. :

PodYa vgtahu (9.,119) pre vjpoéet vlastnych hodndt operétora G mbZeme Vv na-
3om pripade napisat:

~

B va(®) = pp v (@) - (9.134)

kde  p, sd redlne hodnoty. Této rovmca plat{ 1en viedy, ked sy ’Vn(x)
vlastné funkcie operdtora hybnosti P.

KeJ aplikujeme oporétor p na vlastné funkcie operitora energie, sistime,
%e tie nemdZu byt aj vlastnfmi funkciami operdtora hybnosti '

~ = {=-8in . - co8 o 3
i axla & ila a a n ¥n

B .a |/2 nﬁx’ﬁVEnﬁ n¥x

Poufijeme snémy vztsh

1

exp(ig) - exp(-if)

b'_.sinyt

-

Ka%d4 vlastnd funkcia operdtora energie sa potom a4 vyaadnt -ako- linedrna
kombindcia dvoch vlinovych funkcif:
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1 2
W:(x) = — |- exp (i n¥'x/a) _ : (9.135)
2i | a _ C
- 12 :
Yg(x) = — Y= exp (~i n%x/a) (9.136)
2i Ja .

Ak dosadfme (9.135) do rovnice (9.134), dostaneme:

hoa T2 & 1 [z in%
- ||~ 0xp (i n¥x/8) 2 = o= |~ exp (i n¥x/a) =
i dxlL2ifa i 2ifa a
nth + nzh
== Yn(x)i p, = -

Podobne pre funkciu (9.136)

nt h

p;'l--

Pre funkcie (9.135) a (9.136) platf rovnica (9.134), teda sd vlastnymi

funkciami operdtora hybnosti Sastice uzavretej v nekone&ne hlbokej poten-
cidlove] jame a (9.133) sprdvne uddva prisludné vliastné hodnoty operdtora Y
hybnosti.

9.9.2 8astica v jednorosmernsej o
kone&ne hlbokej potencidlovej
Jame - «

’

Ked je Zastica v jame, kde W_ = O, a mimo jamy je W,—= , mbZeme si
predstavit, Z%e steny jamy sd dokonale tuhé a nepreniknutelné., Takfto prie .
pad v skutoinosti neexistuje, lebo potencidlne energie nie s nikdy neko-
ned&né, :

Nech sa ¥astica pohybuje v jame (obr. 9.24)

wp{x) = w5p pre O=Zx>a

Wp(x) =0 pre O0<x<a

~ Jednorozmernd Schr8dingerova rovnica pre pohydb dastice v 9msro~osi x Je.
(9.87)
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iw
X X X
WQP
W
0 a T x
obr. 9.24
. hz dz | )
[—— — W, (x)] = '\y(x)
2m dxz .

priom hodnoty energie W budd s intervalu 0 < W<VW op* Ak Sastica m4 ener-
giu s tohto intervalu, hovorime o viasenom stave. caatica mus{ zostat v ko- .
‘neSnej vsdialenosti od podiatku. Pre oblast I, III mimo jamy 02 x=a pla-
t1 Schr8dingerova rovnica v tvare

il ( »> 2 -W oy =0 i (9.137)
— Y(x) == (W -W) y(x) = - o
) dxz ﬁz op

Pre oblast Il v jeme O < x <a

a2 2m e
— Y(x) + — W y(x) =0 - - (9.138) -

ax? k2

xed osnaiime

a 2a - S
=Wy -M=7% —w=$? - (9. 138a)
h2 N X '

Rovnica (9.137) pre oblest I x =<0 a III x= a dbva rieéonic
Y;(x) = D exp ({x) + D’ exp (=7x) ) ' " (9.139)
Yrzr(x) = C exp (=fx) + C’ exp (Ix) (9.140)

‘a rovnica (9.138) pre oblast II O < a < a md riedenie
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YI‘I(x) = A sin dx + B cos Ox . (9.141)

Aby sa funkcie yy(x) a VYy7y(x) dali normovat, musf byt p‘=¢c’=o0,

Ked x je zdporné D exp (-fx) —»® pre x—>-o,mus{ byt D' =0 a
podobne aj C° = 0, lebo pre x —=0c0 by C° exp (x) —=~m . Vlnovd funkcia,
z{sknnd (2o8it4) z riedenf .(9,139), (9.140) a (9,141), mus{ byt v bodoch
x=0 a x=a spojitd a aj jej prvé derivdcie musia byt v tychto bodoch
apojité} teda

pre x =0
Yy (x) (x) 2 (x) d (x)
= . — E w—— X
1) = Yl — Yl == yqp
pre Xx = a - (90142)

a a
(x) = (x); = (x) = = (x)
VYrp(x) = VYipp(x)s e Yo a Yimx

Z podmienok spojitosti (9.142) dostaneme 3tyri rovnice:
pre x =20
D=B

4D = §a

"
it
o

pre - (9.143)
A sin 8a + B cos 8a = C exp (-ya) ,

§4 cos 8a - 8B sin 8a = - ¥C exp (-7a)
Zo Styroch rovanic (9.143) dostaneme:
244
§2 -2

" a po dosadeni za T a § zo vztahov (9.138a) je

tg da =

2 VW (W - W) '
2 |/2 m W= op - (9.144)

tg -
ﬁ -
2 W - wop
Aby esme vyhoveli «podmienkem kontinuity, musime- zachovat platnost transcene
dentnej rovnice (9.144), Lahko sa moZno presved¥it, Ze tdto rovnica pre da-
‘né wop neplati pre v3etky hodnoty energie W, ale iba pre ur&ité vlaatné
hodnoty Wn’ Transcendentnd rovnica sa najjednoduchdie riesi graficky.
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Nebudeme sa zaoberat tvarom vlastnych vinovych funkc1£ 'Y (x), ktoré op1su-
jd Sastiocu v potencidlovej jame, ale z ich priebehu a z priebehu Iwn(x)l
pre n = 1,2,3 vidime, Ze sa nerovnaji nule mimo potenciélovog jamy (obr.
9.25), Aj kea je energia fastice vo vnitri jamy mensia ako hodnota potencidl-
nej energie .W,p mimo jamy, existuje urfit4 pravdepodobnost, %e sa Zastica
bude vyskytovat mimo potencidlovej jamy. :

N

k" /’X\/ﬁ\ By

/\\ | m\" v

AVAVA

v, .’\ | ’\'\ml//\/—\
TN
0

Obr. 9.25

9.9.3 Linedrny harmonicky¥
oscildtor

Podmienkou pre existenciu kmitavého pohybu je pritomnost "névtétnej“ sily,
ktord pdsobi tak, %e vracia ‘vych}leny"'syatém do jeho rovnovdZnej polohy.
Zotrvatnost pohybujicej sa &astice hmotnosti m spbsobi, %e Sastica prele~
t1 rovnovéfnou polohou a systém kmitd do nekone¥na, ak sa silasne nevysky-
tujd nejaké stratové, dtlmové procesy.

Nech sa Zastica hmotnosti m pohybuje po priamke p8sobenim sily (vysledni-
‘ce sfl), tmernej vichylke Zastice z rovnovédinej polohy. RovnovéZnou polohou
nagzyvame polohu fastice, kde vyslednica vBetkfch 81l na &agticu p&eobia—
cich sa rovn4d nule. Takéto kmntaadca sistava ea nazfva linedrny harmonicky
oscildtor. Ked je v polohovy vektor &astice vzhladom na rovnovédinu polo-
‘En, plat{i: ~ ‘ '

- :



s -
alebo pre linedrny harmonicky oscildtor
F==-kx
Medzi ejlou F a potenc%élnou encrgi.gu gastice Wb joe vstah F = = 3 W _/3x’
takZe potom Wp(x) = k x°/2, alebo ked ‘vyjadrime k pomocou hmotnosti m

a kruhovej frekvencie dy oscildtora je ensrgia Wp = a x2/2 (posri
veztah (7.12)). ‘

Ak dosadime tuto potencidlnu energiu do etacionérnej Schrddingerovej rovnice,
dostanems: '

hz d2 : mwg x2' :
- V(x) + — 5 - Y(x) = Wy(x)
dx

Ak ndsobime uvedend rovnicu vjrazom 2/‘500, dostenems :

B8 e 2y = 2y (9.145)
- cpv—— —— + b 4 X = X . 90145
na, g2 TR TYW g Y
Zavedieme be-zrozmrné velidiny:
n d)o w ' .
v = X; £8 —— ' (9.146)
' o |
()
a rovnica (9.145) bude mat tvar
2 .
ac y(y) - .
i o+ (&-32) vy) =0 ’ (9.147)
dya -

Rovnica (9.147) je linedrna, homogénna diferencidlna rovnica druhého rédu

8 premennymi koeficientami, Hladajme najprv aéympto.ticky tvar rie3enia rov=-
nice (9.147), ktory bude mat Y(y) v okolf singuldrnych bodov y —> o, Ak
mé nejak4 vinovd funkcia VY(y) representovat skuto¥nd Zasticu, lokaligova-
nd v priestore, musf sa jej hodnota blf#it k nule, ked sa y —> o, tak, aby
hodnota ' . :

. 0]
J | w(y) 12 ay

)

gsostala konelnéd a nenulovd. Rovnicu (9,147) prepiSeme na tvar.
Py !

2 % -8y

= 1

ay (y
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ked y— m; md%feme £ zanedbat voli ya. VV, limitnom pripade je
2 2
. A%y /ay
lim’ A4
y—»m 12 V

Funkeiu VY(y), ktord splna tito rovnost, ozna¥ime Vo © bude mat tvar

Ve = 0%P (= 3%/2) | |  (9.149)
lebo ' '
a 'm 2
1im —— = 1im (y - 1) exp (-y“/2) = 1lim y exp (-y2/2)
dyZ y->0' ‘ y—>00

Funkcia (9.149) Vyhovuje rovniéi (9.148) a je hradAnjn asymptotickym tvarom
vlinovej funkcie W(y).

llb!éu napisat:
YO = 10 v @) = 1) exp (=y2/2)  (9.150)

Funkeiu f£(y) wmusime e3te ndjst. Dosadenim vztahu (9.150) do rovnzcc (9.147)
dostanems:

a2 ar ' -
— -2yt (E=-1)2L=0 ; (9.151)
dyz dy

%o je diferencidlna rovnica pre vypolet f£(y). Riedenie rovni.co (9.151) bu="
deme hYadat v tvare mocninového radu

(y) = A, +A' y+A, y2 +A3’ y3 + see '2Any‘ '(9‘.]52)‘
n=0 , :

Derivujme rad £(3) podY¥a y a méme:

ar(y) 2 | ne1
= “ + 2 Aa y+3 A3 Y + ¢e0 = n An y
dy
. v n=i

vy'néadbenin premennou y dostaneme:

ar(y) x ’
Ty -Ay+2A-y2+3A y3+...=ZnA§yn (94153)
ay 17 2 3
: ( n=0

Druh4 derivédcia f(y) pod¥a y je
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2 oo
: ac £(y) Z :
- y = 1.2 Az + 2.3 A3 y+ 3.4 A4 y ses = n(n-l) An yn-z
2
dy =2

-}

Aby eme aj v tomto rade mali su¥et &lenov od n = O a% po n—=00, upravi-
me to na tvar

2 (o)
a° £(y) :
y = 2 (n+2) (n+1) An+2 yn (9.154)
dyz n=0 :

Ked dosadime vyrazy (9.152) a% (9.154) do rovnice (9,151), dostaneme:

o2 .
Y [m2men s, - ar1 e8] (9.155)

n=0
Aby platila td4to rovnica, musi sa vyrez v hranatej zdtvorke rovnat nule,
z &oho vyplyvae: -

2n + 1 = £
=

A A (9.156)
B2 (he2)(n#t) P ?

Tento vztah (rekurentny) ndm umoZnuje ndjst koeficienty Ay A3, A4,... po-
mocou Ao a A1. Rovnica (9.151) ndm umo¥fnuje zvolit v jej rie3enf dve kon-
Stanty A, a A, lebo J@ diferencidlnou rovnicou druhého radu.

PodYa vaztahu (9.156) rad (9.152) mbé%e patrit do troch typov:

1. ak Aq =0; A, =0; E€=2n+1; n Jje pérne; v tomto pripade je £(y)
polynom stupna n, obsahujuci len pdrne mocniny y;

2, ak A, = 0; A, #0; €=22n+1; n Jje nepdrne; v tomto pripade je
£(y) opaf polynom stupnha n, ktory obsshuje len nepdrne mocniny ¥;

3. rad pre f(y) obsahuje nekone¥ne mnoho nenulovych koeficientov Ap. Rie=~
Senia takéhoto typu nespinaji normovaciu podmienku, a preto si nepripust-
né, ‘

Ukd%eme si platnost tvrdenf v bodoch 1, 2 a 3. BliZ3ie si v3imnime tvar
funkcie '

YY) = £(y) é‘xp (-y%/2) | | (9.157)

pri y—»00 + VY(y) mdie byt fyszikdlne pripustnou vlinovou funkciou, len
ked sa bude bli%it k nule pri y —»o . Aby tdto poiadavka bola splnend,
mus{ byt '

1lim £(y) < lim exp (y2/2) | (9.158)
-y .
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Aby sme sa presvedélli &i platf{ tdto nerovnost, rozloZime exp(y2/2) do
mocninového radu., Potom vypo&itame pomer medzi dvoma za sebou nasledujicimi
koeficientami v oboch redoch pre n-—o0., PodTa vztehu (9.156) pre n—s00
mbfeme napisat'

¥
i

Apso 2
—
An n

Taylorov rad exp (y2/2) Je

Y v ¥ y®
exp (y /2) =1 + — + + + ees =
2 223 233
z ns2 n
n'o,2,4,6oo 2 . (n/2)! ‘n80,2,4,.00 ’
pre n-—»00 Jo.
Baea | 2%2 (n/2)y 1 1
= . . = — -
B, ,(m2)/2 (2‘3) , n+2 n
2

Koeficienty A, v rado £(y) klesaji pomalSie ako koeficienty B v rade
exp (y /2), namiesto toho, aby klesali rfchlej3ie, To znamend, Ze neplati ’
nerovnost (9,158) a VY(y) neklesd k nule pre y —»00, & Je v ghode s bo-
dom 3. ' '

Aby bola nerovnost (9.158) splnend, musi sa nekonelny rad f(y) gmenit na
polynom s konednym podtom &lenov. 2 rekurentného vztahu (9 156) vyplyva, Ye
ked jo :

€ =22n+1
potom pre kaZdé n plati:
Ane2 ® By = Apyg = 0 =0

Tym sme si dokdzali platnost tvrdeni v bodoch 1 a 2, Vztah &= 2n + 1 je
nutnou & postaujucou podmienkou pre to, aby vlnovéd rovnica (9.147) mala
riedenia, ktoré budd vyhovovat poﬁiadavkém; kladenym na vlnovd funkciu

VY (@) . Pomocou vstahu pre & (9.146) dostaneme pripustné hodnoty energie pre
linedrny oscildtor :
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2 W
h o

£ = = 2n + 1

(¢]
alebo

, 1 1
wng (n.’-;)‘hwo: <n+-2-).hvo n80,1,2,... (9.159)

L sd energetické hladiny harmonického oscildtora, Tieto hladiny sd ekvi-
distantné, t.j. rozdiel dvoch susednfch energetickych hladin je kondtantny
a rovnd sa h Y, (obr. 9.26).
W
/LU

\
\

]

\ )
N R
\

/.
N A
. ‘;\\ | / W

foy; W,
- :

hy,

Obr. 9.26

V pripade nekone¥ne hlbokej potencidlovej jemy tento rozdiel medzi dvoma su-
sednymi energetickymi hladinami stdle rastie v zdvislosti od n (9.128).

ﬁaléiAzaujimavy poznatok je, %e pri n = 0, &astica nemd energiu rovny nule,
ale ' )

1
W =~=hyYy (9.160)

%o Jje najniZdia moZnd energia, ktord oscildtor mbéZe mat., T4to hodnota sa na=-

zfva nulovd energia, pretoZe energia harmonického oscildtora by sa mala
8 teplotou klesajicou k O K bliZitk W,, a nie k W= 0,

V¥raz (9.159) pre hladiny enaergie, ktofy sme ziskali, je jeden z najddleZi-
tejSich v kvantovej mechanike. Oddévodnuje Planckov vyklad interakcie Zfiare-
nia s l4tkou za predpokladu, %e ldtku mdZieme povaZovat za sibor oscildtorov,
2 ktorfch ka%dy vysiela alebo pohlcuje %iarenie s vlastnou frekvenciou. Vy-
mena energie je potom ohrani%end na vlastné hodnoty energie oscildtorov a
mdZe byt lem ndsobkom h V,» ako to predpokladal Planck vo svojej hypotésze,
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Vieme, aké vlastné hodnoty W, mb%e nadobidat linedrny harmonicky oscilétor,
%o sme ziskali z okrajovych podmienok (pozri analogiu okrajovfech podmienok
pri strune - stat 7.15), ktorym musi vyhovovat vlinovd funkcia., Ka%dej vliast-
nej hodnote Wh odpovedd vlastnd vlnové4 funkcia yh(y). Ndjst takéto funk-
cie nie je jednoduché ani v pripade linedrneho harmonického oscildtora. Na-

zna¥ime si len postup pri hladani takychto funkcif.

Vliastnej hodnote energie linedrneho oscildtora

‘ 1
W, = (n+->hvo
2
odpovedd vlastnd funkcia

C Yn(¥) = N H (y) exp (-y2/2)

ktory sme napfsali na z4klade predchddzajicich gnalosti o funkeii (9.157).
Hn(y) je polynom n-tého stupna, ktorého koeficienty su uréené rekurentnym
vztahom (9.156) pre & =2n + 1 . N, Jje normovacia kondtanta, ktord ur&ime

2z podmienky

| Vo) 12 ax = | N, P ‘f H2G) exp () —ay =1 (5.161)
2o _ © | y —
Clen
an '
Hy(y) = (-1 exp (32) — exp (32 C(9.162)
dyn

sa nazyva Hermitov polynom. Pomocou vztahu (9.161), zdmenou y & x po-
dYa vztahu (9.146) a po urfeni integrdlu metodou per partes je

maw \1/4 1 2 '1/4 1 -
N;,=< °> —_ ( my°) (9.163)
¥h V2" a1 B 2" n! »

Vliastné funkcie maji teda tvar

ne \1/4 :
o 1
Yn(x) = (——-) H,(y) exp (-y%/2) (9.164)
% h V" a1
kde
m a)o
y = X
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Ked je n =0 pre tzv. nulovy stav, vlestnd funkcia je

nw \174 n &
(x) = -;Jz exp { - 2 x2
Yo Y¥h 2h
Priebeh VY, (x), ako aj rozdelenie hustoty pravdepodobnosti l'\yn(x)l2 pre
n=0,1,23,4 a |qﬁo(x)l2 sd zndzornené na olr. 9.27a,b. Hodnota a na
obr.. 9.27b (&iarkované priamky) je amplituda kmitov makroskopického oscilée
tora, PodTa vztahu (7.13) vieme, %e W = % (m a2¢y§). Ak porovndme energiu

makroskopického oscildtora s kvantovym, dostaneme pre amplitidu makroskopic=-
kého oscildtora

Viwn t/zwn :

a = =

2 k

nxdo

Je zaujimavé a poudné porovnat hustoty pravdepodobnosti makroskopického
(napr. zdvaZie kyvadla) a kvantového oscildtora, ktoré majd rovnaké energie.

a\
X A1\ \ /1 PN
YT m A
/ \ J1 N ;
\ 4 A \\
\\ ] : »
\ - ‘ /
nto \ n[+4 } ~q
\ ] B AW
: . N ]
% 2 0 2 & -y -2 0O 2 i -4 -2 0 2 4

—
S———]
gy

]
VI'n<y | =t \J ni=15

4y 2 0 2 Kk -4 -2 o 2 4+ -4 -2 0o 2 K

Obr. 9.27a

Na obr. 9.27b je hustota pravdepodobnosti klasického oscildtora vyneaend
tiarkovane, V miestach, kde sa &astica pohybuje pomaly, je hustota pravdepo-
dobnosti vé¥sia ako v miestach, kde sa pohybuje rychlej3ie. Kvantovy§ oscild-
tor pre malé n sa sprdva dplne inak ako makroskopicky. NielenZe hustota
pravdepodobnosti je ind ako na makroskopickom oscildtore, ale nerovnd sa
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"

o 4 2 9 L] 5

Obr. 9.27b

pule v oblasti, ktord je pre mekroskopicku &asticu zakdzand, to znamend, %e
Je Xone&nd pravdepodobnost vfskytu &astice v "zakdzanej" oblasti (vpravo &
vlavo od zvislych &iarkovanych priamok s -a, +a, ktoré vyznaduju oblast,
kde sa pohybuje makroskopicky oscildtor), kde potencidlna energia silového
pola je vi¥3ia ako celkovd energia Zastice. Cim Jje v8ak n v#ZSie, tym viac
sa kvantové rozdelenie pravdepodobnosti vyskytu Sastice pribliZuje ku kla~
sickému, Obzvl4st jasne to vidiet na obr. 9.27b pre n = 10, Ak vedieme su-
visld krivku maximami kvantového rozdelenia, je to krivka pribliZne rovnaké-
ho tvaru, aky md klasickd krivka, Pri zvh¥Sovani n sa maximd e3te viac
priblf%ia k sebe a tvar pravdepodobnostnej krivky (obdlka mex{im) sa bude &o-
‘rag viac blf{Zit ku klasickému tvaru, ako to vyZaduje princip kore3pondencie.
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9.9.4 Prechod &astice coez
potencidlovdi bariérau

Nech sa &astica pohybuje pozdIZ o8i x a jej celkov4 energia nech je W.
Roglo%enie potencidlnej energie pozdl% osi x Jje

wp=o pre x<0 a x>a

wp=w°p>o pre 0=x = a
Skdmajme pripad, ked je W <wo P a tastica nech dopad4 na bariéru zlava
(obr. 9.28). PodYa klasickej mechaniky sa astica od bariéry vZdy odrazi,
lebo jej energia je men3ia ako potencidlna energia, ktord by nadobudla, ke~
by sa dostala do oblasti <0,a >. Kvantovd mechanika pripi¥ta, %e Zastica sa

8 nenulovou pravdepodobnostou mb%e dostat cez bariéru, aj ked W < wop, &o
ukd¥eme dalej.
W
. T it
woP
0 o X
Obr. 9.28
Schr8dingerova rovnica pre oblasti, kde je wp = 0, md tvar
h2 a2 V(x)
2m dax
po dprave
2 2
acvy (x) 2m W p
+ kzly(x) = 0; k2 = -~ = (9.165)
dx2 h h
Pre gblast, kde Jje Wp = w°p> 0, Je
2 2m (W - W)
a4y (x) op

2
- ky¥(x) =0; ki = -
dx% ! ’ i f2
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RieSenie rovnice (9.165) pre oblast I x <0 Jje

\VI(x) = A exp(ikx) + B exp (-ikx) ' : (9.167)

a pre oblast III x >a je

W&Ix(z) = C exp (ikx) + D exp (-ikx) | | (9.168)
RieSenie rovnice (9.166) pre oblast II 0< x <a je

WII(x) = E exp (k;k) + F exp (~k,x) (9.169)

PretoZe nie je ohranileny pohyb Zastice pre x <0 a x> a, kde energia
Sastice W > W_, hovorime o rozptylovom stave., Z tohto d8vodu riedenie
(9.167) a% (9,169) nemoZno normovat, Pre x—>= ® nis je pravdepodobnost
vfekytu Sastice nulovd. Rovnice (9.165) a (9,166) sy staciondrne Schr8dinge-
rove rovnice, RieZenie prislulnej ¢asovej Schr8dingerovej rovnice dostaneme
vyndsobenim riesenia (9.167) a% (9,169) faktorom exp (-i W t/h). Pre ob-
last I Jje

Y(x,t) = A exp [i (kx - wt)] + B aexp [-1 (kx +wt)_]

. Prvy} &len funkcie je de Broglieho vlna, 3{riaca sa v kladnom smere osi x,

a druhf &len je de Broglieho vina, ktord sa #8{ri v zdpornom smere osi x,
PodTa toho mbfeme usidit, Ze |A|2 bude dmerné pravdepodobnosti ndjst Easti-
cu, pohybovat sa zlava k potencidlovej bariére a |B|2 bude zasa udmerné prave
depodobnoati ndjst Zasticu, pohybovat sa dolava po odraze na bariére.

Podobne mbfeme interpretovat aj koeficienty C a D. |C|2 bude umerné
pravdepodobnosti ndjst Easticu, pohybovat sa v kladnom smere bariéry po pre-
chode cez nu. KedZe nepredpokladéme pohyb dastic, dopadajicich sprava na ba-
riéru, je D = O,

Na zdklade tejto ilivahy mbZeme povedat, Ze

|c|? |82

2 awseee B conemm—

212 [aR

T Jje relatfvna pravdepodobnoat prechodu a R je relatfvna pravdepodobnost
odrasu Zastice do bariéry. PretoZe Schrddingerova rovnica je linedrnou rove
nicou, mdZfeme si zvolit A = 1, a neovplyni to vfpo¥et T a R. Ak dosadime
riedenia (9,167) a% (9.169) do podmienok spojitosti riedenia a jeho prvej
derivédcie v bodoch x=0 a x =a, dostaneme:

1+B=E+ F; E exp (k,a) + F exp (-k,a) = C exp (ika)
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ik (1-B) = k, (B-F); [B exp (k,a) - F exp (k,8) ]k, = .
= ikC exp (ika) |

To sd 3tyri rovnice pre koeficienty B, C, E, F. Koeficienty prechodu T a

odrazu R pre W< wop aud:

1
T = R=1-1T (9.170)
s 2
Wﬁp sinh (k‘a)

1 +
4 W (Wop - W)
Pre pripad, %e W > Wép, je

2

wop 8in® (ky8) =1 on
T= |1+ k =|/-— (W=W,) (9.171)
2 Y
4 W (Wop - W) hz Y

R=1-1T

PodXYa kvantovej mechaniky, aj ked Jje energia dastice W < 'o s oxistuje urdi-
td pravdepodobnost, urdend koeficientom T (9.170), %e sa Zastica dostane
cez "vysokud" potencidlovu bariéru akymsi “tunelom”. Preto sa tento jav nazy-
va tunelovy jav, '

DBals{ poznatok, cudzf klasickej fyzike, je, Ze aj ked mé Zastica dostatodnu
energiu na to, aby pre3la cez beriéru W > W,p» Predsa existuje urditd pravde-
podobnost, urtend koeficientom R (9.171), Ze sa na tejto "nizkej" bariére
odrazi,

Tunelovy jav posliZil na objasnenie energetickyfch spektier a pravdepodobnos~
~ti rddioaktivneho « rozpadu jadier.
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10. Zaklady fyziky atémového obalu
a jadrova fyzika

10.1 2£X1ADY TEGRIE ATOMOVEHO OBALU

10.1.1 A t.6'on vé spektrid

V predchddzajicej kapitole sme sa dozvedeli, Ze pevné a kvapalné l4tky emi-
tujd Ziarenie, v ktorom si spojito zastipené vSetky vlnové afzky, ktoré ne-
musia mat rovnaku spektrélnu hustotu intenzity vyZarovanla u a® Toto %iare-
nie nie je charakteristickym prejavom ich jednotlivych atonov, ale skdr mno%-
stva atdomov navzédjom 1nt9raguadc1ch.

Atémy alebo molekuly dostato&ne zriedenej plynhej l4tky sui od saba tak vzdia-
lené, %e na seba vzdjomne pdsobia iba pri‘ndhodnych zrdikach. Z toho moZno
usidit, %e Ziarenie vysielané takouto l4tkou bude charskteristické pre je:j
atomy alebo molekuly, %o je experimentslne aj potvrdend. Vybudit takyto zrie-
deny plyn mdYfeme napr. prechodom elektrického pridu. Spektrum emitovaného
Yiarenia obsahuje len ur&ité diskrétne vlnové dfﬁky. Pozorovat ich méZeme po-

mocou spektrometra, schematicky zndzorneného na obr. 10.1. Kazdy prvok md

VYBOJKA STRBINA HRANOL TIENIDLO

e
NV

evoje charakteristické emisné Ziarové spekffum, obr. 10,2, ktoré emituje vy-
buden4 vzorka prvku v plynnej fdze, Spektroskop1a Je d&inny ndstroj pri ur-
Zovani sloZenia nezndmej 1l4tky.

Obr. 10.1

Plynni l4tka Zisrenia nielen emituje, ale aj absorbuje, a to Ziarenie prive
takych vinovgch dIZok,lgké sa nachddzajd v emisnom &iarovom epektre. Na rog-
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Obr. 10.2

diel od emisného spektra absorpné iarové spektrum sa skladd z jesného po-
zadia, na ktorom sy tmavé &iary, odpovedajice chybajicim vlinovym dfékam,

obr. 10.3.

SPEKTRUM | 1' ABSORPCNE

SODIKA EMISNE

Obr. 10.3

Koncom 19. stor. sa zistilo, %e vlnové dI%ky, ktoré sa nacnidzaji v atdmo-
vych spektrdach, sa zoskupujud do tzv. spektrdlnych sérii. Prvd takito spek-
trd4lnu sériu objavil Balmer (roku 1885) pri 3tudiu viditelnej &asti vodiko-
vého spektra, V Balmerovej sérif, obr. 10.4, nejvéadsiu vlnovi dfZku m$ ia--
ra 656,3 nm, dulsia &iara je 480,3 nm atd. Ako postupne klesi vlnovd d{ka,

£ E

¢ c

™ £

3 3

a -
Obr. 10.4 HRANA SERIE

rozloZenie &iar je &oraz hustejSie & ich intenzita slabne &% na tzv. hranu
série pri vlinovej dfzke 364,6 nm. Za touto Giarou u% nie su jednotlivé &ia-
ry, ale len slabé spojité spektrum, Balmer rozloZfenie &iar vspektre vyjadril
pomocou empirického vzorca

1 1 1
- = R —— - —— ’ n=3,4,5,6,.oa : (10.1)
> <22 n2>
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kde A je vlinové df%ka, R je Rydbergova konstanta a m4 hodnotu R =

= 10 967731 o', Prvej &iare (656,3 nm) odpovedd n = 3, dalSej n = 4 atd.
$fslu n — o odpovedd tzv. hrana série, ktorej A = 4/R, &0 je v zhode

s experimentom. Po Balmerovi boli objavené v neviditelnej oblasti vodikového
spektra dalsie série, Paschen (roku 1909), Lyman (roku 1914), Brackett (roku
1922), Pfund (roku 1924). Tieto série mbéZeme vyjadrit pomocou vzorcov, ktoré
sy analogické ako (10.1):

Lymanova séria

_/1; 1 1 \ :
-%' = R "’-'5"_2'); n-= 2,3,4,5,.0. (10.2)
n
Paachenbva‘séria
' <1 ! 6 ( 3
- = R| == = H n = 4'5’ ,7,00‘ R 10.
A 32 n2
Brackettova séria
1 <1 1 > ] ( |
- = R —— . e—— M n = D 7 8 e ee 10.4
x ’ ] H ? 1
42 n2
Pfundova séria .
T 1 1 o.5)
- = R —— e e M ns 6 7 8 9 se o . (1 05
‘A 2 2 ’ ] 1 y )
5 n

'Na obr. 10.5 sui spektrilne série vodika vynesené v zdvislosti od vinovej d1%-
ky. Pravidelnosti rozloZenia &iar sa nevyskytujd lan vo vodikovom spektre,
ale aj v spektrdch zlo%itej3ich atémov, a tym sa t4to skutocdnost stalu testom
pre ka?dd tedriu atdmovej Struktury.

s 2 8 § 3
; [ T N S L ! A [pm)
N, —— S—
LYMANOVA BALMEROVA /
PASCHENOVA
ACKETTOVA DOVA

———HRANA SERIE

Obr. 10.5
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10.1,2 Modely atomu

fudia u% v ddvnej minulosti tu3ili, %e hmota md aj pri svojom spojitom vzhla-
de z hladiska mikroskopického urditd 3truktiru, ktord nembZeme sledovat nadi-
pi zmysleami. ¥ 19, stor. bola dokézand existencia atomov ajmolekﬂl, bol obja-
veny‘elaktrén, gistilo sa, Ze atomy maji (obsahujd) alektrény, ktoré maji z8=-
porny nsboj. Atomy navonok sd elektricky neutrilne, preto atom mus{ e3te ob-

sahovat kladne nabitd hmotu na vykompenzovanie z4pornfch ndbojov elektronov.

Dal¥f poznatok bol o atdmovych spektrich,

Tieto okolnosti mitili urobit si predstavu o Struktidre atomu. Prvy sa o to
pokisil Thomson, ktory si atom predstavoval ako gulu s rovnomerne vyplnenynm
kladnym nébojom, obr, 10.6. Vo vnitri takejto masy sd rozmiestnené zdporné
elektrony, ktoré robia kmitavé pohyby, &oho d8sledkom je vysielanie elaktro-
megnetického Ziarenia,

Obr. 10.6

Rutherford robil pokusy s rozptylom & Ziarenia pri prechode cez kovovd £0-
liu, Zistil, ¥e & ¥astica ako kladny ion prenikne podstatne hlb3ie (asi .
4000-kré4t) ako neutrdlny atom. Len asi jedna z 20 000 «# &astfc sa vychyli

z pévodného smeru o viac ne? 90°. Niektoré &astice sd dokonoca rozptylené o

- 180° od pdvodného smeru. Aby oc Castica, ktord sa pohybuje velkou rychlostou,
bola vychy¥leni o 180°, musia pOsobit velké sily elektrického pola. Ruther-
ford predpokladal, Ze atomy sd zloZené z jadra, ktoré maju kladny ndboj a ce~
14 hmotnost atomu je prakticky v nom siuistredend. Thomsonov model nevyhovoval,
lebo elektrické pole na povrchu atomu {aj pri zanedbani vplyvu elektronov)

je velmi slabg ~10'3 V.n", na to, aby « d#astica bola vychylené aj o 180°%,
Ak Rutherfordovo jadro je velmi malé, potom elektrické pole v blfzkosti jeho
povrchu sa zviXs3{ asi 108-krét vzhTadom na Thomsonov model. Takéto pole je
uf schopné vychflit, alebo dokonca obritit orientdciu pohybu aj « éaétice,
hoci m4 veIkﬁ,kinetickd’energiu, ked sa pohybuje v tesnej blizkosti jadra.
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Elektrony so svojou malou hmotnostou velmi neovplyvnuju pohyb « Zastic.
Jadro atomu zaberd z celého jeho objemu len velmi mald ¥ast, tek3e v#d3ina
o dastic mé%e tenkou foliou prechddzat priamodiaro. Rutherfordov model ato-
mu, obr. 10.7, postuluje malé ta’ké, kladne nabité jadro, obklopené v pomer-
ne velkej vzdialenosti dostatodnym podtom elektronov, takZfe atdm je navonok
elektricky néutrélny. Kym v Thomsonovom modeli elektrény, ponorené do klad-
ne nabitej ldtky, nemusia sa pohybovat (len kmitat), v Rutherfordovom mode-
1y elektrony sa musia pohybovat (kri%it okolo jadra), aby sa nezritili ne
jadro, ktoré ich pritahuje. Elektrény sa pohybuji po dynamicky stabilngch

o

E%KTnéh
(o) ©

JADRC}C)

©

e@

Oobr. 10.7

drdhach. Je to analogia pohybu planét okolo Slnka, Tento model ale nevyhovo-
val elektromagnetickej teorii, podYa ktorej, ak sa néboj pohybuje zrfchle-
nym pohybom, vyZaruje energiu vo forme elektromagnetickych vin. Elektrony

v Rutherfordovom modeli sa pohybujd s dostredivym zrychlenim, tak%e musia
vy%arovat energiu. Ubddanie energie elektronu apOsobuje, Ze ss napohybuje po
stabilnej drdhe, ale po 3pirdle smerujucej k jadru, Atomy sd viak stabilné,
preto tento model atomu tie# nemOZe vyhovovat,

Bohr vypracoval dal3{ model atomu. Zostal uf pri planetdrnom Rutherfordovom
‘modeli. Ovplyvneny nlektorymi javmi (fotoelektricky jav, difrakcia elektro-
nov), vysvetlenymi pomocou kvantovych pojmov (EBinateinova a Planckova hypob o
téza o fotone), upustil od predpokladov klasickej fygziky a nahradil ich no-
vyjmi predpokladmi, ktoré znamenaji prvd aplikdciu kvantovej fyziky v atomo-
vej teorii, Tieto nové predpoklady su vyjadrené tromi Bohrovymi postuldtmi:

1. Elektrdn méZe trvale kriZit okolo jadra len v niektorej drdhe tvaru krui-
nice, ktorej ‘polomer - r apina podmienku rovnovéhy medzi COulombovou 8i-
lou a odstredivou silou :

Z 32 m v2

= |  (10.6)

2 r
4 ﬁ'eb rL n

a jednu s podmienok (pre niektoré n)
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3.
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2x'rnmv=nh; n= 1,2,3,4,.00 (10.7)

kde Z Jje po&et kladnych ndbojov v jadre, m-pokojov4d hmotnost elektrénu,
v-obvodovd rfchlost elektronu na drdhe polomeru Tpo Eo-permitivita vé-
kua, h-Planckova kon3tanta, n Jje celé kladné &islo & nazfva sa hlavné

kvantové &fslo. Dréhy spinejuce tieto podmienky sa nazjvajui kventovd drs-

&’ Obr. 10080

obr. 1‘o.ek =N e

Ak elektron obieha okolo jadra v niektorej z kvantovfch drsh, atdm neZia-
ri a jeho energia je kon3tantnd,

Pri prechode elektronu na ind kvantovi drdhu, v ktorej md potom menSiu
energiu, atom vyZiari foton, ktorého energia sa rovnd ubytku energie elek-
tronu. Naopak, pri absorpcii fotonu prejde elektron na ind kvantovd drshu,
na ktorej mé energiu védsdiu o energiu pohlteného fotdnu.

Tieto postuldty vyslovil Bohr roku 1913 a vy¥sledky z nich vyplyvajice sa vel-
mi dobre zhodovali s pozorovanymi spektrilnymi &iarami. PouZitim silnejdich
spektrometrov sa zistilo, %e v3eobecne ka%d4 spektrdlna &iara sa sklad4d

z niekolkfch jemnejsich &iar vePmi blizkych frekvencii. Vo vodikovom spektre
to boli dvojité Ziary, tzv, dublety. Bohrov model to u%f nedokdzal vyvsetlit,
Pokisil sa o to Sommerfeld. Najprv predpokladel, %e tak ako planéty, aj elek-
trony sa pohybuju po eliptickych drdhach. Urobil aj kvantovanie drsh &o do.
valkosti (hlavnd polos) a tvaru drépy (excentricity). To neprinieslo Ziada-
ny vysledok. A% ked pou%il Zpecidlnu tedriu relativity na pohyb elektronov
okolo jadra, podarilo sa mu &iastofne vysvetlit jemni Struktiru spektrdlnych
giar., Z4vislost hmotnosti elektrdnu od rychlosti spbsobuje, ¥e sa drdhy sté-
daji a elektron vytvéra akuei ruZicu, obr. 10.9. Pri prechode elektronu na
rbzne dréhy s rovnakou hodnotou hlavného kvantového &isla (rovnak4 hlavnéd
polos) sa vyZaruju fotony s réznou energiou. Tento vyklad jemndj Struktdiry
spektrdlnych Ziar nebol presved¥ivy, |

Poznatok, %e ¥iara sa 8tiepi na dve Qdublet), priviedol Uhlenbecka a Goud-
smita (1925) na myélienku,'Ze élektr&ny v atdémovom obale sa okrem pohybu po
eliptickych drdhach este ots&aju okolo svojej geometrickej osi. Elektrdn md
teda okrem orbitdlneho momentu hybmpsti, tzv. spinovjpgpment hybnosti alebo
Jednoducho spin. Vektor orbitdlneho momentu hybnosti L je gg}my na rovigu
obefnej drshy elektronu a vektor spinového momentu. hybnosti S néd smer ro-



Obr. 10.9

e v s ey,

H

Obr. 10.10

tadnej osi,‘obr.>10.10. Elektrdon je pohybujici sa ndboj, takZe jeho obieha-
nie a rotdcia predstavuje uzavrety pohyb ndboja a md4, tak ako pruidovd slué-
ka, isty magnetlcky moment, a to ako magnetlcky moment p, tak aj splnovy

~ ‘magneticky momsnt Ps‘ Smer vektora ;1 Je totoéﬂy 80 smerom vektora L 8
smer vektora Ps je totoZny so smerom vektora S, ale ich orientdcia je
opalné, Aby sa vysvetlila dvojitost spektrdlnych &iar, Goudsmit a Uhlenbeck
vyslovili hypoté4zu, %e spin elektronu je kolmy na rovinu obefnej drdhy elek-
tronu & m4 vidy rovnakd hodnotu, Spinovy magneticky moment je teda bud su-
hlasne, alebo nesidhlasne rovnobeZny s vektorom .E. Energia elektronu je roz-
~dielna, aj ked nepatrne, a atom pri rovnakych kvantovych prechodoch potom
emituje Ziarenie, odpovedajice rozdielnym &iaram.

Uhlenbeck a Goudsmit si elektrony predstavovali ako rotujice zdporne nabité
gulky kruZiace okolo jadra. Elektrony sa spravajd aj ako vlny (difrakcia).
Hoci Sasticové vlastnosti vIn (fotoelektricky jav) boli objavené uf roku

1905 (Einstein, Planck), opa%né tvrdenie o vlnovych vlastnostiach Zastic vy-
slovil a% roku 1924 de Broglie. Elektron na svojej stabilmej dréhe nevyiaru-
Je energlu, preto aizka dréhy musi byt celoliselnym ndsobkom do Broglieho vl-
novej dfZky (anelogla 8 kmitajicou droétenou slu¥kou). Tento de Broglieho mo~
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del atomu (obr. 10.11) pokladd elektron tie% za &asticu, ktord obieha okolo
jadra po eliptickej drdhe a je sprevddzand vlnenim, lokalizovanym do priesto-
ru tej drdhy. Ak vztah pre dl¥ku de Broglieho vlny

Obr, 10.11

h

XS-——
mv

poufijeme v podmienke (10.7), dostaneme:
2%r, = n) . (10.8)

T4to vlinovo mechanickéd interpretdcia nédzornejiie vysvetluje Bohrovu podmien-
ku (10.7). Doteraz uvedené modely atomu len &iastone spIlnaju spektroskopice
ké poznatky, Nevedia logicky vysvetlit tzv. vyberové pravidld, ktorfmi musia
byt tieto teorie doplnené, lebo pripudtaji aj &iary, ktoré v spektrdch atdmov
_ v8bec neboli pozorované. Rovnako tieto tedrie neposkytujdi informdcie o inten-
zitdch spektrdlnych &iar,

Tieto a iné nedostatky sa nedali vysvetlit pouZitim takych modelov at6mu, kto-
ré su analdgiou mekrokozmu. Pre deje v mikrosvete musela fyzika prejst od kon-
krétnych pojmov k abstraktnym, u? mdlo ndzornym., V tomto pomohla vinov4 me-
chanika, Schrddingerova rovnica neposkytuje uZ klasicky opis pohybu &astice,
ale ddva hustotu pravdepodobnosti vyskytu Castice v priestore. Na tomto z4-
klade Schr8dinger a Born zaloZili model atomu, v ktorom sa nepredpokladd, %e
elektrdn obieha okolo jadra na presne definovanej drdhe, ale hI'ad4 sa vinové
funkcia, ktorej druhd mocnina urfuje hustotu pravdepodobnosti vyskytu elektro-
nu v priestore okolo jadra. Elektrony uf nie si v atomovom obale lokalizované
a ich poloha je vymedzend len Statistickymi zdkonmi zaloZenymi na teorii prav-
depodobnosti.

- Aj tento model md nedostatky, najmi v tom, %e nevysvetIuje jemmi Struktiru
ani tak, ako Uhlenbeck - Goudsmitov model atomu. Prinos pre atomovd tedriu je
predovietkym v tom, %Ze pripista stredovo symetrické rogzloZenie zdporného nd-
boja okolo jadra. Takyto "gulovy tvar" atomu lepdie vyhovuje experimentdlnym
poznatkom (i kinetickej tedrii plynu) ako "plochy tvar", spojeny s predstavou
rovinnfch obeZnfch drdh elektronu.
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Vlnuvonochanické ponimanie atomového obalu dalo zdklady Direcovej,teérie,
veImi abstraktnej, ale zdroven velmi dspe3nej. Dirac nahradzuje vlnovd funk-
ciu, ktord Je vieobecne komplexnou skaldrnou veliinou (v kaZdom mieste Je ‘
urfend jedngm komplexnym &fslom), sdhrnom ¥tyroch komplexnjch &fsel, ktoré
definuje tzv, epinor. Poufiva Einsteinovu relativistickd mechaniku., Elek-
trénu!jo priradeny spinor; pre ktory Dirac predpokledd platnoat parcidlnej
difhrenciélnej rovnice, obdobnej SchR. Zavedenim spinoru dosiahol vZeobecné
matematické vyjedrenie epinu elektronu. Podarilo sa mu vytvorif uplmd tedriu
JemneJ Btruktiry spektrdlnych &iar. - ' ' -

Z Diracovej t.iaéria priamo vyplynula existencia tzv, antiZastic, Ku ka¥dej
dastici existuje antifastica, ktord sa pri nabitfch Sasticiach 113i predo-
vietkym snamienkom néboja (antielektrdn - pozitrdmn, antiprotdn, entineutrdn).
Po niektorych zdokonaleniach Diracova teoria je u# konednou fézou fyziky ato-
mového obalu.

10,13 Bohrov model atomu
vodifika

Pri dvahdch o Bohrovom modele pouiijeﬁe pre ndgorne jSiu predstavu gz de Brog-
lieho model atomu. PodTa de Broglieho md vlna priradend elektronu vlnovid afz-

ku (pogri 9.51)

h . .
nv ‘

Na elektron pri pohybe okolo jadra pdsobf Coulombova sila, ktord je v rovno-
véhe 8 odstredivou silou (10.6), Pre atom vodika je 2 = 1, takZe

= | - (10.10)

.2 toho

. fos, ar,

 Po dosaden{ (10.10) do vztahu (10.9) dostaneme:
‘nl/4 ] € Tn

T(10.11)
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Predpokladdme, Ze elektrony sa pohybuju po kruinici a podmienka elektronovoj
drdhy, ktorej df#ka mus{ byt celoZfselnym nésobkom de Broglieho vin, je

2&4r, =n)  n=1,2,3,4,... (10.12)

Ak vztah pre vlinovd dffku (10.11) dosaedime do podmienky (10.12), doatanem
polomery moZnyfch drdh elektronu

2 .2
nh&o

ns= 1,2,3,4,-.. (100‘3)
% n e

Polomer prvej drdhy elektronu sa nazjva Bohrov polomer atomu vod{ka a oznadu-
Je sa symbolom a,:

a,=r, =53.1'"n - (10.14)

.Ostatné md%eme potom vyjadrit
2 - |
r =n a : , . (10.‘5)

To znamend, %e vzdialenost medzi susednymi drdhami s rasticim n sa zvii3u-
je. ‘

Elektrdn, ktory sa pohybuje po kruhovej drdhe (predpoklad) okolo jedra (pro- ; '
tn), mé kinetickd energiu (v <<c)

1

W = -é- n v2 ’ - (10.16)
potencidlnu energiu (pozri 2,126) -~
(-e) . (+e) o2
wp - E - (10.17)
: 4 !G&o r, 4%&0 T,

& celkovd energiu

2 2 2 2

1, ' e ) ° o :
W,=-nv’ - x — - = - (10.18)
2 . 4%¥s 1, aif E, T, 4%¥er, 8%E, r,

ked sme za v dosadili vzfah (10.10), Rbzne dovolené drihy znamenaji rdzne
energie elektronu. Po dosadenf za r, %o vztahu (10.13) do (10.18) Jje

mo"

wns_

‘ |
— (10.19)
8 aﬁna n2
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" VIAZANY ELEKTRON

O

VOLNY ELEKTRON | | BaS = "
o.:ea "3 ~

O 1 I [

- 9 - I L0 A e ‘; m "-
Wn-10" [J] R '
e ee & [ [ -4

— ZAKLADNY
EXCITOVANE STAVY STAV
Obr. 10.12

Energie dané vztahom (10.19) sa nazyvaju energetické hladiny atom vodfika -
obr. 10,12, Tieto hladiny maji z4porné znamienko, &o zna%f, %e elektron nems
dostatok energie, aby sa odpital od jadra. Je teda viazany k jadru. Energe-
tick4 hladina pre n =.1 sa nazfva z ékladgx stavy atomu, vy38ie hladiny sa ‘
nazfvaji excitované stavy. Prée n—s- je W, =0 a elektron u¥ nie je via-
zany k jadru, Dalej uf elektron md%e nadobddat akékolvek kladné hodnoty ener-
gie a nemus{ teda spliat Ziadne kvantové podmienky.

Energia zdkladného stavu je

w‘ T - — = - 2,17 . 10'18 J == 13,6 eV (10.20)

PodYa experimentdlnych vysledkov vychddza, %e na oddelenie elektronu od jad-
ra (protonu) je potrebn& energia 13,6 eV, &o odpovedd vizbovej energii
(10020) - 13 6 QV.

- Predpokladajme, Ze elektrdn preskod{ s excitovaného stavu do ni¥3ieho stavu.
Gbytok jeho energie sa vyZiari ako jeden fotdn.

Takto ea vidy vyZiari foton, ak elektrdn presko¥{ z hladiny energeticky vys-
Sej W; na hladinu energeticky niZ&iu Wy. Energia foténu Je

E=hy= W, - W, (10.21)

Po dosadeni (10.19) dostaneme: : :
| . maet [<1> ( 1>]
hy=s W, - W, = - m— - - — =
i f
: 2 .2 2 2

m 04 1 1 .. :
82 n2\n2 n? |

ne i
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Frekvencia, s ktorou je foton emitovany, je

;- W met /1 :
8 80 h” ne ny
PretoZe 2= ¢/y, dostaneme:
vy ‘m‘e4 \ 1
e Wil | (10,24)
c 2 ‘ 2 ‘
8 80 ¢ h ne ni |
Vo vztahu (10.24) ozna¥me:
aet
-——;————; = R . ; (10.25)
8 &0 ¢ h ' :
Jej hodnota je
R = 1,0973731 . 107 n”! , ' (10.26)

nazyvame ju Rydbergovou kon3tantou. Sihlasi 8 experimentdlne zistenou hodno-
tou kondtanty: R vo vztahoch (10.1) a% (10.5). Bohrom vypracovand teoria
kvalitativne i kvantitativne suhlasi 8 experimentom., Na obr. 10.13 je sche-
maticky zndzorneny sivis spektrilnych &iar s energetickymi hladinami.

LN ] w“-o

n=3 . XK B . 28
n=i" It 4
s [/
n=2
HRANA SERIE Wn
"1 TIYMANOVA  PASCHENOVA
SERIA .. SERIA
'BALMEROVA  BRACKETTOVA

SERIA : - SERIA
Obr. 10.13 '
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Bohrova teoria splne aj tzv. princip koreSpondencie. Musi dévaﬁ rovnaké vy-
sledky sako klasickd fyzika v oblastiach, kde podla uddajov experimentov pla-
tia klasické zdkony. Teda v limite velkych kvantovych &isel dd4va rovnaké vy-

sledky ako klasick& fyzika,

* Pri vyklade Bohrovej tecrie atomu vodika sme nebrali do Wvahy pohyb protonu.
Hoci jeho pokojov4 hmotnost je 1836-krdt viddia, musime pri presnom vipolte
brat do dvahy aj jeho pohyb. Sistava protén a elektron obiehajui okolo spolo&-
ného hmotného stredu. Ked tito Wwahu aplikujeme na Bohrove kvantové podmien-
ky, dostaneme rovnaké vysledky, ak nemiesto hmotnosti elektrdnu m dosadime
tzv. redukovand hmotnost elektronu m’ )

n’ = m - (10.27)

kde M je pokojov4 hmotnost protonu.

Deutérium (v jadre mé proton a neutron) mi v3etky spektrdlne &iary trochu
posunuté ku krat3{m vlnovym d{¥kam v porovnani s oby&ajnym vodikom. Napr.
diara deutéria 8 A = 656,1 nm pri vodiku zodpovedd Ziare 8 A = 656,3 nm.

- Pojem redukovanej hmotnosti pomohol préve pri objave deutéria., Rydbergova
kon3tanta po uplatneni korekcie m& hodnotu

R = 1,0967758 . 107 o™ (10.28)

10144 Schrd8dinger-Bornov model
— @ tomu vodfika

Vieme.u¥, %e atom vodfka sa skladd z protdnu (+e) a z elektrdnu (-e), Pred-
pokladajme, %e protdn (jadro atomu) je nehybny a v jeho elektrickom poli sa
pohybuje elektron, Korekciu na pohyb protonu mo%no urobit podobne ako v Boh-
rovej teorii pomocou redukovanej hmotnosti,

Elektrdn sa pohybuje okolo jadra v priestore, musime teda pren pouZit troj-
rozmernd SchR v staciondrnom tvare (pozri (9.88)) '

; $2 v B v
W\V(;) = (- — A+ W ) \V(;) : (19.29)
~ ‘P -

Elektrické pole okolo protonu je gulovo symetrické, preto je vyhodnejdie
prejst od kartézskych suiradnfc k sférickym (obr. 10.14) a vyjedrit SchR
(10.29) pomocou nich.



Obr. 10.14
Transformadné vztahy sd: -

x = r sin+tcos ¢

y=r sin+ sin 9

(10.30)
2 =r cos ¢
Potencidlna energia elektrdnu v elektrickom poli protonu je (10.17)
o2
" SR YO (10.31)
P 41«’50 r’

Po dosadenf vztahu (10.31) do (10.29), pouZitim transformadnych vztahov
(10.30) a dpravou dostaneme:SchR, vyjadreni vo sférickyfch suradniciach:

2
Binz""i- (r221> + gin+ -a-— <sin-3' Ely-) +3-\y +
or dr

3 /3 ¢?
| (10.32)
om r2 sin®d ( o2 )
+ + W =0
ﬁvz \4 % g, r Y

Vlinovd funkcia WV je zdvisld od r,qm’"- a SchR v tvare (10.32), potom m8%eme
separovat na tri nezdvislé rovnice. '
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Nech teda
y(r,# ¢) = R(r) T} F(g) (10.33)

Ka%d4 z funkcif R(r), T(}), F(¢) popisuje priebeh funkcie v z4vislosti iba
od jednej premennej, ked ostatné dve su kon3tantné. Parcidlne derivdcie funk-
cie Y podla premennych r,1",17 sd:

? R 3 8T 2% ?%p
oo, Y omr—; Yo — (10.34)
or ar 3 ¥ 3?2 342 :

Po dosadeni (10.34) do rovnice (10.32) a dprave dostaneme:

sin®$ 3 an> sind 9 < am)
—_— % — ]« — |(8in 4 +

R 9r ar r 3 -
(10.35)
2m p? sin21" ( e ) 1 32F
4+ + W 2w e wmmeame
52 49 T Y

Rovnica (10.35) je vtédy platnd, ak sa obe strany rovnice rovnaju tej iste]
konStante, lebo na obidvoch strandch sd funkcie rdznych premennych. Ozna&me
tito kondtantu mi. Teda

-— —=al , | (10.36)

% Jeo diferencidlna rovnica pre F(¢).

Ked dosadime (10.36) sp#t do rovnice (10.35) & rovnicu delfme sin2«7; po u-
prave dostaneme:

1 9 < 3R> 2m 172 ( o2 ,
- e T m— &+ + W E ]
R dr dr $2 4% r

(10.37)
"‘% 1 $ ) o
sin V' —
s:.nz’\,' T sin+ 319‘

Dostali sme rovnicu, kde tieZ na obidvoch strandch su funkcie régnych. pre-
menngch, Ked Je rovnica platnd, musia sa obidve strany rovnat tej 1eteJ kon-
Stante. Oznadme ju 1(1+1), Teda :

2

= ! a ( + dT> 1(1+1) (10.38)
- - a—— 8in o = + . . °
sind T ain1"v ad ad Y
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1 d 2 dR 2m r2 02
R dr dr 2 4%, r ’

Vietky tri rovnice pre funkcie F(¢), T(}), R(r) napileme elte raz, ale
v obvyklom tvare: .

a?F(¢)

2

a ( aT () > my
— | gin + |1(1+1) -
sind ad a- ain2d

1 a [,@’®\ [2a o2 1(241) |
— e P d | —— + W) - 5 R(r) =0
2 d B \4we, - 4 (10.42)

T($) = 0 (10.41)

10,15 Kvantové E1i81la & 41ch
fyzikdlny viznan

Dalsou udlohou tedrie Schrddinger-Bornovho modelu je ndjst riesSenia troch
romic (‘0.40) Iy (10041 ) . ('0-42)0 o

Prvd rovnica (10.40) m4 tvar harmonickej diferenc:.élnaa rovnice, ktorej vy-
hovuje rielenie (pozri (7.9d))

(10.43)

F(9) =Aexp (im¢g); A=
sz‘.

kde A Jje integraind kon3tanta., Tak ako funkcia '\y(r’,\",y), aj funkcia F(¢)
musi spinat podmienku jednoznainosti, aby v danom bode priestoru mala funk-
cia F(¢) Jjednu jedind hodnotu. Polohov§ vektor T, ktory le%f v rovine
(poludnikovej), urienej uhlom ¢ (pri kon¥tentnom r a ¢), je ten isty,
ako ked je urleng uhlom @+ 2% alebo @ - 2% To znemens, Ze

A exp (im¢) = A exp [inl(?: 21")]
alabio- po- rozpisant
1= exp e im 2% | , (10.@2)

Rovnost (10.44) moZno splxuf iba vtedy, ked konstanta my nadob\ida tioto
hodnoty:
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4, +
m1=0, -1, "2,10..
Nazfvame ju magnetickym kventovym &fslom atomu vodika.

Dal%iu diferencidlnu rovnicu pre T(#) (10.41) riesime tak, %e jej rieSenie
hladdme v tvare mocninového radu. Aby rie3enie bolo fyzikdlne pripustné a

vyhovovalo po¥iadavkém nen kladenym, mus{ byt funkcia T(#) urend pomocou
tzv. Legendrovych polynomov (podobne ako pri harmonickom oscildtore 9.9.3).

Konstanty 1 e m, musia spInat po%iaduvku, aby 1 bolo celé &fslo a bolo
rovné alebo vi¥Zie ako absolitna hodnota m,. Teda
+ + +

m1=0; - 1; -2,;"'; -1
KonStanta 1 sa nazjve orbitdlne (vedYaj3ie) kventové &fslo. Rovnicu (10.42)
pre funkciu R(r), ktord je radidlnou &astou funkcie v(r,#,y), riedime ana-
logicky ako predchddzajicu rovnicu pomocon tzv. Laguerrovych polyndmov. Rov-
nica md rieSenie pre emergiu W = 0, ktord mb%e nadobddat akékolvek hodnoty
(ionizovany atom vodika), Pre W < O (zdporné hodnoty energie W) mé%u byt
len diskrétne hodnoty (viazany elektrdn) a sd urdené vztahom

m ot (' ) (10.45)
w = - nm—— R ‘0.45
n
32 522 0%\ 2

kde n je celé &i{slo, To je presne ten isty vzteh, aky vyplynul z Bohrovej
teorie (10.19). Daldia podmienke, nevyhnutnd na riesenie, urduje, Ze n, kto=
ré nazyvame hlavnym kventovym &islom, musi byt rovné alebo vi#idSie ako 1 + 1.
Teda ‘

1=0,1,2,3,..., (n-1)

Vinovd funkciu Y mdZ%eme pfsat ako

Vot = Ry T, By

kde indexy pri funkcidch R, T, F vyznaduju ich zdvislost od kvantovych &i-
sel n, 1, m,. Kvantové 81{sla md%u nadobuidat tieto hodnoty: o

hlavné kvantové &1{slo n = 1,2,3, eeo
vedYajsie kvantové &islo 1 =0,1,2, +eey (n=1) (10.46)

0,51,%2, ..., 11

magnetické kvantové &islo my

Zo vztahu (10.45) vyplyva, %e hlavné kvantové 8islo n urduje kvantovanie
energie elektronu v atome vodika. Keby sme Schr8dinger-Bornov model pouZili
na planetdrny pohyb; napr. nadej Zeme, vy3lo by ndm (zo zndmej, zdpornej
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potencidlnej energie Zeme) také obrovské &islo, %Ze susedné energetické hla-
diny by boli pod hranicou rozli3itelnosti.

Akd je interpretdcia vedlajZieho (orbitdlneho) kvantového &isla, ukéd%e nasle-
dujdca dvaha.

Celkov4 energia aelektrdnu je sui&tom troch &lenov

W=w, o+ Wr + Wp ‘ (10.47)

kde W_ Jje potencidlna energia urlend vztahom (10.17), W, Jje energia odpo-
vedajica pohybu elektrdnu okolo jadra, W, Jje energia odpovedajica pohybu

r
smerom k jadru alebo od jadra.

Ak celkovi energiu (10.47) dosadime do rovnice (10.42) a upravime ju, dosta-
nems:

1 a ( 2 dR‘> 2m [ . 12 1(1+1) ] , )
omey  oumien I em- + o w + - R = 0 , 10048
r2 dr dr H2 r ° 2m r2

Tdto rowmica popisuje radidlnu zloZfku pohybu elektronu (od jadra alebo k 5ad-
ru), a teda v hranatej z4tvorke rovnice (10.58) by mala byt len energia L
ktord odpovedd tejto zloZke pohybu. Aby sme to splnili, musf byt

i 1(1+1) ( )
W, = 10.49
° 2m r2
Hoci pou%ijeme vztah pre W_ 2z klasickej fyziky, v¥sledok bude rovnaky, ke-

, o
by sme pou¥ili kvantovd mechaniku (pozri stat 9.7 a vztah (9.113)). Teda

12
Wo S - m vo (10050)
2
a moment hybnosti elektronu L je

L=mv,r : (10.51)

Pouzitim vztahov (10.50), (10.51) a (10.49) dostaneme:

2 R 10+1)

2 2 ’

2m r 2m r

L= V1(1+|) 4 (10,52)

alebo
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Zo vztahu (10,52) vidime, %e podobne ako energia, aj moment hybnosti L je
kvantovanf, pretofe 1 md%e nadobudat len diskrétne hodnoty (10.46). Pre
jednotlivé stavy momentu hybnosti sa zauZivali pismend, a to:

1 = 0, 1, 2’ 3' 4’ 5’ 6’ LR N ] (10053)
8, p, d, £, g, h, i, .se '

Kombindcia hlavného kvantového &fsla n s vedlajdim kvantovym &islom 1
(reprezentované pismenom) oznaduje stav atomu vodika, napr. 54 je n =5
a 1= 2, Zostdva eite uriit vyznam magnetického kvantového &isla m .

Moment hybnosti L je vektorovd veli¥ina, ktord je urZend nielen velkostou,.
ale aj smerom a orientdciou. Elektron pri obieheni okolo jadra mbfeme nahra-
dit prddovou sluZkou., Magnetické pole na takdto pridovi sludku pésobf silo-

vym momentom (pozri 6.4.6)

-

- - -
M=ISxB=pnxB

ked I je elektricky prid sludky, ktorej plocha Je S. Indukcia megnetické-
ho pola v mieste sluéky je 73’, velifina Ff je vektor magnetického momentu
8lu¥ky. Pohyb ndboja (-e) je ekvivalentny pridu -ev, kde Y -je frekvencia
obiehania elektrdnu okolo jadra. Magneticky moment elektronu je

p=- ey ¥r? (10.54)

& moment hybnosti

2%r

Lamvr=an rsn?xrzv (10.55)

Porovnanim vztahov (10.54) a (10.55) dostaneme:

. , ,
B e o I, (10. 6
=== | 56)

Pretofe e/2m je skaldrna veliina, md%eme (10.56) pisat vo vektorovom tva-
r. 7 .
e 4

Y .
p=-—1L (10.57)
2m :

) : -+
Vidime, %e vektory i; a L sd opa¥ne orientované,

Nech indukcie magnetického pola B m4 smer a orientdciu oei 2. Potencidl-
na energia pridovej slufky, ktord sa nachddza v magnetickom poli, je rovnd
prédci vonkajdich sfl, potrebnej na jej otolenie z uhla 49‘0 = 90° do uhla W
(obr. 10.15): '
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Obr. 10.15

e, o
-+
metfudJ'af PBsim"d\’ =-.chos1"=-F.B (10.58)
90° 90°
Ked dosadime vztah (10.56) do (10.58), magnetickd potencidlna energia atdmu
Je
¥ = LB cosi (10.59)
= e— cos .
pm om
W - Je funkcia B a '*. Moment hybnosti elektrdonu L je funkcia vedTaj-
Sieho kvantového &fela 1 (10.52). Pre jednu hodnotu 1 je L kon3tantné,
V homogénnom magnetickom poli (B = const) je me len funkcia ¥, O energii
atomu vieme, %e je kvantovand, teda aj W n Iuel byt kventovand. To ale zna-
mend, Ze uhol ' nemd%e nadobudat akékolvek hodnoty, ale len urdité diskrét-
ne hodnoty. Tegg nielen velkost momentu hybnosti L je kvantovand, ale aj
smer vektora I vzhTadom na vonkaj3ie magnetické pole, Tuto skutodnost na-

zfvame priestorovym kvantovanim.

Svradnica momentu hybndsti L do smeru osi 2z (smer magnetického poYa) Jje
L,=Lecost=m h (10.60)

Magnetické kvantové ¥fslo m; mdZe nadobudat hodnoty podra (10.46). Vztah
(10.60), ktory predpokladdme na zdklade predchddzajicej uvahy (podla klasic-
kej fyziky), moZno odvodit priamo pouZitim kvantovej mechanik!. Prisludny
operdtor zlofky momentu hybnosti elektrdnu do smeru osi g (Lz) aplikujeme
na vlnovd funkciu y:

3 F(¢)

. (10.61).

f 9 h
Lvir,eh = T Y(r,g,$) = = R(r) (%)

Funkcia F(y) je urtend vyrazom (10.43). Po zderivovani funkcie F a dosa-
denf do (10.61) dostaneme:

A ﬁ ) h
Lz\y=;im1RTF=ml Y _ (10.62)
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Vliastné hodnoty operdtora i% sd teda diskrétne a urdené, ako sme uZ ukdza-
1i, vztahom (10.60).

Sdrednice L, ‘a Py nie sd kvantované, mdZu nadobidat spojité hodnoty. Kon-
tantnd hodnotu L, mé taky vektor L, ktory koné precesny pohyb okolo osi

z, obr, 10.16. Priéxnou toho, %e smer vektora T nie Je pevny¥, ale sa ment,

/
25 __\\ PRE {-2

Obr, 10.16

Je princip neurditosti. Keby mal vektor '3 napr, smer osi 2z, musel by sa

elektrdn pohybovat v rovine x,y a mal by presnd hodnotu sdradnice g = o,

teda neurlditost Az = 0, NeurZitost sdradnice hybnosti p, by musela byt ne-
kone&ne vaelké Z&pz-——>oo. To ale nemd%e byt, lebo elektron je sidastou atdmu
vodika, a teda musi mat kone&nd neurditost z&pz. Z toho vyplyva, %e elektron
nie je viazany na jednu rovinu., Hustotu pravdepodobnosti jeho vy¥skytu v oko-
1f jadra urduje kvadrit vinovej funkcie : '

VB = yy®=[rP[cP|rP | (10.63)
Hustota pravdepodobnosti |F]2 Jje mierou pravdepodobnosti vyskytu alektronu
v danom uhle ¢ :

2

[F|2=FF'=Aexp (im; ¢) . Aexp’(—imlq))» = A (10.64)

To znsmend, Z%e hustota pravdepodobnostl vyskytu elektrdnu je eymstr1cké po-
dIa osi z a je nezdvisld od kvantového stavu elektronu.
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Strednd hodnota siradnic L, Ly je rovnd nule, hoci L, = my h (lel L.

Hustoty pravdepodobnosti IRl2 a lT12 urdime podobnym spdsobom pomocou
funkeif R a T, ktoré sd rieSenim rovnic (10.42) a (10.41). Analyticky
tvar tychto funkcii nie je taky jednoduchy ako funkcie F, preto sa ty¥mto
nebudeme dalej zacberat. :

Energia ur&itého atomového stavu nie je teda zdvisld len od hlavného kvanto-
vého &isla n, ale aj od magnetického kvantového &isla ml, ked je atom v mag-
netickom poli. Energia W, je urlend vztahom (10,45) a magnetické potencidl-
na energia vztahom

wpm = -2? m, B ‘ (10.65)

ked sme pouzili vztahy (10.59) a (10.60). Atom v magnetickom poli mb%e teda
mat energiu bud v#¥3iu, alebo men3iu v porovnani s jeho aenergiou, ked nie je
v magnetickom poli. Tento jav spbsobuje, %e pri vyZarovani atomu v magnetic-
kom poli sa spektrdlne &iary 3tiepia a vzdialenost susednyjch &iar zd4visi od
velkosti mégnetického pola. Stiepenie spektrilnych &iar v magnetickom poli
sa nazyva Zeemanov efekt (normdlny). '

Kvantové &fslo my mb%Ze nadobidat hodnoty od -1 aZ po +1, teda celkové
md%e mat 2 1 + 1 hodndt. Energeticky stav s danym vedlejsim kvantovym &is-
lom 1 sa v magnetickom poli Stiepi na 2 1 + 1 podstavov, ktoré sa navzé-
jom energeticky 1{3ia o hodnotu Z&wpm = (eh/2m) B. Zmeny magnetického kvan-
tového &isla syd dovolené iba o kal = 0, 4. Spektrdlna diara, ktord vznik-
ne pri prechode medzi dvoma steavmi 8 r8znym 1 roz3tiepi sa len na tri kom-
ponenty, obr. 10,17:

BEZ MAGNETICKEHO S MAGNETICKYM

POLA POLOM
m{-ﬁ 1
m
"-2 —_—— T l M{-O =
T 7 ] T o
| T T 2™
| ewemiA] (1] R
hv, | | ,l.' n ‘M
| hy | | |‘|
{ s t", *II
-1 P N . 1
- =1 ~amyp=]
Vo v, v, v,

CSPEKTRA [ T 1T 1

Obr. 10.17
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Zeemanov efekt potvrdzuje priestorové kvantovanie.

10,1,6 Spin elektronu

Pri experimentdlnom 3tudiu spektier sa zistilo, Ze mnohé spektrdlne Ziary

si v skutolnosti dve tesne vedla seba leZiace &iary. Na potvrdenie tejto
jemnej 3truktiry je prvd &iara Balmerovej série vodika, ktord vznikd pri pre-
chode medzi hladinemi n =3 a n = 2 vodfkovjch atomov. Podla predchddza-
jicej tedrie prislicha tejto &iare vlnov4 df%ka 656,3 nm, ale v skuto¥nosti
"8d to dve &iary vzdialené od sedba o 0,14 nm,

Bal151 poznatok, ktory predchidzajica teoria nevie vysvetlit, je pri Zeemano-
vonm efekte, Hoci sa normdlny Zeemanov efekt za urfitfch okolnosti pozoruje
pri niektorych prvkoch, &astej3ie sa pozoruje namiesto troch, 3tyri, Sest
alebo i viac komponent ¥tiepenia spektr4lnej &iary. Aj ked sa vyskytnd tri
komponenty, ich vzdjomnd vzdialenost nemusi vyhovovat vztahom (10,66). Ten-

to dkaz sa nazyva anomdlny Zeemanov efekt.

Aby sa vysvetlila jemnd Struktdra spektirdilnych &iar a anomdlny Zeemanov
efekt, Goudemit & Uhlenbeck (roku 1925) vyslovili hypotézu, podla ktorej
elektron m4-vlastnf vnitorny moment hybnosti, nez4visly od jeho orbitdlneho
momentu hybnosti, a urdity magneticky moment spojeny s tymto vmitornym mo-
mentom hybnosti. Ako sme u% spomenuli elektron si este predstavovali ako zé-
porne nabitdi gulku rotujicu okolo svojej osi. S jeho rotdciou je spojehy mo-
ment hybnosti §' a 8 ndbojom magneticky moment ﬁ;, ktory m4d smer rovnaky,
ale opadnd orientdciu ako Ei Pre moment hybnosti S ea pou%iva termin spin
‘elektronu (anglické sloveso to spin - tolit sa, otdlat sa, viriﬁ), aleboAf

' spinovy} moment hy bﬁ9sti, a pre Ex’a spinovy magneticky moment. Napriek ta-
kejto klasickej predstave o elektrone Goudsmit a Uhlenbeck prisidili sprév-
ne hodnoty pre spinovy moment hybnosti & pre spinovy} magneticky moment, ako
to (roku 1928) ukdzal Dirac na zdklade relativistickej teorie.

- Velkost spinového momentu hybnosti S je urfend podobne, ako pre moment
hybnosti L (10.52), vztahom ' '
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s=|s (s+1) B | o | (10.67)

kde & je spinové kvantové &islo. MdZe nadobudaf Jednu Jedlnd hodnotu 8 =
= 1/2, ktord priamo vyplyva z Diracovej tedrie.

Viems, Ze veftor momentu hybnosti elektronu v magnetickom poli mé%e mat
21+ 1 mo¥nych orientdcif{ od -1 do +1 (priestorové kvantovanie). Takisto
aj vektor spinového momentu hybnosti '§ v magnetickom poli mbé%Ze mat 28 + 1
orientdcif, Preto¥e s = 1/2 je 28 + 1 = 2, &i%e § mb%e nadobudat iba
dve orientdcie. '

Priestorové kvantovenie momentu hybnosti popisujeme magnetickym kvantovym
tislom m, a kvantovanie spinového momentu hybnosti popisujeme spinovym
magnetickym kvantovym ¥{slom mg = 2 1/2 (obr. 10.18). VeTkost suradnice

S, vektora spinového momentu v magnetickom poli, orientovanom pozdl% osi =,

je (analdgia so vztahom (10.60))

s, |

obr. 10.18

: 1
Szameﬁzt—ﬁ (10.68)

Medzi sp1novym magnetlckym momentom a momsntom hybnosti elektronu plati
vgtah

e .
Pg=--5 (10,69)
- |

Teda siradnica vektora spinového magnetického momentu By, moZe nadobudat
dve hodnoty:

+

Bgg © (10.70)

(SN -

Priestorové kvantovanie spinového momentu priamo pokusom dokdzali Stern a
Gerlach (roku 1921). Vlastnostou atomu striebra za normdlneho stavu je, Ze
"~ cely -jeho magneticky moment je tvoreny spinovym magnetickym momentom jedné-
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ho z jeho elektronov. Ak pustime zvizok neutrdlnych atomov striebra, ktoré
vychddzajd z pece uzkou 3trbinou cez magnetické pole (obr. 10.19) tak, Ze
rychlost atomov v Je kolmi na indukciu magnetického pola 3; na fotografice
kej doske dostaneme urdity obraz tohto zviizku. Homogénne magnetické pole pd-
sobl na magneticky moment iba todivym momentom a usiluje sa ho oto&it do
svojho smeru, Nehomogénne pole p8sobi na magneticky moment nielen todivym
momentom, ale &j translanou silou, lebo na kaZdy “pol" dipolu (analogia
8 elektrickym dipélom) pdsobia 8ily, ktoré si vzdjomne odliZné velkostou aj

7,

PEC SIRBINA MAGNET FOTOGRAFICKA
PLATRA

Obr. 10.19

smerom, Takéto dve sily mdZeme nahradit dvojicou 811 (todivy moment) a jed-
nou transladnou silou (ktor4 m4 v3eobecne iny smer ako Eb. PodYa klasickeJ
tedrie na fotografickej doske by sme mali dostat plo3ny obraz, lebo vo zviz-
ku by mali byt zastipené v3aetky smery spinového magnetického momentu, V sku~
to&nosti obraz nie je plodny, ale &iarovy, %o mo¥no vysvetlit len tym, Ze pd-
vodny zviazok atémov, ktory vystupuje zo 3trbiny, sa v magnetickom poli deli
na dve &asti, ktoré maju opainé orientované spinové magnetické momenty. Jem=
ni Struktiru spektrdlnych ¢iar vysvetlujeme magnetickou interakciou medgi
spinovymi a orbitdlnymi momentami hybnosti elektronov v atome. Ukd%eme si to
pomocou klasického modelu. Elektron obieha okolo jadra, ale z jeho vztaZnej
sustavy sa zdd, %e jadro obieha okolo neho (analogia Zem=-Slnko), a teda sa
nach4dza v magnetickom poli, ktoré je budené jadrom

Mo I o QY

2r 2r

B = (10.7)

kde Q Jje ndboj jadra; ¥ - frekvencia obiehania elektrona okolo jadra;
r - polomer drihy, po ktorej elektrdn obieha. Potencidlna energia magnetic-
kého dipdlu elektronu s momentom 'g; je (10.58)

Z - PS B cos \" = '-Psz_ B . ) . (10,72)

wp m s
Bez Jje suradnica vektora F; d?'smeru magnetického pola,

Ak dosadime za Psi z0 vzﬂahn (10.70) a za B vztah (10.71) do'(10.72),f
dostaneme: ‘ o
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_,+eﬁp°,QV ’
wp ms

(10.73)
4 mr

%V magnetickom poli budenom jadrom atdmu bude energia elektrénu v danom kvan-
tovom stave vy33ia alebo ni%%ia o hodnotu wp n s (10.73), ako je hodnota
energie bez spinorbitdlnej interekcie. D8sledkom toho je 3tiepenie kaZdého
kvantového stavu (okrem stavu ) na dva podstavy, a teda aj 3tiepenie ka?-
dej spektrdlnej &iary na dve komponenty.

Vieme, %e spin Ei ktory m8%e mat 28 + 1 moZnych orientdcif{, m4 v skutod-
nosti dve, Teda 23 + 1 = 2, Z toho vyplyva: ’

1
8 = -
2

Ak urobime odhad posuvu vlnovej dIl%ky pre atom vodika pri prechode elektrd-
nu medzi hladinemi n =3 a n = 2, vyjde ndm energia (pre e = Q, ¥V =
%7.10'% o7, ras5 . 107w WL, 21,3 . 10722 . Tekejto zmene ener-
gie prislicha posuv &iary s vlnovou dlfkou 656,3 nm o 0,26 nm. Odchylku od
experimentdlnej hodnoty 0,14 nm moZno vysvetlit tym, %e sme rdtali so zd-
kladnym stavom, kde indukcia magnetického pola je vé¢3ia ako na vy &3ich drd-

hach,

10,17 Pauliho vylué&ovaci
princip

Born-Schrddingerova tecria nevyluluje, aby nemohli byt elektrény atomov

v jednom a tom istom kvantovom stave., PodYa toho by elektrony pri zloZitej-
Sich atomoch kry%ili v jednej hromade okolo jadra na tej istej drdhe, a to
je mdlo pravdepodobné. ﬁaléi»argument, ktory odporuje takémuto tvrdeniu, je,
%e chemické vlastnosti niektorych prvkov, ktorfch atomovd 3truktira sa 1f3i
len o jeden elektrdn, su podstatne odliZné (mapr. fludr, nedn, sodik).

Wolfgang Pauli (roku 1925) objavil zdkladny princip, podYa ktorého sa ria-
dia vSetky elektronové zoskupenia atomov, ktoré maji viac ako jeden elek-
tron. Tento vylufovaci princfp stanovuje, %e %iadne dva elektrdny v atome
nem8%u existovat v tom istom kvantovom stave. KaZdy elektron mus{ mat rdzny
sibor kvantovich &fsiel n, 1, m,, m. Pauli k tomuto principu dospel 3tiu-
diom spektier atomov. 2 nich mo%no zistit rézne kvantové stavy, ktoré v ato-
me existuji, & k nim sa dajui odvodit kvantové &isla., V spektirich neboli po-~
zorované také prechody medzi stavmi, ktoré by boli charakterizovené rovna-
kymi kvantovymi &i{slami. Napr. nie je pozorovany prechod v zdkladnom stave
n=1, 1=0, m, = 0, kde dva elektrony by mali rovnako orientované spiny,
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ale sa pozoruje prechod v tom istom z4kladnom stave, ked obidva elektrdny ma-
Jji opaZne orientované spiny (mg = % a m, = - % . Neexistuje teda taky
atomovy stav, v ktorom by boli dva alebo viac elektrénovls rovnakymi kvanto-
vymi &islami. -

Pauliho princip md désledok aj v kvantovej mechanike. Analogicky ako pri wy-
jadrovani dplnej funkcie < pre vodikovy atom, ktord je su¥inom troch funk-
cif (10.33), mdfeme vyjadrit aj dplnu funkciu zoskupenia n &astic v tom
istom silovom poli, ako sd&in vlinovych funkcii jednotlivych &astic:

Y(1,2,3,..4,n) = Y1) V(2 Y (3) ... ¥Y(n) (10.74)

Pre zjednodusSenie si vezmime sidstavu dvoch &astic (navzdjom nerozlisiteIné),
z ktorych jedna nech je v kvantovom stave &a a druhd v kvantovom stave b,
Hustota pravdepodobnosti quz teke jto sustavy sa nemd%e menit pri ich vz4-
Jjomnej vymene, Teda '

Iv(1,2> 12 = |ve,nl2 : ~ (10.75)

Vlnové funkcia Y (2,1) charakterizuje obidve Zastice po ich vzdjomnej vy-
mene. Rovnost (10.75) je splnens, ked je

Y(2,1) = y(1,2) * (10.76)
alebo :

- yQa,2) | ‘ (10.77)

Y(2,1)

V prvom pripade je vlnovéd funkcia <VY(2,1) symetrickd, v druhom pripade an-
tisymetrickd. Vlinovd funkcia md0%e menit znamienko, lebo nie je priamo mera-
teInou velilinou., Také vlinové funkcie, ktoré sa pri vymene Eastic nemenia,
nazyveme symetrické, a také, ktoré menia znamienko pri vz4jomnej vymene &as-
tic nazjvame antisymetrickymi. ' .

Nech vlnov4 funkcia

V= Val1) ¥p(2 - (10.78)

popisuje sustavu dvoch &astfc, ked prvd &astica je v stave a a druhd v sta-
ve ‘b. A naopak, ked prvé %astica je v stave b a druhd Zastica v stave a,
tito siustavu nech popisuje vlnov4 funkcia

Y11 = Va(2) Y (1) ‘ (10.79)

PretoZe lastice su nerozli3iteIné, nevieme povedat, ktord funkcia a kedy po-
pisuje dani sustavu dastic, a teda pravdepodobnost obidvoch funkcii{ je rov-
nak4, %e s sprdvnym popisom sistavy &astfc, Linedrna kombindeia funkecif

'WI a Vg, ktors spiﬁa rovnost (10.75), bude vhodne popisovat sustavu. das-
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tic. Existujd dve takéto linedrne kombindcie:

symetrickd

1
YT V2 [Val) Yp(2 + a2 yp(n] ' (10.80)
a antisymetrické

1
Yy = T [vam vy - Ya(2 wyb(l)] (10.81)

1/V§. Je normovaci faktor. Ak sa v sistave vymenia dve Zastice, VYo 8@ ne-
men{, ale pri Y, ee meni{ znamienko, Ktord funkcia je vhodnd na popisovanis
sistavy elektronov, vyplyva z Pauliho principu, Ze nemd%fu existovat dva ale~
bo viac elektronov v tom istom kvantovom stave. Symetrickd funkcia je nenulo-
v4, ked obidve Zastice su v tom istom stave a = b, ale antisymetrickd je
nulovd Yy = 0, ked a = b, Sustavu elektronov md%e popisovat takd funkcia,
ktord pri zdmene I'ubovolnej dvojice elektronov men{ znamienko - teda antisy-
metrick4,

Flektrony maji spin charakterizovany spinovym &fslom s = 1/2, mb%eme teda
predpokladat (%o experimenty potvrdzujd), Ze v3etky Sastice, ktoré maju taky
spin, %e 8 = 1/2, sd popisované tie% antisymetrickou funkciou. Tekéto dasti-
ce nazjyvame Fermihd fasticami, alebo fermidnmi (napr. protdny a neutrony),

a podriaduji sa Statistickému rozdelovaciemu zdkonu, ktory objavili Fermi a
Dirac:

&
n = (10.82)
exp(x) exp(g;/kT) + 1

kde n; Je polet Zasti{c s energiou €50 8 Jje polet kvantovfch stavov, kto=-
ré majd rovnakud energiu Eiy ® Jje Lagrangeov multiplikdtor, k Jje Boltz-
mannova kon3tanta a T je teplota,

Symetrickou funkciou sd popisované Castice s nulovym alebo celoiselnym Spi-
novym &islom, Takéto &astice (napr. fotény, alfa Zastice) nespInajud Pauliho
princip a nazfvajui sa Boseho &astice alebo bozony. Riadia sa podYa Statistic-
kého rozdelovacieho zdkona, ktory objavili Bose a Binstein:

&
n = (10-83)
exp (%) exp(&i/kT) -1

Pre fotony (fotonovy plyn) je &= O,
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10,1.8 Periodick é sustava
prvkov

Elektronové zoskupenia atdémov sa riadia dvoma pravidlami:

1. Ked Je celkovd energia sistavy &astic minimdlna, potom je stabilnd.
2. V ka%dom jednotlivom kvantovom stave mé%e v atome existovat iba jeden
elektron. ‘

Elektrony s rovnakym hlavnym kvantovym ¥f{slom n a4 pribli%ne v rovnakej
vzdialenosti od jadra a maju zhruba aj rovnakd energiu, lebo sa v podstate
nachddzajui v rovnakom elektrickom poli jadra, s ktorym interaguji. O takych-
to elektr6nqch hovorime, %e sd v jednej sfére (vrstve)., Jednotlivé sféry
oznadujeme podYa tejto achémy:

n=1 2 3 4 5 6 17 (10.84)
K L M N 0 P Q
Energia elektronov v urditej sfére (vrstve) zdvisf aj od orbitdlneho kvento-
vého ¥fsla 1, aj ked td&to zdvislost nie je takd velkd ako z4vislost od n.
Elektrony, ktoré maji vo sfére rovnaké kvantové 31slo 1 sa nachddzaju
v tzv, podsfére, ktoré oznadujeme podYa (10.53). Z4vislost energie elektro-
nov v jednej podsfére od kvantovych %isel m, a m, Jje pomerne mald, tak-~
%o elektrony v nej maji takmer rovnakd energiu. Pauliho vyludovac{ princip
vymedzuje polet elektrdnov, ktoré mdZu obsadit dand podsféru. KaZdd podsfé-
ra je charakterizovand hlavnym kvantovym ¢islom n a orbitdlnym kvantovym
&fplom 1 (napr. 4d je n=4 a 1=2), kde 1 =0,1,2,..., (n=-1).
Pre ka%dé 1 existuje (2 1 + 1) r8znych hodndt magnetického kKvantového &fs-
la my, lebo m =0, z 1, b 2, veey 1 a pre kaZdé m11 zase dve hodnoty
spinového magnetického kvantového &isla mg +x & -%).

Ka%d4 podsfé—a md%fe teda obsahovat najviac 2 (2 1 + 1) elektronov a kaZdd
" sféra maximdlne

1=n-1
2(21"‘)"2[‘*3"’5*,"-+2(n"”+‘] =
1=0

2

= 2n %- [1 + (2n-1)] = 2n {10.85)

elaktronov. Sféra K m4 maximdlne 2 elektrony, L 8 elektronov, M 18
elektrdnov, N 32 elektrdnov atd, Ak sféra alebo podsféra md plny polet elek-
tronov, hovorime potom, Ze je ugavretd, Podaféra 8 (1 = 0) md%e mat maxi-
mélne 2 elektr&ny, p (1 = 1) 6 elektrénov, 4d (1 = 2) 10 elektronov,

£ (1 = 3) 14 elektrdnov atd, Sféra X (pre n = 1 Jje 1 = 0) nemd podsféru
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(alebo sama je aj podsférou s8), sféra L (pre n=2 je 1 =0 a 1=1)
mé dve podsféry s 8 p, sféra M (pre n=3 Jje 1 =0, 1 =1 a 1=
= 2) m4 tri podsféry s, p, 4, sféra N (pre n=4 je 1 =0, 1=1,
1=2 a 1=3) mé 3tyri podsféry s, p, d, £ atd.

Uzatvdranie podsfér elektronm nie je v poradi 1s, 2s, 2p, 3, 3p, 3d, 4s,
4p, 4d, 4f atd. akoby sa h4dam olek4valo, ale v porad{ 1s, 2s, 2p, 38, 3p,
4s, 34, 4p, 58, 44, S5p, 68, 4f, 54, 6p, 78, 5f, 64, Tp, 6f, 74, ako je to
schematicky zndzornené na obr. 10.20.

rlole |-
Il fa I~
He o

o |= =

[+fe |=

|-l

Obr. 10,20

Prvé porudenie oZakévaeného poradia zaplnenia podsfér elektronmi je pri dras-
liku, ked nemiesto zaplnenia podsféry 3d sa najprv zaplni podsféra 4s.
VysvetTuje sa to vil3ou viézbovou energiou (teda menfou celkovou en«rgion)
elektronov s men3im 1, ktoré sa nachddzajud bliZ8ie k jadru, ako ¢ lel tronov

8 véd3im 1, aj ked sd z ni%3ej sféry. Podla toho, aké je obsadenie jednotli-
vych afér alebo podsfér atomov, menia sa chemické a fyzikdlne vlastnosti prv-
kov (molovy objem, hustota, viskozita, prevritené hodnoty teploty topenia,
magnetickd susceptibilita, refrakcia, ionizadny potencidl, tvrdost, zludova-
cie tepld, formy zludovania, kry3talicky tvar, vlastnosti zluddenin). Zistilo
sa, %6 tieto vlastnosti sa menia periodicky. O systemizdciu prvkov sa prvy
pokusil J.S., Berzelius (roku 1819). Trojice analogickych prvkov, tzv. tridd,
zostavil D8bereiner (Fe, Co, Ni), (Ru, Rh, Pd), (Os, Ir, Pt). Newlands (ro-
ku 1864) zostavil prvky podla narastenia ich relatfvnej atomovej hmotnosti.
Zistil, %e ka%dy 6smy prvok v poradi md podobné chemické a fyzikd4lne vlast-
nosti., Svoj poznatok nazval zdkonom oktdv., L. Meyer objavil periodicitu mo-
censtva, Periodicky systém prvkov v dnednej dobe u nds zeufivany pochddza

od D.I, Mendelejeva (roku 1869). Mendelejevova tabulka prvkov & pravami,
ktoré navrhol Brauner, s doplnend transurdnmi je v tab. 10.1. Prvky sd zo-
stavené do 9 skupfn a 7 pericd, z ktorych 4., 5., 6. pericda maju este po
dva rady. V okienku pre ka%dy prvok sd niektoré uddaje. Tak napr. okienko
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. 5. radu & 4. skupiny patri prvku, ktory md chemicky znalku Ge, germinium je
nézov prvku, 32 je atomové &fslo (podet protonov v jedre), 72,6 je relativna
atomovd hmotnost a ¥1sla na okraji ckienka znamenaji obsadenie elektronovygch
sfér v poradf od spodu X, L, M, N, O, P, Q. Prvky v prvej skupine mejt vo
valenénej podsfére jeden elektrén, ktory Jje pomerne slabo viazany k jadru,
lebo ostatné elektrdny v ni%3fch podsférach odtienia ndboj jadra a% na hodno-
tu + e, obr. 10.21, Takjto elektron Tahko strédcaji a vznikaji z nich kladné

s —_—x
[ Fr °\\ /

——oo: \
@ - i)
N ,o;/ \ /
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;T;y’ ‘t\:\ /;f// \\\\\
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Obr. 10.21

Jjednomocné iény, napr, Na+. Na Yavej strane prvej skupiny sd tzv. alkalické
kovy. Cfm Tah3ie strdca atom takyto elektrdn, tym je viac tzv. chemicky ake
tivny. Pri alkalickych kovoch chemické aktivité narastd s narastanim atomo-
vého €isla, Prvky zo siedmej skupiny na pravej strane, tzv. halogény, majui
vo valen¥nej podsfére po 7 elektronov. K dplnému zaplneniu tejto podsféry im
chfba e3te jeden elektron, ktory sa atom usiluje ziskat, lebo jadro m4 efek-
tivny ndboj + 7e (elektrony na vnitornfch podsférach odtienia ndboj jadra
len na + 7e), obr. 10.21. Ka%dy elektron v tejto podsfére (teda aj ten, kto-
r§ se atom usiluje ziskat) je v elektrickom poli ndboja jadra + Te. Takéto
atomy s takto ziskanym elektronom sd zdporné jednomocné idny, napr. Cl™, Pri
halogénoch schopnost ziskat elektron klesd s narastanim atomového &isla, to
znamend, %e klesd aj ich chemick4 aktivita. Prvky z nultej skupiny maji cel-
kom zaplnend vonkaj¥iu podsféru & neusiluji sa ziskat dald{, ale ani jeden

z elektronov zase stratit. Elektrony vo valen&nej celkom zaplnenej podsfére
st v poli ndbeja jadra + 88 a.sd teda k jadru silno viazané. Keby tieto
atomy chceli zf{skat elektron, musel by u¥ obsadzovat daldiu podsféru, pre kto-
rﬁ;je-véak-nﬁbod;jadta‘eelkomvodtienon#, teda takjyta elektron nemdZe byt vo~
bec viazeng. Takéto atomy se neviaiu s inymi atomami do zlé¥enin (okrem vyni-
miek pri taZsfch prvkoch z tejto skupiny, kedy tvorie osobitné zldfeniny) a
nazyvame ich inertnymi plynmi.
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Osmu skupinu tvoria uZ spominané tri triidy analogickych prvkov. V tretej
skupine v 8smom rade je prvok lantdn s atomovym &islom 57 a dald{ prvok v ra-
de md u¥ atdmové &islo 72, Do toho istého miesta ako lantén patria prvky
8 atomovimi &{slami 58 aZ 71 vrédtane, lebo majd spolu s La navzdjom prak-
ticky nerozl{3iteIné vlastnosti. Nazjveme ich lantanoidmi (alebo vzdcnymi ze~
minami), Podobnd skupina sebe pribuznych kovov je v 31edmeJ peridde pri prv-
ku actinium a nazyvaji sa aktinoidy.

Prvky, po&nic neptiuniom, boli zfskané umelym sp8sobom (volne v prirode sa
nevyskytuji) a nazyvaji sa transurdny.

10,1.9 Celkovy moment hybnosti
atomu

Pri vysvetlovani jemnej étruE}dry sme hovoril?A %Ye pridinou je magnetickéd
interakcia medzi spinovymi S a orbitdlnymi L momentaml hybnosti. Spino-
vy moment hybnosti 3. a orbitilny moment hybnostl L kaZdého elektronu -
v atome prispievaju k celkovému momentu hybnosti J atomu, Aj tento moment
hybnosti je kvantovany

=V}(}+ 1) h ‘ (10.86)

A v magnetickom poli (E'v smere osi z) len siradnica J je kvantovand
(10.87)

¥ Jje celkové vnitorné kvantové &1islo, MJ je celkové vnitorné magnetické
kvantové &1slo, Vliastnosti J si ukd¥eme na tzv. vektorovom modeli atcomu,
ktory Jje ndzornej3i ako postup kvantovomechanicky.

Najprv vySetrime také atémy, ktorych celkovy moment hybnosti 3’ pochddza
iba od jedného elektronu. S takymto celkovym momentom s atomy prvkov z pr-
ve) skupiny perxodlckea sustavy - vodfk, 1{tium, sod{fk, draslik atd,, ako
aj niektoré iony He ’ Be Mg ata., lebo podla vyludovacieho principu
celkovy moment hybnosti a magnetlcky moment uzavretej podsféry sa rovnd nu-
le. o _ -
Celkovy moment hybnosti 3? dostaneme vektorovym si{tanim

- =

V pripade jedného elektronu je
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T=)5 Gk
a » (10.89)
J, = m; h

Ax plat{ (10.88), potom mb%eme sZitat aj jednotlivé siradnice:

alebo (10.90)
mj'ﬁ = m, h +mg h

Z toho vyplyva, %e vnitorne magnetické kvantové &islo m‘j sa rovné

m. = m + mg
Kvantové &1isalo mj tieZ mé%e nadobudat (analogia s ml) hodnoty od - j cez
0 do + j., Pre vnitorné kvantové &islo plati:

s (10.91)

J=1
Obidve Eyggtozf glsla j a m; su polodiselné, lebo s = 1/2, Momenty hyb-
nosti S, L, J sui sufasne kvantované, takZe pri vektorovom skladani{ neméZu
nadobudat akékolvek orientdcie, ale len celkom uriité, Pre jednoelaektronové
atomy sd mo%né len dve orientdcie, jedna je pre j =1 + s a drund pre
J=1- 18, Na obr. 10.22 sd dve mo¥né orientdcie pre 1 =1 a 3 = 1/2,

5
s
T
l - -
J L t=1
-1
=3
etesad —ga)
j=tl+s 3 jm{-8 3
Obr. 10.22

Vieme uZ, Ze momenty hybnosti g' a '3 navzijom pdsobia silovym momentom
prostrednictvom magnetickej interakcie, Ked atom nie je vo vonkajSom magne-
tickom poli, potom celkovy moment hybnosti T sa zachovdva (nemen{ 8svoj
smer, orientdciu ani velkost) a v d8sledku magnetickej interakcie medzi T
a S tieto momenty hybnosti vykondvaju precesny pohyb okolo ich vysledni-
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ce 3' (obr, 10.23). V magnetickom poli aj celkovy moment hybnosti J koné
precesny pohyb okolo vektora indukcie toho pola B, obr. 10,24, Vektory 3
a L konajd nadalej precesny pohyb - ako predtym - okolo vektora J. Prie-
storové kvantovanie celkového momentu hybnosti (J voti B moO%e nadobudat
'rOzna, ale nie v3etky orientdcie) vysvetl'uje anomilny Zeemanov efekt. Zmena
orientdcie & voli —ﬁ znamend aj zmenu energie atomu.

Doteraz pri urdovani celkového momentu hybnosti sme neuvaZovali 8 tym, Ze aj
atomové jadro mé vnitorny moment hybnosti a magneticky moment a %e tie%, aj
ked v malej miere (velkost jadrovych magnetickych momentov je asi tisfckrit
mendia ako elektrénovych), prispieva k celkovému momentu hybnosti. Takyto
maly prispevok vedie k tzv. hyperjemnej 3truktire spektrdlnych &iar (ZS)~10'3
‘nm a pri jemnej &truktire A\~ 107" nm),

Ak priaplava k celkovému momentu hybnosti nie jeden, ale viac elektronov vy-
alednlca 3 Jjo tie% vektorovym sudtom jednotlivych momentov hybnosti Li a
S « Pod¥a toho, ako aa s&fitavajui jednotlivé momenty hybnoeti, hovorime o
Ls-vazbo alebo jj-vHzbe. Okrem najta?3ich atomov sa orbitdlne momenty hybnos-
ti rgfnych elaktronov skladaju dg.vysledného L a podobne §; do v§sledné-
ho S. Celkovy moment hybnosti J Jje potom vektorovym sidtom vyslednych mo~-
mentov hybnosti. V takomto pripade hovorima o LS-vHzbe. Jednotlxvé li 88
elektrostaticky viaZu a vytvdreid vysledny L, podobne aj S . L a S spinor-
bitdlnou vézbou vytvdraji celkovy J. Schému LS-vizby mbzeme symbolicky za-
pisat takto:

(10.92)

n
+ 0y e

oy 0} ey
]

By M M

)
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Analogicky méZeme napisat vztahy pre kventovanie momentov hybnosti:

L+ 1h L, =M h ‘ (10.93)

L = =
s= |9+ 1) h S, =M, h : (10.94)
J= 3+ h J, = M; h ' (10.95)

Velkost elektrostatlckych 81l, ktoré viaZu jednotlivé orbitdlne momenty hyb-
nosti Li' je tym vidsia, &Iim mendia je energia sustavy elektronov, Na jmen~-
3iu energiu md sistava elektronov, ktord md najvi&siu hodnotu L. Najvadsia
hodnota L je, napr. pre dva elektrony, ked obiehajui okolo jadra v rovnakom
smere, V opadnom pripade by sa -elektrdny stretdvali fastej3ie, mali by véZsiu
energiu, a tym mendie L.

Pri taZfkfch atomoch je ndboj jadra dostatoéne velky, aby sa vytvorila spinor-
bitdlna interakcia velkostou porovnatela s elektrostatickou interskciou me= .
dzi 'Ly & §; a _ LS-vizba prestdva platit, TaktieZ neplat{ v silnom magne=
tickom poli (B~ 10 T), V takjchto pripadoch spinorbitdlna interakcia viaZe

Jednotlivé T. a 's'; do vy¥sledného 3;, ktoré sa skladaju priamo do momen-

tu hybnosti celého atomu. Takéto skladanie vektorov nazfvame jj-vHzba,
Teda ' .
-y - -
Ji = L:L + Si
- - (10.96)
Jg =2 Jg;

Pri atome s jednym elektronom sa stavy pre rdzne 1 (rézna velkost orbitdl-
neho momentu hybnosti) oznedujd malymi pismenami s,p,d,f,¢.. o Pre atomy

8 viacerymi elektronmi ea ich stavy oznafujd velkymi pfsmenami S,P,D,F,...
pre &= 0,1,2,3,000 &

Polet réznych hodn8t J (réznych orientdcii —I: a E) v danom stave uddva

. maltiplicita stavu, %o oznadujeme hornym indexom pred pismenom (napr. 2P).
Multiplicita je romd 29 + 1, ked je £ > &, a je rovnd 2& + 1, ked jeo

& < . Stavy takto oznafené multiplicitou sa nazjvajui termy. Ak je multipli-
cita rovnd 1, je singletny stav (singlet), ak se rovnd 2-, dublet, ak sa
rovnd 3-, triplet atd. Kvantové ¥fslo Y =a piSe ako dolny index za pisme-
nom,

Hlavné kvantové ¥{slo sa pi8e pred oznadenie, napr., 3 2p 3/2° U LS vdzby J mb-
Ze nadobt_igaﬂ hodnoty od Iﬁi do L—S a pre dvo.)elektronovy systém 1, ZI.2
vektor L mdZems zloZit z L, a L2 niekoTkymi spésobmi, zérovem aby bol
kvantovany _fodla (10.93). Napr. pre 1 =1 a 1 = 2 existuju tri spdsoby
glotenia L, obr. 10.25. Hodnoty & sxi 1,2,3, ]ebo s moZné véatky hodnoty ¥
od 12 1l do Il.1 + 1 o Spinové kvantové ¥fslo je vZdy 8 = + ?, takZe pre
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S «+ §; existuji dve moZnosti (obr. 10.25), ktoré odpovedajd £=0 a
4= t. V na%om pripade mb%e celkové vnitorné kvantové &islo 4 nadobudat
"hodnoty 0,1,2,3,4, Pri atomoch, ktorych celkovy moment hybnosti je tvoreny

G o
r - T
AT 3 X
¥ r & Dg: e,
4
=3 !-1 L=l Y=1 ¥y=0

Obr. 10.25

nielen jednym, ale viacerymi elektronmi, mus{me pri urfoveni £,¥,%} brat
do dvahy Pauliho vylulovaci princip, ktory obmedzuje subor moZnfch hodndt
tychto kvantovych &1isiel.

10.1.10 El ek tronové prechody
atomov

Bohr postuloval, %e frekvencia fotonu, ktory je emitovany atomom pri precho-
de 2z jednej energetickej hladiny W, na druhd W, ea rovnd (pozri (10.21))

‘Tento vztah moZno odvodit pomocou kvantovej tedrie atomu. Ak je strednd po-
loha elektronu vzhTadom na jedro nezdvisld od &asu, nevyZaruje Ziadne Ziare-
nie, ale ked stredns poloha osciluje, nastdva emisia elektromagnetickfch vin,
ktorfch frekvencia Jje rovnakd ako frekvencia oscildcii. ‘

Casové vinov4 funkcia d’n elektrénu, ktory je v stave urdenom kvantovim
&islom n 8 energiou L Je avd¥inom &asovo nezdvislej vlnovej funkcie a
funkcie Sasu s frekvenciou ¥, = W /h (pozri (9.86)). Teda

¢n = VY, exp (=i W, t/h) (10.97)

én = Vh exp (+i W t/h) (10,98)
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Stredn4 poloha elektrdnu je urlena strednou hodnotou jeho suradnice x (pre
jednoduchost podfitame len v smere osi x), ktord uréime zo vztahu (9.92)

+00 '
%= f $* x ¢ ax | | (10.99)
-®

Po dosaden{ (10.97) a (10.98) dostaneme:

wi
"

+00 '
J ’\y: x VY, [exp (i W, t/h) . exp (i L t/ﬁ] =

"

+a0
[ vEx y,ax | (10.100)
<o

%o je vyraz nezdvisly od &asu. Elektron nekmiti, a teda atom v urditom ase
nevyZaruje. '

Ked elektron prechidza z jednej energetickej hladiny Wy na druhd W, funk-
cia popisujica tento prechod je superpoziciou vlnovych funkecii (bm a ‘t’n’
ktoré odpovedaju stavom m a n, teda

=2 ¢, +b $ (10.101)

kde as® je pravdepodobnost, ¥e elektron je v stave n a bb™ pravdepo-
dobnost, %e je v stave m. Plati aa¥® + bb* =1, Viase t=0 je a =1
a b=0, ked je v excitovanom stave a = O, b =1 a po prechode zase spat
a=1, b=0, Atom vyZaruje iba vtedy, ked Je elektron medzi stavmi m a n,
to znamend, %e a ¥ O aj b # 0. Po dosadenf funkcie (10.101) do (10.99)
postupnym riefenim dostanemsa:

+00

f (a®¢p + v*d1) x (ad, + b)) ax =

-0

®i
]

+0o +00
=a® [ xyiwgaxev? [ xyfygexs
-0 -

+0
+ a%¥p J xy:yn {exp [(i/‘h)(wm =Wyt o+

~00

+00

+ exp [-— (i/h) (wm-wn) t.}dx=a2 f xYﬁYndJ(+

-0



- 200 -

+00 : +0
+ b2 f XYp Yy dx + 2 a"b cos 28V ¢ f XYy Y, dx  (10.102)
-00 =00

kxed sme pouiil::L, te a®a = 32; b®b = bz; a¥p = b"a; 1/: Vo = '\y;\yn; y=

= (wm - Wn)/h a vztahy (10.97) a (10.98). Vidime, %e vyZarované elektromag-
netické vlny maju frekvenciu rovnaky akd postuloval aj Bohr,

Treba e3te urlit, ktoré prechody sd dovolené a ktoré zakdzené, to zmamend ur-
it tzv. vyberové pravidlo pre dovolené prechody. Intenzita %ierenia je umer-
néd integrdlu

+00

X ¥n ¥n 0%
-Q0

Prechody, pre ktoré je tento integrdl konedny a nenulovy, sd dovolené, a pre
ktoré je nulovy, sl zakdzané. Aby sme mohli tieto pravidld urdit, musime po~
znat vlnové funkcie elektronov v danom atomse. Napr. pre atom vodika je

. . gy X
(J) *¥n,1,m ¥n’,1",m; & # O (10.103)

podmienkou pre dovolené prechody. Vlnov4 funkcia VYn.1.m opisuje koneé&ny
| Bl |

stav elektronu, ktory je charakterizovany kvantovymi &fslami n, 1, m a
n’, 1°, m{ potiato&ny stav elektronu. Podla (10.33) je

‘Vn,l,ml("‘}'?’)z Ry, () -Tl,ml‘d') Fo, (10.104)

‘kde indexy pri funkcidch R, T, F vyznaujd ich zdvislost od kvantovych &f-
siel n, 1, my. Dosadenim funkcie (10.104) pre atom vodika (funkeiu F, (¢)
urfuje vztah (10.43)) do podmienky (10.103) a jej rieSenim dostaneme vybero=-
vé pravidlo pre dovolené prechody:

An mb%e byt Yubovolné
Al =21; Aj=o0, I , (10.105)

Platia nielen pre atém vodika, ale aj pre tzv. atomy jednoelektronové, kde
prechody zahrnuji prechod jediného valenéného elektronu (vo vonkajdej nezapl-
nenej podvrstve). Valendny elektron spolu s jadrom, ktorého néboj;je odtiene-
ny ostatnymi elektronmi na'hodnotu + @, tvort jednoelektrconovy systéﬁ;breto
také atdmy mdZeme riesit podla vzoru atomu vodfka,
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Diagram vodikovych energetickych hladin je na obr. 10.26. Pre vodik (jeden
valendnf elektron) platia pre dovolené prechody vyberové pravidld (10.105).
Jemnd Struktdru élary He medzi n =3 a n =2 vidiet na obr. 10.26 ohra-
nidend kruZnicou. Ciars m4 7 blizkych komponent (rozitiepi sa na 7 komponent).
Atdm sodfka md tiel jeden valen®ny elektron, tak3e by sa predpokladalo, Ze
bude matl rovnaké spektrum ako vodik, Na obr. 10,27 je zobrageny diagram ener=-
getickych hladin sodika. Rozdiel v ich spektroch zaprilinuje skuto&nost¥, Z%e
valendnf} elektron, ak je v podsfére, kde sa md%e lastejdie dostat bliZdie
k jadru (pravdepodobnost vyskytu), je menej odtieneny od nédboja jadra, ako
ked je v podsfére, kde sa astejdie vyskytuje dalej od jadra. &im je bliZsie,
tym vé¥3ia strednd hodnota sily nan pbsobi, t.j. tym mendia je jeho celkovd
energia, Z tohto ddvodu sy stavy s malym 1 v sodiku pdeunuté smerom nadol
v porovnani{ s ekvivalentnymi stavmi vo vodiku, preto sd rozdiely v energiédoch

medzi stavmi s tym istym n, ale réznym 1.

Pre dvoj- a viacelektronové atomy (prechody zahrnuji 2 a viac valenénych
elektronov) platia pri LS-vizbe tieto vyberové ps avidlé:

An md%e byt rnbovolhé
A =0, 2 (10.106) |
A =0

Ay =0, =1

Atdm hélia m4 dva valeniné elektrony, z ktorfch jeden mbé%fe byt napr. v zd-

kladnom atave a druhy v excitovanom stave. Pri dovolenych prechodoch ui mn—l

I
l

1

l
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sfme uvafovat s tym, %e ked elektron prechddze z nejekej podeféry do inej
podeféry, kde u¥ je dajaky elektron, musi byt splneny Pauliho princip. Vy-
berové pravidld sd potom iné (10.106). Na obr. 10.28 je diagram konfigurdcie
energetickych hladin hélia pre pripad, %e jeden atom je v zdkladnom a druhy
v excitovanom stave, ale pretoZe momenty hybnosti oboch elektronov sud navzd-
Jom zviazané, je vyhodné uvaZovat hladiny, ako by charakterizovali cely atom.
Medzi tymto diagramom a diasgramom pre vodik a sodik sd ndpadné tri rozdiely.
Po prvé, v diagrame hélia sd singletné (f = 0) a tripletné stavy (&= 1),
Pre ¥ =0 st spiny antiparalelné, pre ¥ = 1 paralelné.vuedzi singletnymi
a tripletnymi stavmi je zakdzany prechod, lebo vyberové pravidlo A = 0
mus{ byt splnené. Atomy hélia so singletnymi stavmi tvoria tzv. parahélium
a 8 tripletnymi stavmi ortohélium. Atdm ortohélia méZe stratit svoju exitad-
nd energiu pri zrd’ke a premenit sa na parahélium, ale parahélium pri zréike
mdZe zase ziskat excitadnd energiu a premenit sa na ortohélium, NajniZ8ie
tripletné stavy sa nazfvajui metastabilné., Atom v metastabilnom stave mbZe

v nom zotrvat pomerne dlho ( ~ 1 8) a a% pri zrd’ke (teda nie samovolne -
spontdnne) prejde do iného stavu a svoju excitadnu energiu vyZiari.

Druhou zvld3tnostou je, %Ze neexistuje tripletny stav (term) 13s (najnizst
tripletny stav je 2-S), hoci singletny stav je 1's. Stav 135 neméze '
existovat preto, lebo by v nom museli byt obidva elektrony s rovnobeZnymi

- spinmi, &0 vyluduje Pauliho princip.

'
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Tretou zvli3tnostou je, Ze je velky energeticky rozdiel medzi zdkladnym sta=-
vom a najni¥8im excitovanym stavom, DOsledkom toho potom je silné vizba uza-
vretej podsféry. Na vytrhnutie elektronu z valendnej podsféry (pri héliu je
to zdkladny stav) atomu mimo atomu hélia je potrebnd prdca - ionizadné ener-
gia 24,6 aV, %o Jje najvy33ia hodnota zo vSetkfch prvkov.

Pri taZkfch prvkoch (napr. ortut) sa porusuje LS-vHézba, &oho d6sledkom sd
samovolné prechody aj z tripletnych na singletné stavy. Poruduje sa teda vy«
berové pravidlo (10.106). Aj ortut md metastabilné stavy (singletné atavy

3 3
P° a Pé).

101,11 R 8 n tgenové spektriéd

Pri 3tddiu atomovfch apéktier sme zistili, Ze ich pbvod je v prechodoch va-
lenénych elektrdnov z excitovanych stavov (podvrstiev) do svojho zdkladného
stavu (napr. pri sodfku do podsféry 3 s). Energie fotdnov, ktoré su emitova~
né pri tychto prechodoch, m8%u dosiahnut energiu maximdlne 24,6'eV (pri hé-
1iu), %o odpovedd ionizadnej energii potrebnej na odtrhnutie velen&ného elek-
tronu z atomu. Na odtrhnutie valen&ného elektrdnu z podsféry 3 a pri sodiku
Jje potrebnd ioniza%n4d energia len 5,13 eV, ale pre odtrhnutie ka¥dého elek-
trénu 2 p od atomu treba 31 eV, pre kafdy elektrdn 2 8 63 eV a pre kaZdy
elektron 1 s a% 1041 eV,
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Vlinové df%ka fotdonu emitovaného pri prechodoch vnitorngch elektronov bude
podstatne krat3ia, ako pri atomovych spektrich. Ziarenie emitované pri tych-
to prechodoch nazyveme rdntgenovym Ziarenim. Existujui dva typy tohto Ziare-
nia., Jednému zodpovedd spojité spektrum (pozri kap, 9.2.2), nazyveme ho
brzdné Ziarenie, druhému zodpovedd &iarové spektrum a nazyvame ho charakte-
ristickym. Kym prvé vznik4 vyiarovanim elektronu pri jeho zabrzdeni v terdi
(ka¥dy ndboj, ktory nekond rovnomerny priamodiary pohyb, emituje elektromag-
netické %ierenie), druhé, ako sme uZ spomenuli, je d8sledkom prechodov vni-
tornych elektronov v atome.

Aby mohli vznikat prechody elektrénov, musia byt uvolnené miesta v podvrs-
tvdach. MoZno to dosishnut napr. zriZkou atomu s elektronom, ktorf mé velkd
kineticky energiu a je teda schopny vyrazit elektron aj z vratvy K. Na uvol-
nené miesto skodf jeden z elektronov s vadsou energiou (z vy33ich vratiev

L, M, ...) a stasne sa vyZiari fotén, ktorého energia je rovnd rozdielu
energif tychto dvoch stavov elektrdnu. M8%u vznikat dalej prechody elektrd-
nov na uvolnené miesta v tych vrstvdch, odkial sko&f elektron do K vrstvy,
a tak mb%e proces pokralovat. Na obr. 10.29 vidime schematicky zndzornend
elektronové prechody, ktoré spinaju vyberové pravidld Al = 11 a Aj =
=.0, 1w pripade_dipélového Ziarenia, ktory sme opisali, Existuje aj slaw
bé kvadrupolové Ziarenie (elektron prechddza cez tzv, metastabilné stavy)

8 vyberovymi pravidlami

. - 7' . N
(#] Ji ned
N N" n=i
| oy
M 1 n=3
. Ly L3
T b
L n-2
K|

_ K,“§.

K
K “ “ n-'l

Obr. 10.29
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Ar=%22 a Aj=o, T2 (10.107)

Atdm s chybajicim vnitornym elektronom mé%e excitadnd energiu stratit aj bez
vy%iarenia fotonu tzv. Augerovym efektom., Z dvoch vonkajsich elektromov je-
den sko¥{ na uvolnené miesto a druhy su¥asne vylet{ z atomu a odnd3a exitad-
nd energiu atomu namiesto fotonu. Tieto vyletujuice elektrdny su obvykle po-
hltené v materifli ter&fka, tak¥e nemo%no ich zaregistrovat tak ako emitova-
né fotdny,

101,12 Kvantové zosilnovatée
a generdtory Ziarenia

UvaZujeme dve energetické hladiny daného atomu - vy33iu hladinu W, @a ni%-

8iu hladinu W, (obr. 10.30). Ked je atom v ni%3om stave W,, do vy&Sieho

stavu W, sa mdZe dostat absorpciou fotonu frekvencie ¥ = (Wh - wn)/h.

Wm
hv ~ INDUKOVANA
A ABSORPCIA
Whn
Wm
hv SPONTANNA
It EMISIA
Wn
: w
hv ™ INDUKOVANA
S ttall e WV EMISIA
Wn
obr. 10,30

Z vy#Sieho stavu w do ni%3ieho stavu W sa mdZe dostat dvojakym spbso-
bom: bud 1ndukovanou alebo spontdénnou emlslou. Pri idnukovenej emisii atom
interaguje s cudzim indukujuicim fotonom frekvencie V tak, %e prejde zo sta-
vu W, do stavu W, a vyZieri foton tej istej frekvencie, ako mé fotdn,
ktory podnietil emisiu, Spontdnna emisia sa uskutodnuje bez podnietenia von-
kajsim fotonom. 2 hladiska kvantovej mechaniky sa to vysvetluae tak, %e pri
skutodnych elektromagnetickych poliach sa hodnoty E a B menia okolo hod-
ndt danych klasickou fyz1kou. Fluktudcie sa vyskytujui aj vtedy, ked klasic-
ké fyzika tvrdf, %e E = 0= B. Tieto fluktudcie (nazyvame ich fluktuédciami
~ porného vékua) spbsobujui spontdnnu emisiu fotonov atdomami, ked s vo vzbude-
nych stavoch,
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Vissina atomovych systémov je takd, Ze pri tepelnej rovnovéhe je obsadenie
vys8ich hladin omnoho men3ie eko obsadenie ni%3ich hladin. Ddsledok je, Ze
indukovand emisia nebude velkd, ale bude prevliddat absorpcia fotonov atomom
v zdkladnom stave a op#tovné vyZiarenie fotonov tej istej frekvencia., (Cast
vybudenych atdmov bude odovzddvat svoju energiu pri zréZkach.)

Niektoré atomové systémy mbZu viismi obsadzovat vyd8iu hladinu ako zdkladny
stav, Tento ikaz sa nazyva inverzia kvantového systému, V takomto pripade mé4
indukovand emisia prevahu nad absorpciou.

wl’ wl wl ——————— wI
AN -
AN ! AN hv'
AN N

AN

AAAAG —_—W, W, ~-0000-W, w '
hv hv
AN -
hv
AN N
ANANN
AN
*LM w° ———— wO w° wo
Obr, 10.31

Ne obr. 10.31 je znézorneny trojhladinovy atomovy systém (napr. v krystéli
rubfna - A1,0; 8d rozptjlené idny Cr+++), kde prostredny stav je metasta-
bilnf. Ked na systém dopadd ?iarenie ¥’ = (W, - W )/h, atdmy zo stavu W,

sa dostand do stavu Wye V tomto stave W, majy dobu £Zivota 2510-8 s, &
znamend, %e atomy prostrednfctvom spontdnnej emisie (lebo su dovolené precho-
day W2 - w1 a W, - Wo) prechddzajd do metastabilného stavu i1 (alebo do zé-
kladného stavu) takmer okamZite., Metastabilné stavy (prechod W, —> W, Je
gakdzany vyberovymi pravidlami) m6%fu mat vzhladom na sponténnu emisiu dobu
Zivota *¢1 s, Takto mbZeme pokralovat v "Eerpani® dovtedy, kym nie je v sta-
ve | viac atomov ako v zdkladnom stave. Ked na takfto atomovy systém pustime
fiarenie frekvernie V = (w1 - Wb)/h, prevydi indukovand emisia fotdnov s tou-
to frekvenciou ich absorpciu a vysledok je taky, Ze intenzita vystupujiceho
Ziarenia je vié&3ia ako intenzita privddzeného %iarenia, Na takomto principe
pracuji zariadenia nazyvané maser a laser (poliato¥né pismend anglickych né-
Zvov Microwave, resp. Light Amplification by Stimulated Bmission of Radia=-
tion - zosilnovanie mikrovin, resp. svetelnych vIn pomocou stimulovanej (in-
dukovanej) emisie Ziarenia),

Pri spontdnnej emisii elektromagnetické Ziarenie nie je koherentné, lebo ato-
my‘nevyZdrujﬁ suifasne (nemaji rovnaky fdzu ani v priestore ani v &ase), ne- ‘
existuje ich koordindcia. Elektromagnetické vliny vyZiarené pri indukovanej
emisii si koherentné, lebo atdmy zo stavu W, prechddzaji do zékladného sta-
vu sudlasne, Takéto zariadenie (obr. 10.32) je v podstate plynom (napr. Na,

Ar) plnend rirka, alebo z pevnej ldtky priehladny valdek so zrkadlami na
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oboch koncoch, z ktorych jedno je &iastofne priepustné, aby mohlo von vystu-
pit %iarenie vo forme svetelného lu¥a., Budiace svetlo frekvencie v’ sa pus-
ta do aktivneho prostredia stenami mirky. fast svetla, ktord sa odraz{ od

—H =

Obr. 10.32

11

hy

polopriepustného zrkadla pri predchidzajicej emisii po mnohych odrazoch na
zrkadldch, znovu indukuje emisiu s frekvenciou V, a proces sa opsakuje.

10.2 ZAKLADY JADROVEJ FYZIKY

10,.2.1 Z10o0%enie atomového
jadra

Hlavné vlastnosti atémov, molekdl a pevnych létok sd uréované sprdavanim sa
atdmovgch elektrdnov, a nie atdmovych jadier. To ale neznamend, %e nédm ne-
poskytujui Ziadne informdcie o vlastnostiach mikrosveta., Doteraz sme uva%o-
vali s jadrom ako s objektom, ktory md také malé rozmery (vzhladom na roz-
mery atému), %e ho moZno povaZovat za hmotny bod. Takmer v3atka hmotnost
atomu je s@¥stredend prdve v jadre. Poznat hmotnosti atdmov znamend dozve-
diet sa vela o vlastnostiach jadra.

Na urdovanie hmotnosti atomov sli%ia rdzne druhy hmotnostnych spektrometrov.
Principidlna schéma jedného z nich je na obr. 10.33. Zo droja vyletujd iony,
ktoré sdi urychlované elektrickym polom, 8% po tzv. rychlostny filter. Aby

sa vymedzil \zky zvizok idnov a takych, ktoré maju rovnakd rfchlost, musi v
sa pouZit rychlostny filter a réd 3trbin. Princip rychlostného filtra spoli-
va v tomto: Zv#zok idnov prechddza cez elektrické pole medzi SPSEPmi 8lek-
trod a silasne cez magnetické pole, ktoré s navzdjom kolmé (B.LE)., Na idn,
ktory sa pohybuje, p8sobi elektrickd sila F, = e B (ak ion m4 ndboj + e)

a magnetickd sila F_= e v B, Pri urtitej rfchlosti v idnov sa obidve si-
1y kompenzuju (f: + %L = 0) a désledok je taky, %e iony s touto rychlostou
pokraujd delej. Idny, ktoré majd inu rychlost, ako je v, sui vychylované a
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Obr. 10.33

odvédzané mimo zvHzok idénov. Idny, ktoré pokratujy dalej, pohybujui sa za Str-
binou uf len v magnetickom poli (na obrizku je B kolmé na ndkresnu a orien-
tované do ndkresni), ktoré ich vychyluje po rdznych kruZniciach. Polomer kru’-
nice zivis{ od hmotnosti idnu R = (mv)/(eB), Ked poznéme R, v, e, B, méZeme
urdit hmotnost idnu. Atomové hmotnosti sa vztahuji na neutrilne atomy, nie na
iény.'Na urdovanie hmotnosti atomov sa uzdkonila v sistave SI jednotiek ‘
vedlajSia jednotka hmotnosti s ndzvom hmotnostnd jednotka a znadkou wu, pri-
fom 1 u= 1,66053.10'27 kg (presne). V periodickej sistave prvkov sa uddvaju
aj stredné hodnoty relativnych atomovych hmotnosti. Relatfvna atomov4 hmote
nost A, Jje definovand ako podiel atomovej hmotnosti a 1/12 hmotnosti izoto-
pu uhlika 12C:

A Tg e
AL (gX) = = — : (10.108)
1/12 m;, (120) m

. -

kde m, je (unifikovand) atomové hmotnostnd konStanta, ktord meranim je ur-
tend

m, € <1,6605654 ¥ 0,0000085 >-10727 kg A (10.109)

Rozdiel medzi m, & hmotnostnou Jednotkou je v tom, %e jednotka hmotnosti
mus{ byt urdend presne, kym m, ako 1/12 hmotnosti izotopu uhlika 2c Je
vZdy urdend s nejakou chybou, lebo presni hodnotu nevieme, '

KaZdy prvok mdéZe mat rézne izotOpy‘(nuklidy), ktoré sud bu& stabilné, alebo
nestabilné, Nie vietky izotopy si percentudlne rovnako zastipené v prvku,
ktory sa vyskytuje v prirode. Relat{vna atomov4 hmotnost prvku sa'potom po-
%1ita ako strednd hodnota relativnych atomovych hmotnost{ stabilngfch izotopov,
ale vzhTadom na ich percentudlne zastupenie. Yrvky s taXkymi jadrami, po¥nic
84 Po, nemaju stabilny ani jeden izotop, ich relativne atomové hmotnosti su
preto v tabulke periodickej sudstavy prvkov oznalené v hranatej zdtvorke.
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Existenciu atomového jadra objavil Rutherford (roku 1913) pri pokusoch
8 rozptylom x-%astic na tenkej zlatej £6lii (pozri 10.1.2). Jadro muselo
mat kladny ndboj, ktorého nosiémi sy protony, aby viazalo na seba elektrony
z obalu atdmu. Problém bol vo velkej hmotnosti jadier, napr. jedro hélia
8 ndbojom + 2 e by malo mat len dva protény, ale jeho hmotnost je asi 4=
kr4dt vdt3ia ako hmotnost jadra vodika. Dany problém bol vyriedeny aZ obja-
vom neutronu (Bothe a Becker -~ roku 1932), ktorého hmotnost je porovnatelnéd
s hmotnostou protdnu & je neutrdlny. Jadro podYa sd¥asnej predstavy sa skla-
d4 s protdnov a neutronov, ktoré maju spolodny ndzov nukleony.

Na popis jadra sa poufivajui tieto terminy a symboly:

Z «.. atomove (alebo aj protdnové) &fslo, uddva po&ei protonov v jadre,

N ... neutronové &islo - uddva polet neutrdnov v jadr-,

A =2+ N.,. hmotnostné (alebo aj nuklecnové) 3{s!o, uddva poSet nuklecnov
v Jjadre,

Nuklidy (izotopy) oznadujeme podYa tejto schémy:
A
ZX

kde X Jje chemick4 znadka prvku. Charakteristické vlastnosti atomov sd

v podstate urfované ndbojom jedra, preto izotopy (maju rovnaké 2) sa chemic-

ky rovnako sprdvajd a fyzikdlne sa li%ia len hmotnostou.

7 experimentdlnych pozarovani viems, ¥e niektoré izotopy prvkov nie si sta-
bilné, rozpadajui sa. To znamend, %e nie je moZnd akdkolvek kombindcia nukle-
6ncv; aby jadro bolo stabilné. Na obr. 10,34 Jje vynesené 2 v z4vislosti od
N pre stabilné jadro. Pre I'ahké jadrd (A < 20) je 2Z &N, ale pre taZsie
jadré u¥ previdda v jadre po&ét neutronov teda N > 32,
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Nukleony majd épinové &1{slo 1/2 a riadia sa vylulovacim principom, Energe-
tické hladiny sd obsadzované tak, aby vznikali konfigurdcie s minimdlnou
energiou (maximdlnou vizbovou energiou). PodTa zjednodulenej predastavy si ob=-
sadzovanie md%éme predstavit tak, %e na jednej hladine mé%u byt dva protdny

a dva neutrony s opatnymi spinmi, lebo toto zloZenie m4 najmen3iu energiu.
Keby boli tri neutrony a jeden proton, u? by jeden neutrdn musel obsadzovat
energeticky vy33iu hladinu a celd konfigurdcia by uZ mala v#&8iu energiu.

NEUTRON
g m ‘ ﬁpnoréu
N 2ad
H ‘s "c
| Obr. 10.35

Obr. 10.35 podYa tejto predstavy ukazuje, %e nemb%e existovat stabilny izo-
top “%B, ale existuje stabilny izotop 1§C. A zase 1;0 nie je stabilny,
ale ‘;B Je stabilny izotop.

Jadrové sily, ktorymi su k sebe pitané nukleony, maji krétky dosah. Pitsné

si k sebe vZdy len susedné nukledny. Aby sa vykompenzovalo coulombovské od-
pudzovanie protonov, musi byt v jadre prevaha neutronov. Td4to schopnost neu-
tronov viazat navzdjom nukledny v jadre je obmedzend a kon&i pri izotope bigz-
mutu zggBi, ktory Jje ngjtaiéim stabilnym nuklidom, V3etky jadrd, pre ktoré
Je 2>83 a A > 209, si nestabilné a samovolne sa rozpaddvaji na lahsie
jadrd. Rozptyl Zastic (elektronov & neutronov) pomohol experimentdlne zistif;
%e objem jadra je priamo umerny podtu nukleonov, ktoré obsahuje. Teda A4~
~(4/3) ¥ B3, T4to tmernost sa vyjadruje vo forme vztahu ‘

R =Ry 4'/3 R, e (1,320,1> 1077 n | (10.110)

Nepr. pre izotop uhlika 12C vychddza polomer jadra R R43.10'15.m'= 3 fm
& pre hustotu ¢ a42.1017 kg.m'3. Tdto hustota je v podstate rovnakd pre
vietky jadrd. ' -

10,2.2 Vizbovid ener gia

Hmotnost protdnu nebolo ta%ké ur¥it pomocou hmotnostnych spektrometrov, le-
bo md elektricky ndboj. Hordie je to 8 uréenim hmotnosti neutrdlneho neutro=
nu, ktory nemoZno urdit priamo, tek ako hmotnost protdnu, Na urdenie hmotnos-,
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ti sa pouziva sp8sob, ktorym moZno urdit aj energiu viézby. Ked deutercon ?H
ofarujeme 4 kvantom, obr. 10.36, roz3tiepi sa na neutron a atom vodika (pro-
tdn + elektrdn). Energiu 4 kvanta hv, ktord je potrebnd na rozdtiepenie,
u? nie Jje problém zuerat a musi sa teda rovnat energii viézby medzi dvoma
nuklednmi (protdn, neutron). Z experimentdlnych ddajov vychddza, %e vazbov4

| @ PROTON
hy =2,23 MeV
aVavas

O NEUTRON

Obr. 10,36

Wogy = Wg € <2,226 X 0,003> Mev. Teraz u¥ mbeme urdit hmotnost
neutronu, ked V1eme, %Ze energia WB Je ekvivalentnd hmotnosti podla vztahu
(4,22) Am =W /c . Su¥et hmotnosti deuteronu @ Am (tzv. hmotnoatny de~
fekt) sa must rovnat hmotnosti atomu vodika & hmotnosti neutronu

~ energia je W,

my + Wg/e? =my +m (10.111)
Odtial pre hmotnost neutronu vychddza:

= my + Wy/e? - my = 1,0086652 u = (939,553 MeV) /e
Hmotnost protonu je

1,00727661 u = (938,259 MeV)/c?

Hmotnost protdnu je teda o niedo men3ia ako hmotnost neutronu. V atomovej
fyzike sa hmotnoat ¥asto uddva v ekvivalentnej energii bez predelenia o°.

Pre vypo¥et vl#zbovej energie akéhokolvek jadra s poltom protonov Z a pode.
tom neutronov N méZeme zov3eobacnit vztah (10.111) a napisat:

2 ,
Wy(Z,N) =[Zmg + Nm - mj (2,N) Je | (10.112)
kde m (Z,N) je hmotnost jadra,

Zau jimavou vellélnou je vhzbové energia prepol{tand na jeden nukledn WB/A
ktord dostaneme, ked celkovd vazbovi energiu predelime po&tom nuklg¢onov, te~
da hmotnostnym &fslom. Na obr. 10.37 je vynesend zavislost WB/A od-hmot=
nostného &fsla A, Pre Yahké jadrd zdvislost prudko stipa (pre fH - deute-
ron je WB/A = 1,113 MeV, ale pre gH Je u% 7 MeV) a¥ dosiahne maximum
8,79 MeV (pre jadro 56Fe) a potom pomaly takmer linedrne klesd k hmotnosti
pribliZne 7,5 MeV pre najvé&Zie hmotnostné &fsla. Najstabilnejdie budd, mj-



- 212 -

eV Wiz _ -
0L A
SF | _
o T
7
6
5H
4H
3-
2
L]
ol—L - S RPN T P I U N SR B TN B
20 AOGOBO {00 420 40 60 480 200 220 240
Obr. 10.37

me, jadrd okolo maxima energie, lebo im treba dodat najviac energie, aby sa
rozdtiepili. Z toho mo%no usidit, %e pri Stiepeni taZkych jadier na Yah¥ie
by sa mala uvolnovat energia a zase z druhej strany maxima, pri spojovani
(syntéze) Yahkych jadier na ﬁaﬁéie, by sa tie% mala uvolnovat energia. Také-
to procesy s uf zndme a experimentdilne vyskiSané. Takto ziskand energia je
obrovsek4, Ked prepo&itame vazbovﬁ energiu 7,5 MeV na jeden nukleon k jeho
hmotnosti, dostaneme:

=

Wg/A 7,5 MeV e
= - 57 = 7,24 .10 " J/kg
2n 1,66.107°" kg

. P4to hodnota je napr. *1107-krét vHi¥sia, ako je spalné teplo benzinu,

10.2.3 . J a drové sil Yy & modely
jJadra

Jadrové sily krdtkeho dosahu, ktoré zavézuju nukleony v jadre, st doteraz
najsilne j8ie zndme sily. Pochopit tieto sily je ovela ta?d{ problém, ako po-
ehopit elektrické sily. Z toho dévodu je Struktira jadra ovela menej prebéd-
dand ako atomovéd 3truktdra. :

¥ajjednoduchdim jedrom, ktoré obsahuje viac neZ jeden nukleén, Je deuter6n,
ktorf sa skladd z protonu a neutronu. Ich vizbovd energia je 2,226 MeV, Po-
tencidlna energia  jedného nukleonu vo&i druhimu zé&visi od vzdjomnej vzdiale~
nosti ich stredov a pravdepodobny priebeh je zndzorneny na obr. 10.38 plnou
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giarou. Ked sa nukledny za®nd k sebe pribliZovat, zalnu pdsobit pritaZlivé
sily a% dovtedy, kym ich vz4djomnd vzdialenost nie je 20,4 fm. Pri dallom
priblifovanf{ jadrové sily u% nie sud prita?livé, leZ odpudivé. Obidva nukle-
ony zaujfmajud takd polohu v jadre, %e ich celkové energia je najmen3ia, Aby
sa tento problém dvoch Zastic dal rie3it, zavAdze sa tzv. pravouhld aproxi-
mécia potencidlnej energie (potencidlu). Nukleony v jedre okrem potencidlnej
energie wp, ktord je zdpornd, maji kinetickd energiu Wy > 0. Ich silet d4-
va celkovy energiu W, ktord je z4roven vizbovou energiou. Keby sme takyto

- priebeh celkovej energie W =W - Wp (na obr. 10.38 bodkodisrkovanéd) dosa-
dili do SchR v eférickych sidradniciach (predpokladd sa, Ze deutercn sa mélo
edchyluje od sférickej symetrie), dostali by sme, %e potencidlov4 jeama je
W,,? 35 MeV a pre polomer deuterénu R = 2 fm,

Priebeh potencidlu na obr. 10.38 nepredpokladd, Ze nukleony maju aj svoje
vlastné (spinové) momenty hybnosti. Pri deuterone vzijomr4 interakcia medzi
protonom a neutrdnom Jje takd, %Ze sa viafu iba vtedy, ked ich spiny (vlastné
momenty hybnosti) sud rovnobeZné a vytvdraju tzv. tripletny stav. Singletny
stav,'ke& 8d spiny antiparalelné, nevznik4, zrejme, je slab3iae vézba ako pri
paralelnych spinoch, )

Takto moZno vysvetlit, prelo neexistuje konfigurdcia jadra s dvoma neutron-
mi (bineutrony) alebo s dvoma protonmi (biprotony). Pauliho princip vyluéuJ
je, aby biprotdny, pripadne bineutrony mohli byt v tripletnom stave. Singlet-
ny stav m4 zase slab8iu vizbovd energiu ako tripletny stav, a zrejme, nesta-
&{ na to, aby takdto dvojica mohla existovat, lebo biprotdny ani bineutrony
neboli pozorované, SpOsob viHzby, ktord splsobuji jadrové sily, je taky, Ze
od ur&itej vzdialenosti medzi nukleonmi zane p8sobit odpudivo, %o sa nepo-
zoruje pri elektromagnetickjch alebo gravitadngch sildch. T4to vazba je ana-
logickd4 8 vézbou v niektorych molekuldch (napr. Hz), kde si atémy (protény
pri H,) vymienaji elektrony. V zdvislosti od toho, &i vlnov4 funkcia systému
je symetrick4 alebo antisymetrickd vzhladom na vymenu Sastie, vymenné sily
sy bud prite31ivé, alebo odpudivé.,
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Po Heisenbergovi (roku 1932), ktory navrhol ako v¥menné Zastice elektrony a
_pozitrony (neuspedne, lebo vymenné sily by boli pr{li3 malé) Yukawa (roku
1935) navrhol namiesto elektrdnov a pozitrdnov Zastice, ktoré sa nazfvaju
mezony. Su taiSie ako elektrony & vymenné sily pre mezony maji rédovo spriv-
nu velkost, '

Pri interakcii medzi dvoma neutronmi a dvome protonmi. v§mennou &asticou musi
byt neutrdlny mezdn (£°). Medzi protdnom a neutrdnom sa vymienaju elektricky
. I3 + - » . . . ' - ¢
nabité mezony (& & & )., Neutron emituje mezon ¥~ a men{ sa na proton

n—p + &, protdn prijme &~ mezdn & meni sa na neutron p + & —>n.,
Pri obrétenom procese protdn emituje mezén f£' a menf sa na neutrén p—sn+
+ $'+, neutron prijme £' mezdn a ment sa na prbtén n + :l?+-->p.

Ked nukledny emituju &' mezony, mali by sme ndjst také nukledny, ktoré by
mali ind hmotnost, &o ale v skutofnosti nie je. Mo%no to vysvetlit principom
neurditosti: AW At2h/2, Ak vymena mezdnu trvé menej ako At = h/2 AW, ta-
k¥to proces porulenia zdkona zachovania energie nie je zakdzany. Doba At =
= r/c, kde r Jje maximdlny dosah jadrovych sf{l (asi 1,7 fm), ¢ = rfchlost
svetla. Zmena energie, ktord sa nezachovd, je AE = mxcz. Teda (mxcz)(r/c)z:
2f/2 a z toho pre hmotnost mezénu vychddza mgezh/2rc = 9,5.10"28 kg as100 my
Tieto # mezony, napriek u% im zndmym vlastnostiam, boli experimentdlne obje-
vené aZ hodne neskdr (roku 1952). '

Aj ked prita¥livost jadrovych sfl je veTk4, ich dosah je taky kratky, Ze pb-
sobia navzdjom iba susedné nukleony. Predpokladajme tzv. kvapkovy model jad-
ra:

a) Ked su nukledny v jedre tesne naukladané do gulovitého priestoru, mdéZe je-
den nukleon pdésobit so susednymi, ktorych je najviac 12, Medzi dvoma nuk-
lednmi je vBzbovd energia W, & na jeden nuklecon pripadd Wy/2. Na nuk-
leon, ktory je obklopeny dvensstimi susedmi, pripad4 potom energia W, =
= 12 WB/Z = 6 Wge Pre jedro, ktoré m4 A nuklecnov, je energia v, =
= 6A WB alebo v tvare

W, =a,A §10.113)

Energia W, soa nazyva objemov4 alebo aj kondenzalnd energia jadra., V jadre
nie sd v3etky nukledny obklopené susedmi. Pre nukleony, ktoré sui na povrchu,
uZ maji menej susedov a aj energia, ktord ns ne pripad4, bude menSia, o moZ
no odpo¥itat od objemovej energie, Polet nukleonov na povrchu musi byt dmerny
ploche povrchu jadra 4RR% = 4T Rg Aa/ 3¢ Pou%ili sme vztah (10.110). Vasbovd
energiu 'o zniZuje potom &len

Y | |
ws - ag A (l10.1t14‘)

ktory nazjyveme povrchovou energiou.
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Coulombovské odpudzovanie med21 protonmi spdsobuje tieZ zmenéenia enargie
W + Potencidlna energia ndboja q polomeru R Je umernd q /R. PretoZe
Q=2 a R=R), A1/3, muafme odpoditat tzv. coulombovskd energiu

= 2 ,-17/3
We = -8, 27 A , (10.115)

Jadro, ktoré nemé symetricky poet nuklednov (viacej neutrdnov ako protdnov)
mé také rozlo%enie, %e sa viac neutronov dostane na povrech, kde ich schop=-
nost vézby sa zniZuje (neutrony sa podielaji viac na vHzbovej energii), ako
pri symetrickom jadre (rovnaky polet protonov & neutrdnov) s tym istym A,
ked na povrchu je menej neutrdnov. Teda energia z asymetrie Je

(2 - A/2)2
W, =-a, — (10.116)

Dalsia energia, tzv. pérovd energia, sa pripoéita‘alabo odpod¢ita podla toho,
&i nukleony su spdrované (N, Z si &fsla parne), ked je silnd vézbovd ener-
gia (tzv., 88 - jadro), a ked eu nespdrené (N a Z s nepdrne &isla), je
vizbov4 energia slabd (tzv. 11 - jadfo). Parovd4 energia je rovné

+ -172

W, =-a, A (10.117)

ale nie Jje pochoplterné z kvapkového modelu jadra. Treba ju poéitaf ako empl-
rickd opravu,

Kvapkovy model nepredpoklad4 nijaké obmedzenie pre vzdjomné pdsobenie medzi
nuklednmi, uvaZuje s nimi esko s molekulami v kvapaline, ktoré interaguji so
svojimi susedmi., Aj ind predstava, Ze nukledny sk8ér podliehaji interakecii 7
8 nejakym v3eobecnym silovym polom ne% jeden s druhjm, Je experimentdlne pod-
loZen4., Okrem toho nukledny sd tek isto ako elektrony Fermiho gastice, a teda
podl1ehaju vyluéovaciemu principu. Iny experimentdlny vysledok, ktory kvapko-
vy model nevie vysvetlit, ad tzv, magické &isla. Podobne ako pri atome, kde
elektrony zaplnaji jednotlivé podsféry, aj nukleony v jadrdch budd obsadzo-
vat nejaké energetické vrstvy, lebo atomy s po¥tom neutrdonov alebo protonov
2, 8, 20, 28, 50, 82, 126 sa vyskytujy Zastej8ie, teda budd asi stabilnej--
Sie, Pre takéto atomy je kvadrupolovy moment (je mierou odklonu v3eobecného
rozlofenia ndboja od gulovo symetrického) jadra nulovy, a to musia byt teda
jadrd gulovo symetrické, lebo jadro tvaru pretishnutého elipsoidu md kladny
a tvaru ploského elipsoidu zdporny kvedrupolovy moment.,

b) §upkovy (vrstvovy, lupinovy) model jadra bol vytvoreny preto, lebo sa po-
dTa kvapkového modelu nedala vysvetlit existencia magickych &isel a nie-
ktoré daldie vlastnosti jadra. Supkovy model jadra berie do uvehy inter-
akciu jednotlivych nuklednov so silovym polom od v3etkych ostatnfch nuk-
leonov, Potencidlna energia nukleonu v silovom poli jadra m4 priebeh funk-
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cie, ako je znizorneny na obr. 10. 39. 0d pravouhlej aproximdcie potencidlo-
vej jamy, pouZitej pre deuteron sa 1{3i zaoblenymi hranami. Dosadenim tohto
priebehu energie do SchR dostaneme staciondrne stavy nuklednov charakterizo-
vané, podobne ako pri atdmovych elektronoch, kvantovymi &fslami n, 1, m,.
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Obr. 10.39

Neutron podlieha len jedrovym eildm, proton jadrovym aj elektrickym silém,
preto bude obsahovaf 0dlidné kvantové stavy. KaZdy nukleon mé orbitdlny mo-
ment hybnosti L, spinovy momant hybnosti S a celkovy moment hybnosti J,
urdeny vektorovym suictom T+ S. Silnd spinorbitdlna interskcia spdsobuje,
e aj v tomto modeli jadra hovorime o LS-vidzbe, ktord plat{ pre najlahdie
jadrd, a o jj-vHzbe pre velkd vii3inu jadier.

Z rie¥enia, ktorého spdsob sme tu navrhli, ndm vyjdd moZné energetické sta-
vy v jadre, 8ako je to na obr. 10.39 naznalené pre neutrony izotopu lggce.
Pre kaZdl energetickd vrstvu (Supku) sd celkové kvantové %{sla uvedené vedla.
Ka¥d4 vrstva m4 hladinu, ktord sa 3tiepi na podhlediny v dfsledku spinorbi-
td4lnej interakcie., Teda stav s danym j sa rozidtiepi na (2] + 1) podstavov
(podhladin), lebo je (2j + 1) moZnych orientdcii{ vektora celkovéhoemomentu
hybnosti, Postupne pod¥Fa rastu energie v ka%dej vrstve je 2, 6, 12, 8, 22,

32 a 44 nuklednov. Jedrd atomov potom obsahuju takyto polet preténov alebo
neutronov, ked majd zaplnené vietky vrstvy: 2, 8, 20, 28, 50, 82, 126, &o sd
uZ experimentdlne zndme magické &isla., Okrem t¥ychto magickych éisib; dokédZe
Supkovy model jadra vysvetlit e3te iné javy 2z oblasti Jjadra, KaZd4 energe-
tickd podhladina mé%e obsahovat dve ¥astice (protdony maji svoje kvantové sta-
vy a neutrony tie) s opainymi spinmi. Ked je pérny podet neutrdnov a protd-
nov (pérnopérne jadro), v3etky podhladiny sd zaplnené a ked je nepdrny polet
neutronov a protonov v jadre, potom sd podhladiny nezaplnené. Jadrd, ktoré
majd zaplnené podhladiny, su stabilné a je ich 160 zndmych izotopov, kym pri
Jadréch, ktoré majui nejakd podhladinu nezaplneny, si nestabilné okrem vyni-

miek pri Yahkych jadréch :H, gLi, 1gB, ‘éN.
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PretoZ%e” kaidy model dokd%e vysvetlit ur&ité javy_a vliastnosti jadier, je isi-
lie vytvorit tzv. kolektivny model, ktory by bral najlepdie prvky z oboch mo~
delov. .

1024 Prirodzeny ©rozpad
jadier

‘Schopnost jadier niektorych atomov samovolne sa rozpadat a pritom vyfarovat
neviditelné Ziarenie, nazyvame rddioaktivitou. O prirodzenej rd4dioaktivite
hovorime vtedy, ked vyzarujice atdmy pred samovoIlnym rozpadom neboli v ta-
kych vonkaj3ich podmienkach, ktoré by tomuto rozpadu napomshali. Rutheford
zistil, Ze pri rozpadoch jadier'existujd tri druhy ridioaktivneho %iarenia:
« #isrenie, ked jadro atdmu emituje jadro gHe, (3 %iarenie - jadro emituje
elektrony, A %ierenie - jadro emituje fotony (4 kvant4) energie 0,1 MeV a%
5 MeV.

Pri enalyze rdznych rozpadov Rutheford a Soddy urdili, Ze bytok nerozpadnu-
tych jadier prebieha podYa prirodzeného idbytku

- dN = ANat | (10.118)

kde A je rozpadové kondtanta. V integrdlnom tvare pre pofet e3te nerozpad-
. nutych jadier atomov v ¥ase t, ked v %ase t = O podet nerogpadnutych atd-
mov je N, , vztah (10.118) bude

N =N, exp (-2At) ' (10.119)

Z toho vidiet, 29 tento exponencidlny rozpadovy zdkon nevystihuje rozpad ka3-
dého jadra osobitne, ale iba ako celok, ako Btatisticky sidbor ¥astic. KaZdy
rédioaktivny prvok je charakterizovany:

a) energiou (meximélnou) emitovanych Zastic,
b) poléasom rozpadu, .
¢) aktivitou,.

PolZas rozpedu je %as t = T, za ktory sa z p8vodného podtu nerozpadnutych
Zastfc N, rozpadne polovica N°/2. :

= N, exp (-T)

_Nl o=

a8 z toho exp (AT) =2, Pre poldas je

S 1n 2 ‘
T == : . {(10.120)
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Aktivitu A definujeme vztahom

dn 4aN
AS— 2 o= AN S (10.121)
-dt at

ked dn je podet rozpadnutjch jadier za Zas dt.

Ked vyﬁéaobimo vztah (10.119) rozpadovou kondtantou N, dostaneme:

A= A, exp (=2t) o | (10.122)

Ay = AN, Je aktivita prvku v &ase t = O, Na obr. 10.40 je graf tejto funkf
cie. Z grafu vidiet, %e pollas rozpadu je T = 5s. Za ten %as klesne aktivita

1G]

3>
o
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A
y .=
% i 1 ’I --:---- l 1 l : 1 .r oy
5 0 5 20 25 t [d]
Obr. 10.40

na polovicu A°/2.‘Za aaléich 58 klesne tieZ o polovicu, ale 2 hodnotyv

Aj/2 ms A /4 atd, Jednotkou aktivity je becquerel (Bq). Becquerel (Bq) je

aktivita talesa z rédicaktfvneho nuklidu, v ktorom nastédva 1 jadrovy rospad (preme-

na) za 1 sekundu. ’

Okrem pol¥asu definuje sa e¥te strednd doba %ivota ako su¥et vdetkfch Zivot-
njch d6b jednotlivych Zastic, deleny celkovym podtom Zastic: ’

‘00 , ﬁ

J ean, exp (<) at |

0 T B A 1

T = ‘ —— = 7\[. t exp (=At) dt = =

: ; SRR N : o "N

o o . 0o , .

a i S | 2 L (104123)
Ta ¢ln2 | » o

V&¥Sina rddiosktivnych prvkov, ktoré sa vyskytuju v prirode, patria do sty- _
roch rédioaktivnych radov. Ka%d§ rad tvor{i rozpadové produkty pévodne odvo~ *
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dené od Jjedného nuklidu. Pri rozpade, ked je emitovand of &astica, klesne
hmotnostné &islo o 4, to je pri¥ina, predo si 3tyri rady. Hmotnostné &isla
izotopov sa menia podla vztahu A = 4n + a kde a =Y,1,2,3 a n Je celé
&islo (52 + 58). KaZdy'rad m4 konedny stabilny produkti Na obr. 10.41 8d po-
stupné: :

a) toriovy rozpadovy rad (A = 4n);
b) neptiéniovy (A = 4n + 1);

¢) urdnovy (A = 4n + 2);

d) aktiniovo-urdnovy (A = 4n + 3),

N y N T P
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Obr. 10.41
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10.2.5 T ypy rddioaktivnych
rozpa dov

-~

Pri rozpade,‘kea jadrd emituju o« astice (jadra hélia gHe), hovorime o
alfa rozpade, ked emituji elektrony, je to beta rozpsd a pri emitovani 7"
kvdnt jadrami hovorime o gema rozpade.

a) Alfa rozpad

Elektrické sily majui neobmedzeny dosah, preto vo velkych jadrdch zadinaji
prevlidat tieto sily (pre A > 209) nad jedrovymi silami, ktoré drZia jadro
pohromade., Odpudivé eléktrostgtické s8ily majd pdvod v kladnych proténoch a
si pribli%ne Umerné Zz, jadrové sily majy pévod v nuklednoch a sd pribli%-
ne dmerné A. Na rozpad jadra sa mbZeme pozerat, ako na prechod od nestabil-
ného stavu jadra k stabilnému zmenSovanim svojej velkosti, Pri samovoXnom
rozpade jadra vidy sa pozorovali len &astice alfa, ktoré sa skladaji z dvoch
proténov a z dvoch neutrdnov. Nikdy sa nepozorovali samostatné nukledny ale-
bo ich kombindcie.

Z hmotnostného defektu mbéZeme vypolitat, aku energiu (kineticki) odnd3a so
sebou emitovand Zastica, ked predpokladdme, %e jadro ostane nehybné. Je to
2

Vlk = (m.

4 = g = m) ¢

kde m; Jje hmotnost pévodného jedra, my - hmotnost jadra po emitovani Zas-
tice s hmotnostou m. Pri emitovan{ o« Zastice z rozpadu 2320 Je uvolnend
energia 5,4 MeV; keby to mal byt proton, musela by sa z vonkaj8ieho zdroja

dodat energia 6,1 MeV a pri jadre gﬂe 9,6 MeV,

Problémom valk je, ako sa oc Zastica dostane von z jadra, ked na to by potre-
bovala asi 25 MeV energie. Aj ked pri rozpade ziskavaji « Zastice energiu

0od 4 MeV do 9 MeV, predsa im e3te chyba 16 a% 21 MeV, aby sa dostali Z po~
tenclélovea jemy hibky 25 MeV,

Kym klasickd fyzika nie je schopnd tento problém riedit, kvantov4 mechanika
poskytuje jednoduché vysvetlenie, ktoré sa zakladd na tychto predpokladoch:

1. o« &astica mb%e samostatne existovat vo vnitri ta%kého Jvadra,

2., éaatlca sa neustdle pohybuje a je udriiavand v jedre poten01ilovou barlé-
rou, ktord ho obklopuje;

3. existuje mald, ale nenulovi pravdepodobnosf, Ze éastlca mOZe preast tou=-
to bariérou vtedy, ked sa s nou zrazf. Pravdepodobnost rozpadu A za jed-
notku %asu je dand vztahom

'>\=‘v1>
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xde V je polet nérazov « tastjice na bariéru jadra za jednotku Casu a P je
pravdepodobnost prechodu Zastice potencidlovou bariérou {tunelovy jav). Ako
u¥ vieme zo stati 9,9.4, tek4 pravdepodobnost nie je nulovd a d4 sa vypol{-
tat, ked pozndme tvar funkcie potencidlovej bariéry.

b) Beta rozpad

Podobne ako pri & rozpade, aj pri § rozpade men{ jadro svoj pomer 2Z/N, aby
bolo stabilne j8ie., Beta rozpad spbsobil mnoho taZkost{, kym nebol uplne ob-
jesneny. Prvd taikost bola, predo jadro emituje elektrony, ked proti ich
existencii v jadre sd silné argumenty. (Rozmery jadra = elektrony by mali mat
energiu 21 MeV, spin jadra - celkové spinové ¢1slo jadra napr. deuterdnu je
1, ale keby tam mali byt dva protony a jeden elaktron, nemb%e byt spinové
g1slo celo¥{selné, magneticky moment - proton m4 len asi 0,15 % magnetického
momentu elektronu a tak isto aj jedra, interakcia elektronov s jadrami -keby
v jadre boli viazand s proténmi silnou interakciou, potom aj orbitdlne elek-
trony by sa mohli takto viazat s jedrom.) T4to taZkost bola odstrénend (roku
1932) objavom neutronu,. ktory sa samovolne rozkladd na proton a elektron.
Elektron opusta jadro hned po svojom vzniku. '

Druhd taXkost bola v zdkonoch zachovania energie, hybnosti a momentu hybnos-
ti, ktoré neboli splnené predpokladanym rozpadom n —sp + e . Kinetické
energia elektronov pri beta rozpade sa meni spojito od O po maximdlnu hodno-
tu wk max’ ktord je charakteristick4 pre nuklid. Na obr. 10.42 je energetic-
ké spektrum elektronov emitovangch pri beta rozpade 2%381, kde W

kK max -
= 1,17 MeV. Kinetické energia elektronov W, Je dand vztahom

W o= (m et + p? 02)1/2 n, c? (10.124)

Maximélna energia, ktord elektron odnéSa z jadra, je

2 - . 2
Epax = Bp ©° * Wy pay = (B = mp) ¢
o je rovné energetickému ekvivalentu rozdielu hmotnosti pdvodného a kone&né-

ho jedra po rozpade. LenZe elektron z energiou Wy nax Je pri rozpade zriedka-
vY¥e

Pauli (roku 1930) navrhol, %e pri beta rozpade Je emitovand edte jedna &asti-
ca s malou alebo nulovou hmotnostou a spinovym &fslom 1/2, ktoréd undia ener-
giu rovnd rozdielu (wk max " w ) & mé takd hybnost, ktord vyrovnéva hybnost
elektronu a hybnost Jadra, ktoré odskakuje pri emitovan{ elektrdnu, Nesksr

sa zistilo, %e existuju dva druhy neutrin, ktoré sa vyskytujd pri beta roz-
pade - neutrino (oznalované V) a antlneutrino (v). Pri obylajnom beta rozpa-
de vznik4 antinutrino, tede

n—sp + e + ¥ (10.125)
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Niektoré jadrd emitujd kladne nabité elektrony (antielektrony) tzv. pozitro-
ny. Pozitrdn vznikd v jadre rozpadom protonu

p—sn+ e +y ' (10.126)

Neutron sa md%e rozpadnit a pfemenif na proton aj mimo jadra, lebo m4 vHi&3iu
hmotnost ako protén, ale protén sa mb%e rozpadom premenit na neutron len
v jadre. Beta rozpad (zdporny) (10.125) mbZeme popisat vztahom

X+ + (10.127)

A
ZX
a kladny beta rozpad (emisia pozitrcnov) vztahom

A A +
gX—>g X +e + (10.128)

Energetické spektrum pozitronov pri rozpade jadra g;Cu je na obr. 10.42.

i A ' " 3 A 1 "y ' A 1 L w_k
02 04 06 08 40 t'l"iQ MoV

2 b
Obr. 10.42

Preto%e elektron a pozitron majd opaéné.néboje, prejavi sa to, sko to aj vi-
diet z oboch spektier (obr. 10.42), na ich strednej hodnote energie. Elek-
tron pri emisii z jadra je trochu spomaleny kladnym nébojom jedra, ktory ho
pritahuje, kym pozitron je zase trochu urfchleny, lebo kladny nédboj jedra ho
odpudzuje. Strednd hodnota kinetickej energie elektronov pri beta rozpade je
0,3 W, max. a pozitrdnov je = 0,4 Wk max®

" S emisiou pozitronov suvisf tzv, zachytenie elektronov jadrom z vmitornych
. podsfér svojho obalu

p + e-'...__y n+ v (‘00129)

pri ktorom sa jadrovy protdn meni na neutron a emituje sa neutrino. Rozpad
(10.129), tzv. zachytenie elektronov, a rozpad (10,126) - kladny beta roz-
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pad, sp8sobuje rovnakud premenu jadra. Pri taZkych prvkoch je v#dsia pravde-
podobnost zachytenia elektrdnov ako emisia pozitrdnov, lebo vnutorné podsfé-
ry elektronov s velmi blizko k jadru.

*

Ked pohltenie elektrdnu je ekvivalentné emisii pozitronu, mo¥no predpokladat,
%e pohltenie antineutrina bude ekvivalentné emisii neutrina. Teda

p+V —>n+a (10.130)
a tdto reakciu nazjvame inverzny beta rozpad, ako aj

n+y —>p+ae (10.131)

Tieto reakcie sd dosial jedinym zndmym pripador interekcie neutrin s l4tkou,
a teda aj metodou overenia ich existencie. Pravdepodobnost tychto reakcif{ je
velni mald, pretole ich hmotnost je nulov4, nemd ndboj a nie je elektromag-
netickej povahy eko foton.

" Aby bolo neutrino zachytené touto litkou, muselo by prejst, napr. Zelezom,

v pevnej fdze drdhu vH&3iu ako 100 svetelnych rokov (=~ 10! m), Tdto schop-
noat neruene prechddzat ldtkou spbsobuje taZkost pri overen{ ich existen-
cie. Preto a% roku 1953 sa podarilo dokédzat ich existenciu.

¢) Gama rozpad

Vieme, ¥e atomy vyZaruji fotony, ked prechddzaji z excitovaného stavu do z4-
kladného. Aj jadrd mdé%fu existovat v réznych stavoch 8 urditymi energiami
(Supkovy model jadra) a tie# v excitovanych stavoch, a pri prechode do zé-
kladného stavu vyfarujy fotony (F), ktorych energia je rovnd rozdielu podia-
to&ného a koned&ného stavu uvaZovaného prechodu. Tieto fotony majd energiu
rddove niekolko MeV a nazyvajd sa ldle (%iarenie) gama. Napr. beta rozpadom
prejde nuklid ?Zug ng nuklid %ZAI‘, ktory je v excitovanom stave (oznale-
né hviezdilkou), a ten zase jednym slebo dvome gam rozpadmi prejde do zé-
kladného stavu ?gAl.,Pri jednom gama rozpade emituje foton energie 1,015
MeV a pri dvojitom rozpade najprv foton energie 0,181 MeV a potom elte fotdon
energiae 0,834 MeV, '

Jadro méZe prejst do zdkladného stavu bez vyZiarenia fotonu tym, %e svoju
excita¥nd energiu odovzdd jednému z okolitych atomovych orbitdlnych elektro-
nov (elektron pohltf jadrovy fotdn) a ten je potom emitovany z obalu atdmu.
Tento jav sa nazfva vnitornd konverzia., ObyZajne pol&as gama rozpadu je vel-
mi maly, avdak niektoré jadrd zotrvévaju dlh3ie vo svojich excitovanfch sta-
voch, napr. ggSr’ mé pol&as rozpadu 2,8 h, Excitované jadro s dlhym pol¥a-
som rozpadu sa& nazyva izomér jadra v zdkladnom stave. '
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10,2,6 Jadrové reakcie

Rutheford pri skdmanf rozptylu Zastic objavil vlastne aj prvi jadrovi reak-
eciu, Jadrov4 reakcia m8%e nastat len vtedy, ked sa dve jadrové tastice natol-
ko pribli%ia k sebe, %e ich jadrové silové polia sa dostand do vz4jomného si-
lového pOsobenia, teda pribli’ne na vzdialenost r = 10”14 m. Ked budeme
ostrelovat nejakd terdovd Zasticu (napr. jadro atomu) velkym podtom dastic,
iba niektoré Zastice sa dostani do vzdialenosti r 10714 m, Takgto dej
popisujeme 3tatisticky a pravdepodobnost, Ze ostrelujica &astica sa dostane
do uvaZovane j vzdialenosti, aby vznikla jadrovA reakcia, mbéZeme udat pomocou
dginného priereszu. :

Pri vzdjomnej interakcii dvoch Zastic ostrelujicej a terfovej X mb%e d8jst
k niektorym z tychto typov procesov (&i uZ rozptylu alebovreakcie).

a) Ked sa zmenia len hybnosti &astfc, ich smery a ich veTkosti sa nemenisa,
vznikd elasticky rozptyl:

a+ X—X+a
b) Ked sa zmenia velkosti hybnosti a aj energie ¥astfo, presnejsie, ked vzni~
kaju nové Zastice, glebo sa meni vnitorny} stav &astice, hovorime o neelas-
tickom rozptyle:

a+x——>x'+a‘

¢) Kea sa oétrerujdca Zastica "a" zachyti na terdovej Zastici, hovorime o za-
chyteni: '

a+ X— Y+ o4

ilixei sa ostrelujuca Zastica "a" zachytf{ na terdovej éastici'a vyZiari sa
ind Zastica, hovorime o podvojnej jadrovej reakcii (podvojny rozklad):

a+X—>Y+bDb
#) Ked s ostrexujdod tastica "a" zachytf na terfovej Zastici a vyZiaria sa
dve alebo viac Zastic, hovorime o zloZitej3ej jadrovej reakcii (zloZitej-
-81 rogklad):
‘a'+x-—>Z+b+c
Zlikladné velilina, ktord charakterizuje pravdepodobnost vzniku niektorého

3 uvedenych procesov, je Wdinny prierez. Mb%eme si ho predstavit ako plochu,i
ktord zobrazuje terfovd Zasticu X. Ka3ds ostrelujica Zastica, ktord dopadd
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na tito plochu, dostane sa do vzijomnej interekcie s ter&ovou &asticou. Cim
je teda va&3{ &inny prierez, tym vidd3ia je pravdepodobnoaﬂ interakcie, In-
- terak¥ny u&inny prierez astice taerda zdvisi od povahy uvaZovaného procesu

a od ansergie ostrerugdceJ gastice, M6%e byt vHi3{ alebo men3{ ako geometrlc-;
ky prierez terlovej &astice., Potom hovorime o G¥innom priereze rozptylu - 6;,
zachytenia 6., reakcie - P

Predpokladajme, %e mdme do3tiZku z nejakého materidlu, ktord mé plochu A

a hribku dx, Ked dany materidl md objemovi koncentréciu atomov n, potom

v doidtidke je nAdx terdovych Zastic, teda jadier atomov. Kazdé Jadro mé
pre uvafovany proces konkrétny interakZny d&inny prierez 6 a dhrnny d&in-
ny prierez v3etkych jadier v do3tifke je nAGdx. N nech je objemovd kon-
centricia ostrelujicich Sastic vo zvizku, ktory dopadd na do3tilku. Polet
gastic, ktoré podliehaju v do3tidke vzdjomnej interakeii, nech je dN. Po
vystupe z do3tidky hribky dx klesne koncentricia ostrelujicich Zastic na
hodnotu N - dN, So zvadSovanim hribky terdovej do3titky bude klesat koncen
tricia ostrelujucich fastic, takZe mbZeme pisat:

- o Z ama— = nB dx (10.132)

Relatfvny ubytok ostrelujicich Zastic - dAN/N je teda udmerny koncentrdeii
terdovych &astic, ﬁélnnému prierezu a hribke terda, Po integrdcii vztahu
(10.132) dostaneme:

N an
—=-6n j dx == N = N, exp (-n6x) (10.133)
N 6

(o]

Podet dastic, ktoré e3te nepodlahli interakcii v ter&i, exponencidlne klesé
s rasticou hribkou x,

Ked uvaZovany proces je sbsorpcia, pou%iva sa veli¥ina n6 = & a nazfva sa
absorpény koaficient materidlu terda. Dalsia veli&ina, ktord charakterizuje
proces rozptylu alebo reakcie, Jje strednd volnd dréha. Je to strednd hodno-
ta vzdialenosti, ktord mé%e Castica urazit v materidli sk8r, ne% podYahne '
vzdjomnej interakeii s jadrom terda, Je uriend vztahom :

1= 1/n6 ‘ : (104134)

Gtinné prierezy pre vi&Sinu jedrovych reakcif z4visia od energie ostreluju-
cich astic a pri niektorych energidch majui ostré maximd, ktoré sa nasyvaju
rezonancie., Je to analdgia s akustickou alebo elektrickou rezonanciou. Jad-
rov4 reakcia, napr. absorpcia neutrénov jadrom, vznikne s vi&3ou pravdepo-

dobnostou vtedy, ked je energia ostrelujicej Jastice rovnek4, ako je hodno-
ta tzv, excitovanfch energetickych hladfn, Sirke maxima rezonancie P odpo~
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vedd &irke hladlny excitovaného stavu, Strednd dobu %ivota takého excitova-
ného stavu jadra mo¥no urfit zo vztahu neurfitosti AW Atxh/2, Ked 3firka
I odpoved4 neurditosti AW, At odpovedd strednej dobe Zivota ¢, Teda

£2h/2p | (10:135)

Jadro je obklopené elektrostatickou potenciélovou bari érou wc, ktord kladie
odpor c€lektrickym nabitym Zasticiam, ked sa checu dostat do vnitra alebo von

z jedra, Neutronom, ktoré si bez elektrického néboja, tdto bariéra neprekiia
a dnu sa mb%u dostat tak, ako ked gﬂrhjdca sa gulka spadne do jamky. Pri emi-
sii neutrdnu z jadra potrebuje prekonat potencidlovu bariéru ozna¥end bodko-
giarkovane. Ked sa chce proton dostat dnu do jadra, musi mat energiu najme-
nej W, podYa klasickej fyziky. Av3ak aj proton s men3ou energiou ako LA

sa mb%e tzv, tunelovym javom dostat do jadra, ale pravdepodobnost toho javu
Je mald., Vyska coulombovskej bariéry W, predstavuje efektivnu prahovi ener-
giu pre jadrové reakcie, ktoré su vyvolané protonmi, deuterdnmi a alfa Zasti=-
cemi. Pre neutrdny neexistuje %fiadna takd prahové energia, 0&inné prierezy
procesov, pri ktorych je zachyteny proton jadrom, bude preto stupat so zvy3u-
jdcou sa energiou protonov. Pri neutronoch zase naopak bude klesat preto, Ze
¢{m m4 neutron vHE3iu enargiu, tym kratdie zotrvdva pri jadre a pravdepodob-
noat jeho zachytenia jadrom teda kles4,

Coulombovakd bariéra brdni aj emisii nabitych &astic z jédra. Preto je aj
vi&sia pravdepodobnost vyskytu takych reakecif, pri ktorfch vhodne excitované
jadro emituje skdr neutron ako protdn. :

Fatké jadrd (A 2 230) sa md%u Btiepit samovolne alebo ziskanim nejakej exci-
tanej energie na dve rah3ie jedrd. Excitadnd energiu mé%u ziskat ostrelova-
nim fotonmi alebo protdnmi, alebo absorpciou neutrdnov. Pomocou kvapkového
modelu vysvetlujeme 3tiepenie Jjadra takto: Jadro si predstavme ako gulku
kvapaliny, ktord mb%e v d6sledku vybudenia rézne kmitat. Napr. tak, %e sa
pretiahne do elipsoidu, potom zase prechidza do gule, dalej prejde do tvaru
ploského elipsoidu, gule, pretishnutého elipsoidu, gule atd, Povrchové napi-
tie a zotrvaZnost molekil kvapaliny sp8sobuje takéto kmitanie. Podobnd situé-
cia je aj pri jadre. Ked je deformécia mald, jadro v excitovanom stave mdZe

POTENCIALNA , | We

We~ COULOMBOVSKA [ ENERGIA PROTONU

BARIERA

We

0 ,
HI POTENCIALNA
ENERGIA NEUTRONU

Obr. 10.43 JADRO
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kmitat dovtedy, kym nestrati svoju excitadnui energiu gama rozpadom. Pri do=-
statone silnej deformécii povrchové naphtie u? nesta¥{ vrétit ap&f k sabe
Jednotlivé gasti jadra a jadro sa Stiepi na dve Zasti,

10,27 Energetickd bDilancia
jadrovyech reakeceii

Pri jadrovych reakcidch plat{ niekolko fyzikdlnych principov vyjedrengch vo
forme zdkonov zachovania (napr. pre podvojny rozklad).

1. Zékon zachovania po&tu nuklecnov. Po¥et nuklednov pred reakciou je taky
isty ako po reakcii:

Aa + Ax = Ay + Ab
2, Zékon zachovania elektrického néboja:

Za + zx = Zy + zb
3, Zékon zachovania hybnosti:

-> - - -
‘4, Z4&kon zachovania energie v relativistickom ponfmani. Uhrnnd energia nukle-
onov, ktoré vstupuji do reakcie (vrdtane pokojovej energie) sa musi zacho-
vat:

a2 2 _ 2 2
m,c” + mc = mgc + myC
Pre reakciu sa definuje reak®nd energia ako rozdiel pokojovych energif Zastic
vatupujicich do reakcie a &astic 2z reakcie vystupujicich

2

- (m__ + mob) °2

Wq = (mgg + myy) © oy

oa

'

Ked je Wq <0, hovorime, %e reakcia je endotermick&, ked Wq > 0, hovorime,
%e reakcia je excotermickd. Do reakinej energie je zahrnut4 napr. aj energia
gama fotonov (kvént), ktord emituji do okolitého priestoru a neprispievaju
"k teplu, ktoré vzniké pri reakcii. Vyuifvanie tepla pri exoenergetickjch re-
akcidch je zdkledom vyu¥itia v jadrovej energetike.

Aby sa dala jadrové reakcia vyuZit na uvolnenie energie, ktord by mohol &¥lo-
vek vyuZit, musf byt taky proces, pri ktorom jedna reakcia podmienuje vznik
druhej. Hovorime tak o retazovej reakcii. Neutrény vyvdlejﬁ’reakciu Stiepe~
nia jedier, pri ktorej sa emituju daliie neutrony, ktoré vyvolaju &aléie re-
akcie atd, Takjto proces md%e byt:
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a) podkriticky, ked jadrové reakcie produkujé tak mélo neutronov, e tieto
nevyvolajd ani tolko reakcif, z koXkych vznikli, retazovd reakcia sa spo-
maluje a zanlkne;

b) kriticky, ked jadrové reakcie produkujy préve tolko neutrénov, aby vaOLa—
1i taky ist¥ podet reakcif - retazovd reakcia sa udriiava na rovnake j

drovni;

¢) nadkriticky, ked jadrové reakcie produkujd tolko neutronov, ktoré dokdZu
‘vyvolat e¥te vid¥3{ polet reakcif, ako z kolkych vznikli - retazovd reakcia
narast4, a¥ nastane vybuch. '
Prvok na 3tiepenie je napr. prirodny urén, ktory obsahuje 0,7 % izotopu 2320
ktory je vhodny ne Stiepenie. Prirodny urdn obsahuje vSak vi&Sie mnoZstvo
izotopu zggU, ktory zachyti rychly neutron a vyfiari iba gama kvédnt a nedtie-
pi sa. M4 vB&3{ u&inny prieresz pre rychle neutrony a mé len maly u¥inny prie-
rez na gachytenie pomalych neutronov, Rfchle neutrony, ktoré vznikajd pri
8tiepnej reakcii, treba ¥o najskér spomalit, aby saznf%¥ila pravdepodobnost
ich zachytenia izotopom 380 a zvysila sa naopak pravdepodobnost ich zachy-
tenia izotopom 2350, ktory sa &dtiepi,
V jadrovom reaktore, ktory vyuZiva jadrové Ztiepenie na vyrobu energie, sa to
rob{ pomocou moderdtorov. Je to ldtka, ktord pri zrédZkach pohlti-energiu
rychlych neutronov & pritom ich nezachytéva. Ako moderdtor sluZi tzv. tazk4
voda (molekula vody obsahuje namiesto atomov vodika atomy deutéria H), kto-
r4 m& maly ddinny} prierez na zachytenie neutronov. Atom vodika mé veij Héin-
ny prierez, dobre zachytdva neutrony :H + On — 2H + 4 a vznikd pritom
deuteron. Preto oby%ajnd voda je ako moderdtor nevhodné. Okrem taZkej vody
mo%no pouZit aj uhlik vo forme grafitu, ktory md tieZ maly G¢inny} prierez na
zachytenie neutronov,

Skuto¥nd ¥innost jadrového reaktora zadina vtedy, ked je Ztiepny materidl

v pritomnosti moderadtora. Akykolvek, aj ndhodny neutrén, ktory dopadne na
Jadro 2%30, spdsobuje Stiepenie jadra, pri ktorom sa uvolnia dva alebo tri
dalsie neutrony. Tieto neutrdny sa spomalia pri zrdZkach s jadrami moderdto-
ra z niekolkych MeV na energiu men3iu ako 1 MeV, a tak vyvolajui dal¥iu reak-
ciu, (asovy interval medzi vznikom neutrdnu a jeho neskor3im pohltehim Je
menS{ ako 1 ms, Proces retazovej reakcie mus{ byt kriticky a mus{ sa teda u-
drZiasvat na rovnakom vykone., PouZivaji sa na to ty%e vyrobené z kadmia alebo
boru, ktory dokéZ¥e absorbovat pomalé neutrony. Zasivanim tychto ty&{ do prie=-
storu jadrovej reakcie alebo vysivanim z priestoru reakcie méZeme regulovat

~ v¥kon retazovej reakcie. Teplo, ktoré vaznikd v jadrovom reektore, sa odviadza
vhodnym kvapalnym alebo plynhym chladivom, ktory cirkuluje vmitrajskom reak=-
tora v uzavretom primdrnom okruhu. Dals{ sekunddrny okruh uZ mé%e byt vodné
para, ktord sa ohrieva primdrnym okruhom, Dal3f postup je uZ taky isty ako
pri klasickych tepelnych elektrdrnach. Iny izotop, ktory je vhodny ako Ztiep-
ny materidl do jadrovych reaktorov, je zgzPu ktory md%eme vytvorit v labo~
ratérnych podmienkach ostrelovanim izotopu Zggu neutronmi, Ked Zggu .pohl-
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t{ neutron, vznikne izotop zggu ktory sa beta rozpadom (pol&as rozpadu
‘/ = 23 min) 3tiepi na 293Np. Ten sa dalej 3tiepi bets rozpadom na izo-
top 239Pu (T‘/g = 2,3 dna). Plutonium prechsdza na izotop zggU alfa roz-

padom (T‘/2 = 24 000 rokov).

Na hviezdach vznikaju také exotermické reakcie, pri ktorjch sa vodfkové jad-
ré zluduji na jedro hélia. Takjto proces vo vesmire sa mb%e uskutodnit dvoma
gpBsobmi: Jeden z nich Jje proton - protonovy cyklus a druhy uhlfikovy cyklus.

Protdn - protdnovy cyklus za&ina vznikom deutercnu priamou kombindciou dvoch
protdnov, pri ktorej je emitovany pozitrom a neutrino:

;H +.:H —_—

?H + e+ + v

Deuterdn sa mé¥e spojit s protonom a vznik& jadro gﬂe:

1 2 3
i+ JH — JHe +

Nekoniec reaguji dve jadrd gHe a vznikd jadro gHa plus dva prot6ny:

3 3 4 1 1

oHe + SHe —> ;He + (H +. 1B
Energia, ktord sa uvolni pri tomto cykle, je 24,7 MeV = (Am)cz, kde Amn
Je hmotnostny rozdiel medzi hmotnostou gtyroch proténov'a hmotnostou &asti-~

ce alfa & dvoch pozitronov.
Uhlikovy cyklus prebieha takto:

}H + ‘gc «—»1%N —q>1gc +et 4 Y; ‘H + ‘30 _—’1$N + %

1 14 15 .15 15 +
{3+ 7N-——>80+T, 80— 7N+a + v

H+ 1?}N-—-" 2c + 4ue

Vysledkom jé opkt vznik &astice alfa a dvoch pozitronov zo Styroch protonov
a uvolni sa pritom enaergia 24,7 MeV. Izotop 1%0 pdsobi v procese ako kata-
lyzdtor, lebo sa opht objavi na jeho konci. Aby.takéto procesy vznikli; mu-
sim byt extrémne vysokd teplota a tlak, Uhlikovy cyklus je v3eobecne u&in-
nejsf pri vyiSej teplote a zase proton - protonovy cyklus pri ni%Sej teplo-
te. Na Slnku (kde sa teplota odhaduje na 2.106 K) Je najpravdepodobne ji{
proton ~ Protonovy cyklus. Vyu%it na Zemi energiu, uvoTnend pri zludovani
Yahkfch jadier, je usilim &loveka. Tekdto energia sa nazyva termojadrovi.
Obidva spomfnané cykly, &i uZ protdn =~ protdnov§ alebo uhlfkovy, nepriché-
dzajd prekticky do udvahy, lebo jednotlivé ¥tddia vyZaduji d1lhd dobu. Pretc~
%e na Zemi je k dispozicii deuterdon, moZno vyuZit také reakcie, pri ktorgfch
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dochéddza k priamej kombindcii dvoch deuteronov dvoma sp8sobmi:

2, . 2 3
H+ {H—>3JHe + on + 3,3 MeV

%4+ 23— 30 + JH + 4,0 Mev

a priamou kombindciou deuterdnu a tritonu na alfa Zasticu

?H + ?H —-—»éHo + én + 17,6 MeV
VyuZitie tychto reakeif predpokladd lacny zdroj deutéria, ktorf poskytuju
ocedny a moria, ktoré obsahuju 0,015 % deutéria, t.j. celkom asi 1018 kg.
Aby sme mohli dve jadrd fH a ?H pribliZit k sebe, musia mat dostatod¥nd
enargiu, aby mohli prekonat vzdjomné elektrostatické odpudzovanie. Dosahuje
sa to Uplne ionizovanym plynom (plazmou), ktory m4 vysokd teplotu a obsahuje
deutérium alebo zmes deutéria a tricia, Problém je udrZfat tekuito plazmu v ne-
jake j nddobe. '

Vyuiiva sa magnetické pole, ktoré udrZiava plazmu v priestore bez toho, aby
sa dotfkala nejakého materidlu, ktory by sa mohol roztavit a vniest ne&isto-
ty do plazmy. Aj ked kon3trukcia termojadrovych reektorov kladie v#¥3ie prak-
tické problémy ako pri 3tiepnych resktoroch, nakoniec sa termojadrové reak-
cie podari riadit tsk, aby ich mohol &lovek vyuZit na vyrobu energie vhodnej
na poufitie, ' '

10,28 Statisticky charakter
rd4dioaktivneho rozpadu

R4dioaktivny rozped jednotlivjch jadier atomov mé 3tatisticky charakter, pre-
to sa budd namerané hodnoty veli¥in od ich strednych hodndt 1{3it. Rozpadovy

gdkon (10.119) a (10.122) nevy3etruje rozpad ka¥dého jadra osobitna, ale iba

ako subor Zast{c. Pri experimentdlnom ur¥eni zdvislosti podtu e3te nerozpad-

nutych jadier atomov od Zasu sa vzdy‘dopuatime chyby. Strednd hodnota velili-
ny (napr. N) je ur%end tym presnej3ie, ¥{m viac rozpadov zaznamendme. LenZ%e

N z4vis{ od Zasu, preto dobu merania At md%eme rubovorne‘predIZovaé. sd

to dve protichodné poZiadavky, ktoré suasne nemoZno splnit (aby N —»o00

& zéroven = At —»0),

Ked je doba merania At ovela men3ia ako je ﬁéléab rozpadu T (At<<T),
potom vztah (10,118) mb%Zeme napisat v pribliZnom tvare ,

AN = = ANAL o ' (10,136)
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Ked pouzijeme vztah (10.121) a (10.122), dosteneme:
AN = = A At. = A, exp (= 2t) At (10.137)
alebo pre polet rozpadnutych jedier (réddioaktivnych premien)
An = AAL = A, exp(- At) At =N, exp (= At) At (10.138)

N

, Je polet nerozpadnutfch jedier atomov v %ase t = O,

Pravdepodobnost p, %e sa urdité jadro atomu rozpadne podas doby At, je da-
néd vztahom

AN

An
P& = = e = XAt exp (- At) (10.139)
N N

(o) o

a Ze sa urdity atom polas doby At nerozpadne je (1fp).

Aby sme sa dozvedeli, kolko jadier sa rogpadne, musime to nejakym sp8sobom
zaregistrovat, Rozpad jadra je sprevddzany emisiou fotdnu, elektronu alebo
x tastice., Registrdcia tychto produktov rozpadu nédm ddva informédciu o polte
rozpadnutfch jadier. Uvazujme‘ideélny pripad, %e kaidy rozpad jedra dokdZeme
zaregistrovat, Potom pravdepodobnost, Ze po¥as doby At nameriame (zare-
gistrujeme) K rozpadov jadier, je podla teorie pravdepodobnosti dang vzta-
hom :

Nol

(N,K) i} (N

g, (Ng=K)
N, - K)1 KI

Prevdepodobnost, %e sa polas doby At nerozpadne ani jedno jadro atomu
(K = 0), Jje ' '

N N
P(o) = 1 . po L] (1-p) ° = (1—p) °

Ke&‘takto postupne vyjadrime pravdepodobnosti pre K = Q0 a% ﬁre K =N,
a si{tame ich, dostaneme istotu. To znamend, Z%e

N

ipck) =1 (10.141)
K=0
teda

AN\ N /' N N1 :
1 = (oo)po (1=-p) % 4 <‘°>p‘ (t-p) L

N\ N
* (N:)p ° (1-p)° | (10.142)
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vztah (10.142) sa nazyva binomické rozdelenie pravdepodobnosti. Strednéd hod-
nota podtu rogpadov jadier polas At je -

Ny _
K= %x P (x) (10.143)

Veli¥ina, ktord najvhodnejdie charekterizuje rozptyl nameranych hodndt od -
strednej hodnoty, je strednd kvadratickd odchylka (chyba) s. étvorec kvadra-
tickej odchylky je definovany vztahom §2 = (K - B)2. Pouzitim vztahu (10.143)
a predchéddzajuicich vztahov dostaneme 52 = (1 - p) K. Pre veImi malé At(At -~
—~»0) je p tieZ velmi malé (p—>0), takie 82 = K. Stredné kvadratickd
odchylka potom Jje

s~ |k (10.144)

Okrem strednej kvadratickej odchylky je edte definovand aj relativna strednd
kvadratickd odchylka vztahom

w

§ ‘
PR . : ‘ (10.145)

N

S binomickym rozdhleniﬁ pravdepodobnosti sd taZkosti pri vy¥isloveni, preto
pri dostatoZne velkom N, (No-—-oo) a dostatofne malom At (At —0)
vztah (10.140) prechddza v limitnom pripade na vztah

.(E)k exp (-k)
P s (100'46)
(x) ‘ "

ktory jebspojitou funkciou a nazjva sa Poissonovo rozdelenie pravdepodobnos-
ti. V tomto pripade je K nahradené veliZinou f, ktord md%e nadobidat aké-
kol'vek hodnoty 2z oboru raciondlnych %f{siel, @ K je nahradené spojitou funk-
ciou k.

Pri registrécii nie vietky Zastice (&i u% fotdny, elektrdny alebo of Sasti-
. ce) dokéZeme zaznamenat. Zariadenie (napr. G - M po¥ftad), ktoré registruje
Zastice, nerozli3i dve Zastice, ktoré idd za sebou v takom &asovom odstupe,
ktory je men3i ako tzv. mrtvy &as, Tdto skutoinost pozmenuje funkciu rozde-
lenia pravdepodobnosti.

Doteraz sme uvaZovali jednoduchy rozpad, ked v rddioaktivnej létke su atomy
len jedného druhu, ktoré ea po rozpade u? dalej nerozpaddvaju. V prirode ed
omnoho astejiie zlo¥ené rozpady, ktoré mé%u byt bud paralelnd, alebo sério-
vé (postupné), pripadne kombindcie vietkych typov roszpadav,
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Pri paralelnom rozpade (ked v létke je Viacaro'drghov atomov, ktoré sa pre-
mienaju jednoduchym rozpadom, teda produkt je u% nestabilny) celkovy polet
e5te nerozpadnutych jadier atomov Jo

-)‘t -)2t k -%1t
N = NO‘ e +-N°2 Q + 00 = Z NOi (-] (100147)

kde Nol’ N, o1 e+e Jje polet jadier jednotlivjch druhov pri t =0 a 2\,
Nps ses 8l ich prislusné kon3tanty.

Pri postupnom rozpade (ked jadro atomu sa postupne rozpadd - produkt mé¥e
byt nestabilny, napr. pri prirodzenych rozpadovich radoch vznikajd poastup-
nogti nestabilngch jadier, ktoré vznikaju jedno z druhého) aktivity v urde-
nom %ase t urii{me na zdklade nasledujicej utvahy: i-ty &len rozpadovaj po-
stupnosti obsahuje N; aktivnych jadier s rozpadovymi kon3tantami

Moood N

8asov4 zmena N; Je dand vztahom

a Ny
_—= .

T i-1 =My (10.148)

i1
kde prvy &len je priraatok po&tu druhotnfch jadier a druhy &len predstavuje

dbytok prvoinyeh (i-tfch) jadier, Rovnica (10.148) predstavuje systém dife-
rencidlnych rovnic, pre ktory predpokladdme toto rieSenie:

~l1t
N1 = 011 ]

N, = Cpy ev +Cy, @ ‘ (10.149)

v o At Jhkt

At >
+..,+Ckka

1

* G e

Na zfklade tohto predpokladu dostaneme rekurentny vzorec pre i # J
Moy

i-1,3

Cy5 = (C (10.150)

a pre i=j dostaneme koafiéienty z okrajovych podmienok pre ¢ =0

Nog = Cqq + Cip* e + 0y (10.151)
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Napr. pre k = 2 z rovnic (10.149) je

N

1 = Cyq oxp (-)1t) a N, = C,, exp (-},t)v+ Cyp @xp (-th)

2 rekurentného vztahu (10.,150) dostaneme
Cay = Cqy N/ O = 2
a z podmienky pre t =0 (10.151), ked druhotné jadrd eXte neexistujd, Jje

No2

Cpy + Cxp =0

h z toho

Cop = = Cpy

Viems, %e C,, = Nol‘ Teda riedenie je

N2 = NoI —-———i_ e -8
%2 - ™M

Aktivita v %ase t Jje dand vztahom A(t) = N1'%1 + Ny Xy, teda

| L o Y W 1
o Mo, -, | |

kde N , )1 = A, Je ektivita v %ase t = 0.

Postupny rozpad sa vyufiva napr. aj pri urdovani geologickych d8b (pollas
.rozpadu prvotného jadra v toriovom rozpadovom rade .232Th Je 1,39.10 0 ro-
kov, vek Zeme Jje touto meté@ou stanoveny na 4,6}109 rokov), Pri urdovan{ ar-
cheologickfch d6b (pribliZne do 30 000 rokov) organickfch materidlov sa vy-
ufiva izotop 146 (T .= 5730 rokov).

M

10,29 Prechod ionigujdceho Biarenia
prostredim Radialnéd ochrana.
Dozimetria ' ' o

Ionisujuce %Ziarenie akéhokolvek druhu prendSa energiu, ktord pri prechode
prostredim mu ju urditym spdsobom odovzddva, Hodnota absorbovanej energie
mé¥%e byt preto mierou mno%stva ionizujiceho %iarenia v danom prostredi. Fy-
sikdlna velidina, ktord to charakterizuje, sa nazjva ddvka D a je defino~
vend ako podiel absorbovanej energie AW a hmotnosti Am, v ktorej bola
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t4dto energia absorbovand., Teda D = AW/ Am. Jednotkou absorbovanej ddvky Je
gray (znaka Gy). Gray je ddvka absorbovand telesom s hmotnostou 1 kilogra-
mu, zodpovedajica absorbovenej energii ionizujuceho Ziarenia, ktord sa rovné

1 joulu.

Castica.Ziarenia prechodom prostredie ionizuje, preto aj pomocou tohto uZin-
ku mo%no merat mno¥stvo ¥iarenia. Fyzikdlna veliZina, ktord to charakterizu-
je, sa nazyva oziarenie (expozicia) X = AQ/Am. Jednotkou je coulomb na ki-
logram (znalka C kg"). Coulomb na kilogram je oZiarenie, pri ktorom stredné
hodnota su&tu ndbojov idnov jedného znamienka ( AQ), uvolnenych za urdenych
podmienok (£ = Q °C, p = 101325 Pa) fotonmi v objemovom elemente suchého
vzduchu & hmotnostou 1 kilogramu (Am), je 1 coulomb, PouZivanie tejto jednot-
ky sa postupne zanechdva, preto nemé ani Specidlny ndzov. Po d8slednom zave-
denf SI jednotiek bude nashradend jednotkou d4vky.

Ak4 je interakcia Ziarenia s prostredim, zdvisi nielen od druhu prostredia
(14tky), ale aj od druhu ionizujuceho Ziarenia, Strune si popi3eme javy, kto-
ré vznikaji pri prechode «, p a 4 Ziarenia prostredim.

Alfa Ziarenie: « Zastica, ktor4d sa pohybuje prostredfm, postupne stréca evoju
energiu tym, %e ju odovzddva okolitym atdmom., Silovo pdsobi na elektrony

v obale atdmu tak, %e ich bud vytrhdva z nich a vznikajd iony, alebo sa elek-
trony dostévaji na vys3ie energetické hladiny, z ktorych sa spét dostévaju
vy%iarenim fotonu., Pri tejto interakcii « &astica postupuje prostredim prak-
ticky priamo¥iaro. Ked sa ale « ¥astica dostane blfzko k jadru, navzdjom na
seba p8sobia tak, Ze o« &astica sa vychyli z p8vodného smeru a atom sa dosta-
ne do.nohybu, ktory zdvisi od druhu prostredia a od hmotnosti atomu., Vznikéd
pru¥nd zrdika, pri ktorej vznikajud aj elektromagnefické vliny, ak zmena rjch-
losti nabitej alfa &astice je v&dSia, Takéto Ziarenie, ako u% vieme, sa na-
zyva brzdné Ziarenie. Pravdepodobnost odovzddvania energie pruZnou zriéZfkou,

a tym aj vychylovanie &astice je velmi mald, a okrem toho ubytok energie «
Zastice je v porovnan{ s tbytkom pri odovzdani energie elektrdnom v obale
atomu zesnedbatelne maly.

Pri prechode o Zastic pevnymi ldtkami sa menia aj ich niektoré vlastnosti, ,
ako napr. elektrickd vodivost, zmena Struktiry krystalickej ldtky a iné.

V plynnfch ldtkach stricajuy astice svoju energiu vié¥dinou ionizdciou., Zré%-
kemi postupne klesd ich rychlost a pri energidch men3{ch ako 1 MeV je uZ dost
velkd pravdepodobnost, %e o &astica si podr#{ jeden elektrdn, a tak vznik4
helidn, ktory pri niektorej dal3ej interaskcii si priberie druhy elektron a
vznikd neutrdlny atom hélia, Atdm hélia daldfmi zréikemi stréca kineticku
energiu dovtedy, kym sa rychlost hélia nevyrovnd rychlosti atdmu hélia, kto-
rd md pri tej istej teplote, ako je teplota prostredia. Neutrdlny atdm hélia
uZ nemd také ioniza¥né ulinky ako helidn jeden alebo dvakrdt ionizovany, pre-
to ubehnuty drdhu v prostredf m8%Zeme prakticky urlit len do bodu, kedy sa «
tastica stane neutrilnym atdmom hélia, DIZku ionizadnej drdhy &astice v da-
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nom prostredi nazyvame jej dobehom v tomto prostredi. Pre v3etky monoenerge=
tické Zastice je dobeh takmer rovnaky, okrem Statistického rozptylu okolo
tzve. etrednéhd dobehu, &0 je extrém funkecie dI/dr pre danéd 1r = Rs, aledbo
teda je to hodnota pre dané r, kde md funkciu I(r) inflexny bod. I Je
hustota Sastfc a je I = N v, kde N Je objemovd koncentrdcia a v rych-
lost Zamstic, r Jje hriibka absorp&nej vrstvy prostredia.

Geiger & Nuttall na zdklade experimentdlnych vysledkov stenovili empiricky
vztah medzi rozpadovou konidtantou 2 a strednym dobehom Rj urditého Ziari-
ta:

In) = A+BilnR, , (10.153)

kde B je konStenta a A je kon3tanta pre urlity rddioaktivny rad, do kto-
rého dany #iarié patri.

Medzi strednym dobehom a energiou o Sastice plati empiricky vztah

R, = k w3/2 (10.154)
‘'kde k Jje kondtanta pre dany Ziarid.

Dobeh o Zastic v pevnych a kvapalnych ldtkech je mendi ako 0,1 mm, preto sa
ich interakcia s prostredim §tuduja obvykle v plynoch, najdastejsie vo vzdu-
chu., Ked na vytvorenie péru idnov vo vzduchu je potrebnd energia 32,5 eV,
dastica vytvori na svojej drshe al 105 idnovych pérov. Ich dobsh vo vzduchu
je asi (3 % 6) cm.

Beta Ziarenie: Podobne ako o Zastica, aj elektrony, pripadne pozitrony, &o
Je beta Z%iarenie, spbsobuju prechodom cez prostredie jeho ionizdeciu, alebo
excitdciu elektrdnov v obale atdmov prostredia., (astice beta Ziarenia maju
vzhladom na o Sasticu mald hmotnost a pri rovnakych energidch majd potom
omnoho v#&3iu rychlost, Treba ich brat ako relativistické Zastice, Pri gréi-
kach 8 jadrami sud ovela viac vychylované zo svojho p&vodného smeru ako
Sastice. Brzdné Zisrenie beta ¥astic s maximdlnou energiou asi 1 MeV je pre-
to podstatne prenikavejiie (fotony maji vE&Ziu energiu) ako pri alfa Zasti-
ciach, pripadne pri r8ntgenovom Ziarenf, ktoré je vyvolané elektronmi asi

104 eV, Aj ich dobeh je omnoho v#&&¢3{, lebo Ubytok energie ionizdciou alebo
excitdciou v z4vislosti od drdhy je men3i, preto%e beta ¥astica md vH#&3iu
rfchlost v porovnani 8 o Zasticou, a teda men3iu pravdepodobnost interakcie
s atomemi prostredia. Pri ni%3ich energidch beta &astic prevlidda ubytok kine-
tickej energie ionizdciou, pripedne excitdciou, pri vy3sich zase straty ener-
gie spbBsobené brzdnym %iarenim. Ked oznalime dW/dx ako merny stratu ener- )
gie, %o je zmena energie pripadajica na Jednotku dI%ky drdhy beta Zastice,
potom pre podiel mernej straty energie %iarenim k mernej strate energie ioni-
zdciou, pripadne excitéciou plat{ pribliZing vztah
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(aw/ax), =~ Wz

~/
(aW/ax); 1600 m, c2

(10.1595)

kde W je energia bets Zastice, Z - protdnové ¥{slo atomov prostredia,

m, - pokojové hmotnost elektronu a c¢ je rychlost svetla vo vékuu, Ked jq
podiel merngych str4t rovny jednej, takd hodnotu energie beta Zastice nazfve-
me kritickou a plati

| 2
wkr A (1600 m, ¢ )/2
napr. pre vzduch a vodu je Wer = 150 MeV, pre hlinik 60 MeV a pre olovo 10
MeV,

Pri of %iareni je dobeh pre v3etky &astice tal'mer rovnaky okrem 3tatistické-
ho rozptylu okolo stredného dobehu, alebo pri beta fasticiach v désledku vel-
kého rozptylu na jadrdch aj pre monoenergetické ¥iarenie (z urgchYovadov)

nie je dobeh beta Zastfc ani pribli¥ne rovnaky. Pri prirodzenom beta rozpade
elektrony ¥ pozitrdny maji réznu energiu a% do hodnoty W, %o este viac
ovplyvnuje ich dobeh.

x,

Z4vislost hustoty toku fastic prirodzeného beta %iarenia I na vzdialenosti
x od %Ziarida (pozri (10.132) a (10.133)), z ktorého vychddzaju rovnobe¥né
zvléizky elektronov, je dend vztahom

I=1I,exp (-&x) =TI exp (- n6x) ' (10.156)

kde I Jje hustota toku Zastfc v mieste x = 0, o je absorp¥ny sd¥initel
materidlu prostredia, n je hustota rozptylujicich Zastic prostredia, & je

d¢inny prierez.

Pre bodovy %iari& s aktivitou A mb%eme hustotu toku &astic vo vzdialenos-
ti r» o4 neho vyjadrit vztahom

I =

5 exp (=-ar) _ (10.157)
4 % r .

Pri pozitronovom %fiarenf, ked pozitrdony maji u% mald rychlost, nastdva anihi-
l4cia pri ich interakcii s elektronmi, kedy su¥asne vznikaju najastejsie
dva fotdny. o

‘Gama Ziaronie: Aj gama %iarenie prechodom cez prostredie je nim absorbované,
Ked neuvaZujeme rezonan&ny zdchyt alebo rozptyl fotonu, k absorpcii fotdnov
doché4dza iba tromi spdsobmi:

1. fotoefekxt (pozri 9.2.1),

2. Comptonov jav (pozri 9.2.2.2),
3. vznik pdru elektron-pozitron (pozri 10.2,10).
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Prs hﬁstotu toku fotonov, ktoré postupujd rovnobeZne v prostredi, plat{ ab-
sorpdny zdkon:

I ="I, exp (-&x) = I, exp (-n 6x)

kde d¥inny prierez prostredia 6 Jje suitom démnnych prierezov pre fotoefekt
6oy Comptonov jav 6, a vznik péru elektron-pozitrdn 6

6 = 6} + 6, ¢+ 65

3im je energia fotdnu viisia, tym mend{ je dlinny prierez 65, podobne aj

pre 6 , len jeho hodnota klesd pomalZie v zé4vislosti od zv#dsujicej sa ener-
gia. Do energie fotonu 1,02 MeV je 65 nulovy, ale potom s rasticou energiou
fotonu u? len rastie. Preto pre r8zne energie fotonu je 6 vSeobecne rdzne a
pre ¥iarenie, ktoré sa skladéd 2z viacerfch monoenergetickych zloZiek, absorpl-
ny zdkon je

I=1

oy OXP (-n 6,:) + 1, exp (-n 52x) + . ' ‘(10.158)

v praxi sa poufiva pojem polhribka a je definovand vztahom
" I=1/21 = * To oxp (-n 6 4,/,) (10.159)

z ktorého vyplyva d1/2 = (ln 2)/n6. Polhribka znf%i hustotu toku fotonov na
polovxcu, dve polhribky na Btvrtinu a k polhribok zoslabf{ ¥iarenie 2 K xrat.
Ziarenie alfa aj beta mo¥no dplne odtienit okrem ich brzdného Ziarenia (pri
alfa aj beta %iaren{ sa Zastice dostami po tzv, maximdlny dobeh, ktory mé ko-
. ne¥né rogmery pre dané prostredie), ale 7 Ziarenie dplne odtienit nejakym
absorbdtorom nemoZno. Najvhodnej3im absorbdtorom 4 Ziarenia je olovo.

Pri vyuZivani zdrojov ionizujiceho Ziarenia (napr. rddionuklidy, urychlova=-
%e &astic, jadrové reaktory, r8ntgenové pristroje, kozmické Ziarenie) pri-
chédza &lovek do styku so Ziarenim, pri ktorom nastdva oZiarenie. Jednotkou
oZiarenia je C kg + Tdto jednotka, ako vyplyva z definicie, je po&itand
pre oZiarenie vzduchu fotonmi. Ked po¥ftame, %e na jeden p&r idnov vzduchu
Je potrebnd enargxa W = 32,5 eV, ktord foton odovzdd do vzduchu, .potom na
vytvorenie ny idnov rovnakého znamienka v 1 kg, ktorjch siet ndbojov Je

~ rovny 1 coulombu, Je potrebnd energia

w=n; W =[(1 c/xe)/i,602.10719 ¢ 132,5 . 1,602.10719 5 =

= 32,5 J kg~

V 1 kg vzduchu za normélnych podmienok pri:o¥%ierent fot6nmi 1 C/kg Jje teda
absorbovand ddvka 32,5 Gy. Pri o%arovani tkaniva &loveka tym istym Ziarenim
(foténmi) °pdeob! v tkanive uZ ddvku 38,76 J kg ~!, Vztahuje sa to na fotdny.
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Aby sme mohli porovnévat ulinky inych druhov Ziarenia na &loveka, zavddza

sa fyzikdlna velidina dévkovy ekvivalent (ekvivalentnd d4vka) H, ktorého jed-
notkou je sievert (znadka Sv), %o je takd ddvka akéhokolvek %iarenia, ktord
md rovnaké biologické t&inky ako oZiarenie 1 C kg" fotonmi (do 3 MeV),

1 Sv=14d kg"‘. Relat{vna biologickd uU¥innost réznych druhov %iarenia, tzv.
akostny faktor as, 8a menf od 1 (pre rdntgenové a 4 Ziarenie do 3 MeV,
¥iarenie beta do 3 MeV) do 20 (pre rychle taXké nabité Zastice alebo neutro-
ny vy3e 10 MeV). Vztah medzi ddvkou D a ddvkovym ekvivalentom H je H =

= 8, . D. Ak napr. uréité mno¥stvo rychlych neutronov vysSe 10 MeV spdsobi

v 1 kg vzduchu d4vku 1 Gy, potom ddvkovy ekvivalent v 1 kg tkanive éloveka,
vyvolany tym istym mnoZstvom neutronového ¥iarenia, bude 20 Sv.

_ Ochranou jednotlivcov, ich potomkov a Tudstva ako celku sa zaoberd radialnéd
ochrana. Pri ochrane sa r4ta s nevyhnutnymi &innostami, pri ktorych méZe na-
stat o¥iarenis. Skodlivé udinky, vyvolané Ziarenim, su bud somatické (posti-
hujd priasmo exponovaného jedinca), alebo genetické (postihujui potomstvo ex-
ponovaného jedinca)., Skodlivé u¥inky sa mb%u prejavit okam¥ite (viasné d¥in-
ky #iarenia) alebo a% po uplynut{ nejakého Zasu (neskoré u&inky %¥iarenia), '
Véasné somatické udinky sa vyskytujd iba vynimo&ne, najlaste jSie pri neho-
ddch a havdridch na zariadeniach, vyuZivajucich zdroje Ziarenia. Prikladom
v&asnych u¢inkov Ziarenia je akiutna choroba z ofiarenia, ktord v zdvislosti
od ddvky kon&i bud smrtou, alebo prechddza do ¥tddia redtiticie a normalizd-
cie porudenych funkcif, ktoré mdZe trvat aj niekolko mesiacov. Smrtelnd ek~
vivalentnd ddvka je 6,0 Sv. Neskoré u&inky %iarenia sa delia na stochastic-
ké a nestochastické, Stochastické \dinky sui také, pri ktorjch so zvyZujucou
sa ddvkou Ziarenia vzrastd4 pravdepodobnost, %e Zkodlivy uZinok nastane, Vy-
skyt tychto udinkov nemoZno vyludit ani pri velmi malych ddvkach Ziarenia,
Medzi stochastické ufinky patria genetické i niektoré somatické udinky,

z ktorych vyvolanie rakoviny povaZujeme za hlavné riziko z ofiarenia nizky-
mi dédvkami,

Nestochastické udinky sd také, pri ktorych sa zdvaZnost udinku zvysuje s dév-
kou a ktoré preto méZu mat prahovi ddvku, pod ktorou sa ui neprejaiujd Wéin-
ky. K nestochastickym G&inkom Ziarenia patr{ napr. zdkal o&nej Bo3ovky, ne-
maligné poSkodenie koZe, dtlm tvorby krvi, zni%enie plodnosti.:
Najvy33ie pripustné (ro¥né) ddvky pre pracovnikov so zdrojmi ionizujdceho
¥iarenia je od 0,05 Sv do 0,75 Sv podla oblasti na tele &loveka, Pre jednot-
liveov z obyvatelstva sy medzné dd4vky 10-krédt mendie ako u pracovnikov so
zdrojmi Ziarenia. ‘

Ochrana pred o« %iarenim je vermi jednoduchd, lebo maxim4lny dobeh v pev-

nfch a kvapalnfch ldtkach je ~O,1 nm, to znamend, %e sa d4 uplne odtienit,
Aj brzdné %fiarenie, ktoré vznikd pri rozptyle Zastic &, nie Je také tvrdé
(fotony nemaji velku energiu), aby boli problémy s odtienenim na pripustnd
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hodnotu, Hor3ie ﬂéinky spdsobi « Ziarenie, xed sa %o aj malé mno¥stvo do-
stane do'tela»éloveka. :

Ochrana pred f4 ¥iarenim je podobnd ako pri « Ziarenf, lebo tie% sa d4 dpl-
ne odtienit pomerne tenkou stenou (niekolko mm, pripadne cm). Energia brzdné-
ho Ziarenia, ktoré vznikd v absorbdtore, rastie s jeho protonovym éislom,
preto tieniacu stanu robime z materidlu s malym protonovym &islom (nepr. hli-
nik, polyetylén, plexisklo a pod.).

Prdca so Ziarenim gama je z hladiska bezpelnosti pracovnikov ndro¥nejéia ako
pri alfa alebo beta ¥iarenf, lebo su taZkosti pri jeho tienenf{. Na odtiene-
nie sa najlastejSie pouZiva olovo.

VeImi nebezpeiné je neutrdnové Ziarenic, pretoZe vyvoldva indukovani réddio-
aktivitu. &fm vys3iu energiu maju neutrény, tym 8d nebezpelne jiie. NajvhESL
U&inny prierez pre rychle neutrdny maji atomy s malym protonovym éialom. Tie~
nenie proti neutrdnom mus{ spihat tieto tri funkcie:

1. spomalit neutrdny,

2, absorbovat tepelné neutrdny,

‘3. chrénit proti vznikajicemu sekunddrnemu Ziareniu, ktoré vznik4 pri pohl-
teni neutrdnu jedrom, najmi proti " Ziareniu.‘- '

Na‘apomalenie sa pou¥{vajd izotop 10 B, 6 Li, vodik, voda, parafin, ﬁolyety-
1én a rozne organické l4tky. Na absorpciu tepelnych neutronov sa pou%iva kad-
mium, .

Meranim ionizujiceho Ziarenia sa zaoberd dozimetria, CieYom dozimetrie Je me-
rat aktivity rddioakt{vnych ldtok - rddiometria, urfovat ddvky ionizujuceho
fiarenia vdetkjch druhov (r8ntgenové, «,(,7, neutrénové, protonové, deuterg-
nové a i,) - r¥ntgenometria,

. ]
- Na meranie malych aktivit sa pouZivaju fotografické emulzie, Wilsonova hmlo-
v4 komora - to si priame metody. Nepriemes metddy s v#&3inou zaloZené na io-
niza®nych G¥inkoch %iarenia daného Ziari¥a, alebo podla absorbovansj dévky.
Na urenie poltu-fastic sa pouZfvaju: impulznd ionizadnd komora, proporcio-
nédlny poéitaé, Geiger - MHllerov polfital, iskrovy§ poéita&, scintiladny podi-
tal, Carenkovov po&ital, Wilsonova hmlov4 komora, bublinkovd komora, foto-
grafické emulzia, Zpecidlne detektory. Integrdlne metddy (meriame mnoZstvo
absorbovanej energie v&Ziieho poltu &astic) pouZivaJﬁ zariadenia, ktoré sa
nazfvaji dozimetre: ionizaZné komora, kelorimeter, fotografickd emulzia,
scintila¥ny polftad, termoluminisceniny po¥fte¥, polovodilovy podita¥, 3Zpey
cidlne chemické reakcie, .
Na zistovenie malych ddvok (do 10 mGy) sa najastej¥ie pouZivaji metody na
urfenie po¥tu Zastfc. Stredné ddvky (1 mGy % 100 Gy) sa obvykle zistujd in-
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tegrdlnymi metddami & na urfenie velkych dévok sa takmer v¥luZne pou¥fvaju
chemické dozimetre, '

Osobné dévky pracovnikov, zapodievajuicich sa & ionizujiucim fiarenim, sa zis-
tuji pomocou filmovych dozimetrov. Princip tychto dozimetrov spofiva v zdzna-
me ¥iarenia na film, uloZeny v malej kazete. Film je rozdeleny na niekolko
poliZok, ktoré sd odtienené filtrami a rdznou hribkou. Podla s¥ernenia jed-
notlivych polfilok vieme urdit nielen dévku, ale odhadnit aj prenikavost
(energiu &astic) 2iarenia, -

102,10 Elementdrne dastice
a rezonancie

Najjednoduchéie materidlne celky, ktoré sa sprdvajui ako samostatné fyzikédl-
ne objekty, nazyvame elementdrnymi Easticami. V sifasnosti poznéme okolo

220 rdznych elementdrnych Zastic a rezonancif. Z historického hTradiska Htiu-
dium elementdrnych fast{c malo tri obdobia, Prvé - bolo objavenych Sest Zas-
t{c - fotdn, elektron, neutr&n, pozitrdn & neutrino. Druhé (-~ po roku 1945)
- boli objavené poa 1 mezony, hyperony a K mezdny. Tretie (~ po roku
1960) - boli objavené ¥astice s velmi krdtkou dobou Zivota (z’ﬂfio 8 a¥
1027 8), ktoré sa nazyvajui rezonancie, Toto obdobie trvd4 dodnes. L

Zo v3etkych moinych elementdrnych Zastic jedine elektron mé uspokojivd teo-
riu, podla ktorej mdZfeme popisat jeho sprdvanie, Tiuto tedriu vypracoval
Dirac (roku 1928), ktory ukdzal, %e relativisticky vztah pre ensrgiu Sasti-
ce (elektronu)

E=:V;n§c4+p202

Je sprdvny pre obidve hodnoty, kladnd aj zdpornd. Kladné hodnoty md%e &asti-
ca nadobidat od + m, c? (pokojovd energia) aZ po + 00 a zdpornd od - m, e?
a% po - . Elektron m6%e teda nadobidat aj zdporné hodnoty energie. Prechod
od kladného energetického stavu do zdporného a naopak je moZny vyZiarenim
alebo pohltenim foténu..v zdpornych energetickych stavoch md%e prejst k eite
niZ3im zdpornym stavom vyZiarenfm fotonu., To by ale znamenalo, %e vdetky'
elektrony by nakoniec zaujali najmendiu energiu -c, pretoZe kaidy systém
v¥vojom smerujé ku konfigurdcii s minimdlnou energiou. Aby sa Dirac tomu vy=
hol, navrhol mySlienku, podla ktorej vSetky zdporné stavy su uf obsadené a
Pauliho princip bréni elektr6nom 8 kladnou energiou obsadzovat dalej zdporné
stavy, Svet elektronov so zdpornou energiou podYa Diraca nie je priamo pozo=
rovatelny, Ak ne jakym sp8sobom ziska elektron zo “zdporného sveta" dostatols
nd energiu na to, aby ho opustil, zanechéd za sebou "dieru®, Preto%d diera
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reprezentuje nepritomnost Zastice so zdpornou hmotnostou a zépornou kinetic-
kou energiou, prejavuje sa potom ako fastica s kladnou hmotnostou a kladnou
kinetickou energiou. V elektrickom a magnetickom poli sa sprédva ako kladne
nabité Zastica, TAto Diracove mySlienka sa stala redlnou a% roku 1932, ked
boli skutoZne objavené kladné elektrony v kozmickom ¥iareni{. Tieto kladné
elektrony sa nazyvajui pozitrdny. Pozitron ako Sastica zo "zdporného sveta"
(antisveta) sa aj nazyva antilastica elektronu, Aby sa elektron so zdpornou
energiou dostal do stavu s klaénou energiou, musi dostat energiu minimdlne

2 m, c2 (1,02 MeV) - vtedy prechddza zo stavu - m, ¢? do stavu + m, c2.

So vznikom pozitronu (diera v antisvete) vznik4 zdroven aj elektron, Vznik
(kredcia) tohto p4ru potvrdzuje BEinsteinov vztah ekvivalencie hmotnosti a
energie, Pri pfechode elektronu s kladnou energiou na uvolnené miesto (dieru) -
so zdpornou energiou zanikd pdr (anihilédcia) elektron - pozitrdon a vyiiaria
sa dva fotony gama, ktorych smery sd také, aby sa zachovala hybnost a ener-
gia, Pri kredcii pdru je potrebnd pritomnost pomerne talkého jadra, ale pri
anihildcii nie jefpotrebné eni jadro ani in4d &astica,

Okrem fotonu a mezdnov £° a 4° v8etky zndme elementdrne &astice maju
svoje prisludné antilastice., Foton a uvedené mezony sd z4roven aj svojimi
"antidasticami, Antidastica prislusnej Castice md rovnaki hmotnost, spinovy
moment hybnosti a dobu %ivota (ak je nestabilnd), ale jej néboj (pri elek-
tricky nabitych) m4 opaéné'znamienko, a vzdjomnd orientdcia jej vektora spi-
nového momentu hybnosti a vektora spinového magnetického momentu 39 ‘Jje
opalné (@, = -(e/m) ®). Pri anhildcii napr. entiprotdnu s protdnom &i neu-
tronom alebo antineutronu s neutrdnom &i protdnom nevznikajui fotony gama,
ale vznik4 niekolko neutrdlnych (£°) a nabitjch (%* a %7) mezdnov. To uka-
zuje, %e £ mezony mdfeme pokladat za kvantd jadrového silového pola, tak
ako fotony za kvantd elektromagnetického pola. # mezdny sa rozpaddvajd., Na-
bité & mezony sa takmer vidy rozpaddvajui na tzv. u mezony a neutrina:

¥ —>up'ey ; &7 —>p” + . Tieto neutrfna su odlisné od neutrin pri beta
rozpade (oznafované v,). Neutrslny %° mezdn sa rozped4 na dva gama fotd-

ny: 8°—q1+ 1.

Aj m mezdny sa Jalej rozpaddvaju: p+—>e+ t Vgt Vs WG+ Y, + 3'79.
Mezdn u sa okrem hmotnosti a nestability nelfi od elektrdnu, o wedie

k hypotése, Ze u mezdn je odrodou "tarkého elektrdnu®, a nie samostathou
dmeticou. _ '

Okrem & a p mezdnov bol objaveny daldf druh mezonov, mezdny K (K=, k',
K?, Kg), ktoré sa mbiu rozpadat réznymi spSsobmi na %, a o mezony a neu-
trina (mezonové). Elementdrne dastice taZ3ie ako protdny sa nazyvaji hype-
rony. Sd Styri ketegdrie hyperdnov: A, Z,=, S (lembda, sigma, ksf, omega).
V8etky su nestabilnd, : ‘

Elementédrne &astice, ktorych doba %ivota Zasto prevyduje dobu, ktord potre-
buje svetlo na prekonanie vzdialenosti, rovnajuicu sa "priemeru” elementdr-
nej Sastice ( =% 10”17 m), sd relativne stabilné (£ = 10~'8 o).
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V tab, 10.2 sy uvedené vlastnosti takychto relativne stabilnych a stabilngch
dast{c., Parametre, ktoré charakterizuji a triedia elementdrne dastice, au:
‘hmotnost - m, elektricky bdboj - Q, spinové &islo - s, doba Zivota - ¢, pa-
rita (priestorovd) - P, barydonové &islo - B, leptonové &fsla - L a M, izo=
spin - I a Ip, podivnost - S a hyperndboj - ¥ (Y = S + B).

Okrem uf uvedenych elementdrnych &astic v tab. 10.2'existuje ovela viac &as-
tic, k.orgych pol&as rozpadu je k410'23 s a ktoré nazyvame rezonanciou.
Tieto &astice nemoZno priamo pozorovat pri rozpade v bublinkovej komore. Pri

interakcii nsapr. &* nezdnu a protonu vznikaji nové Sastice podla schémy
e p—ftep+ T+ £7 4 %O,

Vznikajd teda e3te dal3ie tri & mezony. Ked vynesieme do grafu podet pozoro-
vanych reakcif v zdvislosti od celkovej energie novych troch mezonov (pokojo-
v4 energia + kinetick4d energia vztahovand vidy na spolodné taZisko), zistime
dve maximi. Jedno je pri energii 758 MeV (silné maximum) a druhé pri energii
548 MeV (slabiie maximum). M6%eme povedat, Ze dand reakcia najlastejSie pre-
bieha pri energidch 785 MeV a 548 MeV, alebo Ze pri tychto energidch vykazu-
je rezonanciu. Tento jav mo¥no interpretcvat aj tak, ¥%e vznikd dolasne nové
elementdrna astica, ktorej hmotnost je ekvivalentnd 785 MeV (& mezon) ale=
bo 584 MeV (1, mezon). PodYa principu neur&itosti mo%no zo 3irky maxima

v jeho polovici -~ AE (neurditost v urdeni energie) urdit strednd dobu Zi-
vota (¥ h/2 AE). Doba Zivota 4, mezonu je pomerne dlh4, preto je uvedeny

v tab, 10,2 ako relativne stabilnd &astica.

Pri ostreYovani taZkych &astic (hadronov) velmi rychlymi elektronmi (pribli%-
ne 20 GeV) sa zistilo, %e maju urdityd Struktiru, teda skladaji sa z nejakych
e3te jednoduch3fch Zastfc. Jedna z teorif, ktori vysvetluje 3truktiru hadro-
nov (mezdny a baryégy) predpokladd, %e existuju tri tzv. kvarky, q;, 4y, 43,
a tri antikvarky, Qs Eé, Ej urditych vlastnosti, Najnov3ie vysledky uka-
zujd, Ze mé byt 3est kvarkov a 3est antikvarkov. K parametrom, ktoré su uve-
dené v tab, 10.2, pristupujy e3te dalsie dva, tzv. "S3arm" a "krésa”..Tieto
dve veliZiny (kvantové &isla) sa zachov4vajui pri rozpade niektorych hadrcnov,
ked sui ostrelované elektrdnmi s energiou >1 GeV. Z kvarkov mo¥no zostavit
v3etky znémg hadrony. Experimentdlne sa e3te nepodarilo potvrdit existenciu
kvarkov,

1062411 Sy m e tr ie a zéadkony
zachovania

V elementdrnych <dasticiach a pri ich vz4jomnom pésobeni sa uplatnuju Styri
druhy interakcii - gravita®n4, slabd, elektromagnetick4, silnd, Gravitand
interakcia existuje vo v3etkyech &asticiach. Foton interaguje iba elektromag-
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naticky. Leptony interagujui navzdjom a s inymi Sasticami slabo a tie, ktoré
maji elektricky néboj, aj elektromagneticky. Hadrony interagujd silno, slabo
aj elektromagneticky, ale prevléda silnd interekcia,

Vlastnosti elementirnych &astic sd sp#té s interakciami, ktoré sa pri nich
uplatnujy, a s vliastnostami symetrie priestoru a &asu. Tieto sa vo vlastnos-
tiach %astfc presadzuju pomocou zdkonov zachovania urditych fyzikdlnych veli-
&fn. Ka%dej transformdcii (podYa Noetherovej vety), pri ktorej si pohybové
rovnice daného fyzik4lneho systému invariantné, prisldcha urlitd velilina,
pre ktord plati zdkon zachovania.

Ked ﬁéme dva siradné systémy a tie sa navzdjom v homogénnom priestore posu-
nd (translédcia), potom invariantnost vzhladom na tito operdciu symetrie zna-
mend nezdvislost fyzik4lnych z4konov od volby podiatku sidradného systému.
Mo%no dokdzat, %e z invariantnosti popisu prirody vzhTadom na priestorovi
transldciu vyplyva zdkon zachovania hybnosti. '

Invariantnost vzhladom na rotdciu suradného systému voli inému sdradnému sys-
tému v izotropnom priestore znamend nezdvislost fyzikdlnych zdkonov od orien-
tdcie sirasdného systému, z &oho moZino dokdzat platnost zdkona zachovenia mo-
mentu hybnosti. '

Balsou opericiou symetrie je transldcia siradného systému v Sase, o znamend
nezdvislost fyzik4lnych zdkonov od volby  t = O, & z toho vyplyva zdkon za~
chovania energie.

Invariantnost vzhladom na transforméciu metriky, &o znamené posﬁnutie nulo-
) -

ngh hodnét skg}érnehq* V a vektorového A elektromagnetického potencidlu

(E=-Vv a B= Vx a), vedie k zdkonu zachovania elektrického néboja.

Invariantnost vzhladom na Lorentzove transformdcie znamend izotropnost &aso=-
priestoru, z &oho vyplyva zdkon zachovania rychlosti taZiska izolovanej su-
stavy,

Zémena identickych Sastic v sustave je dal3ia operdcia symetrie, ktord vedie
k zédkonu gzachovania charakteru vlnovej funkcie sustavy. Vlinov4 funkcia mdZe
byt vzhYadom na takito zdmenu symetrickd - -neplati Pauliho princip a sistava
sa riadi Bose-Binsteinovou 3tatistikou, 8lebo antisymetrick4 - pre Zastice
plati Pauliho princip & sdstava sa- riadi Fermi-Diracovou Jtatistikou. Tento
zdkon sa nazyva aj zdkon zachovania- typu 3tatistiky (napr. jedrdé s pérnym
hmotnostnym &fslom A su Boseho a s nepdrnym A s8d Fermiho &astice, Pri

- jadrovych reakcidch sa typ ¥tatistiky musi zachovévat, pozri obr. 10.41).

Zékony zachovania baryonového tfsla B a‘lepténOGYch ¢fsiel L a M s8d
Jediné so zdkladnych zdkonov zachovamis, -8 ktorymi nie je spojend Ziadna zné-
ma operdcia symetrie. Baryonové &islo B = 1 majui v3etky baryény, B = -1 an-
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tibaryony @ B = O vetky ostatné Zastice. Leptdnové ¥fslo L =1 majd
elektrdn a neutrino (¥,), L = -1 ich antiZastice a L =0 v3etky ostatné
dastice, Lapténovo gfslo M =1 maji p mezon a neutrino (%P)’ M= -1 ich
antidastice a "M = O - v3etky ostatné Castice.

Dalsou operdciou symetrie je inverzia v priestore, t.j. zdmena -x za Xx;

-y za y & =z za 2z. Z invariantnosti vzhladom na tito operdciu vyply¥va
zdkon zachovania parity. O vlnovej funkcii y(x,y,2z), ktord pri priestoro-
vej inverzii nemen{ znamienko VY(x,y,8) = ‘Y(fx,-y,-z) hovorime, %e m& pdr-
nu paritu P = +1, a ktord men{ znemienko, mé nepirnu paritu P = -1 (napr.
sin x = -sin(-x), teda P = -1, ale cos x = cos(~x) m4 P = +1). KaZd4 ele-
mentdrna Sastica md svoju paritu & parita sidistavy, napr. at6m, Je sulinom pa-
rity vlinovej funkcie, ktord popisuje suradnice fastic sistavy a vlastnych pa-
rit samotnych &astic, Zachovanie_périty Jje v¥razom symetrie priestoru vzhla-
dom na inverziu, %o znamend nezivislost fyzikdlnych zdkonov od toho, &i pri-
rodné javy popisujeme v Yavoto¥ivom alebo pravotolivom suradnom systéme., Zé-
kon zachovania parity plat{ len pre silmi a elektromagnetickd interakciu,ne=-
plati pre slaby interakciu (d8kaz neplatnosti, %e neutrina maji len lavotodi-
vy spinovy moment hybnosti a antineutrina maju len pravotolivy moment hybnos-
“ti).

Okrem priestorovej parity existujy eSte dve iné parity -~ asov4 parita T a
ndbojovd parita C, ktoré charakterizuji vlnovi funkciu pri zdmene t 2za

- t, resp. &astice za antiasticu., Zdmena ¢t za -t Jje inverzia &asu a to-
mu odpovedd zachovanie Sasovej parity, &o znamend, %e ak plat{ symetria
vzhladom na inverziu %asu, nemoZno pozorovanim stanovit, &i pohybovy§ obraz
udalosti plynie dopredu alebo ap&ﬂ. Aj pr1 éasovea parite bolo dokézané po-
rudenie jej zachovania (rozpad K2 mezénu na &* a %~ mezdny).

Opericia symetrie, ktord odpoved4 zachovaniu ndbojovej parity C, je nédbojo-
vérzdruzenie, 8o je zdmena ka%dej Zastice za jej antilasticu. Ani tdto pari-
ta, podobne ako priestorov4, sa nezachovdva pri slabych interakcidch.

Hoci ka%d4 zo spominangch parit, C, P, T, nemd vS8eobecnd platnost zachova-
nia, existuju ddvody, %e ich si¥in CPT sa vidy zachovdva. Zdkon zachovania
-CPT 2znamend, %e ku ka¥dému procesu existuje zrkadlovo prevriteny procos vo
svete antlhmoty, ktory m4 obrateny Zasovy priebeh.

- S nébo jovym zdruienim ako operdciou aymetrie sivisf aj zdkon zachovania po-
divnosti S. VeliZina podivnost bola zavedend na vysvetlenie niektorych
vlastnost{ elementérnych Sastic: niektoré taﬁké elementdrne fastice sa rog-

- paddvaji na Tah3ie s emisiou gama fotdnov, kym niektoré iné &astice nepod-
liehaji rozpadom zdanlivo rovnako dobre moZnym, niektoré &astice (tzv. po-
divné Zastice) porudujd vseobecny poznatok, %e prirodné fyzikdlne prbceay,
ktoré uvornuju velké mnoZstvd energie, prebiehaju rychlejsie ako procesy,
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ktoré uvolnuji malé mnoistvo energie, podivné fastice nikdy nevznikaji jed-
notlivo, ale vidy po dve alebo viac naraz, V tab. 10.2 je ku kaZdej Zastici
uvedend hodnota podivnosti. Podivnost sa nezachovdva pri slabych interak-
cidch, ale md%e sa menit len o AS = 21, sudet podivnosti S a baryonového
%isla B ddva dalZiu veli&inu -~ hyperndboj Y = S + B.

Dalsia validina, ktord sa zavédza na rozliSenie elementdrnych &dastic vo vni-
tri samotnych skupin, je tzv, izotopicky spin alebo len izospin I, V tab.
10.2 su skupiny &astic, ktoré majd takmer rovnakyd hmotnost & interakéné
vlastnosti. Tieto skuﬁiny sa nazfvaju multiplety (napr. pidny tvoria triplet
T, 2°, ﬁ+, nukleony tvoria dublet p, n). Zlo¥ky multipletu mo¥no chépat
tak, ako keby reprezentovali rézne nédbojové stavy jednej zdkladnej &Eastice,
Izospin I charakterizuje multiplet podla poftu ndbojovich stavov tak, Ze
multiplicita je rovnd 2I + 1, Pre singlet je izospin (21 + 1 = 1) I = O, pre
dublet (2I + 1 = 2) I = 1/2, pre triplet (2I + 1 = 3) I = 1. Matematick4d
analogia so Stiepenim stavov momentu hybnosti (priestorové kvantovanie)

8 kvantovym &islom 1 na 2 1 + | podstavov viedla k nesprévnemu qézvu.

V zhode 8 touto gnal&giou mb%eme 8i izospin predstavit ako vektor I v prie-
store izotopickgch spinov, ktorého priemet do osi ndboja oznadujeme Ip.
Hodnoty Ip 8d «I, =(I-1), seey Oy aee, ‘I-l), I (napr. pre I =1 je
Ip=-1,o, 1, pre I=1/2 je I._ = 1/2, -1/2 pre I = 0 je

I, = 0). Néboj mezonu a barydnu vypoditame podla vztahu

Q= e[_IP # (1/2) B + (1/2) s,] (10.160)

Pre proton je ,Ip =1/2 a Q=e [1/2 + (1/2) . v+ (1/2) , 0:]= e. Pre
neutron je I_ = -1/2, takfe Q = 0. Zdkon zachovania izospinu I plat{ len
pri eilngch interekcidch. Operdciou symetrie, z ktorej vyplyva tento zdkon,
je elektricky ndboj, lebo ndbojové nezéviqlPSf silnej interakcie znamend ne-
zdvislost tejto interakcie od orientd4cie I v priestore izotopickych spinov.

Zékon zachovania priemetu izospinu I_ plat{ pri silnfch a elektromagnetic-
kyeh interakcidch. Tento zdkon suvisi s nébojovym zdruZenim ako operdciou sy-
metrie,



11. Fyzika pevnych latok

11.1 STRUKTURA PEVNYCH LATOK

Na rozdiel od kvapalin a plynov v pevnych ldtkach stavebné prvky (atémy, io-
.ny a molekuly) nemenia svoje vzdjomné vzdialenosti (ak neberieme do uvahy ich
kmitanie okolo rovnovéinej polohy). Pri&inou toho je vhiSia vizbovd energia
(mensia potencidlna energia), ako je kinetick4d enarg1a jednotlivych staveb-

nych prvkov,

V#&%ina pevnfch 1dtok s 14tky kryStalické, ich atomy, iony alebo molekuly vy~
tvdrajd pravidelné, periodicky sa opakujice dtvary. Hovorime, Ze tieto l4tky
maji dalekodosahové usporiadanie (usporiadanie na velkd vzdialenost). Niekto-
ré 14tky, ako je napr. sklo, aafalt a vA¥3ina plastickfch 14tok, nemajd uspo-
riadenie na velkd vzdialenost, ale iba na mald a nazyvame ich amorfhymi l4tka~
mi. MoZmo ich chdpat ako podchladené kvapaliny, ktorych tuhost je d8sledkom
velmi velkej viskozity. Kysli¥nik bority (820 ) mb6%e existovat s usporiada-
nim na veYky vzdialenost - kry3talick4 forma alebo 8 usporiadanim na krétku
vzdialenost -~ amorfnd forma.

Kvapaliny sa obvykle pova%ujy za bliZ3ie plynom ako pevnym ldtkem. Majui v3ak
aj doat spolo¥nfch vlastnosti s pevnymi ldtkemi, ako je'hapr. hustota, nestla-
giteTnost., Na zdklade difrakcie rdntgenovych ld¥ov sa ukdzalo, Ze kvapéliny,
tak ako amorfné ldtky majd krdtkodosahové usporiadanie (napr. pri vode tégne
nad 0 °C). Existuju aj tzv. kvapalné krystdly (napr. p - azoxyenizol pri tep-
lotdch nad bodom tavenia - 116 °C do 135 °C; jeho bretiahnuté molekuly, aj

ked sa mdZu volne pohybovat, zostévajd navzidjom rovnobefné a vytvdrajui tak
anizotropnd kvapalinu), pri ktorych sa pozoruje tzv. dvojlom, tak ako pri
kryStalickych ldtkach,

Pri ochladzovani kvepaliny sa pri urditej teplote zaZinaju vyskytovat malé
krystdliky - jadrd (zdrodky), ktoré sa stdle zvii&uju, a% sa celd kvapalina
premeni na kryStalickd ldtku. Zérodky sa méZu objavovat samovolne, alebo ich -
funkciu m8%u prebrat drobné nedistoty. Ze urditfch podmienock, ak je kvapali-
na ¥ist4, mo¥no ju podchladit pod bod tuhnutia bez toho, aby kry3talizovala.
Takdto kvapalina je'nestabilné a bude krystalizovat na akjkol'vek maly vnitor-
n¥ popud, ale v niektorjch pripadoch za¥ne tuhnit ako l4tka s krédtkodosaho-
vym usporiadanim, lebo viskozita pri zniZenej teplote je takd velkd, %e mole~
kuly sa uZ nem8Zu prgmieetﬁovaf, aby vytvdrali krystalicky l4tku. Takdto
amorfné l4tka je teda metastabilnd, lebo jej vnitornd energia, (potencidlna)
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by sa zni¥ila, keby ldtka pri tejto teplote kryZtalizovala. Z takého metasta-
bilného stavu sa l4tka do stavu krystalického dostdva tak pomely, %e prektic-
ky vobec nekry3talizuje. Pri zachovalych starjch predmetoch zo skla sa zisti-
lo, %e sklo kry&talizowvalo.

Bod tuhnutia krystalickych ldtok je velmi ostry a prechod od kry3talickej
14tky ku kvapalnej prebieha hromednym rozrulenim vézieb na rozdiel od amorf-
nych, kde fdzcvy prechod nie je pri ur¥itej teplote, ale v dost Birokom tep-
lotnom intervale, Z hladiska mikroskopického sa to vysvetluje tek, Ze pri
kryStalickych l4tkach v3etky v#zbové sily (ich velkost) medzi atomesmi, ionmi
alebo molekulami s takmer rovnaké, ale pri amorfnych ldtkach sd vHzbové sily
rézne, Pri zahrieveni amorfnych ldtok sa najprv rozruduji najslabdie viézby a
dalsie postupne so zvySovanim teploty zahrievania.

11.2 VRZBY V PEVNYCH LATKACH

V pevnych ldtkach sui jednotlivé atomy, iony alebo molekuly navzdjom viazand.
Vizby sd elektronového pbvodu. PodYa usporiadania elektronov okolo staveb-
nfch prvkov 1l4tky rozozndvame rézne druhy vizby.

a) Idnovd vHgzba

Takdto vézba (obr. 11.1) vznik4 pri interakcii atdmov s malou 1oniza6nou
energiou s atomemi, ktoré majd velky elektronovd afinitu (to - je energia, kto-
rd sa uvolni, ked sa prids jeden elektron k danému atomu prvku; je tym vHd-
dia, &im silnejdie je viazany tento pridany elektron). Teda atdmy z prvej
skupiny s atomami siedmej skupiny periodickej sustavy prvkov vytvédraji mole-
kuly touto vlizbou. Vyskytuje sa v molekuldch medzi atomami (idnmi), ale aj

ZAPORNY 106N

Obr. 11,1

medzi idnmi v kry3talickych ldtkach. Atomy prvého typu odovzdaaﬁ elektrony
atomom druhého typu. Takto vznikajd kladné, resp. zdporné 1ony, ktoré sa na-
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vz4jom elektrostaticky pritahujd. Typickym prikladom idnového kry¥tdlu je
' NaCl.. Ionové pevné ldtky sa vyznaluji velkou tvrdostou, maji vysoky bod ta-
- venia, su rozpustné v polérnych kvapalinich, eko Je voda:

Energia vizby medzi idnmi v kry3t4li je v#&3ia (idn v kry3tdli interaguje so
vietkymi ostatnymi ionmi a nielen a-jednjm idnom opalnej polarity), ako je
energia vizby medzi idnmi, ktoré tvoria molekulu. Pri kry¥tdli NaCl je ener-
gia vézby prepoditand na jeden atom W, = 3,22 eV/atom a u molekuly v,

= 2,1 eV/atom.

b) Kovalentnd vizba
Vézba medzi dvoma atdmemi je sprostredkovend dvoma elektronmi, ktoré su

v priestore medzi nimi (obr. 11.2). Na rozdiel od ionovej vHdzby, kde elek-
tron je viazany jednym z atomov, pri kovalentnej vizbe kaZdy atom prispieva

Obr, 11.2

k vizbe 8 infm atdmom jednym elektrénom. Tento elektron spolu s elektronom
od druhého atomu je sdSasne viazan} na oba atomy. Typickym predstaviteXom
kovalentného kry$tdlu je diamant. Tu sa atdm uhlika usiluje zaplnit valenZ-
nd podsféru (2p) pribratim 3tyroch elektrdnov k svojim dvom. Kovalentné kry3-
t4ly sd veImi tvrdé (diamant je najtvrddia znédma 14tka), maju vysoky bod ta-
venia, sui nerozpustné takmer vo vdetkych rozpﬂ!tadléch. Energia v#zby pre
dismant je W, = 7,4 eV/atom.

'Niektoré pevné 1l4tky majd vagby zmiedaného typu - kovalentnd aj ionovi.

+

' ¢) Vézba Van der Waalsovymi silami

Vietky atomy aj molekuly (vrdtane inertnych plynov) majd schopnost navzdjom
sa pritahovat. Toto vzdjomné pritahovenie je krdtkeho dosahu a pomerne sla-
bé. Jeho pri&inou-ss Van der Waalsove sily, ktoré su zodpovedné za kondenzd-
ciu plynov na kvapaliny, tuhnutie kvapalin na pevné ldtky, ako aj trenie,

povrchové napiitie, viskozitu, adhéziu, sddrinost a iné.

Van der Waglsove 8ily sa prejavia iba #tedy, ked si dve molekuly velmi bl{z«
ko seba (velkoat sily je umerné r'7, ked vzdislenost molekdyl je 1r). Poldr-
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ne molekuly, napr. voda, majd stdly elektricky dipdlovy moment a pritahujud
sa navzdjom vidy opadnymi koncami dipélu. Poldrna molakula mdZe pritahovat
6j molekuly nepol4rns tym, Ze elektrické pole poldrnej molekuly indukuje

v nepolédrnej molekule elektricky dipolovy moment s rovnakou orient4ciou a -
sledkom je prita?liv4 sila medzi nimi. Van der Waalsove sily p8sobia medzi
v3etkymi molekulami, teda aj medzi tymi, ktoré nemaju dipdlovy moment v izo-
lovanom stave. Vysvetluje sa to tym, %e v kaZdom okamihu rozloZenie elektrd-
nov je nesymetrické (aj ked v priemere aymetrické je) a mé teda dipolovy mo-
ment, ktory sa meni tak, Ze stredné hodnota pe = 0, Strednd hodnota Stvorca
elektrickéno dipolového momentu p nie je v3ak nula, ale m4 kone¥nd hodno-
tu, '
PolarizovateInost o vo vztahu p -a(E (pozri 6.2.4) a ;2 maji porovna-
telné hodnoty pre v#dsinu molekul. Tym mo¥no vysvetlit, prefo hustots a vy-
parné tepld kvapalin majui hodnoty nie velmi odlidné,

Kry3t4ly viazané Van der Waalsovymi silami -~ molekuldrne krystdly (obr.t1.3)
maji v3eobecne nizky bod tavenia a varu, mald mechanickd pevnost a sd roz-
pustné v kovalentnych kvaepalindch (napr. benzin). Predstavitelom takého kry3-
t4lu js napr. CH4 - metdn, Jeho vizbov4 energia je W, = 0,1 eV/atom, bod
tavenia - 183 °c, ' ' : '

- okAMInE ROZLOZENIE
BOJOV V MO\.EKULE

Obr. 11.3

d) Vodikov4 vHzba

Niektoré zliZeniny, predov3etkym voda, maju napriek olakédvaniu omnoho vy33{
bod varu a bod tavenia ako zlud&eniny podobného typu. Sily medzi molekulami‘
Hy0 (aj NH,, HF) sl v#¥3ie ako Van der Waalsove; ale slab&ie ako v ignovej
alebo kovalentnej viézbe a su désledkom tzv, vodikovej v#zby. Napr. pri vode
kyslik viaZe na seba vodik tak, %e velen&ny elektrdn vodika patrd takmet vy~
lu¥ne jemu, kym jadro vodika (protdn) zostdva takmer netienené (holé). éty-
ri valen&né elektrony kyslika sd usporiadané tak, %e dva z nich aprostredku— '
Jud vézbu s dvoma atomami vodika (spolu tvoria molekulu H 0) a dal3ie dva
zase via¥u jadrd atdomov vodika inych dvoch molekul vody (obr..11 4). Takleto
zase dva elektrony (presnejsie povedand: ich orbity, t.j. priestor vfskytu
elektrdnu, popfsany jeho vinovou funkciou) ingch dvoch molekul vody sa na-
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viaZu na dve jadrd atomov vodika. Molekula vody mbZe teda tvorit vodikové
vldgby s inymi 3tyrmi molekuleami vody. V kvapalnom stave sy tieto viizby usta-
vi&ne rulené a'vytvérané zase nové v ddsledku tepelného pohybu molekdl. Na-
priek tomu sa molekuly v kaZdom okamihu zdruZuju do malych skupiniek (krdtko-
dosahové usporiadanie). V pevnej féze sa tieto skupinky rozrastajui na velké a
stabilné dtvary, ktoré tvoria Yadové kry3tdly.

ay

+

R
o, _%Q

Preto%e v kvapalnom stave ad molekulové skupinky menSie, lebo sd menej sta-
bilné a molekuly si viacej natesnené ako v pevnom stave, hustota vody je vHi-
8ia ako hustota Yadu., Hustota vody rastie do 4 °C, kedy sa skupinky molekul
drobia na men3ie a zaberaju men3i priestor. A% pri vySe 4 °c sa za¥tna preja-
vovat normdlna teplotnd rozpinavost a hustota vody klesd s rasticou teplotou.

e) Kovovd vizba

Teoria vlzby v kovoch medzi stavebnymi jednotkami spo&iva v predstave, Ze va-
len¥né elektrony su spolofné pre vdetky atomy v krydtsli (obr. 11.5)., Volné

Obr. 11l. 5

elektrony vo forme elektrdnového plynu vyplhaju priestor medzi kladnymi idn-
mi a interakciou s nimi vytvédraji velké sudriné sily. Pritomnost volnfch elek-
tronov dobre vysvetl'uje elektrickuy vodivost, vedenie tepla, nepriehXadnost,
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povrchovy lesk a iné vlastnosti kovov, Elektrony sy volné len do urditej
miery, lebo ich pohyb vo vnuitri Je ovplyynoveny ostatnymi pritomnymi Zasti-

cami,

Atdmy kovov mé%u tvorit vzdjomnou vézbou krystdly neohranilenych rozmerov,
lebo na kovovd vézbu sa mé%eme pozerat ako na kovalentnd nenasytend vizbu.
Napr. pri molekule vodika H, je kovalentnd vizba, lebo obidva elektrony sud
spolo&né len obidvom atomom vodika, pretofe v zdkladnej sfére 1s mbZu byt
len dva elektrony s opalnymi spinmi; takto si atomy vodika navz4jom vypomdha-
j4 pri zeplnenf sféry. Dals{ elektron u% podla.Pauliho principu nemé%e byt
vo sfére 1s a hovorime, %e vHzba je nasytend. Najbli%sia podsféra 28 je
u¥ energeticky dost vzdialmé (~ 10 eV) a elektrdon v tejto podsfére k jadru
~u¥f nie je viazany. Molekula Hy nemd%e teda vzniknuit., Pri 1lftiu, ktoré je
tief v prvej skupine periodickej sustavy prvkov (mé4 jeden valeniny elektron

- v podsfére 28), je situdcia ind. Energeticky rozdiel medzi podsférami 2s a
2p Je maly;takﬁe md%e vzniknit aj molekula Li3, ktord je tieZ stabilnd, le=-
bo dal3f tret{ elektrdn je sice v inej podsfére (lep3ie povedané vdetky tri
elektrony zaplnaju podsféru 1s a &ast podsféry 2s, kde mbéZe byt af 6 elek-
tronov), ale v tej istej sfére L. Atdmy 1ftia sa md%u spdjat v krystdly

v necbmedzenom po¥te, lebo ich vzdjomnd viézba nie je nasytend, tak ako aj

v ostatnych kovoch,

Jednym z dbsledkov nenasytenej povahy kovovej vizby je mald pevnost kovov

v porovnani s kry3tdlmi, ktoré majyi nasytenud idnovy alebo kovalentnd vézbu.
Daji sa dobre deformovat, pretoZe kovy nemajd uréité lokalizované vlzby me-
dzi susednymi atomami (ionmi), aké sd v kovalentnych kryStdloch, ani strie-
danie kladnych a zdpornych idnov. MoZno teda menit polohové usporisdanie atd-
mov kovu bez toho, aby sa kry3td4l porusil. Z tohto dévodu vlastnosti zmesi
réznych kovovych atomov velmi nezdvisia od ich pomerného zastipenia (ak ato-
my majd zhruba rovnaké rozmery) ako pri idnovych alebo kovalentnych pevnych
l4tkach,

Tek ako pri v3etkych pevnjych ldtkach, aj v kovoch dr¥ia atomy pohromade pre=-
to, %e ich celkovd energia je men3ia, ked su viazané, ako ked sy samostatnéd,
voIné, ZniZenie celkovej energie je spbsobené tym, Ze iony sd v kry3tdli
blizko seba, a tym aj valen®né elektrony sd. bli%3ie k jadru a maji mendiu
potencidlnu energiu, &oho d8sledkom je kovov4 vizba medzi atomami.

Kym potenciélha energia elektronov v kry3tdli je men3¥ia, ich kinetick4 ener-
gia je zase v#éi3ia ako v samostatnych atdmoch. VoIné elektrony v kove tvoria
Jjednotny systém, pre ktory tie% plati Pauliho princip. Ka%dy elektron z toh-
to systému voInych elektronov musi byt v inom kvantovom stave a najviac dva
elektrony m8%u byt na jednej energetickej hladine. Keby mali elektrdny obsa-
dzovat energetické hladiny tak ako v izolov§nom atéme, ich potencidlna ener-
gia by sa zvy3ovala, a? by sa rozpadla celd kry3talickd Struktdra, Samozre j-
me, Ze skutofnost je ind, lebo vzdjomné interekcie atomov v kry3tdli pozme-



- 254 -
nie ich valen&né energetické hladiny tak, Ze vzniké takmer spojity pés ener-
gif, lebo sa skladd z tolkych energetickych hladin, kolko je valenZnych ener=-
getickych hladin vo vSetkych atdmoch v krySt4li, Volné elektrony meji podla
toho kineticku energiu od nuly a%¥ po urditd maximdlnu hodnotu eF, ktord nazy-
vame Fermiho energiou. Napr., pri litiu je &g = 4,72 eV a strednd hodnota ki-
netickej energie volnych elektronov je 2,8 eV, Rozdelenie energie volnych
elektronov v kove mb%eme popisovat Fermi-Diracovou rozdelovacou funkciou
(10.87).,

V pevngch ldtkach sa m8%e vyskytovat aj viac typov vézieb sifasne., Stavebnd
jednotka md%e byt spojend jednym typom vizieb a iny typ drZi{ pohromade staveb-
né jednotky, ktoré vytvdraji pevnu ldtku. Pri uhliku (grafit) sd napr. jednot-
livé vrstvy ako stavebné jednotky spdijené slabymi Van der Waalsovymi silami,
ale vo vnutri vrstvy je silnd v#zba, &iastofne kovalentnd, &iastodne kovovi.
Vrstvy grafitu sa mb%u preto navzdjom lahko posuvat, Tahko sa odlupujd, o
spésobuje, Ze grafit m4 vyborné mazacie vlastnosti., Stavebnui jednotku metdnu
CH, dr%{ spolu kovalentnd viézba, ale jednotlivé molekuly su spdjené Van der
Waalsovymi silemi. :

11,3 KRYSTALICKA STRUKTURA

Vieme, Ze pevné l4tky mé%u mat kry3talickd alebo amorfni formu. ViEZina pev-
nych 14tok kry3talickej povahy je tvorend zhlukom drobnych krydtdlov, ktoré
maju periodicky usporiadané atomy. Takéto l4tky nazyvame polykry3talickymi.
Ked je kry3talickd 1l4tka tvorend jednym kry3t4lom, hovorime o monokry3téli.
Vliastnosti polykry3talickych l4tok nemusia byt rovneké ako pri monokry3té-
loch, aj ked maju rovnaké stavebné Jednotky.

Ka%dy typ krystdlu mdZeme poskladat pomocou tzv. elementdrnej bunky jej opa-
kovanou transldiciou v trojrozmernom priestore, obr. 11,6, pozdl% kryStalo-
grafickych osi. 1, 2, 3. Elementdrne bunky delime do 14 kategérii, ktoré od-
povedajui 14 rdznym priestorovym Bravaisovym mrieZkam, obr. 11.7. Podla uspo-
riadania stavebnych jednotiek v elementdrnej bunke rozoznévame sedem kry3ta-
lografickych sdstav (niekedy sa trigondlna a hexagondlna kryétalbgréfické
sistava vy3etruje spolo¥ne ako jedna), o

Pre kaZdd elementdrnu bunku existuje rad periodickych usporiadani rOznej sy~
metrie. Pofet moZnost{ usporiadania len podla symetrie je 230. Z tychto mo%-
nost{ sa v kry3tdloch vyskytuju iba niektor§,



- 255 -

Obr. 11.6

Takéto usporiadania m8%u splnit len dokonalé kry3tdly, ktoré sa v prirode ani
nevyskytuji. Samotné stavebnéd jednotky kmitajui okolo rovnovdZnej polohy (te-
pelné kmity), a tym sa menia vzdjomné vzdialenosti, Tito poruchu v kry3t4li
mo¥no popisat a jej vplyv obmedzit, tak%e rovnovd¥ne polohy mb%eme popisovat
pomocou dokonalej mrie¥ky. HorZie ad tzv., bodové poruchy a &Ziarové poruchy.
Bodové poruchy delime na tri zdkladné druhy: vakancie (v uzloch kryZtalicke]j
mrie¥ky chybaju niektoré atomy), intersticie (niektoré atdmy sa nachadzaju

v polohe medzi uzlami mrie2ky) a nedistoty (obsadenie uzlov v mrieZ?ke cudzim
atomom). Uzlom sa mysli pravidelny bod mrieZky. V ionovych kryS3tidloch bodové
poruchy musia byt také, aby bol kry3t4l elektricky neutrdlny. Ked sa v idno-
vom kry3t4li sulasne vyekytuje vakancia kladného aj zdporného idonu, takd po-
ruchu nazjveme Schottkyho poruchou. Ked je su¥esny vyskyt kladného idnu v in-
tersticidlnej (medziuzlovej) polohe a vakancia na mieste zdporného idnu - je
to Frenkelova porucha,

Ind moZnost bodovej poruchy interstfcia - vakancia, ktord zachovdva neutrali-
tu, je zdporny ion v medziuzlovej polohe, ale tdto sa vyskytuje len zriedka,
preto%e zdporné idny byvaju oby¥ajne vaiSie ako kladné iony, a tym je men3ia
pravdepodobnost ich vyskytu medzi uzlami. Porucha piru kladny - zdporn§ idn
v intersticidlnej polohe sa v podstate nevyskytuje.

Dislokdcie, patriace pod Ziarové poruchy, delime na dva zdkladné typy:

a) hranovd dislok4cia, ktord si mo%no predstavit ako vysledok odstrdnenia
Basti jednej vrstvy atdmov a nasledujiceho prispbsobenia sa kry3tdlu;

b) skrutkovd dislokécia - mb%eme 8i' ju predstavit tek, ako keby sme urobili
rez dokonalého kry3tdlu do urditej hibky a potom celd mrieZku na jednej
strane rezu posunuli vo&i druhej strane. Atomy sa okolo takejto dislokdcie
pirdlovite vind.,

Okrem bodovych a &iarovych pordch sa v redlnych kry3talickych-l4tkach vysky-
tujui trojrozmerné (objemové) poruchy, ktoré ¥asto nadobiddaji rozmery, znadne
prevy3ujice medziatdmevi vzdislenost v mrieke, Patria sem predovietkym pre-
cipitd4ty - zluleniny, vznikajuce vdake pritomnosti neéist8t, resp. primesi,
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pripadne oblasti inej fézy, tvoriacej sa v materidli; vtriseniny, ktoré sa
dostand do materidlu pri tuhnuti a zhluky vakancif, vytvédrajice pory.

11.4 MS6LovE TEPLL PEVNYCH LATOK

Pri vyklade mdlovych tepiel na zdklade molekuldrno-kinetickej teorie (pozri
5.6) sme pri#li k zdveru, %e molové teplo pevnych ldtok (pri kondtantnom ob-
jeme) Je

Cg =3 R . (11.1)
To skutolne plati pre vié&sinu pevnych ldtok pri izbovej alebo vysdej teplote.
Pri teplote blizkej O K vo vietkjch pevnych ldtkach (v niektorych aj pri
izbovej teplote) je molové teplo men¥iea ako 3 R a je funkciou teploty (obr.
11.8). Vztah (11.1) nie je teda v3eobacny, preto treba ndjst tsku funkinu zé-

vislost Cy (T), ktord by platila vZeobecne pre vietky pevné latky pri akej-
kolvek -teplote.

< [ane?da

2] OoLovo HUNIK KREMIK

UHLUK (DIAMANT)

1 A 1 i 1 4

200 40 600 800 4000 1200

Obr. 11.8

U%Z Einstein (roku 1907) zistil, %e pri odvodeni vztahu (11.1) sa robf éhyba,
xed sa uvaiuje s tym, Ze gtrednd energia na jeden oscildtor v pevnej l4tke
Je kT, T4 istd chyba spBsobila, %e Rayleigh-Jeansov zdkon (9,25b) tie% ne-
platf v celej oblasti tepldt. Bolo treba predpokladat, %e energia osciléto-
ra nie je spojité spektrum, ale kvantované po kvantd4ch hV. Strednd energia
kvantového oscilédtora je urdend vztahom (9.30)
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@ nie W=k T ako predpokladd klasickd fyzika.

(11.2)

W(T) =

ktom mb8%e kmitat v pevnej ldtke tak, Ze jeho kmity mbZeme rozloZit do troch
tartézskych osf, teda md%e byt reprezentoveny tromi harmonickymi kvantovymi
éscildtormi. Vnitornd energia pevnej 1l4tky ldtkového mnoZstva n potom je

- 3nhy
U(T) =3 n W(T) = (11.3)

hy )*
oxp(-—- -1
xT

iglové teplo jd podYa defini&ného vztahu

1 d4u

Y n ar ‘

Ked do vztahu (11.4) dosadime vztah (11.3), dostaneme tzv. Einsteinov vztah

pre mdlové teplo
()
ax —
hy 2 P\ /.

M PR

Podla tohto vztshu C,—>0 pre T-—>0, %o je v zhode s experimentdlnymi
vysledkami a pre vysoké teploiy Je Cy = 3 R, Neplati celkom presne pre naj-
ni%Sie teploty. Einstien predpokladal, %e kmity atdmov su rovnaké v celej
- pevnej ldtke a nie sd ovplyvihované inymi - susednymi atomami. Aby sa zapo¥f{-
tala aj interakcia so susednymi a;émami,‘Debye (roku 1912) povaZuje pevnu
14tku za spojité elastické teleso. Vnitornd energia pevnej ldtky potom spo-
&iva v stojatych elastickych vindch s frekvenciou Yy = O a% po maximédlnu
hodnotu V.., ktord nie Je nekonednd, aby ldtka nemala nekonefne velXkd vni-
tornd energiu, lebo by sa musela rozpadnit. Nemd zmysel uvaZovat aj tie vl-
ny, ktorfch vinovd dl%ka je mendia, ako je medziatomovd vzdialenost, Aj tie-
to’elastické vlny podobne, ako elektromagnétické vliny v dutine, maJji kvanto-
.vend energiu. Kvantum vibradnej energie v pevnej ldtke sa nazjva fondn a po-
- hybuje sa s rychlostou ziuku, lebo zvukové vlny si v podstate viny elestic-
ké, V pevnej ldtke mdZu existovat dva druhy elastickych vIn: pozdl¥ne, ktoré
sa pohybujui rychlostou vyy 8 prieZne s rychlostou Vo Debye na zdklade ta-
ke jto predstavy dostal vztah pre mélové teplo

(11.5)
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9/T

c(T)=9R[4<£>36f x dax (e) : (11.6)
v ® exp(x) - 1 : T / exp(8/T) - 1 )

kde © je Debyeova (charakteristickd) teplota

(1.7

u? spomf{nand maximélna frekvecnia a x bezrozmernd velilina

9n N, 1/3 hy
Y = ' ’ X = (11.8)

" Lamvasd + 2 ket

max

R je molovd plynové kon3tanta, T - teplota, h - Planckova kon3tanta, k =
Boltzmannova kondtanta, Y- frekvencia elastickych vin, N, - Avogadrova kon-
Btanta, n - l4tkové mnoZstvo a V - objem pevnej 14tky.

C, LLan;Kj
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Obr. ‘109

Na obr. 11.9 je zndzorneny priebeh funkcie C, (11.6) v zdvislosti od
(1/@). Pri hodnote (T/Q) &# 1 sa krivka zadina vyrovndvat a hodnota pre
(/@) =1 je C, = 23,764 J mo1™! K71, o je pribliZne 95 % z maximdlnej .
hodnoty 24,957 J mol™! k™! pri (T/6)—>o. Pre T> 6 sa pevnd l4tka
spréva podla predpokladev klasickej fyziky a mé mélové teplo C, = 3 R, &o
je v zhode so vztahom (11.1). Pri¥inou prechodu od klasického ku kvantové-
mu charaskteru je, %e rozdiel medzi dovolenymi energiami hy je maly v po-
rovnan{ & kT, takZe spektrum vyfiarenej energie vo forme fononov je spo-
jité. Pri nizkych teplotdch, kde hv je velké v porovnani 8 kT, je zne-
mo¥novany vyskyt fondnov s energiou vi&sou, ako je tzv. nulovd energia (po-
zri 9.160) Wb = hy/2, T4to nulovd energia (%o je zdkladny stav kaZidého
kvantového oscildtora) neovplyviuje molové teplo, lebo ked priddme kondtant-
n} &len U, = N hv/2 ku vnitornej energii U, pri parcidlnej derivécii
9U/3T vypadne.
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Hoci Debyeova teoria md svoje prednosti, predsa nemd vdeobecnd platnost
(napr. redlne spektrum nemd éstry zlom pri frekvencii Ypax ako v Dsbyeove]
tedorii), lebo neuvaZuje okrem inych efektov, %e stavebnymi jednotkami krySta-
lickej Struktury mé%u byt nielen atdmy, ale aj molekuly. Atdmy v t¥chto mole-
xuldch tie2 kmitaji, a to treba zahrnit do vypoltu vnitornej energie.

Aj Einstein aj Debye neuvaZuju pritomnost voInych elektronov, ktoré by tie%
mali prispievat k wvnitornej energii. Ked voIné elextrdny uvaZujeme ako elek-
tronovy plyn, podobnf plynu s molekulami, m4 ka%df elektron energiu (3/2)KI.
Prispevok k vnitornej energii od elektrdnov, ked napr. ke?dy atdm prispieva
jednym volnym elektrdnom, je U, = (3/2) NX? a mélové elektronové teplo

by malo byt (3/2)R. Teda pre celd pevnid ldtku by to malo byt C, =3 R+

+ (3/2) R. Toto viak odporuje skutoZnosti. VoIné elektrdony teda neprispieva-
jd x mdlovému teplu pevnej l4tky. Elektrony neméZeme brat ako molekuly, ale
musime pouZit pre ne Fermi-Diracovu 3tatistiku.

Fermi-Diracov rozdelovaci zdkon (10.82) pouZijeme v tvare pre spojité rozde-
lenie energie elektrdnov (%o je prakticky splnené)

g) de
n(g) d¢ = 8 ' (11.9)

exp(®%) exp(&/kT) + 1

g(€) de je poZet moZnfch kvantovfich stavov, ktoré maji elektrony k dispozi-
cii (polet elektrdnov je n(£) d& s energiou medzi &a & + de), Pri O K
elektrony v pevnej l4tke obsadzuji podstatne najniiie energetické hladiny
(vZdy dva elektrdny na jednej energetickej hladine), a% posledny elektron
musi obsadit td najvy3S8iu energeticku hladinu, ktord nazjvame Fermiho ener-
getickou hladinou alebo Fermiho energiou. PouZitim funkcie (11.9) mbZeme
zistit, Ze Fermiho energia &p Je urend vztahom

- e [ ) (11.10
F 2n \88&v 2m om ! . )

kde N  je polet voInych,elektrénov v celom objeme V pevného telesa (kovu).
Podiel N/V je hustota voInfch elektrdnov -4, m, Jje hmotnost elektronu.

Na rozdiel od molekdl v idedlnom plyne; ktoré by pri O K vietky mali ener-
‘giu rovnd nule,velektrény nemaji vd3etky nulovd energiu, ale majd postupne
vy33iu a vy33iu energiu a% do hodnoty bp (napr. pre med je &p = 7,04 aV).

Urenim - g(£) d&, dosadenim do vztahu (11.9) a poufitim vztahu (11.10) dosta-
‘neme: SR ' o : ' -
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3/2) N 673/2 6172 ae
n(g) de = ‘ ‘ (11.11)
oxp [(£- EL)/AT] + 1

%o je spominené rozdelenie energie elektrdnov v kove. Na obr. 11.10 je gra-
ficky zndzorneny priebeh funkcie (11.11),

F n(E)

L.

obr. 11.10

"Teraz si u? méZeme vysvetlit, pre&o voIné elektrony viditelne neprispievaju
k molovému teplu kovu, Hodnota kT pri iibovej teplote je 0,025 eV a pri
1000 K tie% len 0,086 eV. Elektrony, ktoré maji energiu ni%3iu, napr. o 0,5
eV, ako je Fermiho energia, maji mald pravdepodobnost, aby mohli absorbovat
energiu a prechddzat na vys3ie energetické hladiny, lebo tie hladiny, na
ktoré by sa mohli dostat, sd obsadend., Pauliho princip u%f vylu¥uje prisun
dalsich elektronov na Uplne obsadené hladiny. Pri nehrievani pevnej 1l4tky
z{skavajy energiu len tie elektrony, ktoré su hned pod Fermiho hladinou.

Ked na zdklade takejto uvahy urobime vfpofet prispevku volnfch elektrdnov
'k molovému teplu l4tky, dostaneme:

c ! x"-‘(m) R (11.12)'
ve ra .
2 8F

Prispevok tohto elektronového molového tepla je zanedbateIny v Sirokom roz-
- sahu teplét. Uplatnf sa v3ak pri velmi nizkych a pri veIlmi vysokfch teplo-
tdch, kde Cy Je uZ kon3tantné, zatial &o 'Cyq © teplotou stéle rastie.
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11.5 PASMOVA TEGRIA PEVNICH LATOK

V izolovanom atome su energetické hladiny v3etkyjch jeho»elektrénov, teda aj
valeninfch, diskrétne, V kryétalickoj 1l4tke si atomy tesne vedYa seba a na-
vzdjom sa tak ovplyvnujd, %e energetické hladiny elektronov jednotlivych
atomov nie su také iasté ako izolovaného atomu. KryStalickd ldtku chdpeme ako .
Jjeden celok, pre ktory tie%Z plati Pauliho princip. Elektrony, ktoré maju

v izolovanfch atomoch (napr. sodfk) rovnaké energie (si na rovnakjch energe-
tickych hladindch), v krystalickej ldtke u¥ nemd%u mat rovnakd energiu,blebo
v d8sledku vz4jomnej interakcie medzi atomami sa "energetick4d hladina Stie-
pi® a vzniké energetické pésmo. Ked napr. v podsfére 3s izolovaného atomu
Je jedna energetické hledina s dvoma elektronmi s opainymi spinmi, v kry&ta- _
lickej ldtke sa tdto energetickd hladina "roz3tiepi” na tolko podhladin, kol-
ko je atomov v tejto ldtke a vznikd energetické pdsmo. Ked zalneme atomy so-
dfka, ktoré tvoria kry#talickd ldtku, postupne k sebe pribli%ovat z izolova-
ného stavu, hladina sa za¥ne rozdirovat (obr. 11.11) do pdsma. Medziatomové
vzdialenost pre kry3talicky sed{k je 0,367 nm. Cim je podsféra bliisie k jad-
ru, tym menej je ovplyvnovand ostatnymi atomami, a tym uiie je energetické
pdsmo jej elektronov. Medzi pésmami dovolenfch energif si tzv, zakdzené phs-
ma (obr. 11.12). V niektorych pevnjch l4tkach sa mb%u energetické pdsma pre-
kryvat (obr. 11.12b). Energétické pdsma nemusia byt vidy dplne zaplnené
(obr. 11.12a). Kry8td4l sodike mé4 energetické pdsmo 3s len &iastoéne zapl-
nené valendnymi elekironmi, lebo ka%dy atom m4 jeden valendny elektron na
hladine 3s, hoci tam m6%u byt dva.

. Ak kry3tdl sodfka vlo%fime do elektrického pola, elektrony v pédsme 38 zv§-
8ia svoju kineticku energiu, a to sta¥f{ na to, aby mohli prechddzat na vyssie
energetické hladiny, ale vidy v rdmci daného pdsma 38 (obr. 11.12a), V sku-
to¥nosti to znamend, %e elektirony méZu préskékovat od jedného atomu k druhému

O r T ' } :
. 1 u
5? | 22 ’)é" .
3. :
%
RR7ZA\
c (/. A
e‘OL‘ % ‘ ili | |
o 0..3376.5 o0 o
| "a [

Obr. 11.11
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ENERGETICKE PASMA

SA //P/R/E/K/R/Y‘VAUU %

77 ¢ | “ZAKKZANE
oy NANNN N
e =
a b ¢
Obr. 11.12

.

a takto putovat v kryst4li, priZom dochddza k prenosu elektrického néija.
7 tohto d8vodu je sodfk dobrym vodidom elektrického pridu,

Konfigurdcia energetickych pdsiem diamantu (uhlika) je podobnd, ako je sche-
maticky zndzornené na obr. 11.12c. Sirka zakézaného pdsma medzi valen&nym
pdsmom 28, ktoré je celkom zaplnenéd, a vodivostnym pdsmom 3s, ktoré je upl-
ne prizdne, je pribliZne 6 eV. Vo valeninom pédsme sa elektrony nemd%u pohybo-
vat, lebo ani jedna energetickd hladine nie je voInd. Ak sa chcd dostat do
vodivostného pdsma, musia ziskat energiu najmenej 6 eV. Elektron, ktory sa
pohybuje v kry&t4li, nie je Uplne voIny a na svojom putoven{ sa zréZa tak, Ze
v priemere sa raz zrazi na dréhe ~10~8 m, Teda na take jto vzdialenosti musi
byt potencidlny rozdiel 6 V, &o zodpovedd intenzite elektrického pola 6.108
V/m. To je hodnota, ktord je AVIO‘O-krét védsia ako hodnota intenzity pola,
potrebnd na vyvolanie pozorovatelného elektrického pridu v sodiku, Diamant

Je zl¥ vodié elektrického pridu a patri medzi izolanty.

S4 také kry3talické l4tky (Ca, Mg, Zn a iné), ktoré maji sice udplne zaplne-
né valendné pdsmo (napr. pri 2Zn Jje to 4s), ale sa prekryva s prdzdnym vo-
divostnym pddmom (obr., 11,12b), a tak vytvdrajuy jedno vodivostné pdsmo, kde
se elektrony méZu pohybovat & prispievat k elektrickému prudu.

Niektoré kry3talické ldatky maji podobné usporiadanie pdsiem eko diamant (obr.
11.12c), ale ¥irka zakdzaného pésma je menSia, asi 1 eV, napr. pri Ge Je
V,76 eV, pri Si je 1,1 eV, pri B 0,9 eV, pri Se 0,8 eV, pri zlulenindch
PbS Jje (~0,5 a% 1) eV, pri Cu0, Je 1,4 eV. Takito skupinu ldtok nazyvame
vlastnym polovodi&mi. Pri nifzkych teplotdch sd polovodi¥e len o nis¥o lspSie wdi-
Se ako napn diamant, ale pri izbovfch teplotdch je kinetick4 energia tepelného
pdvodu niektorych elektronov u% takd velkd, Ze mb%u preskolit zakdzané pdsmo,
dostat sa do vodivostného pdsma a prispiet k vzniku malého elektrického pridu.
Polovodide majd elektricky odpor %o do velkosti medzi vodidmi & izolantmi,

Odpor polovodifov m8Zeme ovplyvnit réznymi nedistoteami, ktoré zavedieme do |
kry8talickej 3truktury, napr. do kry¥t4lu kremfka atomy prvkov z piatej skupk
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Obr, 11,13

ny perlodlckéJ aistavy prvkov (na obr, 11.13b sd to atomy arzénu). Tieto atd-
my (patri sem aj fosfor, antimon) majd vo svojich vonkaaéich podaférach pit
elektrdnov. Atdm kremfka md len Styri elektrony (382 , 3p ) a je v krystdli
viazanj kovalentnou vlzbou. Ak namiesto atomu kremika ddme atom arzénu, jeho
pat elektronov (452, 4p2) sa rozdeli tak, %e 3tyri budd viazané kovalentnou
vidzbou a piaty bude len slabo (slabdie ako v izolovanom atome) viazany k ma-
terskému atomu (arzénu). Energetické hladiny takychto "prebyto¥nfch" elek=~
trdnov padnd do zakdzaného pdsma tesne pod vodivostné pédsmo kry5tdbu Si a
nazyvame ich donorové hladiny (obr. 11.14a), Elektrony mé%u preskodit do vo-
divostného pdsma pri zi{skanf{ u% pomerne malej energie ( ~ 0,02 eV) a stat sa
nositelmi elektrického prudu.Krydtalickd l4tka, znelistend donormi, sa nazy-
va polovodi& typu n (nositeYom pridu je negativny ndboj).

PRAZDNE PASMO
(VoDIVOSTNE)

DONOROVA HLADINA -¢-¢-0-0-0-
“0-0-0-0-0-

AKCEPTOROVA ﬁkADﬂiA
OBSADEN

(VALENENE) = B

Obr. 11.14

Pri znedisten{ kry3tdlu kremfka atomami prvkov z tretej skupiny periodickej
sustavy prvkov (na obr. 11.13a st to atomy gdlia) - tzv. akceptory (Al, Ga,

- In) v zekdzanom pésme nad valendnym pdsmom vzniknd ekceptorové hladiny (obr.
11, 14b). Akceptory ma ji len tri elektrony vo vonkejifch podsférach (napr.

Ga 4e ’ 4p )e Do kovalentne; v#zby im chyba e3te jeden elektron, po ktorom
zostédva diera, Elektrony, ktoré sd vo valeninom pdsme, teraz u% méZu po zis-
kan{ pomerne malej energle opustit ho a preskolit na akcoptorovy hledinu,.
Elektrony na akceptorovych hladindch k elektrickému pridu neprispievajud,ale
prispievaji k nemu tie elektrdny, ktoré vo valendnom pdsme preskakuju z die-
ry do diery a pribliZujd sa k anode, Na tento proces sa m8Zeme pozerat aj
tak, %e nie elektrony, ale diery vo valen®nom pisme sd pohyblivé a sd pr{&i-
‘nou elektrického pridu. KryStalick4 1étka, znedistend akceptormi, sa nazyva
polovodid typu p (nositeTom prddu je pozitivny ndboj diery).



- 265 -

Na vznik dovolenych a zakdzanych pdsiem sa mbZ%eme pozerat aj 2z iného hla-
diska, ktoré je v tedrii pevnfch 1l4tok uprednostnované. Pohyb elektronu

* v kry3td4li nie je pod d&inkom kon3tantného, ale periodického potenciédlu
(obr. 11.15). Vieme, ¥e potencidlna energia elektronu je tym vi&sia, &im
dalej je od jadra (najvé¥dia je mimo dosah jadra a je nulovd). Volny¥ elek-
tron s hybnostou p mé podla de Broglieho vinovd dl%Zku A= h/p.

Y1

a KLADNE 1ONY

Obr. 11.15
Ak ‘elektron putuje kry3talickou mrieZkou, jeho vlnové dlfka je porovnatelnd
s medziatomovou vzdialenostou (mrieZkovou konStantou) a interaguje s atdoma-
‘mi, podlieha difrakcii ako r#ntgenové 1luZe (pozri (9.41)) alebo &ko elektrino-
vy zvBzok, ktory dopadd zvonku na kry3t4l (pozri (9.56)).

Na rovine, zlo%enej z atomov kubického kry3t&lu (obr. 11.16), vznikd difrek-
cia elektronov, pre ktoré plati:

n) = 2a sin+ n=1,2,3,... ‘ (11,13}

KLADNE 1ONY

o O

o “r o
|

o 5 o
!
-

Obr, 11,16

Vztah (11.13) m8%eme vyjadrit pomocou velkosti vlnového vektora k = 2%/,
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Teda
n¥%

a sind

k = (11.14)

Elektron sa od zvislej roviny odraz{ vtedy, ked je k., =n (#/a) a od ostate
nych rovin, ked je ky = n (£7a) a k, = n (#/a). Ked je X men3ie ako
(%/a) (vlinovd dI%ka A>a), elektron sa neodrd%a a volne prechddza krySté-
lom. V sdradnom systéme k x? ky, k mno%ina koncovych bodov vlnového vekto-
ra k, ak plati ﬁ/a>|k:k>0, tvori tzv, prvﬁ Brillouinovu zonu. Elektrony

z tejto zony nepodliehajd difrakcii. Druhd zdna je mnoZina bodov vektora k,
ak plati W/a<l¥l<2%/a, atd.

Energia elektronu z prvej zony je

p2 n2 k2
W= = (11,1%)
2m 8% m

tak4 ako pre volny elektron. Elektrony z ostatnfch zon u% podliehaju difrak-
cif, teda nie s volné a vztah (11.15) pre ne neplati.

Pri pdsobeni vonkaj3ej sily elektron nereaguje na nu rovneko., Kym jeho ener-

gia je takd, Ze jeho vlnové4 al%ka je visia ako mrie¥kova kbnétenta a, elek-
tron z prvej zony sa sprdva ako volny. Na hranici zdn sa sprdva tak, ako ke-

by mal nulovi hmotnost, nikde neputuje (alsbo inak povedané: elektronové vl-

ny sd stojaté, a nie postupné). Medzi dvoma zonami vznikd v kx, k., k sys-
téme priestor, ktory je pre elektrony zakdzany, &o odpovedd zakézanému oner-
getickému pdsmu. Kry3t4l l4tky nemusi byt len kubicky a smery (kx,ky,kz) .

v kry3t4li v3eobecne nie sd ekvivalentné., V jednom smere pre to isté k modZe
byt zakdzeny priestor, v inom smere dovoleny, v tekomto pripade sa energetic-
ké pdsma mbZfu prekryvat, Na obr. 11.7 je mrieZkovd a pdsmov4 Struktira kremi-
ka pre rdzne smery v kryStdli, Vidime, e existuje urditd emergetickd oblast
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(zakézené pdsmo), v ktorfch nie je moZné redlna hodnota k. 3frka tohto pés-

ma jo W, = 1,08 eV.

Zakrivenie pédsmovej Struktury dzw/dk2 urduje efektivnu hmotnost

n2 (d2W>_1 16
m QT N 11.1
f s
a2\ a?

V pédsmovej $truktire sa vyskytuju viasceré minimd s odli3nym zskrivenim, a
preto v urditom pdsme sa m8%Zu nachddzat nosife ndboja s rozdielnou efektive
nou hmotnostou. Z4pornd efekt{vna hmotnost elektrdnu sa vyskytuje vtedy, ked
elektron m§ vinové &islo, ktoré ho umiestnuje blizko vonkajsej hranice Bril-
louinovej zdny (v pdsmovej teorii je to horné &ast valenného pdsma). Zvé&3e-
nie energie elektronu potom znamend zvidSenie hybnosti odovzdenej ionom .
mrieZky (elektronové vlny podliehaju Braggovmu odrazu, aj ked nie dplnému

ako na hraniciach zony) a jeho hybnost sa zmen3{, %o zodpoved4 zdpornej efek-
tivnej hmotnosti. Elektrdn s kladnou efektivnou hmotnostou je zo spodnej &as-
ti vodivostného pasma, Ldtky s takmer zaplnenym valen®nym pAsmom vedu elek-
tricky prud, hoci elektrony v tejto Zasti pdsma maji zdpornd efektivnu hmot-
nost, MoZno to vysvetlit tak, Ze nositelmi elektrického pridu sd diery, kto-
ré sa sprdavaji tak ako kladné Zastice s kladnou hmotnostou.

Aj v teJrii'vorhych elektronov kovov ziskané vysledky budu viac odpovedat
skuto&nosti, ked zavedieme strednud efektivnu hmotnost na Fermiho hladine,
Farmiho energia potom je :

n2 3N 2/3 )
8F= . (1.7
2 me \8 v :

Podiel mef/m Jje rézny pre jednotlivé kovy. Napr. pre nikel je rovny 28,
pre med 1,01 a pod. Elektronové mélové teplo (11.12) je priamo tmerné Bgps
a teda pre nikel (tieZ platina, kobalt) jeho hodnota je na rozdiel od medi

velk4.,

11.6 POHYB NOSICOV ELEKTRICKEHO NLBOJA

Systém nosi¥ov ndboja je v pevnej ldtke bez p8sobenia vonkaj3ieho vplyvu

v tepelnej rovnovdhe, pri ktorej sa nastavi ur&ité rovnovi?ne rozdelenie no-
si¥ov elektrického ndboja. V tomto stave sa navonok neprejavuje Ziaden vy-
sledny prenos ndbojov. Pdsobenim vonkajdfch rudivych vplyvov, ako Je napr.
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posobenie elektrického a magnetického pola, teplotny gradient, oZiarenie,
mechanické namdhanie, sa rozdelenie nibojov porus{ a ziskeme porusend rozde-
Tovaciu funkciu. S porusenym rozdelenim nosifov ndboja si spojené niektoré

charakteristické pripady.

11,6, Fyzikdlne javy na povrc¢chu
a rozhrant pevnych 14tok

Povrch kry3talickej 14tky je silné poru3enie pravidelnosti stavby kry3telic-
ke j mfieZky tejto l4tky. Povrchovému atdmu chyba jeden susedny atom a jeden

z jeho valen&nych elektronov (pri kovalentnfch kryStdloch) neprispieva k viz-
be, je viazany volnej¥ie k svojmu atomu, ktory sa usiluje vytvorit chybajui=-
cu vézbu a prijat do nej elektron chybajuceho suseda. Désledkom toho je, Ze
povrchovy atom vytvor{ vo svojej blizkosti energetickd hladinu, ktord modZe
byt obsadend elektronom. Na povrchu takto vzniknud mimoriadne energetické hla-
diny (Tammove hlediny), ktoré padnd do zakdzaného pAsma tesne pod povrch vo-
divostného pésma; Niektoré elektrény, ktoré sa v kry3tdli pohybujd vo vodi-
vostnom pdsme, klesnd do povrchovych hladfn, odkial u% nie sud schopné sa do-
stat do vnitra kry5t4lu. Takto sa na povrchu zvy3i hustota elektrdnov, ktoré
tvoria jednoatomovu vrstvu. Pod nou sa v d8sledku odpudzovania zni%i koncen-
trdcia elektrdnov a vznikne druhd4 vrstva kladnych nébojov, ktord je podstat~
ne 3ir3ia, T4to elektrickd dvojvrstva predstavuje pre elektrony vo vnutri
kry3t4lu potencidlovy bariéru. Na prekonanie tejto povrchovej potencidlovej
bariéry mus{ elektron, ked sa md dostat mimo pevnd l4tku, met energiu L
(obr, 11.18). Aby ktorykol'vek elektrdn z vodivostného pdsma opustil 14tku-a
prediel beriéru, potrebuje ziskat energiu W’ = W, - W, kde W je najniZsia
energetickd hladina vodivostného pdsma., '

Wo q;,’//’, T>»0
\\ 1=0
“3 /
// [ nle)
W
Obr. 11.18

Pre teplotu T = 0 K je v létke najvysSou obsadenou hladinou Fermiho hladi~-
na 8F. Elektrény vo vodivostnom pdsme meju maximdlnu kinetickd energiu
wmnx = &F - W a zvySenim teploty sa kinetickd energia e3te zvysi, lebo
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Fermiho hladina sa tie# posunie vy33ie. Blektrony, ktoré opustia ldtku, mu-
sia k svojej kinetickej energii ziskat e3te energiu W, = W - wmax. Velidi-
na wv/e = Vy sa nazyva kontaktovy} potencidl, kde e je ndboj elektronu.

Fnergiu elektronov, ktord potrebuji na vistup z litky, mO¥eme dodat rdznym
splsobom: '

a) ZvySovanim teploty, lebo pri teplote T > 0 K je urditd pravdepodobnost,
¥e sa ndjdu nejaké elektrony, ktoré ziskajd taku energiu, %e si schopné
opustit ldtku. Tento Jjav nazy¥vame termoelektrdnovou emisiou. .

b) Ofiarenim, ked energia fotonu h¥ =W , ktord ziska elektrdn, je postadu-
jdca na opustenie 14tky. Tento jav nazjvame fotoelektronovou emisiou (po-
zri 9'2.1)' ‘

¢) Rychlymi elektronmi, ktoré prenikajui do l4tky a pri zrd’ke odovzdaji svo-
ju energiu elektrdnom ldtky, ktoré takto z{skaju dostatoind energiu na
tzv. studend emisiu.

Doteraz sme hovorili o styku l4tky & vdkuom & o apOsobe'odovzdania potreb-
nych energii na emisiu (vy¥stup) elektronu z 1l4tky do vdkua, Rozoberme si te-
raz priped styku dvoch pevnych 14tok. V takomto pripade elektrdony prechédza-
ju z 14tky, ktorej kontaktovy potencidl W, = W _,/e Jje v#¥3{ ako kon-
taktovy potencidl l4tky, do ktorej vstupujd Vio > V4 Na obr. 11.19 a obr.
11.20a je achematicky zndzornené spojenie dvoch l4tok {(napr. kovov) a a b,

Obr. 11.19

Obr. 11,20 b
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Pieto dve ldtky tvoria teraz jeden systém, takZe po ustdleni (po prechode
elektronov z 1l4tky a do ldtky b) Fermiho energetické hladiny oboch 1l4tok
budy na rovnakej hodnote, Rozdiel Fermiho hladin pred spojenim oboch ldtok
bude Ep, - & = W, a podiel W /e = U Je kontaktové napitie medzi dvo-
ma ldtkemi. Z obr. 11.19, 11,208 a 2 predchddzajicej ivahy vyplyva, Ze Uk =
= Vk - th). Ked spojime viacero l4tok tak, %e spolu tvoria uzavrety okruh,
ée aidet rozdielov kontaktovych potencidlov jednotlivych spojov rovny nule.
Teda v takomto okruhu (ked sd ld4tky v tepelnej rovnovdhe) netefie elektricky

p!‘ﬁd .

11,62 Vedenie elektrického praadu
v pevny¥ych 1l4adtkach '

Postupny (driftovy) pohyb nosiZov nédboja mé%e spbsobit okrem inyeh pridin
alektrické pole, ktoré pdsobl na ndboje elektrostatickymi silami. '

-8} _V kovoch mb%eme elektrickd vodivost charskterizovat niektorymi vlastnos-
tami: o
-~ hustota pridu v ustdlenom stave je podla Ohmovho zdkona uUmernd intenzite
elektrického pola (pozri Zast 6.3.3) podTYa vztahu (6.60) a (6.61);
-~ merny odpor pri izbovej teplote pre vHl&3inu kovov je [ a910'3 Q4 m;
- nad Debeyovou teplotou T > & merny odpor kovu rastis linedrne s teplo-
tou '

g(T) ~ const . T ‘ : ' . (11.18)

- pri teplotdch 20 K < T <& je merny odpor pre vi&3inu kovov umerny pia-
tej mocnine teploty

g(T) ~const . T° (a9

- merny odpor kovov 8 malym mnozstvoh primesi mo%no vyjadrit (Matthiesseno-
ve pravidlo) vztahonm

e =€ +Q(T),

kde €o Je konyante, ktord rartie s mnoZstvom primesi, a ~Q(T) zévist
len od teploty;

~ vo vi#tSine kovov merny odpor rastie sb zvySujicim sa tlakom;

- nad Debyeovou teplotou T > € je podiel mernej tepelnej a mernej elektric=-
kej vodivosti umerny teplote, priZom konitanta dmernosti je prlblline rov-
nak4 pre véetky kovy (Wledemann-Franzov zdkon) :
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P ' .
Azgpo (11.20)
T

kde L je Lorenzova kon3tanta a\podra elektronovej teorie pre vietky kovy
Je
¥ e\

L= — (-— ) = 2,44 . 1078 V2 x~
3 e

2

- pri teplotdch blfzkych O K sa v niektorych kovoch objavuje supravodivost,
t.j. ich merny odpor je nulovy.

b) Vieme u%, %e polovodife mb%u byt typu n, kde hlavnymi (majoritnymi) no-
8iémi pridu sd volné elektrony a ich koncentrécia je omnoho v#&sia ako
koncentrdcia volnych dier (minoritné nosife pridu). V polovodidoch typu
p Jje opaind prevaha nosifov ndboja, majoritné nosile sd volné diery a mi-
noritné sd volné elektrony. Blektrické pole p8sobfi na elektrony i na die-
ry-silou F = e E a udeluje im zrychlenie a = (e E)/m

Diery ako kladné nosie ndboja sa usilujd pohybovat v smere vektora intenzi-
ty pola a elektrdony v opaZnom smere. Elektrony aj diery vykondvaju vZeobecne
neusporiadany pohyb a pri tepelnej rovnovdhe bez dlinku vonkaj3ich si{l je vy~
slednica vektorov rychlosti elektronov aj dier nulovd. Ked je 1l4tka v elek-
trickom poli, strednd hodnota zloZky vektorov rychlosti elektrdnov a dier do
smeru pola nebude nulovd. Tuto zloZku rychlosti nazy¥vame driftovou rychlos-
tou (alebo postupnou, transportnou rgchlostou). Driftov4 rjchlost pre elek-
trony a diery Je

=uw, E Vp =W, E (11.21)

kde u, je pohyblivost elektronov a u_ pohyblivost dier. Jednotkou pohyb-
livosti je m“/Vs. Ak sa nosife ndbojov pohybujy, tedie elektricky prud, Hus-
tota elektrického pridu elektronov a dier Je

i =@ =g . i = =
nv nu E; i _ep‘vp epupE

.Calkovd hustota elektirického pridu je

i=4d + ip_= e (nu, +pu)E : (11.22)

kde n je koncentricia volnych elektronov a p koncentrdcia voInych dier,
- PouZitim vztahu (6.60) pre Ohmov zékon i = B dostaneme celkovy mernd vo-
divost

T=6e (n un+pup) = Tn*t 'Tp (11.23)
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Merny odpor je |
e-.-'l: ' . - (11.24)
*a Ta *Tp e(nu, +p up) '

Pre vodivost typu n, ked zanedbdme prispevok dier k celkovému elektrickému
prddu, plati:

1 1 |
. @p T | | (11.25)

" %n enu
a pre polovodi& typu p (zanedbdvame zasa prispevok od elektrdnov)
1

1
15 epu

€p =
P

Koncentrdcia nosiov prudu, aj ich pohyblivost zdvisia od teploty. Pri vlast-
nfch polovodi¥och merny odpor so stupajdicou teplotou velmi rfchlo klesd. Pri
nevlastnfch polovodiZoch pozorujeme i pokles merného odporu pri zvydeni tep-
loty, ale nie taky vyrazny ako pri vlastngch. Mdie sa stat, Ze merny odpor
neklesd, ale aj stipa. Tento jav nastéva vtedy, ked koncentrdcia majoritnych
nosi&v ndboja je takmer stdla (vBetky primesi s ionizované) a ich pohybli-
vost vtedy klesd, ' '

19.6.3 Fyzikdlne Jjavy v pevnych
ldtkach

Balsim rusiacim vplyvom je teplotny gradient v pevhych l4tkach a rozli%né ja-
vy, ktoré vznikaju tymto Vplyvom, nazyvama termoslektrickymi. Patri sem See~-
beckov, Peltierov a Thomsonov jav.

a) Seebeckov jav

Ked v pevnej 14tke medzi dvoma miestami budeme udrZiavat teplotny rozdiel,
vznikne aj elektricky potencidlovy rozdiel. Predpokladdme, Ze pri takychto
hodnotdch tepldét su v 1d4tke volné nosi¥e ndbojov. Seebeck (1822) pozoroval,
2o v uzavretom okruhu (obr. 11.20c¢), ktory je zloZen§y z dvoch vodilov, vzni=~
k4 elektricky prud, ak spojené konce maji rdzne teploty. V tomto pripade ide
o objemové, ale aj kontaktové elektromotorické napitie. Kontaktovy potencidl
zdvisl od teploty ldtky, lebo pri vyS3ej tepldte_elektrény potrebujt menej
energie na prekonanie povrchovej potenciélovej bariéry. Kontaktové napétia
oboch spojov, ktoré nemaji rovnakd teplotu, ei rézne a ich rozdiel = kontak-
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tové elektromotorické napitie - prispieva k celkovému elektromotorickému na-
pﬁtiu.

Objemové elektromotorické naplitie vznikd v objeme 14tky tym, Ze elektrény,
ktoré sd na mieste s vy3Sou teplotou, majui vé¥siu kinetickd energiu a putuju
na miesta 8 vy3Sou teplotou, kde potom vznikd vé&Zia koncentricia elektronov.
Takto rozmiestnené néboje vytvdrajd objemové elektromotorické naphtie, ktoré
u¥ bréni dalsiemu rozmiestnovaniu ndbojov, a vznikd ustdleny stav,

Elektromotorické nap#tie (celkové) je vyslednicou kontaktového a objemového
elektromotorického napéitia., Zmena EMN je Umernd zmene tepldt oboch spojov

du, = «dT : (11.27)
kde &« je Seebeckov koeficient, Pre kovy je « =10 av/K. Ked spojime dva po-
lovodi%e opaZnych typov, Seebeckov koeficient bude omnoho v&&3f{ a4 =1 mV/K.
Takéto termo¥ldnky 'mo¥no u¥ pouZit pri premene tepla na elektrickd energiu,

b) Peltierov jav

Ax v uzavretom okruhu, ktory je vytvoreny z dvoch vodilov, pripadne polovo- .

di%ov (obr. 11,20b), tefie elaektricky prid, obidva spoje budd mat rdznu tep~-

lotu, Jeden spoj je chladneji{ ako okolie a odoberd teplo Q, =z okolia, dru-
hy je teplejsf{ a odovzddva teplo’ Q1 okoliu. Zmena tepla, ktoré»spoj pohlcu~
je alebo odovzddva za Sas dt prechodom elektrického prudu I, je dand vzta=-
hom '

dQ = T1I dt (11.28)

kde T je Peltierov koeficient a so Seebeckovym koeficientom suvisi vztahom
T= T, Pri&ina tohto javu je v nerovnakej strednej hodnote energie nosidov
ndboja oboch 14tok, ktoré sa dotykaju. Ked vonkaj3ie elektrické pole niti
nosife ndboja prechddzat z oblasti s vy3%ou strednou hodnotou energie elek-
trdnov do oblasti s ni%3ou strednou hodnotou energie, tast energie nosidle
nébojov odovzdajd vo forme tepelnych kvdnt - fondnov - prostrediu, ktorého
teplota sa takto zvy3uje. Na druhom spoji jeé proces opa&ny, prechddzajice ro-
s8i%e ndbojov prijimajui Gast energie z prostredia, aby si vyrovnali energetic-
ki diferenciu a jeho teplota teda klesA, |

¢) Thomsonov jav

Vodi& alebo polovodi¥, ktorym tedie elektricky prud a syfasne sa pozdI% neho
meni teplota, odovzd4va alebo prijima teplo, Ak vodi¥om te¥ie prid I a me-
dzi kontaktami je teplotny rozdiel 4T, potom sa za %as dt vyvinie alebo
prijme teplo
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a%q=p1arat - (11.29)

kde (1‘ je Thomosnov koeficient, PriZina vzniku Thomsonovho Javu je v‘pod- ‘
state rovnakd ako v Peltierovom Jave.

Ing rudiaci vplyv je oZiarenie 1lé4tky. Javy tymto vyvolané nazjvame fotoelek-
trickymi (obr. 11.21a,b), Delime ich na fotoelektrlcky Jjav vonkaaéi vnitor-
ny¥ a fotovolticky.

TLAK

he

— Ie
- i St
o 1 5 b " TLAK

z . i L

— 0 ~ fra-0

a b ¢
obr., 1t1.21

a) Vonkéjéi‘fotoelektricky jav

Tento jaﬁ (pozri 9.2.1) vzniké pri pohltent foténov, ktorych energia je £ =
= hy, elektronmi. Pohltenim fotonu ziska elektron energiu, &o mu umoin{ pre-
konat potencidlovd bariéru - yystipi z 14tky. Treba pemitat, %e nestal{f pohl-
tit foton, aby sa elektron dostal von z 14tky, ale aj jeho okemZitd rjchlost
muai byt nasmerované na povrch v dase obsorpcle fotonu. :

b) Vnitorny fotoelektricky jav

Vnitorny fotoelektricky jav vznikd vtedy, ked elektrdny pohltia fotony, kto-
rych energia'nestgéi elektronu na prekonanie povrchovej bariéry. V takomto
pripade elektron neopust{ létku, ale md%e sa dostat do vodivostného pésma a
prispiet k vedeniu elektrického pridu. Vodivost ldtky sa takto zvHE3{.

.¢) Fotovolticky jav S . : SR

Tento jav sa prejavuje vznikom elek tromotorického napltia pri oZiarenf, tzv,
VfotoelektrOmotOrické napétie, M&i%»vznikndé na styku kov -~ polovodi&,. polo-
vodi¥ (n) - polovodi& (p) alebo aj v samotnom polovodidi. V poslednom pripe-
de vznikd v dbsledkntnerovnomerného o%iarenia, &im sa dosiahne zmena koncen-
trdcie nosilov néboja,vOZiarenie'rozhrania polovodi& polovodi’ sp8sobi, Ze

" sa si&asne uvornia‘alektr6n aj diera. Ked je napr. elektron minoritnym nosi-
Zom, lahko mdZe prejst cez bariéru, ale pre dieru, ktors je majoritnym nosi-
gom, je prechod cez bariéru zakézeny, Takto sa zhrome?duje jeden druh nosi-
Zov ndboja na jednej strane a druhf druh na strane druhej,3im vznik4 napétie.
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Balsfm rudiacim vplyvom je vonkaj¥ie magnetické pole. NajdbleZitejdim z rdz-
nych javov, ktoré vznikajd za udinku magnetického pola, je Hallov Jjav (obr,.
11,22). Indukcia magnetického pola je v smere osi +z a intenzita vonkajdie-
ho elektrického pola je v smere osi +x.

W
W\

:‘zg:"ﬁ

- Obr. 11.22

Na n051ée nabo jov (elektrdny a diery) pésobi magnetlcké pole eilou F
= Q(V x B) a elektrlcké pole silou F = Q E=q E . Sila F néboae urych—

Tuje a sila F ich st4fa tak, Z%e°sa zhromazaugﬁ na aspodne j stene vzorky.

V. smere osi y vznikne medzi doinou & hornou stenou elektrické pole Ey =

= 3y/e =% (B i)/(n e), kde ‘i je hustota elektrického pridu, n - koncentré-

cia volnych nosidov ndboja, znamienko + Jje pre diery a - pre elektrony.

Zo smeru Ey mdZeme napr. uréifvtyp polovodi&a. Okrem tejto vlastnosti md%e-

me pomocou Hallovho javu urdit aj dal3ie mikroskopické vlastnosti 14tok,

RuBivy vplyv mé%u mat aj rdézne kombindcie doteraz spomenutych vplyvov;ﬁalaj
sem napr, patri plastickd deformdcia, pri ktorej vznik4 tzv. piezoelektricky
jav (obr, 11.21c)., Ufinkom tlaku sa zmen{ Btruktura ldtky, &im sa zmeni aj
celkovy elektricky moment. Na povrchu krystdlu sa objavi elektricky nédboj,

&{m vznikne potencidlovy rozdiel (napfitie) medzi tymi rovinami kry&talickej
vzorky, na ktoré p8sobia vonkajSie sily. Opalnym postupom, ked na kryétalickﬁf
vzorku priloZime siriedavé napiitie, vzorka zalne kmitat., Tento jav sa vyuZiva
pri generovani ultrazvukovych vin.

11,64 Fyzikdlne javy v pe-n
priechodoch

Spojenim dvoch polovodiZov opadnjch typov vznikd p - n priechod. Na obr.
11.23 je schematicky zndzornené takéto spojenie., Ak teraz tieto polovodide
spojime elektricky (ich opané konce), zednd tiect tzv, difdzne pridy I, a
Ip, gpﬁsobené réznou koncentrdciou volnych nosi¥ov nédboja, dovtedy, kym nena-
stane rovnovéha., Fermiho hladiny sd spojené a vznikne kontaktové napitie. To-
to naphitie (potencidlov4 bariéra) bréni prechodu majoritnych nosidov, ale pri
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Obr. 11.23

prechode bariérou podporuje minoritné nosi¥e. Kontaktové napltie sa usiluje
vtlaZit edektrony hlbdie do oblasti n a diery zasa do oblasti p. Této
prischodovd vretva mé elektricky odpor ovela men3f ako zvydok krystdlu, le-
bo m4 mald koncentrdaciu volnych ndbojov (obr. 11.23a). Ak takytg priechod
bude pod vplyvom vonkejSieho pola, poru3i sa pévodné usporiadanie a Fermiho
nladiny sd u%¥ na r6znej energetickej urovni. Ked vonkajsie elektrické pole
bude opatne ~rientované ako kontaektové nap#tie, zuZi sa #Hirka styko#ej ob-
lasti, a tym aj jej elektricky odpor. Narastd prud majoritnych nosi&ov nédbo-
ja (elektrdny idd do oblasti p a diery do oblasti n), to znameni, Ze prie-
chodom te&ie velky prid. Hovorime, Ze p - n priechod je orientovany v prie-
pustnom smere. V opadnom pripade, ked je vonkajsie pole sihlasné s kontakto-
vym napitim, 8irka priechodovej vrstvy sa zvad3uje, jej elektricky odpor
rastie a priechodom tedie iba velmi maly prud. Hovorime, Ze priechod je o-
rientovany v z4vernom smere. Priechod p - n mé teda usmernovacie udinky a
takyto prvok sa nazyva dicda. Ked spojime tri polovodife tak, %e vytvoria
kombindciu npn alebo pnp, dostsneme tzv. tranzistor, ktory mé zosilnovaci
d&inok (obr. 11.23b). Princip tohto zosilnovacieho u&inku spodiva vo zv#&so=-
vani koncentrdcie minoritnych nosilov ndboja v oblasti vystupného priechodu.,
V pnp tranzistore zdrojom dodato®nych nositelov je jeden priechod p = n.
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Napltové zosilnenie musi byt na najvysom moZnom odpore, lebo na nom sa naj-
viac prejavuje vzrast pridu. Prvy priechod p - n musi byt gapojeny tak, aby
injektoval minoritné nosife a nazjva sa emitor, Priechod p - n, v ktorom
vznik4d naplitové zosilnenie, sa nazyva kolektor. Oblast, do ktorej sa vstre-
kuji minoritné nosile nédbojov, sa vold béza.

Sifasnd elektronika pou¥iva rdzne polovodifové prvky, ktoré vyuZivajy spomi-
nané javy. Je to napr.: Peltierov ¥lénok, termo¥ldnok, termistor - termoelek-
trické javy, Hallov generétor,-magpﬂtoodpornik - galvanicko-magnetické javy,
fotoodpor, slnednd batéria, fotodidda, fototranzistor - fotoelektrické javy,
piezoelektricky meni’ - piezoelektricky jav, tunelovd dicda - tunelovy jav
atd. v sddasnosti sa u% celé zloZité obvody integrujd do jedného prvku a vzni-
k4 integrovany obvod. Uplatnenie polovodidovej elektroniky Jje velmi 8iroké,
lebo jej technicky triumf je zaloZeny najm# na vysokej spolahlivosti, malych
rozmeroch a hmotnosti, malej energetickej spotrebe, vysokej pracovnej rfch-

- losti, nizkych ndkladoch a mnohostrannosti realizovanych funkeif,
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