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PREDHOVOR

Mili ¢itatelia,

skripta sme napisali pre predmet Aplikovana Statistika, ktory sa vyucuje v prvom rocniku
inzinierskeho Studia technického zamerania ako povinne voliteI'ny predmet.

Zakladny ciel, ktory sme sledovali pri ich pisani, bol oboznamit’ vas so zakladmi
regresnej analyzy a tymi Statistickymi a inZinierskymi metodami, ktoré sa pouzivaji v merani,
monitorovani, regulovani a zlepSovani kvality vyrobného procesu.

Do prvej casti skript sme preto zahrnuli vyklad regresnych modelov — Jednoducha
linearna regresia, Viacrozmerna linedrna regresia a zovSeobecneny linearny model. Druha
Cast’ skript je zasa venovana kapitoldm Navrh jednofaktorovych a viacfaktorovych
experimentov, Neparametrické testy a Statistické riadenie kvality.

Pri pisani skript sme kladli doéraz na to, aby bol text €o najbliz§i k inzinierskemu
mysleniu. Vyhybali sme sa exaktnym matematicky formulovanym definicidam. Nové pojmy
sme sa snazili definovat’ tak, aby boli zrozumitel'nejSie technikom a pritom nestracali svoju
,exaktnost™.

Skripta obsahuju okrem tedrie aj vela rieSenych prikladov a obrazkov, na ktorych su
vysvetlené nielen nové ale aj zdkladné pojmy. Sucast'ou skript st aj najpotrebnejsie Statistické
tabul’ky uvedené na konci v prilohe. Predpokladame, Ze kurikulum predmetu Aplikovana
Statistika kladne ovplyvni vztah $tudentov k S$tidiu aj k samotnej Statistike ako vednej
discipline.

Hoci su skriptd primarne urené pre inZinierske Stidium technického zamerania, vhodné
su aj pre Studentov doktorandského Studia. Cenné poznatky vSak v nich najdu aj vyskumnici
aludia ztechnickej praxe pri spracovani a vyhodnocovani experimentadlnych dat ¢i dalsi
zdujemcovia o Statistiku bez toho, aby sa vyzadovala inStalacia Specidlneho Statistického
softvéru.

Za pripomienky a vypracovanie recenznych posudkov d’akujeme prof. Ing. Rudolfovi

Palenéarovi, PhD. a Mgr. Monike Kovacovej, PhD. Dakujeme aj PhDr. Anne Kucharikovej,
PhD., za odborni pomoc pri preklade materidlov prebratych z anglickych textov.

Autori






Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

1 JEDNODUCHA LINEARNA REGRESIA
A KORELACIA

1.1 Empirické modely

Ciele vyucby

71 Vysvetlit' pouzitie regresnej analyzy.

[ Vysvetlit’ terminy absoliitny c¢len, Smernica, nezdvislda premennd, zavisld premennad
a nahodna chyba.

71 Vysvetlit predpoklady jednoduchej linearnej regresie.

Regresna analyza

Regresna analyza je Statistickd technika na modelovanie vztahu medzi dvoma alebo viace-
rymi premennymi, z ktorého mozno predikovat hodnotu ozvovej premennej v danej hodnote

inej premennej alebo inych premennych.
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Obr. 1.1 Korela¢ny diagram cena verzus predaj preglejky

Jednoduchy linearny model
Jednoduchy linearny model, ktory vysvetl'uje linedrny vzt'ah medzi dvoma premennymi je
Y =4,+0X+¢ (1.1)

kde
B, a pf, st regresné koeficienty. Koeficient £, oznacuje absolutny ¢len a koeficient g

oznaduje SMernicu regresora.




Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

X je regresor (alebo prediktor); ¢o je nezavisla premenna, ktora reprezentuje riadené
konstanty (nie nahodné vysledky),
£ Je nahodna chyba reprezentujica nahodné kolisanie premennej Y okolo regresnej

priamky £, + S,x. Predpoklada sa, Zze & je normalne rozdelena so strednou hodnotou

0 a konstantnym rozptylom o, t. . &~ N(0,0?),
Y je zavisla premenna (ozva); pretoze jednotlivé vysledky Y v tej istej hodnote X

mozu kolisat’ nahodne, Y je ndhodna premenna s nasledovnym rozdelenim:

Y ~N(5 +ﬂ1X'O-2)

i /J)iv:ﬂn*-ﬁl'\.

By Bix,

By* Bx

\{

1
|
|
!

X

1 )

Obr. 1.2 Variabilita Y v réznych hodnotach x

1.2 Jednoducha linearna regresia

Ciele vyucby

"1 Vysvetlit' metodu najmensich Stvorcov.
'] Odhadnut regresné koeficienty pouzitim metdody najmensich Stvorcov.

"1 Vypocitat’ strednt hodnotu ozvy a reziduum pouzitim odhadnutej regresnej priamky.

1 Odhadnut rozptyl chyby o?.

Jednoducha linearna regresia obsahuje jeden regresor alebo prediktor x a ozvu Y, ¢o je
zavisla premenna. Predpokladajme, Ze vztah medzi Y a x je priamka. Dalej predpokladajme,
ze Y v kazdej tirovni X je nahodnd premenna a jej o¢akdvana (stredna) hodnota je

E(Y|X)=ﬁo+ﬂlx

kde absolutny ¢len S, a smernica priamky S, st nezname regresné koeficienty. Predpokla-

dame, ze kazdé pozorovanie Y mozno vyjadrit’ pomocou modelu takto:

10



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

Y =B, +fBx+¢ (1.2)

kde & je nahodna chyba zo strednou hodnotou nula anezndmym rozptylom o’ . Dalej
predpokladdme, Ze nehodné chyby zodpovedajuce roznym pozorovaniam su nekorelované

nahodné premenné.

Metéda najmensich $tvorcov (MNS)

Nemecky vedec Karl Gauss (1777-1855) navrhol ,,metodu najmensich $tvorcov na odhad-

nutie regresnych koeficientov linearneho modelu. Majme n dvojic pozorovani (x,V;) ,

i=12,...,n, ktoré st modelované pomocou jednoduchého linearneho modelu
Y,=B,+BX%+g, 1=12,...,n (1.3)

Pomocou MNS néjdeme odhady S, a f3,, ktoré minimalizuju sicet $tvorcov chyb ozna-

¢ovany SS; (pozri Obr. 1.3)

SSe = giz = Z(yi -5 _ﬁlxi)z (1.4)
i=1 i=1
v A
My = Byt ,le
y,‘ —————————————
ﬂ() +ﬂ|-xj —————————————— ‘
X ;

Obr. 1.3 Odchylky (¢, ) dat od regresnej priamky

Derivujeme SS; podla £, a f,:

0SS s A A n

op = LW fX)=0 = nhe A ix =2y
0 i=1 i1 =

0SS L L. A n

aﬁE :_ZZ(yi_ﬂO_ﬁlxi)Xi =0 = ﬁozxi+ﬁlzxi2=ZYiXi
1 =) i1 = =)

n
Vynasobenim prvej rovnice ¢lenom z x, a druhej rovnice po¢tom merani n dostaneme
i=1

11



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

Esh{Ss] (S5

i=1

~ n A n n
nﬂozxi + nﬁlzxiz = nz Yi%;
i1 i1 i1

Odpocitanim druhej rovnice od prvej dostaneme

A[$e) o8- ) o

Teda odhad MNS smernice je

i (anxi]@yij—ngyixi ] iz”l:yixi _@Xil@y‘]

i=1

SX
. (L.5)

kde

=K - (ij -3k

S, :izl:yixi _(.an“yjn(.zn;‘xij :iZ::yi(Xi _3)

Nakoniec odhad absolutneho ¢lena sa vypocita takto:

R Zy| ﬂlzx
fy=—"—

h>

(1.6)
n

Odhadnuty regresny model

Odhadnuta regresna priamka je dana vzt'ahom
§=E(Y[X) = fa, = By + Bx
Vsimnime si, zZe dvojica pozorovani vyhovuje vzt'ahu
Y, =f,+Bx+é, i=12,...n
Rozdiel medzi skuto¢nou pozorovanou hodnotou ozvy (y;) a predikciou ozvy v bode x; (),

&=Y—%, i=L2..n (1.7)

12



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

sa nazyva reziduum (oznacuje sa ako &) a je hodnotou odhadu nédhodnej chyby ¢, .

Odhadnutie rozptylu chyby (c?)

Odhadovanie o je potrebné, pretoze rozptyl chyby o’ je vo va&sine pripadov neznimy.
Bodovy nevychyleny odhad & je

né\‘-2 n __A_Z n _z_n_z_"s A
5 ; i B ;(M y|) SS Z:]_:yl y ﬂl Xy _ SST _ﬂlsxy

— E _ i

- n-2 n-2 n-2 n-2 n-2

A

(1.8)

Priklad 1.1

Objemy predaja Y preglejok pri roznych cenach X st usporiadané podl'a cien v nasledujicej
tabulke.

Cena | Objem predaja Cena | Objem predaja Cena | Objem predaja
X; [€] Y; [paleta] X; [€] Y; [paleta] X; [€] Y; [paleta]

1 5 95 11 7 67 21 9 45

2 5 98 12 7 68 22 9 50

3 5 96 13 7 72 23 9 46

4 5 92 14 7 75 24 9 45

5 5 99 15 7 72 25 9 42

6 6 80 16| 8 63 26| 10 30

7 6 84 17 8 65 27| 10 28

8 6 85 18| 8 54 28| 10 35

9 6 82 19 8 53 29| 10 33

10 6 86 20 8 56 30| 10 34

Z tabul’ky vypocitame hodnoty

n=30; >y, =1930; > y/=138656; D x =225, > X’ =1775; > xy, =13360
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Predpokladdme, ze medzi X a Y je linedrny vztah.

Odhadovanie regresnych koeficientov

X V. — . X |/n
2 _zl i (zlyj(; J S, 13360-1930x225/30 1115
b TS 1775-2252/30 87,5

n n 2
fo—(inj /n .
i=1 i=1

=-12,743

13



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

Zl Y —ﬁ%‘,xi 1030 (-12,7)x225

R =159,9
P n 30

Odhadnuta regresna priamka pre data objem predaja verzus cena je

§=E(Y|X) =iy, = B+ Bx =159,9-12,743x

Vypocet rezidua
Vypocéitame reziduum pre y =84 v bode x =6€.
Predikovany objem predaja pri cene x =6€ je
§(X=6) = il = B + /X =159,9 12,743 x 6 = 83,442

Teda
E(Xx=6)=y(x=6)—Yy(x=6)=84-83,442=0,558

Odhadovanie o2

] ) 2
S5 = 3.y 19" - 35, 130686 -30x 1550 | ~(-12.743)x (-1115)-
i=1
_ 284,222
g2 S5 _ 284,222 1115078571 3186020773
n-2 30-2

1.3 Vlastnosti odhadov MNS

Ciele vyucby
(] Identifikovat vyberové rozdelenia odhadov MNS smernice a absolutneho &lena.

"1 Overte, ¢i odhady ﬁo a ,@1 st nevychylené odhady.

Vyberové rozdelenie odhadu smernice ( Bl)

Vyberové rozdelenie MNS odhadu smernice Bl je

Bl ~N (:Bpg_] (1-9)

XX

Odhad smerodajnej chyby odhadu ﬁl

. . 6?
G, = se(f) = \/g (1.10)

14




Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

Da sa dokazat,, ze /?l je nevychylenym odhadom 4, .

Vyberové rozdelenie odhadu absolitneho ¢lena ( ﬁo)

B, ~N [ﬂo,az E+§—2D (1.11)

XX

Odhad smerodajnej chyby odhadu [90

(1.12)

Dé sa dokazat, ze ,30 je nevychylenym odhadom £, .

1.4 Niekol’ko poznamok k pouzitiu regresie

Ciele vyucby

() Identifikovat vyberové rozdelenia odhadov MNS smernice a absoliitneho &lena.

1 Overte, ¢i odhady ﬂo a ,Bl si nevychylené odhady.

Prakticka u¢innost’ regresora

Vztah medzi nezavislou premennou X a zévislou premennou Y moze byt Statisticky vyz-

namny, hoci z praktického hl'adiska je zavislost’ bezvyznamna. Praktickd vyznamnost’ zavis-

osti medzi premennymi by sa preto mala overovat’ samostatne.
lost d b t | t tat

Empiricka/teoreticka platnost’ regresora

Znamienko a/alebo velkost' regresného koeficienta v modeli méze byt v rozpore zo vseo-
becnych ponimanim vztahu medzi premennymi. Preto by sa malo skontrolovat’, ¢i znamienko
a velkost' kazdého regresného koeficienta st primerané v porovnani S predchadzajucimi
zisteniami.

Vztah pri€ina a acinok
Signifikantny vztah medzi regresorom a prediktorom v danom modeli nemusi nutne zna-
menat’ vzt'ah pri¢ina—uc¢inok medzi premennymi. Navrhnuté experimenty st jediny sposob na

urcenie vztahu priciny a G€inku medzi premennymi.

Limitovana zovSeobecnitel’nost’ modelu
Regresny vzt'ah medzi premennymi je platny iba v obore hodndt regresora(ov) vysetrovanych
v stadii. Na aplikdciu regresného modelu mimo pdévodného rozpitia regresorov sa musi

navrhnit’ nova stidia zamerana na extrapolaciu.

15



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

1.5 Testovanie hypotéz v jednoduchej linearnej regresii

1.5.1 Pouzitie t-testov

Ciele vyucby

[ Vykonat testy hypotéz S, a 5.

Indukéné stivislosti o smernici (3))

« Parameter: oA
14 . P Sxy 0-2 2 . ,
« Bodovy odhad parametra £ : B = 5 N ﬂl,s— , 0° je neznamy
XX XX
« Testovacia Statistika £ : T, = M ~t(n-2)

NI

Test hypotézy o S, (t-test)

Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Ho:ﬂlzﬂw Hl:ﬂﬁtﬂm
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
TO — ﬂl _lBl,O - t(n _2)

Jé2Is,

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n-2,a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
[to| >t(h—2,)
Vyznamnost’ regresie
Testovanie vyznamnosti regresie sa urobi testovanim H,: 3 =0 oproti H,: 3 #0.

Nezamietnutie H, : 5, =0 mdZe znamenat’:

1. Regresor X je mala hodnota na vysvetlenie variability premennej Y .
2. Skuto¢ny vzt'ah medzi X a Y nie je linearny.

Zamietnutie H, : 4, =0 mdze znamenat’:

1. Regresor X je velka hodnota na vysvetlenie variability premennej Y .

16



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

2. Jednoduchy linearny model je adekvatny.
3. Lepsi model by sa ziskal pridanim ¢lena X S vy$Sou mocninou, kym linearny t¢inok

X naY zostava vyznamny.

Indukéné stivislosti o smernici (5,)

« Parameter: B,

o2
+ Bodovyodhad g, B, =Y -BX~N (ﬂo,o-z {1+§—D, o’ je neznamy
n XX

A

ﬁo _ﬂo,o

» Testovacia Statistika £,: T, =

Test hypotézy o £, (t-test):

Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Ho :ﬂo = :Bo,o H1 :ﬂo # :Bo,o
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
T _ ﬁO_ﬂ0,0 "’t(n—Z)

A N
A{l X’ }

Gl —+—

n S,

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n-2,a)

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

[to| >t(h—2,a)

Priklad 1.2
Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:

n=30; 6°=3186"; > x =225; S,=875; 3 =-12,743; f3,=159,9

i=1
Test hypotézy o p,

Na urovni vyznamnosti & =0,05 testujeme vyznamnost’ regresie (smernice), t. . H,: 3 =0.
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

H,:5,=0 H :8#0

17
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Krok 2: Stanovenie hodnoty testovacej Statistiky.

A

_ 181_:81,0 _ _12,743_0
" J6%1s,  \3,1867/87,5

=-37,41364

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n—2,a) =t(30—2;0,05) =1(28;0,05) = 2,04841

Krok 4: Zaver:
pretoze |t,| =37,41364 >t(28,0,05) = 2,04841, nulova hypotéza H, sa zamietne

na Grovni vyznamnosti & =0,05.

Test hypotézy o p,

Na trovni vyznamnosti & =0,05 testujeme vyznamnost absolttneho ¢lena, t. j. H,: 3, =0.
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,:8,=0 H,:5 #0

Krok 2: Stanovenie hodnoty testovacej Statistiky.

A

t = PoPoo __ 159,9-0 —61,03348

0 2 2
|1 X | 31862| L4 (225/30)
n's, 30 87,5

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n—2,a) =1(28;0,05) = 2,04841

Krok 4: Zaver:
pretoze |t0| =61,03348 >1(28,0,05) = 2,04841, nulova hypotéza H, sa zamietne

na arovni vyznamnosti & =0,05.

1.5.2 Testovanie vyznamnosti regresie pomocou analyzy rozptylu

Ciele vyu¢by
1 Vysvetlit' metddu analyza rozptylu (ANOVA).

1 Vysvetlit’ segmentaciu celkovej variability premennej ozvy ( SS; ) na sucet Stvorcov
regresie (SS) a sucet Stvorcov chyb (SS;).

1 Vytvorit’ tabul’ku ANOVA a vykonat’ test hypotézy o f,.

18
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Analyza rozptylu (ANOVA)

Techniky analyzy rozptylu (ANOVA) poskytuju Statisticky postup na zhodnotenie prinosu
premennej X, na variabilitu premennej ozvy Y . Ako vidiet' na Obr. 1.4, metdéda ANOVA

rozdeli celkovu variabilitu Y (SS;) na dané segmenty (SSy, ) vysvetlen¢ premennymi X,
ana segment (SS;) nevysvetleny. Cim je variabilita segmentu vicsia SSy, , tym viac pri-

spieva X, k celkovej variabilite Y .

Sy

Obr. 1.4 Segmentacia celkovej variability Y (SS;)

ANOVA vV testovani £,

Metédu ANOVA mozno pouzit’ na testovanie vyznamnosti regresie (H,:4, =0). V jedno-
duchom linedrnom modeli (pozri Tab. 1.1) celkova variabilita Y (SS;, celkovy stucet

§tvorcov; stupne vol'nosti =n—2) sa rozdeli na dve zlozky:

1. Variabilita vysvetlena regresnym modelom ( SS;, sucet §tvorcov regresie; st. v. =1)

2. Variabilita tvorena ndhodnou chybou (SS., sicet Stvorcov chyb; st. v. =n—2)

Tab. 1.1 Rozdelenie celkovej variability v Y (SS;)

SS; SS, SSe
Celkovy sucet Stvorcov Stcet Stvorcov regresie Stcet Stvorcov chyb
Z(yi -v)° = Z(yi_y)Z + Z(yi_yi)z
i=1 i=1 i=1
St.v. n-1 = 1 + n-2

Graficka interpretacia veli¢in ANOVA je na Obr. 1.5.
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y

S8

X X

a) b)
Obr. 1.5 Rozdelenie celkovej variability Y (SS;)

y; —y — celkova variabilita v bode vy,
y, — ¥, — variabilita v bode y, spésobena chybou

Y. —y — variabilita v bode y, spoésobend regresiou

Odchylka pozorovania y, od zodpovedajliceho priemeru Yy sa rozdeli na odchylku od vy,
vysvetlent regresnou priamkou na odchylku od y, sposobent chybou. Tieto odchylky su

umocnené na druht a vypocitaju sa z nich sucty SS;, SS; a SS; podla vztahov:
S8, =20 -9 =2y -’
S =204 =2y -9 =55, - AS, = 2 - - s,
SS, =SS, —SS; =SS, —(SS; - 3S,,) =S,

Podiel SS,/1a SS;./(n—2) ma F rozdelenie:

_ o SSg/1 MS; F(Ln-2)

SS./(n—2) MS,

Tato Statistika F sa pouZiva na testovanie H,:f4 =0, pretoze F nadobuda malu hodnotu,
ked’ B, =0 je spravne. Veli¢iny MS, (priemerny $tvorec regresie) a MS. (priemerny $tvo-

rec chyby) dostaneme delenim SS, a SS; ich stupfiami volnosti. V§imnime si, Ze

MS, = =6°
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Tabulka ANOVA

V tabul’ke ANOVA (Tab. 1.2) su uvedené dolezité veli¢iny s variabilitou, pomocou ktorych

testujeme vyznamnost regresie.

Tab. 1.2 ANOVA na testovanie vyznamnosti regresie

Zdroj Sucet Stvorcov Stupne | Priemerny | Testovacia Statistika
variability volnosti | Stvorec M
Regresia | SSp =4S, 1 MS, MS,/MS,
Chyba SSE = SST _SSR n—2 MSE
Celkova | SS; =D y?-ny’ | n-1

i=1

Test hypotézy o /3, (F-test)
Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,:8=0 H,:8#0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

S8/l _MSy oo
SS./(n—2) MS,

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(Ln-2)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f,>f(Ln-2a)

Vzt'ah medzi t-testom a F-testom
Pri testovani vyznamnosti regresie je test ANOVA ekvivalentny s t-testom, pretoZe Stvorec
testovacej Statistiky t je rovny testovacej Statistike F, ked’ g, =0. Teda pouzitie hociktorého
z tychto testov vedie k tomu istému zaveru o £,.

Vsimnime si, Ze t-test je flexibilnejsi ako F-test pri testovani hypotézy o f,, pretoze t-test
ma jednostrannu aj dvojstrannu alternativnu hypotézu, kym F-test ma iba dvojstrannu alter-

nativnu hypotézu. F-test vSak sluzi na vyhodnotenie relativnych prispevkov viac regresorov
na variabilitu Y .
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Priklad 1.3 (Testovanie hypotézy o S, pomocou nastroja ANOVA)

Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:
n=30; >y =1930; Y y?=138656; S, =-1115; j =-12,743
i=1 i=1

Vytvorime tabul’ku ANOVA a urobime test hypotézy o S, na Grovni vyznamnosti o =0,05.

" 1930’
SS; =2 y{ —ny’ =138656 30 (ﬁ) =14492, 667
i=1

SS, = 3S,, = —12,743x (~1115) =14208, 445
SS. =SS, —SS, =14492,667 —14208, 445 = 284, 222

Zdroj Stucet Stvorcov Stupne | Priemerny ¢
variability vol'nosti | Stvorec °
Regresia | 14208,445 1 14208,445 1399,7
Chyba 284,222 28 10,151

Celkova | 14492,667 29

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,:5=0 H,:5+0
Krok 2: Stanovenie hodnoty testovacej Statistiky.

SSe/1  MS, 14208445

L= =R o =1399,7
sS./(n-2) MS. 10,151

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
fLn-2a)=f(128;0,05) =4,19599

Krok 4: Zaver:
pretoze f,=1399,7 > f(128,0,05) =4,19599, nulova hypotéza H, sa zamiet-

ne na urovni vyznamnosti & =0,05.,

1.6 Intervaly spol’ahlivosti

1.6.1 Intervaly spolahlivosti pre smernicu a absolutny ¢len

Ciele vyucby

| Stanovit’ intervaly spol'ahlivosti pre £, a f; .
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Indukéné stivislosti o smernici (3))

« Parameter: B
S 2
; . P Xy o 2 . ,
* Bodovy odhad g : B = 5 " N [ﬂl,s—j, o je neznamy

~2
- Odhad smerodajnej chyby B, &, =se(/}) = /g—

Interval spolahlivosti pre £,

100 (1- @) % interval spolahlivosti pre p, je

ﬁl—t(n—Z,a)\/?Sﬁl£ﬁ1+t(n—2,a)\/§—7 (1.13)

Indukéné stvislosti o smernici (5,)

- Parameter: By

2

* Bodovy odhad f,: ,@0 =Y —,éli ~N (ﬁo,oz {1 +§—D , 6 je neznamy
n

o2
» Odhad smerodajnej chyby 3, o =se(f,) = 52[1+;_}
° n

Interval spolahlivosti pre £,
100 (1- &) % interval spolahlivosti pre 3, je

2

XX

YZ

Bo -t(n-2,a) |6° F+K—} < B, s,éo +t(n-2,a) |67 F+—} (1.14)
n S n S

XX

Priklad 1.4

XX

Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:

n=30; 6°=3186"; > x =225; S,=875; 3 =-12,743; f3,=159,9

i=1

Interval spolahlivosti pre p,

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spolahlivosti pre smernicu.

1-0=0,95 = «=0,05

95 %-ny dvojstranny interval spol'ahlivosti pre f,:
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2

A2 A
B -tih-2,a) /;’— <B <p+t-2,a) ;‘—

XX

2 2
3186 _ 5 <—12,743+1(30-2,0,05) [>18°
5 87,5

~12,743—t(30—2;0,05)

—12,743—2,04841x0,34060 < f, <-12,743+ 2,04841x0,34060
—13,44069 < 5, <-12,04531
-13,45< B, <-12,05
Interval spolahlivosti pre f3,
Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spol’ahlivosti pre absolitny ¢len.
1-a=0,95 = «=0,05

95 % dvojstranny interval spol'ahlivosti pre S, :

B, —-t(n-2,a) /&2 FJ—Z} < B, < f+t(n-2,a) /&ZFJ—Z}
n S, n S,

2
159,9—1(28:0,05), [3,1862| - + (222730 | _ B, <
30 87,5

2
<159,9+1(28;0,05), (3,186 1, (225/30)°
30 87,5

159,9-2,04841x2,61987 < [, <159,9+2,04841x 2,61987
159,9-5,36657 < 3, <159,9 +5,36657
154,53343 < 3, <165, 26657

154,53 < f, <165,27

1.6.2 Intervaly spolahlivosti pre strednu hodnotu ozvy
Ciele vyucby

1 Identifikovat’ vyberové rozdelenie odhadu strednej hodnoty ozvy v bode x=x,.

1 Stanovit interval spol'ahlivosti pre strednt hodnoty ozvy v bode x =X, .
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Vyberové rozdelenie odhadu strednej hodnoty ozvy v bode x = x,( ,&Y‘XZXO )
Stredna hodnota ozvy v bode x = x, je

Hyye = E(Y %) =E[ (B, + Bx+8)|% |= By + X (1.15)

Bodovy odhad o, je

fiyy, = By + B, (1.16)
Vyberové rozdelenie ,&Y‘XO je
_7\2
Ay, ~N [y”o,az [LMD (1.17)
n S,
Odhad smerodajnej chyby ,LAJY‘XO je
_v)2
&2 {1 _,_M} (1.18)
n S,

Dé sa dokazat, ze ,LAIY‘XO je nevychyleny odhad oy -

Indukéné stivislosti o strednej hodnote ozvy v bode x =X,

- Parameter: Hhy

n S

XX

A o ~ 1 _ X 2
+ Bodovjodhad 1, : iy, =fh+ A%~ N [MXO’GZ {_+ (% —X) D
o’ je neznamy
Interval spoPahlivosti pre s,

100 (1- @) %-ny interval spol’ahlivosti pre Hyy, Je

~ ~2 1 —X)? ~ A2 1 o__ ?
29 —t(n—2,a)\/a {ﬁJr(X'g—x)} < My < gy +t(n—2,a)\/a {Hwt%} (1.19)

XX

Pozndmka. Sirka 95 %-ného intervalu spolahlivosti pre iy, je najmenSia v bode X=X

a narasta, ked’ sa |x, —X| zvacsuje.

Priklad 1.5

Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:
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n=30; 6°=3186"; > x =225; S,=875; 3 =-12,743; f3,=159,9

i=1
Interval spolahlivosti pre 7o

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu predaja preglej-
kového produktu, ked cena je x =9 €.

fiyo = P+ X, =159,9-12,743x 9 = 45,213

1-a=0,95 = «=0,05

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spol'ahlivosti pre Hyg*

a0 _2,0{)\/62 HJF(X.E—K)Z} < Hyg < ftg +1(N —2,05)\'/&2 E+M}

" S

XX

_ 2
45,213—1(30—2:0,05) [3.1862| —— + 8=225/30) | _ <
30 87,5

— 2
< 45,213 +(30- 2,0,05), [3,186?| -+ 1 9=225/30)
30 87,5

45,213 2,04841x0, 77419 < 11,,, < 45,213+ 2,04841x0,77419
45,213-1,58586 < ,,, < 45,213+1,58586
43,62714 < 11,,, < 46,79886

43,627 < 11,,, < 46,799

1.7 Predikcia nového pozorovania

Ciele vyucby
] Stanovit’ predikény interval pre budice pozorovanie v bode x =X, .

1 Vysvetlit', preco predikény interval pre buduce pozorovanie v bode x = x, je vzdy $irsi

ako zodpovedajuci interval spolahlivosti pre strednti hodnotu ozvy.

A

Vyberové rozdelenie ¥ =Y, Y,

Nové pozorovanie Y, v bode x =X, je

Y, =8, +BX% +&, kde g ~N(0,5°) aY,~N(B, +BX%,5°) (1.20)
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Bodovy odhad Y, je

Yo =+ Bxy (121)
Vyberové rozdelenie odhadu YA0 je
5 1 (%-X)°
Y, ~N O =+ 1.22
0 (ﬂYXO |: n SXX ( )
Vsimnime si, ze E(Y,) = My = Po+ X Yo = By + BXo + & - PretoZe nové pozorovanie Y,

je ndhodnd premennd a nezavisi od Y,, nova ndhodnd premennd ¥ sa pouzije pri tvorbe

predikéného intervalu pre Y, :

w =Y, Y, ~ N(O,o- {1+ +(Xs X)’ D (1.23)

n

Predik¢ny interval pre budiice pozorovanie (y,)

~ 2 . r
PretoZze o je neznama,

T= £0 Yoty ~t(n-2)

JAZ[Hl (% - x)} J{“l (% x)}
n S, n S,

Teda 100 (1- ) %-ny predikény interval pre buduce pozorovanie y, v bode x, je

Yo —t(n—2,0¢)\/&2 {1+1+M} <Y<Y, +t(n—2,a)\/ [1+ +( X)’ } (1.24)
n S, n S,

Poznamka. VSimnime si, Ze ako pri intervale spol'ahlivosti pre s, , Sirka 95 %-ného predik-

¢ného intervalu pre y, je najmensia v bode X=X a narasta, ked’ sa |X0 -X

zvacsuje. Okrem
toho, predikény interval je vzdy S§ir$i, ako zodpovedajlci interval spolahlivosti, pretoZe
predikény interval zavisi od chyby odhadovaného regresného modelu a nahodnej chyby (¢)
v bode Y , kym interval spolahlivosti zavisi iba od chyby odhadovaného regresného modelu.

Priklad 1.6

Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:

n=30; 6°=3186"; > x =225; S,=875; 3 =-12,743; f3,=159,9

i=1
Predikcny interval pre Y,
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Stanovime 95 %-ny dvojstranny predikény interval pre buduce pozorovanie predaja pre-
glejkového produktu, ked’ cena je x, =9€.
¥, = 3, + BX, =159,9-12,743x9 = 45,213

1-a=0,95 = «=0,05
95 %-ny dvojstranny predikény interval pre y, v bode x=9€ je

: — _
9 —t(ao—z,o,os)J&z 1+1+M} <y, <V, +t(30—2,0,05)J&2 {1+1+_<Xo ) }

n Sy n S,
45,213—-2,04841 |3,186% |1+ — + —=22 <Y, <
V 30 87,5
225
1 (9_5)2
<45,213+2,04841 |3,186% | 1+ — + ——=Y
30 87,5

45,213—-2,04841x3,278713852 <y, < 45,213+ 2,04841x 3,278713852
45,213-6,71615< y, <45,213+6,71615
38,49685 <y, <51,92915
38,496 <y, <51,930

Pozndmka. VSimnime si, Ze predikény interval 38,496 <y, <51,930 je Sir§i ako zodpove-

dajuci interval spol’ahlivosti pre stredni hodnotu ozvy 43,627 < Mg < 46,799 (Priklad 1.5).

1.8 Adekvatnost’ regresného modelu

1.8.1 Rezidualna analyza

Ciele vyucby

[ Vysvetlit’ vyznam rezidudlnej analyzy.

1 Interpretovat’ graf rezidui.

Rezidualna analyza

Jednoduchy linearny regresny model spiia $tyri predpoklady:
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Linearitamedzi x a Y
Néhodnost’ chyby
Konstantny rozptyl chyby
Normalita chyby

M wbdh e

Tieto $tyri predpoklady sa overuji pomocou rezidudlnej analyzy (& =y, —V., 1=12,...,n;
hodnoty odhadov chyb). Tento postup sa nazyva postidenie adekvatnosti modelu.

Prvé tri predpoklady (linearita, ndhodnost” a konStantnost’ rozptylu) mozno overovat pomocou

grafov rezidui:

1. & verzus y,
2. & VEerzus x;

3. ¢ verzus t (ked Casova postupnost’ je zndma)

Normalita chyby sa overuje pomocou jednej z nasledujucich metod:

1. Histogram rezidui
2. Graf normality rezidui
3. Normovanie rezidui pomocou vzorca

A

d =—2,i=12..,n (1.25)
0'\_2

Ak rezidua si normalne rozdelené, priblizne 95 % normovanych rezidui (d,) sa

nachadza v intervale (—2,2) . Rezidu4, ktorych normované hodnoty st mensie ako —3

alebo vicsie ako 3, mozu byt odlahlé hodnoty. VSeobecné vzory grafov rezidui su
uvedené na Obr. 1.6.

Rezidua ¢;
=
Rezidua &;
=

Rezidua ¢;
o
Rezidua &;
o

c) d)
Obr. 1.6 Vzory grafov rezidui: a) vyhovujtci; b) lievik; ¢) dvojity obluk; d) nelinearny
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Vzor a) je idealny graf rezidui, ktory spiia vsetky tri predpoklady, kym vzory b), c) a d) su
anomalie (odchylky) nespliajice predpoklady o chybe — rezidua nie si nahodné a nemaju
konstantny rozptyl. Tieto neziaduce rezidualne vzory mozu byt v désledku nelinearity alebo
bezvyznamnosti vztahu medzi nezavislou premennou X a 0zvovou premennou Y . K naprave

neziaducich vzorov rezidui mozno pouzit’ tieto metody:

1. Transforméacia X alebo y nainy tvar (napr. 1/, ﬁ, y>alny)

2. Pridat’ do modelu ¢len (¢leny) vysSieho radu premennej X
3. Zahrnat novy(¢é) regresor(y) do modelu
Priklad 1.7 Rezidualna analyza

Pre data z preglejok cena verzus predaj (Priklad 1.1) sa ziskali nasledujuce grafy rezidui
z odhadnutého regresného modelu § =159,9-12,743x :
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1
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Normované rezidua
o
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IIIIIIIIIIIIIIIIIII]IIII]III
.
.
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W

(=)
i

10
a) Graf normovanych rezidui (£, verzus t)

—
(9]
[\®)
o
[\S)
W
[O%]
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8__]|l|l|l|l|l|ll|]||ll|lllIIIIIIIIIIIl_-‘

6 -
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q 2P . : ]
3 F . . . ]
E’OZ T T
-2:_. . . . _:

4 : . . 5 R~
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b) Grafrezidui (& verzus ;)
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c) Grafrezidui (£, verzus x;)

Normalny pravdepodobnostny graf zobrazuje rezidua leziace blizko pozdiz priamky. Okrem
toho graf normovanych rezidui ukazuje, Ze viac ako 95 % normovanych rezidui (96,7 %) sa

nachadza v intervale (—2,2) . Preto sa dospelo k zaveru, Ze rezidua maji normalne rozdelenie.
Vsimnime si, ze vSetky rezidua st vnutri intervalu (=3,3), teda nie st Ziadne vybocujuce
hodnoty z dat cena verzus preda;.

Grafy & verzus y, a & verzus x. ukazuju, ze rezidud su ndhodné s konstantnym rozptylom.

Variabilita rezidui mierne vzrastla v polovici oborov hodnét y a x. Tato odchylka od kon-

Stantného rozptylu vSak nie je natol’ko zdvazna, aby sa zamietla adekvatnost’ regresného
modelu.

1.8.2 Koeficient determinacie (R?)

Ciele vyucby

"1 Vysvetlit’ termin koeficient determindcie.

71 Vypocitat’ koeficient determinacie v regresnom modeli.
Koeficient determinacie (R?)

Koeficient determinacie R? udava velkost variability dat vysvetlenej regresnym modelom.

Inymi slovami povedané, R* je podiel z celkovej variability Y , ktora pochadza z regresného

modelu:
B SS, _ SS;

R’ 1-226, 0<R’<1 (1.26)
SS, SS,

31



Jednoduchd linedrna regresia a koreldcia

Opatrnost’ pri pouziti R?

Velk4 hodnota R* nemusi nutne znamenat' adekvatnost regresného modelu. Pridanim no-
vych regresorov alebo radovo vyssie ¢leny regresorov do existujuceho modelu sa R? vzdy
zvysi, aj ked’ novy model je menej vhodny ako sucasny model, pokial’ ide o jednoduchost,
stabilitu a Statisticki vyznamnost’. Napriklad, na n datovych bodov x a y sa dokonale hodi
polyndmom stupiia n—1 (napr. Styri datové body mozu byt dokonale fitované polynémom so
stupiom tri). Aj ked” R?-hodnota dokonalého modelu sa rovna jednej, polyném vyssieho radu
je zlozity na pouzitie a Casto nestabilny, ak sa pouzije iny vyber dat. Napokon, ak sa sucet
Stvorcov chyb (SS; ) nového modelu znizi pomocou priemerného Stvorca chyby existujiiceho

modelu, novy model bude mat’ vac¢si priemerny Stvorec chyby (MS;), ¢o ma za nasledok

znizenie Urovne Statistickej vyznamnosti.

Priklad 1.8 (Koeficient determinacie)

Z dat objemu preglejok (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:
SS; =14492,667; SS, =14208,445; SS_ =284,222

Vypocitame koeficient determinacie odhadnutého regresného modelu § =159,9-12,743x .

n2 _ SSq _ 14208,445

e = 0,980388565 = 98 %
SS,  14492,667

Odhadnuty regresny model vysvetl'uje 98 % variability v predaji preglejkového produktu.

1.8.3 Test nezhody

Ciele vyucby

1 Vysvetlit' vyznam testu nezhody v regresnom modeli.

71 Vykonat test nezhody na odhadnutom regresnom modeli.
Test nezhody

Test nezhody regresného modelu urcuje ¢i uroven modelu je vhodna. Pre tento test su

potrebné opakované pozorovania Y aspon v jednom bode X.

ANOVA pre test nezhody

Metoda ANOVA je zakladom testu nezhody regresného modelu. Predpokladajme, Ze pozoro-
vania pre m trovni X su tieto:
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X Pocet opakovanych pozorovani Y

X n 3/11’3/12!'--:ym1
X2 n2 y217 y22’ e y2n2
Xin nm yml’ ym2 1 ymnm

Pri pouziti ANOVA techniky, ako je uvedené v tabulke 11.3, sucet Stvorcov chyb (SS;;
stupne vol'nosti =n—2; pozri ¢ast’ 1.5.2) je d’alej rozdeleny na dve Casti:
1. Variabilita sposobend cistou chybou (SS,., sucet Stvorcov Cistej chyby; stupne vol™-

nosti =n—m).
2. Variabilita spdsobend nezhodou modelu (SS, . , sucet Stvorcov nezhody; stupne vol-

nosti =m-2).

Tab. 1.3 Rozdelenie stctu Stvorcov chyb (SS;)

SSe SSee SSior
Sucet Stvorcov chyb Stcet Stvorcov Cistej chyby Sucet stvorcov nezhody
ZZ(yij_yi)z = ZZ(yij_yi)z + Z(V._yl)z
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1
Stv. n-2 = n—-m + m-—2
y
y ::Bo +B1X
X
b7
y

X

F  x
a) b)

Obr. 1.7 Delenie variability premennej y sposobenej chybou
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y; —¥; — variabilita pozorovania y; sposobend chybou
y; — Y — variabilita pozorovania y; spdsobena Cistou chybou

y,—¥; — variabilita pozorovania y; sposobend nezhodou modelu

Graficka interpretacia veli¢in SS., SS,. @ SS, . je na Obr. 1.7. Odchylka pozorovania y; od
zodpovedajucej hodnoty odhadu ¥, v bode x; sa rozdeli na odchylku y; od zodpovedajiceho
priemeru y. vysvetlenu ¢istou chybou a na odchylku y, od zodpovedajicej hodnoty odhadu
¥, vysvetleni nezhodou modelu. Tieto tri odchylky sa umocnia na druht a vypocitaju sa
z nich stcty SS;, SS,. a SS, . . Chyba v désledku nezhody modelu by mohla byt nulova, ak

by sa pouzil model vysSieho radu.

Podiel SS, . /(m—2) a SS,. /(n—m) ma F rozdelenie:

£ _ SSie /(m=2) _ MS,,

- ~F(m-2;n—m) (1.27)
SS,c /(n—m)  MS,.

Pretoze Statistika F nadobuda mali hodnotu, ked rad modelu je vhodny, Statistika F sa

pouziva na testovanie hypotézy H,: Rad regresného modelu je sprdvny. VSimnime si, Ze
veli¢iny MS .. (priemerny Stvorec nezhody) a MS,. (priemerny Stvorec ¢istej chyby)

dostaneme delenim SS, . a SS,; ich stupfiami volnosti.

Tabulka ANOVA a test nezhody

Hodnota nezhody a Cistej chyby st uvedené v Tab. 1.4 na testovanie adekvatnosti modelu
pomocou metdédy ANOVA.

Tab. 1.4 ANOVA na testovanie nezhody

Zdroj Sucet Stvorcov | Stupne | Priemerny | Testovacia Statistika
variability volnosti | $tvorec F
Nezhoda | SS o m-2 MS o MS e/ MS,
Cista S5, n—m MS,.

chyba

Chyba SS¢ n—2 MS.

Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

H, : Radd modelu je spravny. H,: Rad modelu nie je spravny.
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Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

£ _SSioe/(m=2) MS,o
® sS../(n-m) MS,

~F(Mm-2;n—m)

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(m-2,n—m; )
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f, > f(m-2,n—-m; )

Priklad 1.9 (Test nezhody)

Pre data z preglejok cena verzus predaj (Priklad 1.1) sa vypocitali tieto hodnoty:

N=30; m=6; SS. =284,38; SS,. =D (V,~9,)?=238; SSpe =22 (¥, —V)* =282
i=1 i=1 j=1

A

Urobime test nezhody pre regresny model Y =159,9-12 743X na Grovni vyznamnosti

a =0,05. Pomocou tabul’ky ANOVA testujeme nezhodu regresného modelu:

Zdroj Sucet Stvorcov Stupne | Priemerny | Testovacia Statistika
variability vol'nosti | Stvorec F
Nezhoda 2,38 4 0,595 0,051

Sﬁit;a 282 24 | 11,75

Chyba 284,38 28 10,156

Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H, : Rad modelu je spravny. H, : Rad modelu nie je spravny.
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

¢ _MSo 0595
° MS,. 11,75

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(m-2,n—m;a) = f(4,24;0,05) =2,77631

Krok 4: Zaver:
pretoze f,=0,051< f(4,24,0,05)=2,77631 , nulovd hypotéza H, sa
nezamietne na Urovni vyznamnosti & =0,05. Dospelo sa k zaveru, Ze rad

modelu je spravny.
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1.9 Transformacie na priamku

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ vztah medzi linearnym modelom a nelinearnym modelom.

Transformacia nelinearneho modelu

Nelinearny vztah medzi nezdvislou premennou X a zavislou premennou Y mozno trans-
formovat’ na linearny model pomocou matematickych operacii. Priklady st uvedené v Tab.
1.5.

Tab. 1.5
Nelinearny model Linearny model
Y = Bet = | InY =IngB, +Bx+e
Y=p+BX+¢ = | Y=8+pz+¢c, kde z=X
1 = 1
Y=p+[—+¢ Y=8+pz+¢c,kde z==
X X
1 = | Z=0,+px+¢&, kde Z=-InY

Y =
exp(f, + Bx+¢

1.10 Korelacia

Ciele vyucby

"1 Vypocitat’ vyberovy korela¢ny koeficient R medzi ndhodnymi premennymi X a 'Y .

] SkonStruovat’ interval spol'ahlivosti pre korela¢ny koeficient zakladného suboru p
medzi X a Y.

1 Testovat’ hypotézu o p.

Korelacia verzus regresia

Uzky vztah existuje medzi korelaciou ndhodnych premennych X a Y a regresnym modelom
nezavislych a zavislych premennych X a Y . Pripomenme, Ze v regresnom modeli je regresor
X matematickd premennd, nie ndhodna premenna.

Predpokladajme, Ze X a Y s nahodné premenné a pozorovania (X,,Y,), i=12,...,n sa
ziskali z dvojrozmerného normélneho rozdelenia. Korelaény koeficient zakladného suboru

Py J€
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Oxy

P =2 1< p,, <1 (1.28)

Ox Oy
kde o, , o, st smerodajné¢ odchylky zakladného suboru a o,, -kovariancia zikladného
stboru.
Podmienené rozdelenie pravdepodobnosti Y za podmienky X =x je normalne so strednou

hodnotou a rozptylom

O, O, O,
EQY [X) = 24, + Py (X ) =y = PPy o Py X =

X X Ox
O, O,
=B, + px, kde ﬂo:ﬂv_ﬂxvag_Y a B=puy ——
X X

DY [x) =0 @-p7)

Zistilo sa teda, ze podmienené rozdelenia pravdepodobnosti Y za podmienky X =x je
ekvivalentné s rozdelenim pravdepodobnosti jednoduchého linedrneho regresného modelu so

strednou hodnotou f3, + B,x a rozptylom o°.

Odhadovanie korela¢ného koeficienta ( p,, )

Odhad p,, sanazyva vyberovy korela¢ny koeficient a je dany vztahom
Z(Xi - )z)(YI _Y_)
i=1

Oy _ Sy

GGy [Sxx S \/Z”:(Xi_)z)zzn:(vi—\?)z

RXY =

“1<R, <1 (1.29)

Stvorec R,, je koeficient determinacie R:, regresného modelu pre Y a X , ktoré maja

dvojrozmerné normalne rozdelenie:

2
Ry = S 5% (1.30)
S)(X SYY SST
Odvodenie vzt'ahu Rf(Y — SSg
SS,
S S2 S2
Ry == = R, =—X =X pretoze SS, =S,
SXX SYY SXX SYY SXX SST
ﬁISXY N, Xy
=X pretoze B, =
SST P ﬂl XX
SS,

= So pretoze SS, = ,@18XY

T
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Z predpokladu, ze ndhodny vektor (X,Y) ma dvojrozmerné normalne rozdelenie s korelac-
nym koeficientom p,, a kovarianciou cov(X,Y) = o, , vyplyvaji nasledujtice tvrdenia:
e vyberovy korela¢ny koeficient Ry, je nevychyleny odhad korelacného koeficienta

zékladného suboru p,, :

E(Ryy) = Pxy (1.31)

e vyberova kovariancia S,, je asymptoticky nevychylenym odhadom kovariancie

zékladného suboru o, :
E(Sy) =0y, ak n—>o0 (1.32)

o Statistika T, ktord je funkciou vyberového koeficienta korelacie R,, ma t-rozdelenie

so stupniami volnosti n—2:

T ~t(n-2), ak p=0 (1.33)

_ Ry Jn-2
\/1_ R>2<Y
e Fisherova §tatistika Z (tzv. Z-transformacia) ma asymptoticky normalne rozdelenie:

1+R
Z=tin S N[ g ey P L (1.34)
2" 1-R 2" 1, 2(-1) n-3

Xy

Predchadzajuce Styri tvrdenia si zékladné tvrdenia z oblasti korelaénej analyzy, z ktorych
vyplyvaji jednotlivé bodové odhady, intervalovy odhad a testy pre korelacny koeficient. D6-
kaz tychto tvrdeni moéze Citatel’ ndjst’ napr. v publikacii Lamos, F., Potocky, R.: Pravde-
podobnost’ a matematicka Statistika — Statistické analyzy. ALFA, Bratislava, 1989. ISBN
80-05-00115-0 a podrobnejsie v publikacii Anderson, T. W.: An Introduction to Multivariate
Statistical Analysis. John Wiley & Sons, Inc., 2003. ISBN 0-471-36091-0.

Ak vo Fisherovej Statistike zanedbame Clen p,, /2(n—1), ktory je pre vacsi pocet pozorovani

blizky nule, tak z Fisherovej Statistiky a z vlastnosti normovanej ndhodnej premennej vyply-
va, ze nasledujuca Statistika ma asymptoticky normélne rozdelenie:

1+R 1+
L2 L 2 | N (1.35)
2" 1R, 2 1-p,

Indukéné suvislosti o p,,

- Parameter: o

* Bodovy odhad p,, : Ry = ——=—=—
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+ Testovacia Statistiky pre p,,

Ry, vn—2

T =
° O 1-RY

~t(n-2), ak H,:p,, =0

1, 1+Ry 1 1+
Z,=(=In SN2 T3 pre Ho: Py = Pyyo(#0), n>25
2 1-R, RXY 2 1- Pxv 0

Interval spoPahlivosti pre p,,

Aproximécia 100(1—-« ) %-ného intervalu pre p,, je

1+R 1+ R
th l:lln Y k“_g} < pyy <th EI K, } (1.36)

2 1-R n 1-R, \jn—3

kde th(a) = (e* —e™®)/(e* +e™®) je hyperbolicky tangens k, je kriticka hodnota N(0,1).

Test hypotézy o p,, t.j.0 S, (t-test)
Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Hoy oy = Pxv 0 H, oy # Pxv 0

Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.

~t(n—-2), pretest H,: p,, =0

1, 1+R,, 1,6 1+
(2I 1+R EIn1 ZXYO)\/ pretest Hy: pyy = Py o (#0), =25
XY XY,0

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n—2;) pre testovanie H, : p,, =0

k, pre testovanie H,: oy, = pyy o (#0), n>25
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

lts| >t(n—2; ) pretest H,: p,, =0
|z, >k, pretest Hy: py, = pyyo (#0), n>25
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Priklad 1.10

Vztah medzi hodnotenim predmetov ergonémie ( X ) a Statistiky (Y ) sa Studuje. Nahodne sa
vybralo 50 Studentov, ktori absolvovali obidva predmety. Z findlneho hodnotenia ergonémie
a Statistiky sa vypocitali hodnoty:

n=50; S, =66525; S, =3999,0; S, =33031

Predpokladajme, ze hodnotenie ergondmie a Statistiky ma dvojrozmerné normalne rozdelenie.

Vyberovy korelacny koeficient
Vypocitame hodnotu vyberového korelacného koeficienta R,, medzi hodnotenim predmetov
ergonomie ( X ) a Statistiky (Y).

P Sy _ 3303,1
7 S«S,  1/3999,0x6652,5

xx*yy

=0,640403325~ 0,64

Interval spol’ahlivosti pre p,,

Skonstruujeme 95 %-ny interval spolahlivosti pre korelacny koeficient zdkladného suboru

Pyy medzi ndhodnymi premennymi X a Y.

1+r ] i 1+r
thEln v K o <t i e, K }

I-r, n-3] 12 1-r, n-3
1, 1+0,64 196 | (1, 1+0,64 1,96
th| =In — < <th| =In —
{2 1064 50-3] 772" 1-0,64 N/50—3}

th[0,472278] < p,, <th[1,04407]
0,440038 < p,, <0,77947

0,44< p,, <0,78

Test hypotézy o p,, (1.]. B))
Testujeme hypotézu H; : p,, =0 na Grovni vyznamnosti & =0,05.
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Hy:py =0 H,:p, #0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

_ryn—2 0,64./50-2

-, o6

t, =5,770685662 = 5, 77
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Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n—2; ) =t(50-2;0,05) =t(48;0,05) = 2,01
Krok 4: Zaver:
pretoZe [t,| =5,78 >1(48;0,05) = 2,01, nulova hypotéza H, sa zamieta. Dospelo

sa k zaveru, ze medzi hodnotenim predmetov ergonoémie ( X ) a Statistiky (Y ) je

vyznamna zavislost’ na urovni vyznamnosti « =0,05.
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2 VIACROZMERNA LINEARNA REGRESIA
A ZOVSEOBECNENY LINEARNY MODEL

2.1 Viacrozmerny linearny regresny model

Ciele vyucby

71 Vysvetlit’ predpoklady viacrozmerného linedrneho regresného modelu.

'] Transformovat nelinearny model na linearny model.

71 Vypocitat' rezidua.

) Odhadnut rozptyl chyby o?.

Viacrozmerny linearny model

Rozs$irenim jednoduchého linearneho modelu je viacrozmerny linedrny model, ktory vysvet-

l'uje linearny vzt'ah medzi premennou ozvy Y a k (>1) regresormi

kde

Y =L+ BX A+ BX +E (2.1)

By B, B st regresné koeficienty. Koeficient B, oznacuje absolutny ¢len a ko-

eficienty B;, j=12,...,k oznacuju smernice regresorov. Kazdy koeficient B; meria

oCakavanu hodnotu zmeny Y pri jednotkovej zmene X;, priom ostatné regresory

zostavajli konstantné. Koeficienty f3; sa niekedy nazyvaji parcidlne regresné koefi-
cienty.
X, Xy,..., X, su nezavislé premenné (regresory, prediktory), ktoré reprezentuju

kontrolovateI'né konStanty (nie ndhodné premenng).

& je nahodna chyba, ktora reprezentuje ndhodné kolisanie Y okolo linearnej krivky

By + BX +-+ B X . Predpokladd sa, Ze ¢ je normalne rozdelena zo strednou hodno-

tou 0 a rozptylom o t. j.
&~ N(0,1) (2.2)

Y je zavisla (ozvova) premenna. Pretoze vysledky Y Vtych istych hodnotach

Xy %, .-, X, mOzu kolisat’ ndhodne, Y je ndhodna premennd s normalnym rozdelenim

YNN(ﬂo+ﬁ1X1+"'+ﬁka1o'2) (2.3)
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Transformacie nelinearneho modelu

Akékol'vek regresné modely s linedrnou kombinaciou regresorov mozno transformovat’ na

linedrny model. Priklady transformdcii nelinedrneho modelu:
1. Y =6+ BX + 5% + B,XX, +¢& transformujeme na
Y =L+ BX A+ L%+ fX +&, kde By =L, a X, =XX,

2. Y =06,+6X+5X%+ ,6’3%+ﬂ4x§ +¢ transformujeme na

Y =6+ BX + BX + B+ X, +¢&, kde sti a X, :Xg

Maticovy zapis
Predpokladajme, Ze n pozorovani pozostavajucich z Kk regresorov a premennej ozvy

(s Xigseees X Vi) » 1=1,2,...,n sa modeluji pomocou viacrozmerného regresného modelu
Vi =B+ PXy++ BX +&, 1=12,...n (2:4)

Systém n rovnic je vyjadreny v maticovom tvare takto:

y=XB+e (2.5)
kde
Y1 1 Xy X, o X% B &
y=| | x=[t e e | AL e
yn 1 an Xn2 Xnk ﬁk gn

Zostavovanie modelu

Metédou najmensich §tvorcov (MNS) nijdeme hodnoty odhadov regresnych koeficientov

ktoré minimalizuju sucet §tvorcov chyb, t. j. kvadratickt formu:

SSe=D & =e'e=(y-XB) (y-XB)=y'y-F X y-y' Xp+p X" Xp =

i=1
=Y'y-2y"Xp+ B X' Xp
Pri minimalizacii pouzivame derivéaciu vektorovej funkcie SS;(f), preto si ukazeme dolezité

vzt'ahy:

055.(B) _[05S.(B) 55.(B)  @5S.(B) |
# | o B T B
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oa'p) _ P Ap) _
B . B A

Potom derivujeme kvadratickti formu, polozime ju rovnl nule, ¢im dostaneme systém tzv.

normalnych rovnic:

B5elB) __oxTyioXTXp=0
p

Z normalnych rovnic 'ahko ziskame odhad g .
MNS odhad £ je

B=(X"X)'X"y (26)
Potom odhadnuty regresny model je
§=Xp=X(X"X)"'X"y (2.6)

Rezidua a rozptyl chyby

Odhadnuty model ma rezidua (vektor rezidui)

E=y-y (2.7)
Hodnota odhadu rozptylu chyby o je
Ty _ AT vT
62: SSE — y y ﬂ X y (28)
n-p n-p

kde p=k+1 je pocet regresnych koeficientov a k je pocet regresorov.

Smerodajna chyba regresné¢ho koeficienta ﬁj
Kovarianénd matica ﬁ je
cov(B) =X (X" X)) =c?C, kde C=(X"X)™ (2.9)

Kovarian¢na matica je symetrickd matica typu px p, ktorej prvky ,.Jj su rozptyly a prvky

1] st kovariancie ﬁi a ﬁj ykde i, j=0,1,...,k; i#].
Potom hodnota odhadu smerodajnej chyby ,[§’J. je
&ﬁj =se(B;) =0, ijj (2.10)

kde Cj; je j-td diagondlna hodnota matice C . Smerodajna chyba regresného koeficienta je

uzito¢na miera reprezentujuca presnost odhadovania regresného koeficientu. Cim je mensia

smerodajna chyba, tym je presnejSie odhadovanie.
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Priklad 2.1

V chemickom zavode sa $tuduje spotreba elektrickej energie merana kazdy mesiac. Predpo-
klada sa, ze mesacna spotreba zavisi od Styroch faktorov: priemerna teplota prostredia (X, ),
pocet dni za mesiac (X, ), priemerna ¢istota produktu ( X;) a objem produkcie (X,). Zodpove-

dajice zaznamy v zavode v uplynulom roku st nasledovné:

Spotreba Teplota Pocet Cistota pro- Objem produk-
energie y; [kW] X;; [°F] dni X, duktu X;; [%] cie X,;[tona]
1 240 25 24 91 100
2 236 31 21 90 95
3 290 45 24 88 110
4 274 60 25 87 88
5 301 65 25 91 94
6 316 72 26 94 99
7 300 80 25 87 97
8 296 84 25 86 96
9 267 75 24 88 110
10 276 60 25 91 105
11 288 50 25 90 100
12 261 38 23 89 98

Pomocou Statistického softvéru ziskame odhadnuty regresny model spotreby energie, ktory

obsahuje vsetky Styri regresory ( X, X,,X; @ X,) @ zodpovedajuci sucet §tvorcov chyb ( SS;):

§=—102,71+0,61x, +8,92x, +1,44x,+0,01x, a SS. =1699,0

Vypocet rezidua
Vypoéitame reziduum hodnoty y =301, ked’ X, =65°F, X, =25 dni, X, =91% a X, =94 ton.
Hodnota odhadu spotreby energie je
y=-102,71+0,61x65+8,92x25+1,44x91+0,01x94 =291,8
Teda
£=y—9=301-291,8=9,2

Odhadovanie o2

Hodnotu odhadu rozptylu ¢* ziskame takto:
Pre n=12 a pocet regresnych koeficientov p=5 je

52— SS;  1699,0
m-p 12-5

=242,7=15,6°
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2.2 Testovanie hypotéz vo viacrozmernej linearnej regresii

2.2.1 Test vyznamnosti regresie

Ciele vyucby

] Testovat vyznamnost’ viacrozmernej regresie.
[ Rozliovat koeficient viacnasobnej determinacie R® od upraveného koeficienta deter-
e 5 s 2
minacie R;.

] Vypocitat R* a R?

- V regresnom modeli.

Vyznamnost’ regresie

Test vyznamnosti regresie urci, ¢i existuje aspoti jeden regresor X; z k regresorov, ktory ma

vyznamny linearny vzt'ah s ozvovou premennou Y :
Ho:f=p,==5=0 (p=0)

H,:8; #0 aspoti pre jedno j=1,2,...,k (2.11)

Tak ako v jednoduchej regresii aj vo viacrozmernej regresii pouzijeme metodu ANOVA na

testovanie vyznamnosti regresie. Vo viacrozmernom linearnom modeli (pozri Tab. 2.1) cel-

kova variabilita Y (SS;, celkovy siiéet §tvorcov; stupne volnosti =n—2) sa rozdeli na dve
zlozky:
1. Variabilita vysvetlena regresnym modelom (SS;, sui€et §tvorcov regresie; st. v. =k)

2. Variabilita tvorena nahodnou chybou (SS;, siéet §tvorcov chyb; st. v. =n—k —1=

=n—(k+1)=n-p)

Tab. 2.1 Rozdelenie celkovej variability v Y (SS;)

SS; SS; SS¢
Celkovy sucet Stvorcov Stcet Stvorcov regresie Stcet Stvorcov chyb
2 (V) = 29—V + D=9
i=1 i=1 i=1
( n 2 n 2
Z Yi j - [Z Yi j + T AT T
= = = yy-gXvy
Ty \i=l TXT _\i=
y'y T B T
St. v. n-1 = k + n—p
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Podiel SS;/k a SS;./(n—p) ma F rozdelenie:

SS./k  MS

SSc/(n—p) MS; ( P) (212)
Tato Statistika F sa pouZiva na testovanie H,:f =f,=---=f, =0, pretoze F nadobuda

malt hodnotu, ked H, je spravna. Veli¢iny MS, (priemerny S$tvorec regresie) a MS;
(priemerny $tvorec chyby) dostaneme delenim SS; a SS; ich stupfiami vol'nosti. V§imnime

si, ze

=62 (2.13)

Postup testovania ( F test)

V tabul’ke ANOVA (Tab. 2.2) st uvedené dolezité veli¢iny s variabilitou, pomocou ktorych

testujeme vyznamnost’ regresie.

Tab. 2.2 ANOVA na testovanie vyznamnosti regresie

Zdroj Sucet Stupne Priemerny Testovacia Statistika P-hodnota
variability | Stvorcov | volnosti | $tvorec 5

Regresia SSy k MS, MS. /MS,

Chyba SS¢ n—-p MS,

Celkova SS; n-1

Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Ho:B=p==p=0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

SSg /K MS,
= = ~F(k;n-
° SS./(n-p) MS, ( P)

H,:B; #0 aspoil pre jedno j=12,...,k

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(k,n-p;a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f,> f(k,n-p;a)
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Koeficient viacrozmernej determinacie R* verzus RZ,

Koeficient determinacie udava mnozstvo variability Y vysvetlenej regresormi X, X,,..., X, :

SSy _;_SSe

R? = =
SS; SS;

, O0<R*<1 (2.14)

Velka hodnota R® neznamend nevyhnutne, Ze regresny model je adekvatny. Ked’ sa prida do

modelu novy regresor, R® vzdy vzrastie nezavisle od toho, &i je regresor $tatisticky vyz-
namny, alebo nevyznamny. Regresny model, ktory ma velkt hodnotu R?, médze neuspokoji-

vo odhadnut stredné hodnoty oziev alebo predpovedat’ nové pozorovania.

Lepsia miera, ako koeficient determinacie R?, je upraveny koeficient determinacie Razdj, ktory

ziskame takto:

0<R2 <1

adj —

(2.15)

2 o1 SS¢ /(n—p) 1 n-1 (1—R?),
SS; I(n-1) -p

Kym R? sa zvicsi vzdy, ked sa prida d’alsi regresor do existujuiceho modelu, R;‘dj sa moze
Vv istych pripadoch znizit.

Priklad 2.2

Z dat spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1) sa ziskala nasledujica tabul’ka ANOVA:

Zdroj Sucet Stupne Priemerny | Testovacia Statistika P-hodnota
variability | §tvorcov | volnosti Stvorec A

Regresia 4957,2 4 1239,3 51 0,03
Chyba 1699,0 7 242,7

Celkova 6656,3 11

Testovanie vyznamnosti regresie

Testujeme vyznamnost’ regresie na urovni vyznamnosti & =0,05.

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Ho:5=5=05=p5=0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

_SS./k  4957,2/4 1239,3
® SS_/(n—p) 1699,0/7 2427

H,:B; #0 aspoii pre jedno j=1,2,3,4

51

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
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f(k,n—p;a) = f (4,7,0,05) = 4,12

Krok 4: Zaver:
pretoze f,=51> (4,7,0,05)=4,12 , nulova hypotéza H, sa zamietne na
urovni vyznamnosti & =0,05. To znamena, Ze asponl jeden zo $tyroch regreso-

rov mé vyznamny linearny vzt'ah s mesacnou spotrebou elektrickej energie na

urovni vyznamnosti & =0,05.

Koeficient determinacie R* verzus RZ,

2

. regresného

Vypoéitajme koeficient determinacie R® a upraveny koeficient determinacie R
modelu.

no _ SS _ 4957,2

=="R =0,745=74,5%
SS;  6656,3

12-1

Rz —1- 1L 1 Rey—1-2221 (1 745) - 0,509 59,99
n—-p 12-5

adj

Styri regresory (X, %,,%;,X,) vysvetluju 59,9 % variability v mesaénej spotrebe elektrickej
energie Y.

2.2.2 Testy jednotlivych regresnych koeficientov
a podmnoziny koeficientov

Ciele vyucby

'] Testovat’ vyznamnost jednotlivych regresorov.

1 Testovat’ vyznamnost podmnoZiny regresorov.

Vyznamnost’ jednotlivych regresorov

Vyznamnost kazdého regresora X; sa vyhodnocuje t-testom.

Indukéné sivislosti o smernici ()

« Parameter: B
* Bodovy odhad §;: ,5’] ~ N( j,o-Zij), o’ je neznamy
* Testovacia Statistika [, T= b = b b ~t(n—p)

se(B) Js7C,

1

Odhad smerodajnej chyby 4, G, :se(Bj) =,/6°C.. , kde 6° =MS,
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Testovanie hypotézy o S, (t-test)
Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
HO:ﬁj ::Bj,o Hl:/Bj iﬂj,o
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
B. - B
—=—~t(n-p)
RS

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.

tih-p;a)

T, =

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

t,|>t(n— p; )

Priklad 2.3 (Testovanie hypotézy o 3;)

Zoberme do uvahy data z mesacénej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Hodnoty nasle-

dujucich veli¢in v regresnej analyze sa ziskali pre objem vyroby (X, ):
3,=0,014, se(B,)=0,734, n=12, p=k+1=5
Testujeme vyznamnost’ X, na trovni vyznamnosti & =0,05.
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,:8,=0 H,:5,#0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

Bi—Bio 0,014-0

se(8,) 0,734

0,02

0

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
t(n—p;a) =t(12-5;0,05) =t(7;0,05) = 2,365

Krok 4: Zaver:
pretoZe |t,|=0,02<t(7,0,05) =2,365, nulova hypotéza H, sa nezamietne na

urovni vyznamnosti & =0,05.
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Vyznamnost’ podmnoZiny regresorov

Vyznamnost’ podmnozZiny regresorov X, X,,..., X, (r <k) sa testuje pomocou zovseobecnenej
metody ANOVA. Tento test zistuje, ¢i existuje aspoii jeden regresor X; z mnoZiny r regre-

sorov, ktory ma vyznamny linearny vzt'ah s 0zZvovou premennou Y :
Ho:B=p="=5 =0
H,:8; #0 aspotipre jedno j=12,...,r (2.16)

Rozdel'me vektor regresnych koeficientov g na f, pre regresory X, X,,...,X, a f, pre ostat-

an

Nech X, a X, oznacuju stipce regresorov X prisluchajuce §, a f,. Potom viacrozmerny

ne 1egresory X g, X pr-- o Xy -

linedrny model je
y=Xp+e=Xp+X,p,+¢ (2.17)

Sucet §tvorcov regresie SS; a priemerny $tvorec chyby MS. (podkapitola 2.2.1) st

kde #=(X"X)"X"y. Vimnime si, ze SS;(f) ukazuje prispevok regresorov X k variabi-

T T T
MS, = yy;fﬂpr (2.18)

SSe(B)=p"X"y- a

lite premennej Y .

Ak chceme zistit’ prispevok regresorov X, uvazujeme redukovany model pre X,:

y=X,pB,+¢

MNS odhad g, je B, =(X,X,)™ X,y azodpovedajici sucet §tvorcov regresie je

b
1T (2.19)

Potom sucet $tvorcov regresie f; za podmienky S, je

SS(B,) =B X; v~

SSx(B.|B,) =SS (B)—SSe(B,) =B X" y-f, X, ¥ (2.20)
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Inymi slovami povedané, SS.(p,|B,) oznaluje zvySenie sidtu Stvorcov regresie pridanim

regresorov X, do redukované¢ho modelu. Podiel SS (B,|8,)/r a SS¢/(n—p) ma F rozde-

lenie
SS Ir MS
eSS MS IR Lo 221
SS. I(n—p) MS,
Statistika F nadobtida mala hodnotu, ked’ H,: 3, =3, =---= . =0 je spravna.

Postup testovania ( F test)

Vysledky metody ANOVA na testovanie vyznamnosti podmnoziny regresorov f; je uvedena

v Tab. 2.3.

Tab. 2.3 ANOVA na testovanie vyznamnosti podmnoziny regresorov f,

Zdroj Sucet Stupne Priemerny Testovacia Statistika
variability Stvorcov volnosti | Stvorec A
Regresia () SS; k MS, MS, /MS,
b SSx(8.8.) r MS.(B.|B.) | MS.(B|B,)/ MS,
b, 5S¢ (8,) k—r MSe (8,)
Chyba SS¢ n—-p MS,
Celkova SS; n—1

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H,.
Ho:p=0 (B=p,==p5=0)
H,: B #0 (B;#0 aspon pre jedno j=1,2,...,r
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

 _SSa(BilB) /T _ MS,(818,)

~F(r,n—
°TTss In—p) M, (r.n=p)

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(r,n-p;a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

fo>f(r,n-p;a)
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Priklad 2.4 (Test 0 podmnoZine regresorov)
Zoberme do uvahy data z mesaénej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Predpokladaj-
me, Ze Styri regresory f# su rozdelené na dve kategorie:

1. Nevyrobny regresor f,: priemerna teplota prostredia (X;)

2. Vyrobné regresory f,: pocet dni za mesiac (X, ), priemerna Cistota produktu ( X;)

a objem produkcie (x,)

Viacrozmerna regresia je vykonana zvlast’ pre Styri regresory B a pre nevyrobny regresor f;

pomocou metody ANOVA.
Zdroj Sudet Stupne Priemerny | Testovacia Statistika
variability Stvorcov volnosti | $tvorec f,
Regresia (f) 4957,2 4 1239,3 51
Chyba 1699,0 7 2427
Celkova 6656,3 11
Zdroj Stcet Stupne Priemerny | Testovacia Statistika
variability Stvorcov volnosti | $tvorec f,
Regresia ( £,) 3758,9 1 37589 13,0
Chyba 2897,3 10 289,7
Celkova 6656,3 11

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H,.

Ho:B,=0 (5,=5=5,=0)
H,:B8,#0 (B; #0 asponi pre jedno j=1,2,3,4

Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

SSe (B, |B,) =SSp(B) — SSx (B,) = 4957,2—3758,9=1198,3

=399,4

SSx (B, 4,) _1198,3
r 3

MSR (ﬂz |ﬁ1) =

fo SSe (B |B) 1T _ MS.(8,|8) 399,4

0 = =1,65
SSc /(n—p) MS, 242,7

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(r,n—p;a)=1(3,7;0,05)=4,35
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Krok 4: Zaver:
pretoze f,=165< (3,7;0,05)=4,35, nulova hypotéza H, sa nezamietne na
urovni vyznamnosti @ =0,05. To znamena, Ze Ziaden z vyrobnych regresorov

nema vyznamny linedrny vztah s mesacnou spotrebou elektrickej energie na

urovni vyznamnosti & =0,05.

2.3 Intervaly spol’ahlivosti vo viacrozmernej regresii

2.3.1 Intervaly spolahlivosti pre jednotlivé regresné koeficienty
Ciele vyucby

) Stanovit’ interval spol'ahlivosti pre f; .

Indukéné stvislosti o parametri f;

Bi-B, b5
T=0 A _ 2 I _t(n—
Se(ﬂj) 1;012ij (n=P)

kde 6% =MS,

* Testovacia Statistika [,

« Odhad smerodajnej chyby ﬁj: &B- :se(ﬁj) = ,/6°C

i
Interval spolahlivosti pre /3,

100(1- &) % interval spolahlivosti pre S; je

B, —t(n-p;a), j&zcjj < B, < B, +t(n-p;a), [6°C ; (2.22)

Priklad 2.5

Zoberme do uvahy déata z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Hodnoty nasle-

dujucich veli¢in v regresnej analyze sa ziskali pre objem vyroby ( X, ):
B,=0,014, se(B,)=0,734, n=12, p=k+1=5

Interval spolahlivosti pre p,

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spol’ahlivosti pre £, .

1-a=0,95 = a=0,05

95 %-ny dvojstranny interval spolahlivosti pre f, :

55



Viacrozmerna linedrna regresia a zovseobecneny linearny model

B, —t(n— p;a)6°C i SB <P+t n- p;),[6°C ;

0,014—t(12-5,0,05)x 0,734 < 3, < 0,014 + t(12—5;0,05) x 0,734

0,014-2,365x0,734 < S, <0,014 +2,365x0, 7134

~1,72<B,<175

2.3.2 Interval spolahlivosti pre strednu hodnotu ozvy

Ciele vyucby

1 Stanovit interval spolahlivosti pre strednt hodnotu ozvy v bode X = X; .

Vyberové rozdelenie odhadu strednej hodnoty ozvy v bode X = X, ( l[lY\x:xo )

Predpokladajme, ze vektor X, reprezentuje urcity bod s regresormi X, X,,..., X, :

1
XOl
Xo = | Xo2
_XOk
Stredna hodnota ozvy v bode X = X, je
Hyi, =E(Y|X0)=E(Xﬁ+£|x0)=xgﬁ (2.23)
Potom bodovy odhad parametra Hy, je
fuy =% B (2.24)

Vyberové rozdelenie ndhodnej premenne;j [JY‘XO je
By = N (24,07 (XTX) ) (2.25)

Indukéné suvislosti o strednej hodnote ozvy v bode X = X, ( Hy i, )

« Parameter: Hyix,
+ Bodovy odhad 1, : B, =X B~ N, 0°35 (X X) ',

2 - I
o je neznamy
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_ I&Y\x0 _lu‘(\x0
JEAX (XTX) %,

~t(n-p)

» Testovacia Statistika Ky, :

»  Odhad smerodajnej chyby z,, @ se(i,, ) = J62X] (XTX) X, , kde 6% =MS,

Interval spolahlivosti pre Hyix,

100(1—- ) %-ny interval spol’ahlivosti pre Hy i, je

Ly, —t = P a)EX] (XTX) "Xy < g1, <y +1(N= P,@) 625 (XTX) X, (2.26)

Priklad 2.6

Zoberme do uvahy déata z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Hodnoty nasle-
dujucich veli¢in v regresnej analyze sa ziskali pre strednti hodnotu spotreby elektrickej ener-
gie, ked’ X, =65°F, X, =25 dni, X; =91% a X, =94 ton:

Interval spolahlivosti pre Hy e,

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spol’ahlivosti pre stredni hodnotu ozvy.

1-0=0,95 = a=0,05

95 %-ny dvojstranny interval spol'ahlivosti pre iy, -

Ly, —t0 = DS XS (XTX) Xy < g1, <l +1(N= P,@)6X5 (XTX) X,
291,81-(12-5,0,05) x 7,68 < 4, <291,81+t(12-5,0,05)x7,68
291,812,365 7,68 < 11, <291,81+2,365x7,68
273,65 < 11, <309,97

2.4 Predikcia novych pozorovani

Ciele vyucby

1 Stanovit predikény interval pre budice pozorovanie Y, v bode X=X, .

Predikény interval pre budice pozorovanie Y,

Nech vektor X; =[1, X1, Xg5,**, Xo | 0znacuje konkrétny bod regresorov X, X,,..., X . Potom

hodnota bodového odhadu pre budiice pozorovanie Y, v bode X' = X] je
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~ TH
YO:XOﬂ

100(1— &) %-ny predikény interval pre y, v bode X, je

§o —t(N— P, a)y G2 L+ X] (XTX) %) < ¥y < §p +H(N— P, @) [S2 L+ X] (XTX) %) (2.27)

Poznamka. Predik¢ny interval (PI) je vzdy $irsi ako zodpovedajuci interval spolahlivosti (IS)
pre stredni hodnotu ozvy, pretoze PI zavisi od chyby odhadovaného regresného modelu
a prirodzenej variability v nahodnej premennej Y , kym IS zavisi iba od chyby odhadovaného
regresného modelu.

Priklad 2.7

Zoberme do uvahy déata z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Hodnoty nasle-
dujtcich veli¢in v regresnej analyze sa ziskali pre budice pozorovanie hodnoty spotreby elek-

trickej energie, ked’ X, =65°F, X, =25 dni, X, =91 % a x, =94 ton:
¥, =291,81, &°x)(X'X)*'x,=7,68, 6°=1558", n=12, p=5

Predikcny interval pre Y,

Stanovime 95 %-ny dvojstranny predikény interval pre budice meranie spotreby elektricke;j
energie .

1-a=0,95 = «=0,05
95 %-ny dvojstranny predikény interval pre Y, :

¥y —t(N— P, @)y G2 L+ X (XTX) %) < ¥, < o +H(N— P, @)y G2 L+ X (XTX) %)

291,81—t(12-5,0,05) x«/7,682 +15,58° <y, <
< 291,81+ t(12—5,0,05) x /7,682 +15,58°

291,81-2,365x17,37 <y, <291,81+2,365x17,37

250,74 < y, < 332,88

2.5 Overovanie adekvatnosti modelu

2.5.1 Rezidualna analyza

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ vyznam rezidudlnej analyzy.
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Rezidualna analyza

Styri predpoklady pre viacrozmerny linearny model s:

Linearita medzi regresormi x; a 'Y
Nahodnost’ chyby

Konstantny rozptyl chyby
Normalita chyby

P wbdh P

Tieto Styri predpoklady sa overuji pomocou analyzy rezidui (& =Y, -, i=12,...,n; hod-
noty odhadov chyb). Tento postup sa nazyva postidenie adekvatnosti modelu.
Prvé tri predpoklady (linearita, ndhodnost” @ konStantnost’ rozptylu) mozno overovat pomocou

grafov rezidui:

1. & verzus Y,
2. & verzus X;, j=12,...k

3. & verzus t (ked asova postupnost’ je zndma)

Normalita chyby sa overuje pomocou jednej z nasledujucich metod:

1. Histogram rezidui

2. Graf normality rezidui

3. Normovanie rezidui: Ked st rezidua normalne rozdelené, priblizne 95 % normova-
nych rezidui

d =——,i=12,...,n (2.28)

v

sa nachadza v intervale (—2,2). Rezidu4, ktorych normované hodnoty si mensie ako

—3 alebo vicsie ako 3, mozu byt odl'ahlé hodnoty.

Neziaduci vzor grafu rezidua méze vniknut v dosledku nenormality alebo nevyznamného
vztahu medzi zodpovedajiicim regresorom a ozvovou premennou (Y ). Na korigovanie nezia-

duceho vzoru grafu rezidui sa méze pouzit’ vhodna metdda z nasledujtcich:

1. Transformacia X; alebo y na iny tvar (napr. 1/, W, y>alny)
2. Pridat’ do modelu radovo vyssi ¢len (vySSie ¢leny) premennej X;

3. Zahrnut novy(¢€) regresor(y) do modelu

2.5.2 Vplyvné pozorovania

Ciele vyucby

| Identifikovat’ vplyvné pozorovania pouzitim Cookovej vzdialenosti.
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Cookova vzdialenost’ (D,)

Miera Cookova vzdialenost’ je §tvorec vzdialenosti medzi hodnotou MNS odhadu ,5’ zaloze-

nou na vSetkych n pozorovaniach a ﬁ(i) zaloZenou na vSetkych datach okrem i-tého pozoro-

vania;

:(ﬁ(i)_ﬁ)TXTX(ﬁ(i)_ﬁ) i=12 ...n

D. :
pS?

(2.29)

Ked’ i-té pozorovanie nezvycajne vplyva na uréenie hodnot odhadov regresnych koeficientov,
D, sa stava velké. Hodnota D, >1 naznacuje, Ze bod je vplyvny. Ak dovodom vplyvného

pozorovania je chyba pri experimente, takéto pozorovanie by sa malo vylucit z analyzy.

Priklad 2.8 (Vplyvné pozorovanie)

Zoberme do Givahy data z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Cookove vzdia-

lenosti pozorovani sa vypoc¢itaju pouzitim softvéru:

Spotreba Cookova Spotreba Cookova
;?F&% vzdialenost’; D; ;?ﬁz% vzdialenost; D;

1 240 0,43 7 300 0,01

2 236 0,09 8 296 <0,01

3 290 0,82 9 267 0,65

4 274 0,16 10 276 0,05

5 301 0,03 11 288 0,01

6 316 0,20 12 261 0,01

Skontrolujte, ¢i existuju nejaké vplyvné pozorovania v datach.

Z predchadzajicej tabul’ky sme zistili, Ze neexistuje Ziadne pozorovanie, ktorého D, >1.

2.6 Aspekty viacnasobného regresného modelovania

2.6.1 Polynomické regresné modely

Ciele vyucby

] Stanovit’ polynomicky regresny model.

[ Testovat’ vyznamnost ¢lenov vyssieho stupia.
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Polynomicky regresny model

Ak je ozva krivociara, potom mozno pouzit polynom (linedrne kombindcie mocnin jednej
alebo viacerych premennych) na fitovanie vo viacnasobnom linearnom regresnom modeli.
Napriklad polyném druhého stupiia s jednou premennou mozno transformovat’ na linearny

regresny model takto:

Y =B, +Bx+ B, X +¢& (2.30)
Y=08+B8X+BX+e (2.31)

kde x, =X, x,=x* a f,=2,

Cvwr

(pozri podkapitolu 2.6.3). Vyznamnost' ¢lenov vysSicho stupiia sa testuje pomocou t testu
alebo zovseobecnenej metody ANOVA (pozri podkapitolu 2.2.2).

Priklad 2.9 (Polynomicky model)

Zoberme do uvahy data z mesacénej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Ked” zahrnieme

iba teplotu (X;) do modelu, dostaneme nasledujuci regresny model druhého stupna:
V=B, + fx + B,x =162,76 +3,50x, —0,02x

Zodpovedajuca tabul’ka ANOVA je tato:

Zdroj Sucet Stupne Priemerny .
variability Stvorcov | volnosti Stvorec °
Regresia (x,X%’) (SSp) | 43628 2 2181,4 8,6
SS:(B.15,) 3758,8 1 3758,9 13,0
SS:(5, |5 ) 603,8 1 603,8 2,4
Chyba (SS,) 22935 9 254.8

Celkova (SS;) 6656,3 11

Testujeme hypotézu, 7e kvadraticky ¢len teploty (X*) je vyznamny na arovni ¢ =0,05.

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,:5,=0 H,:8,#0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

_MS. (5|8, 4,) _6038 _ 2.4

f = =2,
° MS, 254,8
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Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(r,n-p;a)=1(19,0,05) =512
Krok 4: Zaver:
pretoze f,=2,4<1(19;0,05)=512, nulova hypotéza H, sa nezamietne na

urovni vyznamnosti @ =0,05. To znamena, ze kvadraticky ¢len teploty nepris-

pieva vyznamne do modelu.

2.6.2 Kategorické regresory a indikatorové premenné

Ciele vyucby

71 Vysvetlit pouzitie indikatorovej premennej v regresnej analyze.

Indikatorové premenné

Regresné modely prezentované v predchadzajtcich Castiach su zalozené na spojitych (kvanti-

tativnych) premennych. Avsak, kategorické (kvalitativne) premenné, ako je pohlavie a uroven

vzdelania, st nieckedy brané do uvahy v regresnej analyze. Ak chceme zahrnut' kategorické
premenné do regresie, pouzijeme indikatorové premenné. Kategoricka premenna s ¢ trov-
flami mozno modelovat’ pomocou ¢ -1 indik4torovych premennych.
Priklady indikéatorovych premennych:

1. Pohlavie = {muZ, Zena}

0 pre muza
X =
1 pre zenu

2. Vzdelanie = {vysokoskolské, stredoskolské, postgradualne}

Muz Zena
X X
0 0 vysokoskolské
1 0 stredoskolské
0 1 postgradualne

Ina metdda analyzy dat, ktoré obsahuju kategorické informacie, vytvara samostatny regresny
model s datami pre kazdu kategoriu. V porovnani s tymto pristupom, pristup s indikatorovou
premennou ma nasledujice vyhody:

1. Jeden regresny model: Jeden regresny model integruje niekol’ko regresnych modelov
pre rozne kategorie.

2. ZvySena Statisticka sila testu: Zdruzovanim dat z r6znych kategoérii, chybovy ¢len
bude mat’ mensiu stredna kvadraticka chybu v dosledku véc¢sieho poctu stupniov vol'-
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nosti n— p, ¢o ma za nasledok zvysenie sily testu v Statistickom testovani.

Priklad 2.10 (Indikatorova premenna)
Studuje sa vztah medzi hmotnostou pecene y (v [g]) a plochou povrchu tela x, (v [m?]). Na-
sledujiice merania sa ziskali z 20 mftvol (10 muZov a 10 Zien; pohlavie: X, =0 pre muzov

a X, =1 pre zeny):

Hmotnost’ Plocha Hmotnost’ Plocha
petene | povrchu tela | Pohlavie pedene | povrchu tela | Pohlavie

y X1 X2 y Xl X2
1| 1690,2 1,6 0 11| 1201,7 18 1
2 | 13141 1,5 0 12 | 1978,4 1,7 1
3 | 15300 1,6 0 13| 1616,9 1,8 1
4 1270,1 1,8 0 14 | 1388,3 14 1
5 19247 1,8 0 15| 17684 1,6 1
6 | 1016,1 1,5 0 16 | 11333 1,4 1
7 | 13238 1,6 0 17 | 14538 15 1
8 13141 1,7 0 18 | 1582,7 1,7 1
9 | 1760,6 1,7 0 19 923,3 15 1
10| 17928 1,6 0 20 | 1583,7 1,7 1

Za predpokladu, ze interakcia medzi X, a X, je zanedbatelnd, odhad regresného modelu pre

data hmotnosti pecene sa ziska takto:

Y =B, +Bx +Bx, =—108,7+977,0x, —1,3Xx,

Prediktor Koeficient Smerodajna t, P-hodnota
chyba

KonsStanta —108,7 829,2 -0,13 0,897

PPT (X,) 977,0 502,7 1,94 | 0,069

Pohlavie (X,) -1,3 126,7 -0,01 0,992

Prediskutujte vplyv pohlavia ( X, ) na hmotnost’ pecene ('Y ) na tirovni vyznamnosti « =0,05.

Pretoze P—hodnota pre S, je vacsia ako 0,05, pohlavie (X,) nema vyznamny vplyv na

hmotnost’ pecene (Y ) na urovni vyznamnosti & =0,05.

2.6.3 Vyber premennych a stavba modelu

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ ¢rty vyhovujiceho regresného modelu.
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1 Porovnat’ techniky vyberu premennej medzi sebou: 1. Hodnotenia vSetky moznych re-
gresii; 2. Nuteny vyber/elimindcia; 3. Priamy vyber; 4. Spétna eliminécia; 5. Krokova
regresia.

71 Uréit mnozinu najlepsich regresorov pomocou techniky vyhodnotenia vSetkych moz-
nych regresii.

1 Vybrat podmnozinu regresorov pre stavanie modelu pomocou techniky krokovej regre-
sie.

Vyber premennej pre dobry model
V regresnej analyze medzi vlastnosti ,,dobrého* modelu patri:

1. Validita: Model obsahuje regresory, ktoré maju empiricku (inziniersku alebo praktic-
ki) vyznamnost', ale aj Statistickl vyznamnost'.
2. Vyhovujuca vykonnost’: Model poskytuje odhady ozvy (podmienené regresormi)
V ramci prijatel’'nej presnosti.
3. Jednoduchost’: Model obsahuje tak malo regresorov, ako je to mozné pre jednoduché
pouzitie.
4. Stabilita: Citlivost’ modelu sa nemeni, ked’ sa pouzije ind mnozina pozorovani.
V mnohych aplikédciach st Casto tieto Styri kritérid v rozpore, preto treba urobit’ kompromis
a vybrat’ vhodné regresory do modelu. V procese vyberu premennej st pre vytvorenie uspo-
kojivého modelu dolezité skisenosti, isudok, diskusia medzi analytikmi a odbornici zapojeni

do Studie.
Techniky vyberu premennej

Neexistuje ziadna ,,najlepsia“ technika vyberu najlepsej podmnoziny regresorov z k kandi-
datskych regresorov. Dostupné techniky vyberu zahfnaja:

1. Hodnotenia vsetky moznych regresii

2. Nuteny vyber/eliminécia

3. Priamy vyber

4. Spitnd eliminacia

5. Krokova regresia
Kazdy vyber techniky ukaze svoj vlastny kompromis medzi efektivnostou vypoctu a vykon-
nost’ou modelu v konkrétnej aplikécii.

Vsetky mozné hodnotenia regresie

Technika vSetkych moznych hodnoteni regresie generuje vSetky mozné regresné rovnice
z kombinacii k regresorov a potom vyhodnocuje rovnice pouzitim vybraného kritéria, ktoré
budu uvedené v nasledujucich odsekoch. Tento pristup hl'ada najlepSie regresné rovnice poO-

mocou komplexného vyhl'addvania a hodnotenia, avSak pocet skimanych rovnic sa zviacSuje
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geometricky, ked sa zvdcSuje pocet kandidatskych regresorov (napr. ked” k =3, existuje
2° =8 moznych rovnic; ked’ k =10, existuje 2'° =1024 moznych rovnic).

Styri Statistické kritéria (R2, R%,, MSc(p) a C,; p je pocet regresnych koeficientov,

p <k +1) su k dispozicii na stanovenie podmnoziny regresorov pre najlepsi model (Obr. 2.1).

Po prvé, najlepSia mnozina regresorov sa najde vtedy, ked’ narast R§ (koeficient determina-
cie) zacina byt mensi ako hodnota vopred stanovena analytikom. Vsimnime si, Ze R§ sa vzdy

zvadsi, ked’ sa p zvidsi (pozri Cast’ 2.2.1).

MS; (p) }

~
TN
»

Ty

Radj,p

P

P p

Obr. 2.1 Vybrané kritéria oproti p (poctu regresnych koeficientov)

2

Po_druh¢, najlepSia mnozina p regresorov je ta, ktorda maximalizuje R., . VSimnite si, Ze

RZ;, moze klesnut', ked” sa p zvysi. Toto moze nastat’ vtedy, ak zniZenie suétu Stvorcov

chyb (SS;) je vicsie, neZ je priemerny $tvorec chyby (MS;) sucasného modelu (pozri éast’
2.2.1).

Po tretie, najlepSia mnozina p regresorov je ta, ktord minimalizuje MSg(p). Toto kritérium

MS¢ (p) zodpoveda kritériu R’ s tym, Ze MS.(p) sa zvysi v pripade, ze znizenie SS; je
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mensie ako MS; (p—1) v désledku straty jedného stuptia volnosti v chybovom ¢lene prida-

nim nového regresora.

Po Stvrté, najlepSia mnoZina p regresorov je td, ktord minimalizuje C,, €o je miera celkovej

strednej kvadratickej chyby, alebo C je blizko p:

c, =P i0p, 67 =Ms (k+) (2.32)
O

p

Ak p-ty ¢len regresného modelu ma zanedbatelné vychylenie, hodnota C; sa nachadza blizko

p ; ak je model vyznamne vychyleny, hodnota C je vyznamne vécSia ako p .

Priklad 2.11 (VSetky moZné hodnotenia regresie)

Zoberme do tvahy data z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Pouzitim sof-

tvéru ziskame hodnoty R§ : Razdjyp , MS.(p) a C,, ako je vidiet nasledujuce;j tabulke:

et o] |y [ [ R, B4 M(0) [,
v modely
1 2 | X 64,5 60,9 15,4 1,7
2 | X 56,5 52,1 17,0 3,9
1 2 | X 0,2 <0,1 25,8 19,4
1 2 | X, <0,1 <0,1 25,8 19,4
2 3| X, X% 73,1 67,2 14,1 1,4
2 3| X%, X 64,6 56,8 16,2 3,7
2 3| X%, X, 64,5 56,6 16,2 3,7
2 3| X, X 64,1 56,2 16,3 3,8
2 3| X, X, 56,5 46,8 17,9 5,9
3 4| X, Xy, X 74,5 64,9 14,6 3,0
3 4| X, Xy, X, 73,2 63,1 14,9 3,4
3 4| Xy, Xy, X, 64,7 51,4 17,1 5,7
3 4| X, X, X, 64,1 50,7 17,3 5,8
4 5 X, X, X5, X, | 74,5 59,9 15,6 5,0

Prediskutujte, ktory model je vhodnejsi pre data z mesacnej spotreby elektrickej energie.
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Odportca sa model s dvoma regresormi X, a X,, pretoze ma maximalnu hodnotu Rjdjyp a mi-

nimélne hodnoty MS¢(p) a C,.

Nuteny vyber/eliminacia

Technika nuteného vyberu/eliminacie zahrnie/vylaci regresory navrhnuté analytikom do/z
modelu bez ohl'adu na ich Statisticki vyznamnost'.

Priamy vyber

Technika priameho vyberu pridava k si¢asnému modelu regresor X, z kandidatskych regreso-

rov (nie st v modeli), ktory ma najvicsiu &iastkovi F-hodnotu ( f.) a spifia vstupné kritérium
f, > f,, (zodpovedajuca pravdepodobnost’ p,, =0,10 alebo p,, =0,15; vopred vybrata analy-

tikom):

f = SSR('BI |ﬁmodel)
| MSE(ﬂmodel!ﬁi)

Povedané inymi slovami, regresory sa pridavaju do modelu tak dlho, kym ich ciastkové F-

(2.33)

hodnoty st vacsie ako f, .

Spétna eliminacia

Technika spétnej eliminacie zahrnie vSetky kandidatske regresory do modelu a potom odstra-
ni z modelu regresor X;, ktory méa najmensiu Ciastkovii F-hodnotu ( f;) a spiiia kritérium pre
odstranenie f; < f, (zodpovedajuca pravdepodobnost’ p,, =0,15 alebo p,, =0,20; vopred
vybrata analytikom):

f = SSR(ﬂj ‘ﬂmodel bezﬂj)

_ 2.34
: MSE(ﬂmodel) ( )

Povedané inymi slovami, regresory sa odstraituji z modelu tak dlho, kym ich ¢iastkové F-

hodnoty st mensie ako f,.

Krokova regresia

Technika krokovej regresie je kombindcia technik priameho vyberu a spitnej eliminécie. Tato
kombinacia vyberu premennych sa vel'mi pouziva. Postup pri krokovej regresii je takyto:

Krok 1: Z kandidatskych regresorov sa pridd do modelu regresor X; S najvacsou Ciastko-
vou F-hodnotu ( f,), ktory spiia vstupné kritérium f, > f_ (zodpovedajuca

pravdepodobnost’ p,, =0,10 alebo p,, =0,15; vopred vybrata analytikom).
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Krok 2: Z regresorov obsiahnutych v modeli sa odstrani regresor X;, ktory ma najmensiu
¢iastkova F-hodnotu (f;) a spifia kritérium odstranenia f ; < fou (zodpovedaju-
ca pravdepodobnost’ p,, =0,15 alebo p,, =0,20; vopred vybrata analytikom;
pin < pout )

Krok 3: Opakujte kroky 1 a 2 dovtedy, kym Ziadne d’alSie regresory nie st pridané alebo
odstranené z modelu.

Priklad 2.12 (Krokova regresia)

Zoberme do uvahy data z mesacnej spotreby elektrickej energie (Priklad 2.1). Zo Styroch re-

gresorov (X, X,, X3, X,) vyberieme pomocou krokovej regresie vhodni mnozinu regresorov

na zostavenie regresného modelu. Pouzijeme softvér s p,, = P, =0,15 (o je ekvivalentné

s f,,="1,=1f112-p)=25).

Dva regresory X, a X, su vybrané na zostavenie modelu.

2.7 Zovseobecneny linearny model

V praxi existuje vela technickych problémov, ktoré sa matematicky modelujii ako Model 1

Y=Y(X)=af((X)+a,f,(X)+..+a f(x)+e, i=12,..,n (2.35)
kde Y;, i=1 2,...,n su ndhodné premenné, ktorych realizacie Y, Y,,..., ¥, su vysledky me-
rania. Tieto vysledky zavisia od funkcie & f,(X)+a,f,(x)+...+a, f (X), znamych nendhod-
nych vplyvov X, X,,...,X, @ k parametrov a,,a,,...,a,, ktorych hodnoty nepozname; €, je
nahodna chyba i-tého merania. Model 1 sa nazyva linearny model (linearny v parametroch).
Uvedieme dva priklady z praxe:

1. Z teérie je zname, Ze v urditej oblasti teplot x je predizenie y medenej trubky linear-
nou funkciou teploty prechadzajucej poc€iatkom. Merania v tejto oblasti méZeme opi-
sat’ linearnym modelom

Y, =aX+e, i=1 2,..,n

2. Spotreba paliva v urcitej oblasti rychlosti automobilu je kvadratickou funkciou rychlo-
sti. Preto merania rychlosti x V tejto oblasti m6Zeme opisat’ linearnym modelom

Y, =a +aX +ax +€, i=1 2,..,n
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Zovseobecneny linearny model (ZLM)

Model 1 m6Zeme zovSeobecnit’ a vyjadrit’ v maticovom tvare. Predpokladajme, Ze
e=(e, &, ...e)" (2.36)

je vektor ndhodny chyb, 0 ktorom predpokladame, Ze ma n-rozmerné normalne rozdelenie

s nulovymi strednymi hodnotami

E(e)=0, i=1 2,..,n

X =X =c'H

je symetricka matica typu nxn, ktora sa nazyva kovarianéna matica. Matica H je tzv. matica

véh s prvkami h;, i, j=12,...,n, pricom o’h, =cov(Y,,Y,) =’ je rozptyl ndhodnej premen-
nej Y; a o’h; =cov(Y;,Y,), i # j je kovariancia medzi premennymi Y; a Y. Teraz mozeme

zovSeobecneny linearny model (ZLM) napisat’ v maticovom tvare ako Model 2 takto:

Y=AB+e, X, =0c’H (2.37)

kde Y = (Yl,YZ,...,Yn)T je znamy vektor meranti,
A je zndma matica planu typu nxk
B=(a, a,.., a)" jevektor parametrov, ktoré st nezname,

e=(e, &, ..., e)" je vektor ndhodnych chyb a

2, je kovarian¢na matica.

Model 2 mozno zapisat’ ako usporiadant trojicu
Y, AB,c*H) (2.38)

Bodové odhady v ZLM

Odhad f vektora parametrov g ziskame zovseobecnenou metddou najmensich $tvorcov

(ZMNS) ako minimum kvadratickej formy
eTH e = (Y — AR) H (Y — AB) = { (f)
Kvadraticka formu upravime na tvar f(f)=Y"H'Y -2Y'H" AR+ " A"H" A , derivujeme

of
pouzitim vztahov v kapitole 2.1, ¢im dostaneme a—(ﬁﬂ) =2ATH?Y +2ATH'AB . Tato de-
rivéacia sa rovna nulovému vektoru prave vtedy, ked’ ﬁ = (ATH '1A)_1 A'H'Y .

D4 sa dokazat, ze bodovy odhad
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p=(AHA) A H'Y (2.39)

je najlepsi nevychyleny odhad kazdej zlozky a, vektora parametrov g . Dalej sa d4 dokézat,

ze kovarian¢na matica odhadu f je dana vztahom

r = (ATH A) (2.40)
a nevychyleny odhad rozptylu o2
AT YUY AR

Ked do vztahu pre kovarianéni maticu dosadime namiesto o jeho odhad 6%, dostaneme

odhad kovarian¢nej matice odhadu ﬁ

2 =6 (ATH A) (2.42)

Casto je potrebné odhadovat’ rozne linedrne kombinacie vektora parametrov, ktoré nazyvame
parametrické funkcie a zapisujeme v maticovom tvare

pTﬂ: pa+p, &+ ...+ P 3 (2-43)

kde pT :(p]_l p21 LERS ] pk) a ﬂT :(al,az,...,ak).
Uvazujme linearny model (Y, AB,c°H) aparametricka funkciu p'f . D4 sa dokazat, Ze

najlepsi nevychyleny odhad parametrickej funkcie je

' p=p (ATH A) A HY (2.44)

a rozptyl odhadu parametrickej funkcie je

-1

D(p'p)=c’p" (A"H'4) p (2.45)

Ked do predchadzajuceho vztahu dosadime namiesto o® jeho odhad 6° uvedeny vyssie,
dostaneme odhad rozptylu odhadu parametrickej funkcie

-1

D(p'B)=6°p" (A'H4) p (2.46)

Predpokladajme, 7e vektor Y V linearnom modely (Y, A8,6°H) méa n-rozmerné normalne

rozdelenie, potom plati:

Ml 3V NIOR (2.47)
\/0_2 pT (ATH—lA)7 D

o (Y - AB) H (Y - AB) ~ 1*(n—k) (2.48)
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Da sa ukazat, Ze tieto dve nahodné premenné su nezavislé. Potom z definicie t-rozdelenia
a vzt'ahu pre odhad rozptylu vyplyva, ze

pTﬂ PE_ ynok (2.49)

\/'\2 T —1A) P

Z posledného tvrdenia mozno odvodit’ intervalové odhady.

Intervalové odhady v ZLM

Plati, 7e 100(1— @) % obojstranny interval spolahlivosti pre parametrickii funkciu p' B je

pT/;”_rt(n—k,a)\/(Y A”)n k(Y Ap) P (AT 4)" p (2.50)

Pomocou tohto vztahu mozno urcit' intervalovy odhad l'ubovolného parametra (napr.

a=p'p,kde p'=( O, .., 0)) a funkénej hodnoty v 'ubovolnom bode.

Ked’ vypocitame odhady funkénej hodnoty vo viacerych bodoch dostaneme tzv. pas spol’ahli-

vosti okolo (teoretickej) funkcie a f,(x)+a,f,(x)+...+a, f, (X). Tento pas vSak nemdZeme

interpretovat’ tak, ze s pravdepodobnost'ou 1—« pokryva celu teoreticka funkceiu.

Pas spolahlivosti pre celd funkciu &, f,(x)+a,f,(X)+...+a, f (X) pokryvajuci tato funkciu

s pravdepodobnostou 1—« je uréeny vztahom

p" B+ JkF(k,n— ka\/(Y Aﬂ) _l(Y Ap) ( H-lA)’lp (2.51)

kde F(k,n—k,) je kriticka hodnota F-rozdelenia so stupfiami vol'nosti kK a n—k .

Testy hypotéz v ZLM
Predpokladajme, Ze chceme testovat’ hypotézu H,, Ze skuto¢na hodnota parametrickej funk-
cie sa rovna realnemu &islu q oproti alternative H,, Ze sa nerovna tomuto ¢islu. Formalny
zapis hypotéz je

H,: p'B=q oproti H,:p'B=q (2.52)

Testovacia S$tatistika, ktora za platnosti hypotézy H, ma t-rozdelenie so stupnami volnosti

n—k, je dana vztahom

T- _ A (2.53)
~AR)H (Y -4 At
\/(Y Aﬂ)nk( B) o (ATH-2A) p
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Hypotézu zamietame na urovni vyznamnosti « , ked’
[T|>t(h—k, a) (2.54)

Tieto testy mdzeme pouzit’ na testovanie l'ubovolného koeficienta vektora parametrov, funk-
¢nej hodnoty v Pubovolnom bode a pod. Casto sa vyuziva na testovanie §tatistickej vyz-
namnosti jednotlivych regresnych koeficientov. V takomto pripade sa testuje hypotéza

Hy,: a =0 (2.55)
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3 NAVRH A ANALYZA JEDNOFAKTOROVYCH
EXPERIMENTOV

3.1 Navrh inZinierskych experimentov

Ciele vyucby

1 Vysvetlit' charakteristicky postup navrhovania experimentu.

Navrh experimentu

Experiment ma klIi¢ovu ulohu v oblasti strojarstva a prirodnych vied. Na zaklade vysledkov
experimentov boli vyvinuté uc¢inné technické rieSenia pre optimalizaciu dizajnu, kvalitu vy-
robkov a vyrobny postup.

Statistické metody prispievaju k u¢innosti a vedeckej objektivite v experimentalnom procese.
Pri pouziti spravneho dizajnu pre ciele experimentu mdze analytik efektivne vyuzivat’ zdroje

a udrziavat’ vedecku prisnost’ vo vyvodzovani zaverov.

Typicky postup v experimentalnej Studii zahfna:

1. Dohad: Stanovit hypotézu skimant v §tadii.

2. Experiment: Vybrat' vhodny navrh experimentu a vykonat’ experiment na skimanie
dohadu.

3. Analyza: Vykonat’ $tatistickll analyzu dat ziskanych z experimentu.

4. Zaver: Vyvodit' zavery na zaklade vysledkov analyzy.

3.2 Uplne znahodneny jednofaktorovy experiment

3.2.1 Priklad na vysvetlenie zakladnych pojmov

Ciele vyucby

] Identifikovat’ zavislé, nezavislé a vedlajSie premenné v experimente.

T Vysvetlit terminy urover faktora (pokus) a replikacia.

'] Porovnat’ nasledujuce dvojice pojmov: fixné u¢inky oproti nahodnym uc¢inkom fakto-
rov; kontrolovatel'né premenné oproti nekontrolovate'nym premennym; vyvazeny na-
vrh oproti nevyvazenému navrhu; aplna nahodnost’ oproti obmedzenej nahodnosti.

"1 Vysvetlit' zmysel ndhodnosti.

73



Navrh a analyza jednofaktorovych experimentov

Experiment — Pevnost’ v ahu vyrobku

Zakladnu terminologiu z navrhovania experimentu Vysvetlime na priklade pevnosti v tahu
vyrobku. Predpokladajme, Zze vyrobca papiera ma zaujem o zlepSenie pevnosti v tahu vyrob-
ku. Vyrobca si zela zistit, ¢i pevnost v tahu je ovplyvnena koncentraciou tvrdého dreva
Vv bunicine pouzitej na vyrobu papiera. Zaujem je o rozsah koncentracie tvrdého dreva medzi
5 a 20 %; v uvedenom rozsahu st skiimané Styri urovne (a =4) koncentracie tvrdého dreva

VvV buni¢ine: 5, 10, 15 a 20 %. Na kaZdej Urovni koncentracie st tri vzorky (n, =3,
i=12,...,a) testované v laboratoriu. Merania (y;, j=1,2,...,n, i=12,...,a) tohto experi-

mentu mozno zhrnut’ v tabul’kovom formate, ako v Tab. 3.1.

Tab. 3.1 Struktara dat jednofaktorového experimentu

Urovne faktora
Replikacia | 1 2 i a

1 yll y21 ce yil ce yal

2 y12 y22 te yi2 te ya2

J Y1 j y2j yu yaJ

ni yln1 y2n2 e yini e yana
Sucty Y. Yo [ oo | Vi | o | Ya | V.
Priemery | Vo | Yo |-« | Vi |- | Yo | V.

Typy premennych
V experimente existuju tri kategdrie premennych:

1. Ozvova (zavisld) premenna: vysledok (ozva), Ktory nds zaujima (napr. pevnost
Vv tahu)

2. Nezavisla premenna (faktor): premenna, ktorej vplyv na ozvova premennu sa Studu-
je (napr. koncentrécia tvrdého dreva)

3. VedPajsia premenna (problémovy faktor): premenna, ktorej vplyv na ozvu sa ne-
uvazuje, avSak moze mat’ vplyv na ozvovu premennu (napr. rozdiel medzi vzorkami,
teplota, atd’.)

Urovei faktora (pokus)

Uroven faktora zodpoveda individudlnemu stavu faktora. Napriklad pevnost’ v tahu experi-
ment ma Styri urovne faktora: 5, 10, 15 a 20 %.
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Fixné ucinky oproti nahodnym t¢inkom faktorov

Dva typy faktorov st definované v zavislosti od spdsobu vyberu trovni faktorov: fixné ucin-
ky faktorov a nadhodné G¢inky faktorov. Kym urovne faktora s fixnymi ti¢inkami su $pecialne
vybrané experimentatorom, urovne faktora s ndhodnych G¢inkami st vybrané ndhodnym me-
chanizmom zo suboru trovni faktora. Vysledky experimentu s fixnymi G¢inkami faktora sa
nemozu roz$irit’ nad vybrané trovne faktora, zatial’ co experiment s nahodnymi uc¢inkami fak-
torov sa moze rozsirit’ na vSetky urovne faktora. Napriklad v experimente s pevnostou v tahu
je koncentracia tvrdého dreva s fixnymi U¢inkami faktora, pretoze Styri Grovne faktora su
konkrétne (nie nahodne) vybrané experimentatorom; tak zodpovedajici zaver je obmedzeny
na Styri skimané koncentracie tvrdého dreva.

Kontrolovatel'né premenné oproti nekontrolovate’nym premennym

Vonkajsia premenna moze byt klasifikovana ako kontrolovatel'na alebo nekontrolovatelna
premenna podla toho, ¢i stav premennej moéze byt riadeny experimentdtorom s prijatelnym

kolisanim. Napriklad v pripade, Ze pevnost’ v tahu experiment sa vykondva v laboratoriu, kde
jeho teplota je pod kontrolou, teplota je kontrolovatel'nd premenna.

Replikacia

Termin replikacia sa tyka opakovanych merani za rovnakych experimentadlnych podmienok.
Napriklad pevnost’ v tahu experiment ma Sest’ replikacii pre kazdu troven faktora (kazdy po-
kus).

VyvaZeny navrh oproti nevyvazenému navrhu

Navrh experimentu je bud’ vyvazeny, alebo nevyvazeny v zavislosti od rovnosti replikacii.

Vyvazeny navrh ma rovnaky pocet opakovani medzi troviiami faktora, zatial’ o nevyvaZzeny
navrh nema rovnaky pocet opakovani. Napriklad experiment pevnosti v tahu je vyvazeny

navrh.

Blok

Pripomenme, Ze parovy t-test sa pouziva na zablokovanie ucinku heterogenity medzi vzorka-
mi (experimentalnymi jednotkami), ako je uvedené v publikacii [10], v podkapitole 8.3. Tato
heterogénnost’ medzi experimentalnymi jednotkami sa stava problémovym faktorom a kazda
experimentalna jednotka sa nazyva blok.

Uplna nahodnost’ oproti obmedzenej nahodnosti

Néhodnost’ znamena, Ze poradie skisok je uréené ndhodnym mechanizmom (ako su tabulky
nahodnych ¢isel a generator ndhodnych ¢isel) a dva typy nahodnosti st definované v stlade
s obmedzenim v ndhodnosti:
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1. Uplna nahodnost: Vsetky skusky st randomizované (Tab. 3.2 b).
2. Obmedzena ndhodnost’: Skusky su randomizované vnutri kazdého bloku (Tab. 3.2 ¢).

Néhodnost’ vyvazuje ucinky vonkajSich premennych na ozvu. Napriklad, v pevnosti v tahu
experimente predpokladdme, ze zariadenie na meranie pevnosti v tahu ma zahrievaci u¢inok.
Tab. 3.2 ukazuje chyby v merani sposobené tepelnym ti¢inkom pre rdzne typy vykonavanych
sktSok; ndhodnost’ou sa tepelny ucinok stava vyvazeny (v rozpiti [30, 48] v sekvencnom ex-
perimente, [34, 44] v uplnej nahodnosti a [34, 42] v obmedzenej nahodnosti).

Tab. 3.2 Chyby spdsobené zahrievacimi uc¢inkami
a) Sekvencné poradie

Koncentracia tvrdého dreva (%) (poradie skusky)
Replikacia 5 10 15 20
1 2 (1) 4(2) 6 (3) 8 (4)
2 10 (5) 12 (6) 14 (7) 16 (8)
3 18(9) | 20(10)| 22(11)| 24(12)
Sucet 30 36 42 48

b) Uplna nahodnost

Koncentrécia tvrdého dreva (%) (poradie skusky)
Replikécia 5 10 15 20

1 20 (10) 4 (2) 2 (1) 18 (9)

2 6 (3) 24 (12) | 10(5) 14 (7)

3 12 (6) 16 (8) 22 (11) 8 (4)
Sucet 38 44 34 40

¢) Obmedzena nahodnost’

Koncentracia tvrdého dreva (%) (poradie skusky)
Replikacia 5 10 15 20
1 12 (6) 10 (5) 16 (8) 14 (7)
2 2 (1) 6 (3) 8 (4) 4(2)
3 20(10) | 24(12) | 18(9) 22 (11)
Sucet 34 40 42 40
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3.2.2 Analyza rozptylu

Ciele vyucby

[ Testovat vyznamnost faktora s fixnymi u¢inkami v uplne ndhodnom néavrhu.

[ Stanovit’ 100(1— er) % interval spolahlivosti pre p; a 44— p; .

Kontext

1. Faktor: Faktor s fixnymi u¢inkami a a Uroviiami

2. Blokovanie: Nie st definované ziadne bloky

3. Opakovanie: n replik pre kazda uroven faktora (vyvazeny dizajn).
Celkovy pocet pozorovani je N =nxa

4. Néhodnost: Uplna nahodnost

Model

i=12....a

Yq:#+ﬂ+%f:M+aj{j:LZ“”n (3.1)

kde
u  — celkova stredna hodnota
7, — ucinok i-tej urovne faktora
u — stredna hodnota i-tej Grovne faktora
g; — nahodna chyba ~ NID(0,0?)
Poznamka. 1. Y ~ N(z,07%)
2. 'V modeli s fixnymi uc¢inkami, u¢inky Grovni faktora (z,) su definované ako

odchylky od celkového priemeru. To znamena, ze sucet vSetkych 7, je nula.

MNS odhady

Metoda najmensich §tvorcov najde odhad parametrov 4 a z, (1=12,...,a), ktoré minimali-

zujt sucet Stvorcov chyb (SS.)

5S¢ =Zal§nl€§ :Zalzn:[yij _(:“+Ti)]2 (3-2)

i=1 j=1 i=1 j=1

Parcialnymi derivaciami SS. podla x a r, (1=12,...,a) ziskame odhady parametrov:

a=7. (3:3)
t =y, -y, 1=12...,4a (3.4)
ﬁi=ﬂ+fizyi.’ i:1,2,...,a (35)
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ANOVA

Metoéda ANOVA sa pouziva na testovanie vyznamnosti faktora, ktory nas zaujima. Tak ako
v jednoduchom regresnom modeli, celkova variabilita Y (SS;, celkovy siicet Stvorcov;

stupne vol'nosti = N —1) sa rozdeli na dve zlozky (Tab. 3.3):

1. Variabilita vysvetlena faktorom (SS. , sucet Stvorcov uirovni faktora; st. v. =a—1)

2. Variabilita tvorena nadhodnou chybou ( SS_, sucet Stvorcov chyb; st. v. =N —a)

Tab. 3.3 Delenie celkovej variability v Y (SS;)

SS; SS e SS;
22-9) | = (%, -y TN A%
i-1 j-1 il j=1 i1 j-1
a _n 1 1& 1 a n 1 a
Zzyijz'_ﬁy.,z = HZYiZ._Wy..Z + ZZY.T—EZ :
i=1l j=1 i=i i=l j=1 i=1
St.vol'. N-1 = a-1 + N-a

Pomer $tatistiky SS. /(a—1) ku statistike SS_/(N—a) ma F rozdelenie:

- _SS,/a-1) _ M,

S5, /(N—a)  Ms, ~F(@-LN-a) (3.6)

Tato Statistika F sa pouZiva na testovanie H;:7, =7, =---=17, =0, pretoze F nadobtda ma-
14 hodnotu, ked’ Gi¢inok faktora je nevyznamny. VSimnime si, Ze

MS, = ¢

= =6? 37
NP (3.7)

Kolisavé veli¢iny z analyzy ANOVA su zhrnuté v tabulke 3.4 na testovanie vyznamnosti
uvazovaného faktora.

Tab. 3.4 ANOVA na testovanie vyznamnosti faktora: Uplne randomizovany navrh

Zdroj L Stupne . .
c Sucet Stvorcov , ) Priemerny Stvorec F
variability vol'nosti
Urovne faktora SSue a-1 MS, MS,- / MS_
Chyba SS¢ N-a MS.
Celkova SS; N -1
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Testovanie hypotézy ( F -test)
Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Hy:7,=7,=---=7,=0
H,: 7, #0 aspon pre jedno i =1,2,...,a
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

£ _SSel(a-1) _ MS,
° SS./(N-a) MS,

~F(@-1,N-a)
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(a-LN-3a;a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
f,>f(@a-LN-aa)

Nevyvazeny navrh

T4 istd metoda ANOVA, ktora sa pouzila pri vyvaZzenom navrhu, sa s menSimi Gipravami mo-
ze pouzit’ pri nevyvazenom navrhu. Ak N, oznacuje pocet pozorovani pri i-tej tirovni faktora

(i-tom pokuse), celkovy pocet pozorovani je

N = Z n, (3.8)

Potom sucty Stvorcov nevyvazeného navrhu su

SS; = Za:i(yij - 7)2 = Za:i yi? _% yu2 (3.9)

i=1 j=1 i=1 j=1

a N _ _ a 42 1

SSe =D DT, -7 =Y =y (3.10)
i=1 j=1 =RUE

SS. =SS, —SS,, (3.11)

Vyvazeny navrh mé dve vyhody oproti nevyvazenému névrhu:

1. Robustnost” Testovaci postup vyvazeného navrhu je menej citlivy na malé odchylky
od predpokladaného rovnakého rozptylu chyby (o).

2. Sila testu: Sila testu vyvazeného navrhu je vicsia pri rovnakych rozsahoch dvoch na-
vrhov.

Interval spolahlivosti pre 4.

100(1— &) %-ny interval spolahlivosti pre 4 je
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5t -2, [ < <5, (N -a,) (312)

Interval spoPahlivosti pre s, — u;

100(1 - &) %-ny interval spolahlivosti pre 4 — u; je

2M 2M
5,-5, ~t(N-a.0) 2 <y <5y, -2 [P g

Priklad 3.1

Vyrobca papiera skima, ¢i pevnost’ v tahu papierového vyrobku je ovplyvnena koncentraciou
tvrdého dreva buni¢iny pouzitej pre tento vyrobok. Styri koncentracie tvrdého dreva (5, 10, 15
a 20 %; a=4) vybral analytik a pat’ skasobnych vzoriek (n=5) sa sktsalo pre kazda kon-
centraciu na pevnost’ v tahu. Vysledky si uvedené nasledovnej tabul’ke:

Koncentracia tvrdého dreva (%; i)

Replikacia | 5 (1) | 10 (2) | 15 (3) | 20 (4)

1 7 12 14 19
2 8 17 18 25
3 15 13 19 22
4 11 18 17 23
S 9 19 16 18

Sucet 50 79 84 107 320
Priemer | 10,0 | 15,8 16,8 21,4 16,0

Nasledujuce veli¢iny sa ziskali z predoslej tabul’ky dat s pevnost'ou v tahu:

N =20, za:zn:yiizs,sm, za:yf:27,246
i=1

i=1 j=1

Test vyznamnosti fixnych ucinkov faktora; uplny nahodny navrh

Pomocou analyzy rozptylu testujeme, ¢i existuje vyznamny rozdiel v pevnosti v tahu medzi

jednotlivymi koncentraciami tvrdého dreva na Girovni vyznamnosti @ =0,05.

Z analyzy rozptylu pre data pevnosti v tahu dostaneme:

Sk 1 3207
SS, = 2 _ — y*=5576—
T ZZ le N y 20

i=1 j=1

=456,0
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13 1 320°
SSye == ¥ ——y* =5449,2 -
UF n Zy| N y 20

i=1

=329,2

SS. =SS, —SS,. =456,0—329,2=126,8

Zdroj Sucet Stupne Priemerny ¢
variability Stvorcov | volnosti Stvorec ’
E‘r’g:;zt:;:i 329,2 3 109,7 13,8
Chyba 126,8 16 7,9

Celkova 456,0 19

Krok 1: UrCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Hy.r,=7,=7,=17,=0

H,: 7z, # 0 aspon pre jedno i=1,2,3,4

Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

fo = SSUF /(a_l) - MSUF = 10917 =1318
SSc/(N-a) MS. 7,9

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(@a-LN-a,a)=f(4-1,20-4;0,05) = f(3,16;0,05) =3,24
Krok 4: Zaver:
pretoze f, =13,8> f(a—-L N —-a,a)=3,24, nulova hypotéza H, sa zamietne
na Grovni vyznamnosti a =0,05.

Interval spoPahlivosti pre ..

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spolahlivosti pre s, (strednii hodnotu pevnosti

v tahu pri 10 %-nej koncentracii tvrdého dreva).

1-=0.95= ¢ =0.05
95 %-ny dvojstranny IS pre , :

Y, —t(N-a,a) MSe <, <Y, +t(N-a,a) ,MEE
n

15,8 —-t(20-4;0,05) 7’—59 < u, <15,8+1(20-4,0,05) ,7’—59
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15,8-2,120x1, 257 < 1, <15,8+2,120x1, 257

13,1< 11, <18,5

Interval spoPahlivosti pre 1, — u;

Stanovime 95 %-ny dvojstranny interval spolahlivosti pre z4 — 4, .

1-2=0.95= ¢ =0.05
95 %-ny dvojstranny IS pre sy — 4, :

2MS, 2MS,

V., =Y, —t(N-a,a) <uy -1, <Y, —Y, +t(N-a,a)

2x7,9 2x7,9

10,0-15,8—t(20—4,0,05)

< 1 — 1, <10,0-15,8+1(20 - 4,0,05)

—5,8-2,120x1,778 < 14, — y1, <—5,8+2,120x1,778

—-9,6< 4, —1,<-2,0

3.2.3 Viacnasobné porovnania pouzitim metédy ANOVA

Ciele vyucby
1 Vykonat’ viacnasobné porovnanie podl'a Fisherovej metody najmensieho vyznamného
rozdielu (LSD).
Metody viacnasobného porovnania

Niekol'ko metdd je k dispozicii pre urcenie, ktoré stredné hodnoty tirovni faktora sa navzajom
od seba lisia:

1. Scheffeho ortogonalne kontrasty

2. Fisherov najmensi vyznamny rozdiel (LSD)
3. Duncanov viacnasobny test rozpéti

4. Tukeyov-Kramerov test

V tejto Casti pouzijeme iba LSD metodu.

Metoda najmensieho vyznamného rozdielu (LSD)

Fisherova metdda najmensicho vyznamného rozdielu (LSD) sa pouziva na porovnanie vset-
kych moZnych dvojic strednych hodndt irovni faktora. Testuji sa nasledovné nulové hypoté-

zy
Ho:s4 =p; previetky i=j,1=12...,a; j=12,...,.a (3.14)
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Kazda nulova hypotéza H, : s = u; sa zamietne, ak
[ty|>t(N -a,)
Inak vyjadrené:

_ ‘yi._yj.‘ _ ‘yu_y]‘
J26%In  \J2MS_/n

It,| >t(N -a,a)

.- ¥;|>t(N-a,2) ZNr']SE

=LSD (3.15)
Ako je uvedené vyssie, dvojica g, @ u; sa povazuje za vyznamne odliSnt, ak absolutna hod-

nota rozdielu zodpovedajicich vyberovych priemerov je véac¢sia ako LSD. VSimnime si, ze pre
nevyvazeny navrh je LSD definovany takto:

LSD =t(N —a, a)\/MSE [ni+ij (3.16)

i r]j

Postup metédy LSD je nasledovny:

Krok 1: Stanovenie LSD pre « .

Krok 2: Usporiadanie priemerov a trovni faktora zostupne.

Krok 3: Porovnanie rozdielu medzi najviaésim a najmensim priemerom s LSD. Pokrac¢u-
jeme porovnavanim s d’al§im najmensim priemerom tak dlho, az kym rozdiel je
vacsi ako LSD.

Krok 4: Pokrac¢ovanie predchadzajucim krokom (Krok 3) pre d’alsi najvaési priemer do-
vtedy, kym tato iteracia dosiahne druhy najmensi priemer.

Krok 5: Zhrnutie vysledkov parového porovnania usporiadanim a urovni faktora v po-
radi podla priemeru a potom pod¢iarknutim urovni, ktorych priemery sa vyz-
namne neodliSuju.

Priklad 3.2 (Metéda najmensSieho vyznamného rozdielu)

Uvazujme data pevnosti v tahu papierového vyrobku (Priklad 3.1). Nasledovné veli¢iny sa
ziskali z analyzy rozptylu:

a=4, n=5, N=20, MS_.=7,9
y, =10,0, y, =158, Yy, =168, Yy, =214

Porovname priemery Styroch trovni faktora pomocou Fisherovej LSD metddy. PouZijeme
a=0,05.
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Krok 1: Stanovenie LSD pre « .

2MS, 2x7,9

LSD =t(N - a, ) =t(20-4,0,05) =2,120x1,778=3,8

Krok 2: Usporiadanie priemerov a urovni faktora zostupne.
y,=214; y, =16,8; y, =15,8; y, =10,0

Krok 3: Porovnanie rozdielu medzi najvaésim a najmensim priemerom s LSD. Pokrac¢u-

jeme porovnavanim s d’al§im najmens$im priemerom tak dlho, az kym rozdiel je
vacsi ako LSD.
4 verzus 1=21,4-10,0=11,4>3,8
4 verzus 2=21,4-15,8=5,6 >3,8
4 verzus 3=21,4-16,8=4,6>3,8
Krok 4: Pokracovanie predchadzajucim krokom (Krok 3) pre d’al§i najvac¢si priemer do-
vtedy, kym tato iteracia dosiahne druhy najmensi priemer.
3 verzus 1=16,8-10,0=6,8>3,8
3 verzus 2=16,8-15,8=1,0<3,8
2 verzus 1=15,8-10,0=5,8>3,8

Krok 5: Zhrnutie vysledkov parového porovnania usporiadanim a urovni faktora v pora-
di podla priemeru a potom pod¢iarknutim urovni, ktorych priemery sa vyz-
namne neodliSuju.

3.2.4 Viac o viacnasobnom porovnani

Ako uz bolo uvedené v predchadzajucich podkapitolach, existuje mnoho sposobov vysetrova-

nia strednych hodndt urovni faktora nasledujuce odmietnutim nulovej hypotézy pomocou

metddy ANOVA. Tato metdda Fisher LSD je jednoducha a vel'mi Siroko pouzivana. V tejto

podkapitole sa nebudeme zaoberat’ d’al§imi tromi metédami, ktoré st: grafické porovndvanie

strednych hodnaét, ortogonalne a Tukeyova metoda. Tieto metdody budi uvedené v knihe ,,Ap-

likovana pravdepodobnost’ a §tatistika pre inZinierov. Statistické analyzy 2. diel.

3.2.5 Rezidualna analyza a overovanie modelu

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ zmysel rezidudlnej analyzy v analyze rozptylu.
"1 Vypocitat’ rezidua.
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Rezidualna analyza
Jednofaktorovy ANOVA model (podkapitole 3.2.2) ma tri predpoklady na chybovy ¢len:

1. normalita
2. konStantny rozptyl
3. nahodnost’

Tieto predpoklady sa daji overovat' pomocou rezidudlnej analyzy (& =Y, —¥; =V, —V.)-

Tento postup sa nazyva posudenie adekvatnosti modelu.

Normalita chyby sa overuje pomocou jednej z nasledujucich metod:

1. Histogram rezidui
2. Graf normality rezidui
3. Normovanie rezidui pomocou vzorca

g = G =i, i=12,...,a; j=12,...,n (3.17)

BV [

Ak rezidua sa normalne rozdelené, priblizne 95 % normovanych rezidui (d;) sa na-

chadza v intervale (—2,2). Rezidua, ktorych normované hodnoty si mensie ako —3

alebo vacsie ako 3, mézu byt’ odl'ahlé hodnoty.

Konstantnost’ rozptylu a ndhodnost’ mozno overovat’ pomocou grafov rezidui:

1. éij verzus Uroven faktora i, 1=12,...,a
2. &; verzus y,
3. &; verzus t (ked Casova postupnost’ je znama)
Neziaduce rezidualne vzory (Podkapitola 1.8.1; Obr. 1.6) v grafe rezidui m6zu byt opravené

transformaciou premennej ozvy (y ) na ini formu, ako st \/V alebo logy .

Priklad 3.3 (Vypocet rezidua)

Uvazujme data pevnosti v tahu papierového vyrobku (Priklad 3.1). Nasledovné veliCiny sa
ziskali z analyzy rozptylu:

Y, =100, ¥, =158, y, =168, Y, =214

Vypocitame reziduum hodnoty y,, =8.

£ =Y, =V =Y, —Y, =8-10=—-2 (nadhodnotené)
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3.2.6 Stanovenie rozsahu vyberu

Ciele vyucby
[ Ur¢it rozsahu vyberu v jednofaktorovom experimente pomocou vhodnej krivky opera-
tivnej charakteristiky (OC).
Krivka operativnej charakteristiky (OC)

V prilohe uvedena Krivka operativnej charakteristiky (OC) zobrazuje pozadovany rozsah vy-
beru n pre experiment s fixnymi G¢inkami faktora pre rézne trovne parametrov o, f, @,

v, av,. Teda

n=f(a, B, ®,v,v,) (3.18)

, w=a-1 a v,=a(n-1).

Poznamky.

1. Ked je rozptyl chyby o® neznamy, hodnota odhadu o (ako je MS, , konvencna hod-
nota a subjektivna hodnota odhadu) sa méze pouzit’.
2. Analytik moze definovat pomer Z; 2 /1o (alebo o?/o?) pri urovani rozsahu vy-
beru.
3. Rozsah vyberu vyzaduje zvysenie, ak a, B a Z;z—f (alebo &?) poklesnt a o sa
ZvSi.
Priklad 3.4 (urdovanie rozsahu vyberu; faktor s fixnymi tcinkami)

Uvazujme experiment pevnosti v tahu papierového vyrobku (Priklad 3.1). Styri koncentracie
tvrdého dreva (a=4) sa vybrali a ich stredné hodnoty pevnosti v t'ahu sa testovali na urovni

vyznamnosti o =0,05. Predpokladajme, Ze $tyri normalne rozdelené zakladné subory maju
spolo¢ny rozptyl o® =3 astredné hodnoty =12, p,=15, 1, =18 a u, =20 (L. j.
Z;riz / o =4,1). Uréime pocet opakovani v kazdej Girovni faktora, ktoré st potrebné na
zamietnutie hypotézy o rovnosti strednych hodnét so silou testu aspon 0,90 (=1- ).
Pouzijeme krivku OC (Prilohy) pre faktor s fixnymi G¢inkami s v, =3 (=a—-1=4-1),

v ktorej je uvedena sila testu pre N=4a5.

@ | v,=a(n-1) | p | Silatestu (1-24)
4 120 12 0,17 0,83
5123 16 0,07 0,93
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1 2
¢(pre a=0,01) — 1

Teda aspont n =15 opakovani je potrebné urobit’, aby sa dosiahla navrhnutd sila testu.

3.3 Faktor s nahodnymi u¢inkami

Ciele vyu¢by
1 Testovat vyznamnost faktora s ndhodnymi ti¢inkami v Gplne ndhodnom navrhu..

[ Odhadnut rozptyl chyby &%, u&inku arovne faktora o> a premennej ozvy D(Y;) -

Kontext

1. Faktor: Faktor s ndhodnymi Gi¢inkami a @ Groviiami

2. Blokovanie: Nie st definované ziadne bloky

3. Opakovanie: n replik pre kazdu uroven faktora (vyvazeny dizajn).
Celkovy pocet pozorovani je N =nxa

4. Nahodnost: Uplna nadhodnost’
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Model

i=12....a

P12 (3.19)

Yij =SUAT HE = LT E {

kde
u  — celkova stredna hodnota
7, — U&inok i-tej Grovne faktora ~ NID(0,57)
u — strednd hodnota i-tej Grovne faktora
g; — néhodna chyba ~ NID(0,c?)
Poznédmka. 1. Predpoklada sa, ze ndhodné premenné 7, a &; s vzdjomne nezavislé.
2. Y; ~N(y,02 +0%)
3. V modeli s nahodnymi G¢inkami, testovanie G¢inkov jednotlivych trovni fak-

tora (7, ) je bezvyznamné, pretoze urovne faktora su vybrané nahodne.

ANOVA
Postup analyzy rozptylu pre model s fixnymi u¢inkami plati aj pre model S ndhodnymi ucin-

kami.

Avsak, zaver ANOVA pre model s ndhodnymi uc¢inkami sa moZe rozsirit’ na cely zakladny
subor urovni faktora v experimente.

Zlozky rozptylu (o? a &%) modelu s ndhodnymi u¢inkami mozno odhadniit’ pomocou MS, -

a Ms,:

o Ms, = SSe o g2 MSke —MS (3.20)
N —-a n
Teda odhad rozptylu premennej Y; je
D(Y;) =67 +6° (3.21)

Testovanie hypotézy (F-test)

Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H,.
H,:02=0 oproti H,:c’>=0
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

£ _SSel(a-l) _ MS,
° SS./(N-a) MS,

~F(@-1,N-a)

88



Navrh a analyza jednofaktorovych experimentov

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(a-LN-3a;a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f,>f(@a-LN-aa)

Priklad 3.5 (Odhad zloZiek rozptylu)

Uvazujme data pevnosti v tahu papierového vyrobku (Priklad 3.1). Predpokladajme, ze sa
vybrali ndhodne $tyri koncentracie tvrdého dreva. Nasledovné veli¢iny sa ziskali z analyzy
rozptylu:

n=5, MS, =109,7, MS_=7,9

Odhadneme
1. variabilitu pevnosti v tahu spdsobenti ndhodnou chybou (o),
2. variabilitu pevnosti v tahu spdsobenti koncentraciou tvrdého dreva (o?),
3. celkovu variabilitu pevnosti v tahu ( D(Y;))

a interpretujeme vysledky odhadov variability.

1. 6*=MS, =7,9

MS,e —MS, _109,7-7,9
n

3. D(Y;)=6"+6"=20,4+7,9=283

2. 67 =

T

=20,4

Tieto odhady rozptylu ukazuju, ze asi 72 % z celkovej variability pevnosti v tahu mozno
pripisat’ koncentracii tvrdého dreva.

3.4 Znahodneny uplny blokovy navrh

Ciele vyucby

"1 RozliSovat’ medzi Uplnym blokovym navrhom a neuplnym blokovym navrhom.

1 Vysvetlit’ i€¢inok blokovania na chybu.

1 Testovat’ vyznamnost faktora s fixnymi u¢inkami v zndhodnenom tiplnom blokovom
navrhu.

'] Vykonat’ viacndsobné porovnanie podl'a Fisherovej metody najmensieho vyznamného
rozdielu (LSD).
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Uplny verzus netplny blokovy navrh

Uplny blokovy navrh obsahuje vietky urovne faktora v kazdom bloku (pozri Tab. 3.5), kym
neuplny blokovy navrh méze vynechat jednu alebo viac Grovni faktora v kazdom bloku. Pri-
pomenme, Ze blokovanie sa pouziva na vyrovnanie uc¢inku problémového faktora na ozvu.

Tab. 3.5 Datova Struktara uplného blokového navrhu

Urovne faktora
Bloky 1 2 | .| i || @ |Suacty | Priemery
1 Yio | Yoo | oo | Yia | oo | Ya Y1 Y
2 y12 y22 s yi2 te ya2 y.2 7.2
] Yoy | Yoi | oo | Vi | o | Yy Y; 7.]
b Yo | Yoo | oo | Yio | ==+ | Yab Y Yo
Sucty Yo | Yo | | Yi | 0| Ya Y.
Priemery | Vi | Yo | -+ | Vi | -+ | Va y.

Kontext

1. Faktor: Faktor s fixnymi i¢inkami a @ Urovilami

2. Blokovanie: Uplny blokovy navrh s b blokmi s fixnymi u¢inkami

3. Opakovanie: Jedno pozorovanie pre kazda kombinaciu Grovni faktora a bloky
Celkovy pocet pozorovani je N =axbx1

4. Nahodnost: Obmedzena ndhodnost’ (nahodnost’ vnutri kazdého bloku)

Model

i=12,...,a

Yy =7+ B+ a = 14+ i+ gy {j ~12...n (3.22)

kde

u — celkova stredna hodnota

a
7, —ucinok i-tej irovne faktora, Zri =0
i=1

b
B; — uginok j-teho bloku, Z; B, =0

j=
u — strednd hodnota i-tej Grovne faktora

&; —nahodna chyba ~ NID(0,5?)

]
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Poznamka. 1. Y; ~ N(z,07)

2. Predpoklada sa, ze urovne faktora a bloky su vzajomne nezavislé (neexistuju
interakcie).

3. Pretoze urovne faktora a bloky su faktory s fixnymi G¢inkami v modeli, a¢in-
ky trovni faktora (z;) a G¢inky blokov ( ;) st definované ako odchylky od

celkovej strednej hodnoty; teda sticty 7, a sucty f; st nulové.

ANOVA

Metdda analyzy rozptylu sa pouziva na testovanie vyznamnosti faktora v znahodnenom upl-

nom blokovom ndvrhu. Celkova variabilita Y (SS;, celkovy sticet Stvorcov; stupne vol'nosti

=N —1) sa rozdeli na tri zlozky:

1. Variabilita vysvetlena faktorom ( SS. , sacet Stvorcov urovni faktora; st. v. =a—1)
2. Variabilita vysvetlena blokmi ( SSg,, , siéet Stvorcov blokov; st. v. =b-1)

3. Variabilita tvorena ndhodnou chybou (SS,, su€et §tvorcov chyb; st. v. = (a—1)(b—1)

Inak vyjadrené:

SS, = SS,:  * SSgu + SS;
a n a b a_ b
D=V =D (T V) Fad (T, -V DDy~ -, +V)
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 j=1
St.vol. N-1 = a-1 + b-1 + (a-)(b-1)

kde

a b a b 2
SS; :ZZ(yij _)—/“)2 :Zz yi? _ﬁ

i=1 j=1 i=1 j=1

a _ 1& y2
SS,.. =b Y )=yl
UF ;(y.. y) b ;yl. ab

SS b (_ _ )2 1 b ) y2
Blok §j=1’ Yi—V. a §j=1 Y ab
SSE = SST _SSUF _SSBIok

Podiel SS./(a-1) a SS./(a—-1)(b—1) ma F rozdelenie:

oSSy l(a-1)  MS,
ss. /(a-1)(b-1) MS,

~F(a-1(a-1)(b-1) (3.23)
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Tato Statistika F sa pouZiva na testovanie hypotézy H,:z, =z, =---=17, =0, pretoZe F na-
dobuda malti hodnotu, ked’ u¢inok faktora je nevyznamny. Veli¢iny MS . (priemerny §tvo-
rec irovni faktora), MS, , (priemerny Stvorec blokov) a MS_ (priemerny Stvorec chy-
by) vydelia zodpovedajucimi stupfiami volnosti. V§imnime si, Ze

SS.

MS, =— & _ 5?2 (3.24)
(@-1(-1

Kolisavé veli¢iny z analyzy ANOVA st zhrnuté v tabulke 3.6 na testovanie vyznamnosti

uvazovaného faktora.

Tab. 3.6 ANOVA na testovanie vyznamnosti faktora:
znahodneny uplny blokovy navrh

Zdroj L Stupne ) L
- Sucet stvorcov L Priemerny Stvorec F
variability vol'nosti
Urovne faktora SSue a-1 MS, - MS - / MS,
BIOky SSB|0k b-1 IvlSBIok
Chyba SS¢ (@-1(b-1 MS,
Celkova SS; N -1

Uc¢innost’ blokovania

V porovnani s uplne znahodnenym navrhom uvedenym v podkapitole 3.2.2, znahodneny tpl-
ny blokovy navrh zniZuje sucet Stvorcov a stupne volnosti pre chybu. V blokovom navrhu

stcet Stvorcov chyb a zodpovedajlice stupne volnosti si zniZzené o hodnoty SS_, a b-1

(=(N-a)—(a—-1)(b-1); N=ab).

a) b)
Obr. 3.1 Ug&inok blokovania suget §tvorcov chyb (SS_):

Blok

a) uplne zndhodneny navrh
b) zndhodneny Uplny blokovy navrh
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Uginnost’ blokovania zavisi od vyznamnosti u¢inkov blokov. Ak je u¢inok blokov vyznamny,
uplny blokovy navrh bude ddvat’ mensi priemerny Stvorec chyby (MS_) nez tplne zndhodne-

ny navrh, ktory robi test citlivejsi na detekciu tc¢inku trovni faktora.

Vseobecne plati, ze ked’ vyznamnost uc¢inkov blokov je neista, pouzite blokovanie a overte, ¢i
existuju ucinky blokov. Bola by tam mierna strata stupniov volnosti pre chybu, ¢o moze byt
zanedbatel'né v teste, ak pocet pokusov je vel'mi maly.
Testovanie hypotézy (F-test)
Krok 1: UrCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Hy:7,=7,=-=7,=0
H,: 7, # 0 aspoi pre jedno i=1,2,...,a
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

. SS,/f(a-1l)  MS,
° SS./(a-1)(b-1) MS,

~F(a-1(a-1)(b-1))

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
fa-L(a-1)(b-1);a)
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f.>f(a-1(a-1)(b-1;a)

Metody viacnasobného porovnania

Metddy viacnasobného porovnavania pre uplne znahodneny ndvrh (pozri podkapitolu 3.2.3)
su aplikovatel'né v uplnom blokovom néavrhu. V tomto pripade hodnota Fisherovej LSD je

2MS
LSD =t((a-1)(b-1),a) " E (3.25)
Rezidualna analyza
Model tplného blokového navrhu ma tri predpoklady na chybovy ¢len:
1. normalita
2. konstantny rozptyl
3. nahodnost’
Tieto predpoklady sa dajii overovat’ pomocou rezidualnej analyzy
éij =VYi— yij =Yi _(yi. + yj‘ —7) (3.26)
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Tieto rezidud sa analyzuju metodami posudenia adekvatnosti modelu, vysvetlené v kapitole
3.2.5.

Priklad 3.6

Studuje sa vplyv uhla uchopenia na maximalnu silu zovretia (jednotka: kg). Tri uhly uchope-
nia (a=3; 20°, 50° a 80° z horizontalnej polohy) vybral experimentator. Pat’ tcastnikov sa
prijalo do experimentu. Kazdy t¢astnik vynalozi svoju maximalnu silu pri troch réznych uh-
loch uchopenia prezentovanych v nahodnom poradi. Merania sily zovretia st nasledovné:

Uhol uchopenia

Ucastnik | 1 (20°) | 2 (50°) | 3 (80°) | Sucty | Priemery
1 45 53 50 148 49,3
2 64 75 71 210 70,0
3 54 59 52 165 55,0
4 72 80 79 231 77,0
5 62 71 65 198 66,0
Sucty 297 338 317 952

Priemery | 59,4 67,6 63,4 63,5

Nasledujuce stthrnné veli¢iny sa ziskali z dat sily zovretia:

a b a b
N=15, Y > yi=62132, > y?=302,942, Dy’ =185794
j=1

i=1l j=1 i=1

Test vyznamnosti faktora s fixnymi u¢inkami; aplny blokovy navrh

Pomocou analyzu rozptylu testujeme, ¢i existuje vyznamny rozdiel v maximalnej sile zovretia
pri roznych uhloch uchopenie na trovni vyznamnosti « =0,05.

Z analyzy rozptylu pre data sily zovretia dostaneme:

a b 2 2
, ¥ 952
SS, :2 z yij——=62,132— T =1711,7

i1 -1 ab
1@ y? 302,942 952?
8S,. == y2_ L. T -168,1
b ley ab 5 15
b 2 2
$S,., zgz 21 _y? 185794 952 15111

a<”’! ab 3 15

SS. =SS, —SS,; — Sy =1711,7-168,1-1511,1=32,5
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Zdroj L Stupne ) L
ey ers Sucet Stvorcov . Priemerny Stvorec F,
variability vol'nosti
Uhol uchopenia 168,1 2 84,1 20,7
Ucastnik 1511,1 4 377,8
Chyba 32,5 8 41
Celkova 17117 14
Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Hy:z,=7,=7,=0
H,: 7z, # 0 aspoi pre jedno i =1,2,3
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
SSye /(a—-1) SSe/(3-1)  MS,. 841 ~20.7

° 7SS a-1)(b-1) SS,/(3-1)(5-1) MS, 41
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(a-1(a-1)(b-1);a)=f(3-1(3-1)(5-1);0,05) = f(2,8,0,05) = 4,46

Krok 4: Zaver:

pretoze f,> f(a-1(a-1)(b-1);a)=1(2,8,0,05)=4,46, nulovd hypotéza

H, sa zamietne na Urovni vyznamnosti « =0,05.

Metoda viacnasobného porovnania

Porovname tieto tri stredné hodnoty urovni faktora pomocou Fisherovej metody LSD na
urovni vyznamnosti « =0,05.
Krok 1: Stanovenie LSD pre « .

LSD =t((a-1)(b-1),) /Z“QSE =1(8,0,05) ZXT4’1=2,306><1,281=3,0

Krok 2: Usporiadanie priemerov a trovni faktora zostupne.
Y, =67,6; Y, =63,4; ¥, =59,4

Krok 3: Porovnanie rozdielu medzi najvaésim a najmensim priemerom s LSD. Pokrac¢u-
jeme porovnavanim s d’al§im najmensim priemerom tak dlho, az kym rozdiel je
vacsi ako LSD.

2 verzus 1=67,6-59,4=8,2>3,0
2 verzus 3=67,6-63,4=4,2>3,0
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Krok 4: Pokra¢ovanie predchadzajucim krokom (Krok 3) pre d’alsi najvaési priemer do-
vtedy, kym tato iteracia dosiahne druhy najmensi priemer.

3verzus 1=63,4-59,4=4,0>3,0

Krok 5: Zhrnutie vysledkov parového porovnania.

2 3 1 (vyznamné rozdiely)

Vypocet rezidua

Vypocitame reziduum pre y,, =79.

834 =Y — Vo = Yau — (V5 + ¥, —V¥)=79-(63,4+77,0-63,5) =21
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4 NAVRH VIACFAKTOROVYCH EXPERIMENTOV

4.1 Uvod

Tato kapitola uvadza Statistické pojmy a metédy, ako navrhnit’ experiment s viacerymi fak-
tormi a analyzovat’ data ziskané z experimentu. VécSina technik prezentovanych v kapitole 3

pre jednofaktorové experimenty sa rozsirila na tento viacfaktorovy experiment.

4.2 Niektoré aplikacie technik navrhovania experimentov

Navrhovanie experimentov je vel'mi dolezity nastroj pre inZinierov a vedcov, ktori maju zau-
jem o zlepSenie vykonnosti vyrobného procesu. Ma tiez rozsiahle uplatnenie pri vyvoji no-
vych procesov a v novom navrhu produktu. Teraz uvedieme niekol’ko prikladov.

Charakterizacia procesu experimentu

Tim vyvojovych inzinierov pracuje na novej metdde spajkovanie elektronickych suciastok na
doskach plosnych spojov. Konkrétne, tim pracuje s novym typom prietokového spajkovacieho
stroja, ktory by mal znizit' pocet chybnych spajkovanych spojov. (Prietokovy spajkovaci stroj
predhrieva dosky plosnych spojov a potom ich presunie do kontaktu s vinou tekutej spajky.
Tento stroj vyrobi vSetky elektrické a vacSinu mechanickych spojov zloZiek na doske s plos-
nymi spojmi. Spajkovacie chyby vyZaduju opravit’ alebo prepracovat’, ¢o zvySuje nédklady
a Casto poSkodzuje spoje.) Tento proces bude mat’ niekol’ko (mozno vel'a) premennych, z nich
nie vSetky st rovnako doélezité. Povodny zoznam kandidatskych premennych, ktoré maja byt
zahrnuté do experimentu je konStruovany kombinaciou vedomosti a informacii o procese od
vsetkych ¢lenov timu. V tomto priklade inzinieri vykonali brainstorming a pozvali vyrobny
persondl so skiisenostami s pouzitim réznych typov prietokovych spajkovacich zariadeni
Kk ucasti. Tim zistil, ze prietokovy spajkovaci stroj ma niekol’ko premennych, ktoré sa mézu
regulovat’. Su to:

1. teplota spajky
predhrievacia teplota
rychlost” dopravnika
typ pradenia
Specificka hmotnost’ pradenia

hibkova spajkovacia vlna

N o o kR~ D

uhol dopravnika
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Okrem tychto kontrolovatelnych premennych existuje niekol’ko d’alSich premennych, ktoré
nemozno kontrolovat’, len ¢o stroj za¢ne pracovat’. Su to:

hrabka dosky s plosnymi spojmi

typy komponentov pouzité na doske

rozlozenie komponentov na doske

operator

environmentalne faktory

© o~ w e

rychlost’ produkcie
Niekedy nazyvame nekontrolovate'né premenné faktory sumu. Schematické znazorne-
nie tohto postupu je uvedeny na obr. 4.1.
Kontrolovatel'né premenné
Xz X X
oy
Vstup Proces Vystup
(dosky plosngch (prietokovy spajkovaci stroj) (chyby, »)

Spojov) T T - T
xl XZ xc/

Nekontrolovatelné premenné
(Sumové faktory)

Obr. 4.1 Experiment prietoku spajky

V tejto situdcii je inzinierov zaujem charakterizovat’ prictok spajkovacieho stroja; t. j.
zistit, ktoré faktory (kontrolovate'né a nekontrolovatel'né) maji vplyv na vyskyt chyb na do-
skach plosnych spojov. Ak chcete urcit’ tieto faktory, mozete navrhnut experiment, ktory
umozni odhadnut’ vel'kost’ a smer G¢inkov faktora. Niekedy tento experiment nazyvame Scre-
enig experiment. Informacie z tejto Stadie mozu pomoct’ uréit’ rozhodujiice premenné proce-
su a riadit’ nastavenia faktorov tak, aby sa zniZil pocet poskodenych jednotiek. Tiez to mdze
pomahat’ pri ur€ovani premennych procesu, ktoré¢ by mali byt’ pozorne regulované pocas vy-
roby, aby sa zabranilo vysokej tirovni chybovosti a nepravidelnej vykonnosti procesu.

4.3 Faktorialne experimenty

Ciele vyucby
Tl Vysvetlit terminy faktoridalny navrh.
"1 Rozlisit’ hlavné ucinky a interakéné U€inky.
"1 Vysvetlit, preco informacie o interakciach medzi faktory maju vacsi vyznam, ako tie
z hlavnych uc¢inkov, ked’ su interakcie vyznamné.
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Faktorialny navrh

Faktoridlny navrh je nédvrh experimentu, pri ktorom st vsetky uvazované kombindcie urovni
faktora skusané pre kazdu replikaciu. Napriklad, ked’ faktor A ma dve a faktor B tri Grovne,
faktorialny navrh A a B sa spusti pre Sest’ (= 2x3) kombinacia trovni pre kazdé opakovanie.

Hlavné ucinky verzus interakéné ucinky
Ucinok faktora oznacuje zmenu ozvy spdsobenu zmenou urovne faktora. Dva typy ucinkov
faktora su definované:

1. Hlavny uc¢inok: Samotny ucinok faktora.

2. Interakény uéinok: Uginok interakcie medzi faktormi. Interakcia existuje medzi faktor-

mi, ak ucinok jedného faktora zavisi od stavu druhého faktora.

Tab. 4.1 Dvojfaktorovy faktorialny experiment: bez interakcie

Faktor A
Ay | A | Sttty | Priemery
B, 10 | 30 | 40 20
Faktor B
B, 20 | 40 | 60 30
Sacty | 30 | 70 | 100
Priemery | 15 | 35 25
50
40 - B,
30 F B,
20
10
O | |
A A,

Obr. 4.2 Dvojfaktorovy faktorialny experiment: bez interakcie

Tab. 4.1 aj Obr. 4.2 ukazuju, ze hlavny ucinok faktora A nezavisi od urovne faktora B
a naopak. To naznacuje, Ze neexistuje interakcia medzi A a B. Inymi slovami, hlavné G¢inky
A pri nizkej alebo vysokej urovni B sa rovnaju 20 (30-10=20 — nizka uroven B
a 40—20 =20 — vysoka urovenn B). Podobne hlavné u¢inky B pri nizkej alebo vysokej trov-
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ni A sarovnaji 10. Tato nevyznamna interakcia AB sa da identifikovat’ vypocitanim rozdielu

diagonalnych priemerov:

AB — AB,+AB, AB,+AB, 40+10 20+30 _
2 2 2 2

0

Vsimnite si, ze priamky B, a B, na obrazku st navzajom rovnobezné, ked’ interakcia A a B

je nepritomna.

Tab. 4.2 Dvojfaktorovy faktorialny experiment: s interakciou

Faktor A
A, | A, | Sacty | Priemery
By 10 | 30 | 40 20
Faktor B
B, 40 | 20 | 60 30
Sucty | 50 | 50 | 100
Priemery | 25 | 25 25
50
40 -
30 B,
20 B,
10
0 | 1
Ad Ah

Obr. 4.3 Dvojfaktorovy faktoridlny experiment: s interakciou

Na druhej strane, Tab. 4.2 aj Obr. 4.3 ukazujt, Ze hlavny u¢inok faktora A (alebo B) sa meni
v zavislosti od urovne druhého faktora, ¢o ukazuje, Ze je pritomna interakcia medzi A a B.
Hlavné ucinky A pri nizkej alebo vysokej urovni B sa rovnaju 20 (=30-10) alebo —20
(=20-40), ¢o ma za nasledok priemer nula ako hlavny uc¢inok A. Podobne hlavné G¢inky B
pri nizkej alebo vysokej tirovni A sa rovnaju 30 (=40-10) alebo —10 (=20-30), ¢o ma za
nasledok priemer 10 ako hlavny u¢inok B. Tato vyznamna interakcia AB sa da identifikovat
pomocou nenulovej hodnoty rozdielu diagonéalnych priemerov:

-20

Ag_ABtAB, AB +AB _20+10 40+30
2 2 2 2
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Vsimnite si, ze priamky B, a B, na obrazku nie st rovnobezné, ked’ interakcia medzi A a B

je pritomna.

Na Obr. 4.3 je znazornené, ako vyznamna interakcia zakryva vyznam hlavnych ucinkov.
Z toho vyplyva, Ze ak je pritomna interakcia, informacie z hlavnych u¢inkov nie st zmyslupl-
né, pretoze hlavny u¢inok faktora zavisi od podmienok iného faktora alebo inych faktorov.

Nevyhnutnost’ faktorialneho navrhu

Factorialny navrh je jediny navrh experimentu, ktory kontroluje (monitoruje) interakcie medzi
faktormi. Ak existuju vyznamné interakcie medzi faktormi, experimentovanie s jednym fakto-
rom v nejakom Case méze viest’ k nevhodnym vysledkom. Napriklad v tabul’ke 4.2 aj na ob-

razku 4.2 je vidiet’, Ze maximalna ozva sa ziska pri A=A, a B =B, experimentovanim vset-

kych kombinacii postupov A a B. Ale keby experiment bol navrhnuty ako prvy pre A pri
B=B, a potom pre B v nejakom ¢ase, maximalna ozva by bola uzavretda pre A=A

a B =B, takto:

1. Prva maximalna ozva pre B = B, bude k dispozicii na adrese A=A, .

2. Potom experimentovanim B v A= A , maximalna ozva by sa dosiahlav B=B,.

Faktoridlny navrh by sa mal pouzit’ iba ak absencia interakcie je istd, ak sa chceme vyhnut

tomuto druhu nespravneho zaveru v jednofaktorovom c¢asovom navrhu.

4.4 Dvojfaktorové faktorialne experimenty

Ciele vyucby

71 Vysvetlit model faktorialného navrhu s dvomi faktormi s fixnymi u¢inkami.

1 Testovat’ vyznamnost’ hlavnych G¢inkov a interakénych ucinkov v dvojfaktorovom fak-
toridlnom navrhu.

1 Porovnat’ navzajom stredné hodnoty jednotlivych urovni faktorov pomocou Fisherovej
metddy najmensieho vyznamného rozdielu (LSD).

"1 Vypocitat’ rezidua v dvojfaktorovom faktorialnom navrhu.

"1 Vysvetlit' metodu na analyzovanie dvojfaktorového faktorialného navrhu s jedinou rep-
likaciou.
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Kontext

1. Faktor: Dva faktory s ndhodnymi G¢inkami (A s a a B s b troviiami)
Opakovanie: n replik pre kazdu ab troven kombinécie;
N (celkovy pocet pozorovani) =nab (vyvazeny navrh; pozri
Tab. 4.1).
3. Nahodnost’: Uplna nahodnost’

Model
i=12,...,a
Yy =u+t+ B, +(@B); ey 11=12,...,b 4.1)
k=12,...,n
kde
M — celkova strednéa hodnota
T, —ucinok i-tej urovne faktora A, Za:z-i =0
i=1
b
B, —ucinok j-tej urovne faktora B, Z B;=0

j=1

(z8); — ucinok interakcie medzi faktormi A a B,
a b
> (#8), =0 pre j=12,...b, > (z8); =0 pre i=12,...,a
i=1 j=1
&,  —nahodna chyba ~ NID(0,c?)
Poznamka. 1. Y, ~ N(z;,0%)
2. V modeli s fixnymi u€inkami, ucinky arovni faktorov z;, g, a (z3); su defi-

nované ako odchylky od celkového priemeru. To znamena, Ze sucet vsetkych

7, B; & (z8); sarovnanule.
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Tab. 4.3 Struktara dat v dvojfaktorovom faktorialnom navrhu

Faktor A
1 2 |-~ | a | Sucéty | Priemery
Yir | You Yan1
Yz | Yo Yar2 _
1 _ : . Yi Vi
Yin | Youn Yatn
Yior | You Yan
2 Yizo | Yo Yaz y y
Faktor B : : ' : :
y12n y22n ya2n
Yim | Yom Yam
Yinz | Yoo Yav2 _
b ' . ‘ Yo Yo
ylbn yan yabn
Sﬁéty Yi. Y,. tee Ya. y.
Priemery | Vi | Yo | -+ | Va y.

ANOVA

V dvojfaktorovom faktorialnom navrhu analyza rozptylu rozdeli celkovu variabilitu Y (SS;,
celkovy sucet Stvorcov; stupne volnosti = N —1) na Styri zlozky:

1. Variabilita sposobena faktorom A (SS,; sucet Stvorcov faktora A; st. v. =a—1)

2. Variabilita spésobend faktorom B (SS; ; sucet Stvorcov faktora B; st. v. =b—1)

3. Variabilita spdsobenad interakciou AB (SS,; ; sucet Stvorcov interakcie; St. v.

=(a-1(b-1)))
4. Variabilita tvorend ndhodnou chybou ( SS, sticet Stvorcov chyb; st. v.

=ab(n—-1) =N —ab)))
Teda

SS, =SS, +SS, +5S,, +SS, (4.2)
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kde
a b n a b n 2
SS; = Z (yuk y )2 = Z yijz'k _yW
i1 j=1 k=1 i1 j=1 k=1
ss a b n ) a I2 y2
g i_1jz_1:k_1( LY. izbn N
5, -3y, -y oyl L
° i1 j=L k=L imy man N
a b n _ oy a b y|2 y2
SSue :ZZZ(VU. -v.) :ZZ_J_A_SSA —SSg
il j1 k=1 iz n N

SS. =SS, —(SS, +SS; +5S,5)

Ked vydelime stucty Stvorcov prislusSnymi stupniami vol'nosti, dostaneme priemerné stvorce A,

B, AB a chyby:
MS, = SS, . Ms, = SS; .M, = SS,s .M, = SS¢
a-1 b-1 (a-1((b-1) N —ab

Ocakéavané hodnoty tychto priemernych Stvorcov su

§ 2
ss, 2 bnzl:ri
E(MS,)=E =o’+—=2—
a-1 a-1
b
SS n
E(MSB):E( Bj=0'2+ L
b-1 b-1

ss ”Zi(fﬂ)ﬁ
E(MS,;) = E[¢j N e B
(a-1)(b-1) (a-1)(b-1)

E(MS;) = E( NSSE bj =o?; MS, jenevychyleny odhad &°.
—-a

Podiely MS,/MS_, MS, /MS_ a MS,, / MS_ maju F rozdelenie:

FoMS, F(a—1 N —ab) (4.3)
F-MS% Fp-1N-ab) (4.4)
(4.5)

MS,e crrn mp
VS F((a—1)(b—1), N —ab)

F=
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Tieto F hodnoty st malé, ked ucinky A, B a AB su nevyznamné (t.j. nulové hypotézy
Hy:iz; =0, i=12,..,a, H,:5,=0, j=12,....,b a H,:(z0); =0, i=1...,.a, j=1...,b
st spravne). Vysledky ANOVA fixného faktorialneho navrhu st zhrnuté v Tab. 4.4, aby tes-

tovali vyznamnost’ t¢inkov.

Tab. 4.4 ANOVA pre dvojfaktorovy faktorialny navrh: fixné ucinky

Zdroj L Stupne ) .
L Sucet Stvorcov ) Priemerny §tvorec F
variability vol'nosti
A SS, a-1 MS, MS, / MS,
B SSg b-1 MS, MS, / MS_
AB SS,q (@a-1((b-1) MS ¢ MS .z / MS,
Chyba SS¢ N —ab MS,
Celkova SS; N —1

Testovanie hypotézy (F-test)

Krok 1: Urcenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,: 7, =0 pre i=12,...,a H,: z; #0 aspoti pre jedno i pre A
Hy: py=0pre j=12,....,b  H;: B =0 aspoiipre jedno j preB

H,: (z8); =0 pre vSetky kombinacie i a ]
H,: (8), =0 aspon pre jednu kombinaciu i aj  pre AB

Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.

_ _SSu @zl  MS, o iN_ab) pre A
SSe /(N —ab) Ms,

- SSg/(b-1) _ MS; F(b-LN-ab) pre B
SSc /(N —ab) MS,

e _SS,e/(a-D(b-1) _MS,

~F((a-1)(b-1),N —ab) pre AB
=SS (N-ap) _ Ms, | (a-Db-DN-ab) P

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(a—L,N—-ab;a) pre A
f(b—LN—-ab;a) pre B

f((@a-1)(b—-1),N —ab;a) pre AB
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Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
f,> f(a—1,N—-ab;a) pre A
f,>f(b—-1LN—ab;a) pre B
f,> f((@a-1(b—-1),N—ab;x) pre AB

Odportca sa, aby test na interakciu bol vykonany najprv, pred nasledujicimi testami pre
hlavné Gc¢inky. Ak interakcia je nevyznamna, testy na hlavné G¢inky su zmysluplné; inak su
testy na hlavné ucinky nevyznamné, pretoze ucinok nejakého faktora podlieha okolnostiam
iného(ych) faktora(ov).
Viacnasobné porovnania

U vyznamnych fixnych faktorov stredné hodnoty individualnych trovni st porovnavané
s viacnasobnou porovnavacou metodou, akou je Fisherova metdda najmensieho vyznamného
rozdielu (LSD) uvedena v podkapitole 3.2.3. Ked’ interakcia AB je nevyznamna4, stredné hod-
noty kazdého vyznamného hlavného uc¢inku sa porovnavaju. Ked’ interakcia AB je vyznamné,
stredna hodnota jedného faktora (povedzme A) sa porovna s druhym faktorom (povedzme B)
na urcitej trovni. Pre fixny dvojfaktorovy faktoridlny navrh sa LSD stanovuje takto:

LSD =t(N —ab, @), ,Z?SE pre A (4.6)
n

LSD =t(N —ab,a),’ZIZIr?E pre B 4.7)

LSD =t(N —ab, a), /Zl\f]SE pre AB (4.8)

Rovnako ako v pripade jednofaktorového modelu (uvedeného v podkapitole 3.2.2), dvojfakto-
rovy faktorialny model ma tri predpoklady 0 chybe: 1. normalnost, 2. konstantna variabilita,

Rezidualna analyza

3. nahodnosti. Tieto predpoklady mozno skontrolovat’ pomocou rezidualnej analyzy ako je
uvedené v podkapitole 3.2.5 (e, = vy — Vi = Vi — Vi )-

Faktorialny navrh s jedinou replikaciou

Niekedy dvojfaktorovy faktorialny experiment ma iba jedno pozorovanie pre kazdi kombina-
ciu urovni faktorov. V tomto pripade sa stupne volnosti chyby rovnaju nule (=N —ab=
=nab—ab pre n=1) a tym aj stredna kvadraticka chyba nie je k dispozicii.
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V tomto nereplikovanom navrhu suma S$tvorcov interakcie moze byt pouzita ako Stredna
kvadraticka chyba za predpokladu, Ze ucinok interakcie je zanedbatelny. Avsak tento predpo-
klad bez interakcie moze priniest’ nespravny zaver v pripade, Ze interakcia je vyznamna; teda
data a rezidualy by sa mali starostlivo skimat’, aby sa overil vyznam interakcie.

Priklad 4.1

InZinier ma podozrenie, Ze povrchova tprava (Y) kovovych ¢asti je ovplyvnena ¢asom susenia
(A) a typom nateru (B). Trikrat ¢asy susenia (a = 3; 20, 25, 30) a dva druhy nateru (b=2) su
Specialne vybrané inzinierom a tri ¢asti (n=3) su testované pre kazdi kombinaciu ¢asov su-

Senia a typoVv haterov, ¢im sa ziska nasledovna tabulka.

Cas sudenia (A; jednotka: min)
20 (1) | 25(2) | 30 (3) | Sucty | Priemery
74 73 78
1| 64 61 85 621 69,0
Typ 50 | 44 | 92
nateru
B) 92 98 66
2| 86 73 45 701 77,9
68 88 85
Sucty 434 | 437 | 451 | 1322
Priemery | 72,3 | 72,8 | 75,2 73,4

Pre data povrchovej upravy je tiez k dispozicii nasledujlici prehl'ad veli¢in:

N =18, ZZZ Yy =101598, Zy — 582726, Zy, — 877042, ZZ y2 = 298066

i=1 j=1 k=1 i=1 j=1
Test vyznamnosti hlavnych tucinkov a ucinkov interakcie; dvojfaktorovy faktorialny
navrh

Testujeme analyzou rozptylu, ¢i u¢inky A, B a AB st vyznamné kazdy na tirovni o =0,05.

Z analyzy rozptylu pre data povrchovej upravy dostaneme:

13222
55, =33y - L —101598 _29%2 _ 4504,4
i=1 j=1 k=1
a 2 2 2
Yy e
6 18
b 2 2 2
iyt e7ros 1322
man N 9 18
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2
SS,e = Zzyi———ss ~SS,

== n

298066 1322°

3 —27,4-355,6=1878,8

SS. =SS, —(SS, +5S, +5S,5) =

=4504,4—-(27,4+355,6+1878,8) =2242,7

Zdroj Sucet Stupne Priemerny ¢
variability Stvorcov | vol'nosti Stvorec °
Cas sugenia (A) | 27,4 2 13,7 0,07
Typ néateru (B) 355,6 1 355,6 1,90
Interakcia (AB) | 1878,8 2 939,4 5,03
Chyba 22427 12 186,9
Celkova 4504,4 17
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
H,: 7, =0 pre i=1,2,3 H,: 7, 20 aspoil pre jedno i pre A
Hy: p;=0pre j=1,2 H,: B, #0 aspoii pre jedno j preB
H,: (z8); =0 pre vSetky kombinacie i a ]
H,: (¢8), #0 aspon pre jednu kombinaciu i aj pre AB
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
_ SSuMa-D) _MS, 137 o0 pep
SS./(N—ab) MS. 186,9
_ SSe/b-D) _MS, 3556 40 g
SS./(N—ab) MS. 186,9
- SSs/(@a-1(b-1) MS,, 9394 _503 preAB
SS./(N—ab)  MS_. 186,9

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(a—LN—-ab;a)=f(3-1,18-6;0,05) = f (2,12;0,05)=3,89 pre A
f(b—L,N—-ab;a)= f(2-1,18-6;0,05) = f (1,12;0,05) =4,75 preB

f((a—)(b-1),N —ab;a) = f ((3-1)(2—1),18—6;0,05) = f (2,12:0,05)=3,89 pre AB
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Krok 4: Zaver:
pretoze f,=5,03> f((a—1)(b—-1),N —ab;)=3,89, nulovd hypotéza H, sa
zamietne na urovni vyznamnosti & =0,05 pre AB. Vzhl'adom na vyznamnu in-

terakciu, testy hlavnych Gc¢inkov A a B st bezvyznamné.

Viacnasobné porovnania

Porovnajte strednit hodnotu povrchovej upravy pre tri ¢asy suSenia pre typ nateru 1. Zodpo-
vedajuce odhady strednych hodnot povrchovych uprav su
Vi, =62,7, ¥, =59,3, Yy =850

Krok 1: Stanovenie LSD pre « .

2x186,9

LSD =t(N —ab, &) © =t(18-3x2,0,05), [~~~ =2,179x1116=24,32
n

Krok 2: Usporiadanie priemerov a urovni faktora zostupne.
731. = 85! 0 , )_/11_ = 62, 7 ; 721. = 59, 3

Krok 3: Porovnanie rozdielu medzi najviaésim a najmensim priemerom s LSD. Pokracu-

jeme porovnavanim s d’al§im najmensim priemerom tak dlho, az kym rozdiel je
viacsi ako LSD.

3 verzus 2=85,0—-59,3=25,7 > 24,32

3verzus 1=85,0—62,7 =22,3< 24,32

Krok 4: Pokracovanie predchadzajucim krokom (Krok 3) pre d’al§i najvac¢si priemer do-
vtedy, kym tato iteracia dosiahne druhy najmensi priemer.

1 verzus 2=62,7—-59,3=3,40 < 24,32
Krok 5: Zhrnutie vysledkov parového porovnania usporiadanim a urovni faktora v pora-
di podla priemeru a potom pod¢iarknutim urovni, ktorych priemery sa vyz-
namne neodliSuju.

Vypocet rezidua
Vypocitame reziduum pre y, , =92.

€313 = Y13 — 9313 = VYa13— Va1, = 92-85=7 (pOdhOantené)
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4.5 VSeobecné faktorialne experimenty

Fatorialny navrh s viac ako dvoma faktormi

Experiment moze obsahovat’ viac nez dva faktory. Postup analyzy rozptylu na tomto vse-
obecnom faktorialnom experimente je len rozsirenie dvojfaktorového faktorialneho navrhu,

avsak vyzaduje nudné pocitanie; teda sa vacSinou pouziva na analyzu pocitacovy softvér.

4.6 Faktoridlne experimenty s nahodnymi faktormi

V tejto kapitole sa uvazuju situacie, v ktorych jeden alebo viac faktorov vo faktorialnom ex-

perimente st nahodné. V tomto texte sa s nimi nebudeme zaoberat’, budu uvedené v ucebnici.

4.7 2" faktorialne navrhy

4.7.1 2%navrh

Ciele vyucby

1 Identifikovat’ ortogonalne kotrasty v 2% navrhu.

"} Odhadntt’ hlavné ucinky a interakéné ucinky v 22 faktorialnom navrhu.

1 Testovat’ vyznamnost” hlavnych u¢inkov a interakénych tc¢inkov v 22 faktorialnom na-
vrhu.

2 navrh

2k faktorialny navrh je faktorialy navrh s k faktormi, z ktorych kazdy ma dve urovne. Nizke
a vysoke trovne jednotlivych faktorov st oznacené — (alebo ,,-1) a + (alebo ,,1*). Kompletna
replikdcia tohto rieSenia vyZaduje 2k pozorovani, ¢o je najmensi pocet pozorovani pri uplnom
faktorialnom navrhu s k faktormi.

VzhFadom k minimalnemu poctu behov, 2X navrh je obzvlast uzitoény pre experiment s mno-

hymi faktormi pre ucely skriningu. Dve davky su vybrané pre kazdy faktor tym, Ze prevezme

linearity odozvy v danom rozmedzi Grovni faktora.

110



Navrh viacfaktorovych experimentov

ANOVA pre 22 navrh

V3etky kombinacie trovni faktorov vo 2% navrhu (2¥ navrh, kde je k =2 faktorov) st ozna-
¢ené radom znakov: (1),a,b,ab (pozri Obr. 4.4). Pritomnost’ (nepritomnost’) znaku naznacu-
je, ze zodpovedajuci faktor je na vysokej (nizkej) urovni v kombindcii urovni faktorov. Na-

priklad, pismeno a naznacuje, ze faktor A je na vysokej urovni a faktor B je na nizkej Grovni.

Horna
(+) b ab ; .
Uroven faktora A B
(1) - -
B a B =
b -+
1 ab T+
Dolna (0 i
®) poing 4 Horna
(-) (+)

Obr. 4.4 Faktorialny navrh 2?

Hlavné G¢inky A a B a interakcia AB s n replikaciami sa odhadnt takto:

_a+ab b+(@) _ a+ab-b-()
2n 2n 2n

A= 7A+ —Ya-

b+ab a+(@®) b+ab-a-(1
B=Vs — Vs = - (): @

2n 2n 2n

AB = YaertYas  Yas *VYas. _ ab+() a+b _ ab+(@)-a-b
2 2n 2n 2n

Linearne kombinacie Citatel'ov rovnic pre hlavné u€inky a interakcie sa nazyvaju ortogonalne
kontrasty (oznadované ako C ), ak spiiaju dve vlastnosti:

1. Kazda linearna kombinacia ma koeficienty {c, }, ktorych sucet sa rovna nule (Z c,=0)
i

2. Akékolvek dva kontrasty s koeficientmi {c,} a {d;} maji sucet si¢inov koeficientov, kto-

ry sa rovna nule () cd, =0).

Sucet Stvorcov pre A, B a AB sa vypocita pomocou ortogonalnych kontrastov:

_C: [at+ab-b-F

SS, =
A 2k an

(4.9)

_C _[b+ab-a-@F

= 4.10
n2- 4n (4.10)

SS,,
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C2  [ab+(1)—a—b]
SS,. =—£8 — 4.11
"B ok 4n (411)

Vsimnime si, ze celkovy sucet Stvorcov a sucet Stvorcov chyby sa vypocita takto:

$$, =3y —yﬁ (4.12)

2
i=1 j=1 k=1
SS. =SS, —(SS, +SS, +SS ) (4.13)

Vzhl'adom nato, ze kazdy sucet Stvorcov kontrastu mé jeden stupeni volnosti, priemerné

Stvorce A, B a AB sa rovnaju zodpovedajiicim suctom stvorcov. Priemerny Stvorec chyby je

Ms, = _ S5 (4.14)
4n-1) N-4
Podiely MS,/MS_, MS,/MS. a MS,; / MS_. maju F rozdelenie:

FoMS, F(L4(n-1) (4.15)

E

MS
F=—"8 _FL4(n-1 4.16
MS, L4(n-1) (4.16)

MS
F=—%8 _F(L4(n-1 4.17
MS, (L 4(n-1)) (4.17)

Hodnoty F su malé, ak ucinky faktorov A, B ainterakcie AB st nevyznamné (t.j. H,:
7;=0, H,: 3,=0 a H,: (z8); =0 su spravne. Veli€iny variability z ANOVA su zosumari-
zované v nasledovnej tabul’ke:

Tab. 4.5 ANOVA pre faktorialny névrh 27

Zdroj L Stupne i .
s Sucet Stvorcov , . Priemerny Stvorec F
variability vol'nosti
A SS, 1 MS, MS, / MS,
B SS, 1 MS, MS, / MS,
AB SS,e 1 MS ¢ MS,; / MS,
Chyba SS¢ N-4 MS,
Celkova SS; N -1
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Test hypotézy

Krok 1: Ur€enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

Hy:iz;, =0 pre i=12

Hy:pB,=0 pre j=12

H,: (z8), =0 aspoii pre jednu kombinaciu i a]

Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.

sS, /1

°Tss_/4(n-1)

SS, /1

°7SS, Ja(n-1)

H,:z, # 0 aspoti pre jedno i pre A
H,: B, #0 aspoii pre jedno j preB
H,: (z8); =0 pre vSetky kombinacie i a
pre AB
MS,
~F@4(n-1 re A
MS. @L4(n-1) P
MS,
- ~F(L4(n-1 re B
MS, L4(n-1) P
_MS

SS,q /1

28— F(L,4(n-1)) pre AB

°TsS./4(n-1)

MS,

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
f(L4(n-1);) pre A,BaAB

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

f, > f(L4(n-1);a) pre A,BaAB

Priklad 4.2 (Vypocet ucinkov a stuctu Stvorcov; 2% navrh)

Zoberme do uvahy data povrchovej Upravy z prikladu 4.1. Predpokladajme, Ze iba dva Casy
susenia (20 a 30 min; a=2) a dva typy naterov ( boli testované b =2 ) sa sktsali. Nasledu-

juct prehl’ad veli¢in poskytovany pre data povrchové tpravy je tento:
n=3, (1) =188, a=255, b=246 a ab=196
Odhadneme ucinky A, B, AB a vypocitame zodpovedajice sumy Stvorcov.
Ortogonalne kontrasty navrhov 2? pre data povrchové tpravy st
C,=a+ab—-b—-(1)=255+196—-246-188 =17
C;=b+ab—a—(1)=246+196—-255-188=-1

Cp=ab+(1)—a—b=196+188—-255-246=-117

To znamena, ze odhady hlavnych G¢inkov a ti€¢inkov interakcie su tieto:

c, 17

T2 T 3t 28
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C -1
B=—8 =-— - =072
n2kt  3x2%t
C -117
AB =228 _ =-19,5
n2<t  3x2%t

Zodpovedajlice sumy Stvorcov st potom tieto:

c2 17
SS, = A — =241
Anp2k 3x2?
C2 (_1)2
SS. =—B — =0,1
B n2k 3x2?
2 2
55, =22 =L 11409

"B ok 3x 22

4.7.2 2% navrh pre k > 3 faktorov

Ciele vyucby

1 Identifikovat’ ortogonalne kotrasty v 2% névrhu.

1 Odhadntt’ hlavné G¢inky a interakéné Gcinky v 2% faktoridlnom navrhu.

Ortogonalne kontrasty 2“ navrhu

Ako sa uvadza v analyze rozptylu pre 22 navrh , ortogonalne kontrasty sl uZito¢né aj v analy-
ze 2X navrhu. Utinky faktorov, ich interakcii a zodpovedajiicich sum $tvorcov mozno vypoéi-

tat’ pomocou ortogonalnych kontrastov:

. Kontrast

Ucinok = o (4.18)
2
SS = —(Ko:tzrfSt) (4.19)

Pre stanovenie ortogonalnych kontrastov 2% navrhu systematickym spdsobom sa pouZije ta-
bulka plus a minus znakov (pozri Tab. 4.6 pre 23 navrh). Tato tabul’ka zahfia stipce kombi-
nécie arovni faktorov, identit, hlavné t¢inky a interakcie. V stipci hlavného t¢inku znak plus
(minus) naznacuje vysoku (nizku) Groven zodpovedajiiceho faktora pre stav spracovania,
napr. v stipci hlavného ginku A plus je priradeny ku kombinacii Grovne faktora ac, pretoze
troven A je vysokd. Hned’, ako su znaky hlavnych uéinkov stanovené, znaky kazdého stipca
interakcie sa uréia vynasobenim stvisiacich stipcov riadok po riadku (napr. AB= AxB). Ok-
rem stipca identity kazdy stipec obsahuje rovnaky pocet plus a minus znakov.
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Hlavné ucinky, ucinky interakcii a ich sucty Stvorcov sa vypocitaju pomocou znakov

v tabul’ke. Napriklad v Tab. 4.6, ked’ n =2 hlavny G¢inok A a zodpovedajuci sucet Stvorcov
sa stanovuju takto:

A CkAil:a+ab+ac+abc;$1)—b—c—bc (4.20)
n2 2x2
2 Ta+ab+ac+abc—(1)-b-c—bcl
ss, = Ca | @ ] (4.21)
n2 2x2
Tab. 4.6 Znaky pre ortogonalne kontrasty v 23 navrhu
. Utinky
Kombinacie
urovni faktora | A B AB C AC BC | ABC

1) + - - + — + + —

a + + - - - - + +

b + - + — — + — +

ab + + + + — — — —

I + — - + + - - +

ac + + - - + + — —

bc + - + — + - + —

abc + + + + + + + +

Priklad 4.3 (Vypocet ucinkov a suctu Stvorcov; 2 navrh)

Sila stisku rukoviti sa meria tak, Ze na rukovéti skimaju G¢inky troch faktorov navrhu ruko-
véte: priemer (A), uhol (B) a hmotnost’ (C). Dve tirovne st vybrané pre kazdy faktor a jedna

replikacia (n=1). Merania sily stisku (jednotka: kg) st tieto:

Kombinacie urovni faktorov

(1)

a b ab c ac bc abc

35

40 31 33 36 42 30 34

Odhadneme hlavné tc¢inky a ucinky interakcii tohto 23 navrhu a vypocitame zodpovedajuce

sumy Stvorcov.
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Ortogonalne kontrasty navrhu 23 pre data sily stisku su

C,=a+ab+ac+abc—(1)—b—-c—-bc=
=40+33+42+34-35-31-36-30=17

C, =b+ab+bc+abc—-(1)-a-c—ac=
=31+33+30+34-35-40-36—-42=-25

Cp=@)+ab+c+abc—a—-b—-ac—bc=
=35+33+36+34-40-31-42-30=-5

C.=c+ac+bc+abc—(1)-a—-b—-ab=
=36+42+30+34—-35-40-31-33=3

Cic =@ +b+ac+abc—a—ab—-c—bc=
=35+31+42+34-40-33-36—-30=3

Coc =) +a+bc+abc—b—ab-c—-ac=
=35+40+30+34-31-33-36—-42=-3

Cpc =a+b+c+abc—(1)—ab—ac—-bc=
=40+31+36+34-35-33-42-30=1

To znamena, ze odhady hlavnych G¢inkov a u€inkov interakcie st tieto:

C, 17 C -25
n2<t  1x2%! n2“t  1x2%*
Ce 3 C -5
n2¢t  1x 2% n2¢t  1x2%*
C 3 C -3
AC=—2-=———_-0,75 BC=—2=——_=-0,75
n2¢t  1x2%* n2“t  1x2%!
C 1
ABC=—£¢ =-_ —__=0,25
n2t 1% 2%
Zodpovedajuce sumy Stvorcov su potom tieto:
2 2 2 Y
ss,= a1 _3613  s5,=Co () 895
n2"* 1x2 n2 1x2
CZ 32 CZ (_5)2
SS. =—% = =113 SS,, =—28=>-—"_-313
© n2¢ 1x2? o2k 1x2?
C2 32 CZ (_3)2
SS,  =—8=—_=113 SS,. =—¢= =113
N2t 1x2? % n2k 1x2
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— CiBC _ 12

SShec = n2¥  1x23

=0,13

4.7.3 Jedna replikacia v 2“ navrhu

Ciele vyucby
'] Vysvetlit’ metodu na analyzovanie dvojfaktorového faktorialného navrhu s jedinou rep-
likaciou.
] Identifikovat’ vyznamnost’ interakcii vyssich radov v 2% navrhu pomocou normalneho

pravdepodobnostného grafu.

2 navrh s jednou replikaciou

Rovnako ako faktorialny navrh s jednou replikaciou (uvedené v podkapitole 4.4), predpoklad
je potrebny pre nereplikovanych 2% navrh, aby mal stdet §tvorcov chyby. Interakcie vysie
ako interakcie druhého radu sa Casto predpokladaju zanedbatelné a pouziji sa ako sucet
Stvorcov chyby. Opatrnost’ je potrebné uplatnit’ pri skontrolovani, ¢i je interakcia pouzita pre
chybu je vyznamna.

Vyznamné vysoké poradia interakcii mézu byt identifikované tym, ze skonstruujeme normal-
ny pravdepodobnostny graf hlavnych t¢inkov a u¢inkov interakcii. Zanedbatel'né ucinky bu-

da normalne rozdelené so strednou hodnotou nula a rozptylom o, a preto lezia pozdiz

priamky normalneho pravdepodobnostného grafu, zatial' o vyznamné uc¢inky sa budu odchy-
Povat’ od priamky.
Priklad 4.4 (Normalny pravdepodobnostny graf ucinkov)

Zoberme do tuvahy experiment pre silu stisku s jednou replikaciou v priklade 4.3. Odhady
ucinkov hlavnych a interakcii su tieto:

A=4,25 B=-6,25 C=0,75 AB=-125 AC=0,75 BC=-0,75 ABC=0,25

Skonstruujeme normalny pravdepodobnostny graf tychto u¢inkov a overime ¢i interakcia tre-
tieho radu ABC je vyznamne ddlezita.

Normalny pravdepodobnostny graf hlavnych tc¢inkov a t¢inkov interakcii naznacuje, Ze
interakcie druhého a treticho radu st nevyznamné. Takto ABC moéze byt pouzity ako chybovy
¢len pre testovanie vyznamnosti hlavného u¢inku a d’alSich G¢inkov interakcii druhého radu.
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Normalny pravdepodobnostny graf

99
95

80

50

20
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4.8 Blokovanie a spolupdsobenie v 2 navrhu

Ciele vyucby

[ Konstruovat' 2° blokov pre 2% navrh.

11 Odhadntt hlavné G&inky a interakéné Géinky v 2% navrhu s 2° blokmi.

2k blokovy navrh a spolup6sobenie

Niekedy sa vSetky kombinacie trovni faktorov nedaji spustit’ za homogénnych podmienok
pre rozne dovody. Predpokladajme napriklad, ze 22 navrh (zo 4 kombindciami urovni fakto-
rov) vyzaduje celkom 16 hodin (4 hodiny pre kazdi kombinéaciu) na spustenie jednej replika-
cie. Tento experiment sa vykonava v dvoch diioch (blokoch) a randomizacia je obmedzena
v kazdom bloku. Takyto druh faktoridlneho névrhu sa nazyva 2X navrh s2° blokmi, kde

p <k.

Niektoré Gicinky spolupdsobia s blokmi v 2 blokovom navrhu. Ako priklad Obr. 4.4 zobrazu-
je 22 blokovy navrh s interakciou AB, ktora spolupdsobi s blokmi. V tomto blokovom navrhu
kontrasty (C) na odhadnutie u¢inkov A, B a AB st

C,=ab+a-b-(1)

C;,=ab+b-a-(1)

Cp=ab+@)—-a-b

Kontrast AB je vsak rovnaky ako blokovy t€¢inok a tak AB spolupdsobi s blokmi.
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Blok 1 Blok 2
(D a
ab b

Obr. 4.5 2 blokovy navrh

KonStrukcia blokov

Po prvé, ak chceme konstruovat’ 2 navrh s 2° blokmi, p uginkov by malo byt vybranych pre
spoluposobenie. VsSeobecne su interakcie vysSieho radu zvolené tak, aby spolupdsobili
s blokmi; hlavné ucinky a ucinky interakcii nizSieho radu su menej pravdepodobné, ze budu
vybrané vzhl'adom na ich délezitost’. Okrem p G¢inkov, 2° — p—1 Géinkov (interakcie p uc¢in-
kov nazgvané zovieobecnené interakcie) spolupdsobi s blokmi. Napriklad v 2° navrhu s 22
blokmi, ak AB a BC st vybrané pre spolupdsobenie, ich vSeobecna interakcia AC
(= ABxBC = AB’C pretoze B*=1) je tiez spolupdsobiaca. Je potrebné dbat’ na to, aby sa
nepoplietli t¢inky, ktoré su predmetom zaujmu.

Po druhé, na zéklade p vybranych G¢inkov definujice kontrasty (L) st formulované takto:

L= X +o,X, +--+a X,
kde

' |1, aki-ty faktor m4 zmie$any u¢inok

{0, ak i-ty faktor nema zmieSany ucinok

. 0, aki-ty faktor nie je v kombindcii Grovni faktorov
' |1, aki-ty faktor je v kombinacii Urovni faktorov

Napriklad v pripade, 7e AB a BC st vybrané pre spolupésobenie v 2° navrhu s 2% blokmi, dva
definujuce kontrasty st stanovené z AB a BC takto:

L=x+x a L2:X2+X3
kde
‘= {O, ak i-ty faktor nie je v kombincii urovni faktorov
' |1, aki-ty faktor je v kombinacii Urovni faktorov

A konecne, kombindcia trovni faktorov, ktoré maju rovnaké hodnoty L (mod 2) budu umies-
tnené v rovnakom bloku. Napriklad pre 2° blokovy navrh s L=x+X aL,=X,+X,, Styri

bloky kombin4cii urovni faktorov sa stanovi podl'a hodnét L, (mod 2) a L, (mod 2) takto:
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Kombinécie L, (modul 2) L, (modul 2) Blok ¢.
urovni faktora | [x +x, (modul 2)] [x +x, (modul 2)]

(1) (0+0) (modul 2) =0 | (0+0) (modul 2) =0 1

a (1+0) (modul 2) =1 | (0+0) (modul 2) =0 2

b (0+1) (modul 2) =1 | (1+0) (modul 2) =1 3
ab (1+1) (modul 2) =0 | (1+0) (modul 2) =1 4

c (0+0) (modul 2) =0 | (0+1) (modul 2) =1 4
ac (1+0) (modul 2) =1 | (0+1) (modul 2) =1 3
bc (0+1) (modul 2) =1 | (1+1) (modul 2) =0 2
abc (1+1) (modul 2) =0 | (1+1) (modul 2) =0 1

ANOVA

Analyza rozptylu za pouzitia ortogonalnych kontrastov uvedena v podkapitole 4.7.2 je apli-
kovatelna na 2 blokovy navrh s vynimkou spracovania spoluposobiacich u¢inkov. Spolupo-
sobiace ucinky su znova definované ako blokové G¢inky a vyznam blokovych u¢inkov sa mo-
ze testovat’ porovnanim s priemernym stvorcom chyby. Pripomenime, Ze v pripade experimen-
tu s jednou replikaciou interakcie vyssieho radu sa mézu pouzit’ ako priemerny Stvorec chyby.

Priklad 4.5

Sktimaju sa ucinky uhla operadla (A) a umiestnenie bedrovej opierky chrbtice (B) na tlak na
platnicku (jednotka: N) v dolnej Casti chrbta. Dva uhly operadla (90° a 120°) a dve bedrové
opierky chrbtice (1 a 5 cm) sa vybrali v experimente.

Konstrukcia blokov; 2 blokovy navrh

Predpokladajme, Ze Styri kombinacie urovni faktorov nemoézu byt skimané za rovnakych
podmienok. Vytvorime dva bloky s AB spolupdsobiacim pre navrh 2.

Urcujuci kontrast je vyrobeny z AB:

L =X+X,
kde

0, aki-ty faktor nie je v kombinéacii trovni faktorov
1, aki-ty faktor je v kombinéacii Grovni faktorov
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Styri kombinacie Grovni faktorov st priradené do dvoch blokov podl’a hodnoty L takto:

Kombinacie L (modul 2) Blok &.
urovni faktora | [X +X, (modul 2)]
(1) (0+0) (modul 2) =0 1
a (1+0) (modul 2) = 1 2
b (0+1) (modul 2) = 1 2
ab (1+1) (modul 2) =0 1

Vypocet u€inkov a stuctu Stvorcov
Nasledujtce data tlaku na platnicku s tieto:
(1)=620, a=320, b=380 a ab=155
Vypo¢itame sumy $tvorcov pre blokovy navrh 2% s AB spolupdsobiacim.
Ortogonalne kontrasty navrhu 22 pre data tlaku na platnicku s
C,=a+ab—-b—(1) =320+155-380—-620 =-525
C, =b+ab-a—(1) =380+155—-320-620 = —405

Cp =ab+()—a—b=155+620-320-380=75

Odhady ucinkov su:
C -525
Thgi T %0
C —405
TSR
Ucinok bloku = AB = C;*;Bl = % =37,5
n
Zodpovedajice sumy Stvorcov su tieto:
2 o 2
SS, = C—’}( = ( 5252) =68906,3
n2 1x2
2 _ 2
SSg =C—Bk = ( 4052) =41006,3
n2 1x2
C? 75
SSgk =SS, = n—;‘f =17 =1406,3
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4.9 Redukované replikacie v 2¢ faktorialnom navrhu

4.9.1 Redukovana polovica v 2“ navrhu

Ciele vyucby

71 Vysvetlit' pouzitie redukovaného faktoridlného navrhu.

[ Vysvetlit’ terminy generdtor, urcujici vztah, hlavnd redukcia, alternativna redukcia,
zmieSanie a oddelenie.

1 Kongtruovat' 2“* navrh.

[ Odhadnat hlavné G&inky a interakéné tginky v 2“* navrhu.

'] Identifikovat zmiesana $truktiru v 2“7 navrhu.

Redukovany faktorialny navrh 2"

Redukcia 1/2° (p<k) navrh 2° (oznadend ako 2“°) moze bezat, ak interakcie vyssicho
radu st zanedbatel'né. Ked sa pocet faktorov (=K ) zvySuje, pocet behov rastie geometrickym
radom, avSak velka Cast’ behov sa pouzije na odhad interakcii vysSieho radu, ktoré su Casto
zanedbatel'né. Napriklad 2° navrh (k = pat’ faktorov ), ktory vyzaduje 32 behov, z 31 stupiiov

vol'nosti sa pouzije 5, 10 a 16 stupiiov vol'nosti ha odhadnutie hlavnych u¢inkov dvojfaktoro-
vych interakcii a interakcii trojfaktorovych a vysSich radov. Ked' interakcie trojfaktorové

a vyssich radov st zanedbatelné, 2> redukovany faktorialny navrh (ktory vyzaduje 16 be-
hov) mdze byt pouzity na analyzu hlavnych G¢inkov a interakcii nizsieho radu z piatich fakto-
rov.

Konstrukcia 2" navrhu

Navrh 2“7 je konstruovany pomocou vybranych kombinacii trovni faktorov, ktoré maju rov-
naké znaky (napr. plus) v zvolenom stipci u¢inkov (tzv. generator) v tabul’ke znakov pre 2
navrh. Napriklad 2°" navrh méze byt vytvoreny vybranim $tyroch kombinacii urovni fakto-
rov (a, b, c a abc), ktoré maju znak plus v stipci ABC v tabulke znakov navrhu 2°

(Tab. 4.7). Redukcia so znamienkom plus sa nazyva hlavna redukcia a ina redukcia sa nazy-
va alternativna redukcia.

Pretoze stipec rovnosti ma vietky znamienka plus, 2" navrh mé nasledujuce vztahy (tzv.
uréujiice vztahy) medzi stipcom rovnosti a stipcom generatora: znaky stipca generatora su
rovnaké ako znaky stipca rovnosti pre hlavnu redukciu, naopak je to pre alternativnu reduk-
ciu. Napriklad 2°" navrh s generatorom ABC ma urujuci vztah | = ABC pre hlavnii reduk-
ciua | =—ABC pre alternativnu redukciu.
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Tab. 4.7 Znaky pre 2° navrh

Kombinacie Uinky
urovni faktora I A B AB C AC | BC | ABC
Q) + - - + — + + —

a + + — — — — + +

b + - + — — + — +
ab + + + + — - - -

c + — — + + — — +
ac + + — — + + - —
bc + - + — + - + —

abc + + + + + + + +

Dalou metddou pre konstrukciu 2" navrhu je tato:

Krok 1: Pripravte tabul’ku znakov faktorialneho navrhu s k —1 faktormi (tzv. zakladny
navrh). Napr. pre 2** navrh v Tab. 4.8 zakladny navrh zagina s dvoma faktormi
(AaB).

Krok 2: Pridajte k-ty faktor a identifikujte zodpovedajuce interakciu pomocou definuji-
ceho vzt'ahu redukovaného navrhu.

Napr. | = ABC zTab.4.8 = CI=ABC®> = C=AB (pre C*=1)
Krok 3: Ur¢ite znaky interakcie pre stipec k-tého faktora.

Krok 4: Identifikujte kombinacie urovni faktorov 2" navrhu riadok po riadku.

Tab. 4.8 Konstrukcia 2°* navrh's | = ABC

Zakladny navrh Redukovany navrh
Beh kombinacie arovni | A B C = AB | kombinécie trovni
faktora faktora
1 (1) - | - + c
2 a + - - a
3 b - + - b
4 ab + + + abc
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Odhadovanie G¢éinkov

V 2! navrhus | = ABC (hlavna redukcia z Tab. 4.7), linearne kombinacie, ktoré sa pouZij
na odhadnutie hlavnych ucinkov a interakcii, maja tieto vzt'ahy:

I, =%[a—b—c+abc]:lBC
1

IB:E[—a+b—c+abc]:IAC
1

I :E[—a—b+c+abc]:IAB

Tieto vzt'ahy ukazuju, Ze kazda linedrna kombinacia odhaduje hlavny G¢inok aj interakcie:

l,=A+BC
|, =B+AC
l.=C+AB
Na rozdiel od 2°" navrhus | =—ABC (alternativna redukcia z Tab. 4.7) produkuje nasledu-

juce odhady hlavnych ucinkov a interakeii:

I\ :%[—(1)+ab+ac—bc]: A-BC

5 =%[—(1)+ab—ac+bc]=B—AC

IA=%[—(1)—ab+ac+bc]:C—AB

Nie je mozné rozliSovat’ medzi A a BC, B a AC, C a AB. Teda za predpokladu, Ze interakcie
druhého radu st zanedbatel'né, linearne kombinacie |, (alebo I} ), I; (alebo 1) a I. (alebo

I ) sa pouziji na odhadnutie hlavnych G¢inkov.

Normalny pravdepodobnostny graf moéze byt pouzity na identifikaciu vyznamnych interakcii
(pozri podkapitolu 4.7.3). ZanedbateI'né interakcie budu lezat’ na priamke v normalnom prav-
depodobnostnom grafe, zatial’ ¢o vyznamné interakcie sa budi odchyl'ovat’ od priamky.

Zmiesanie ucinkov (Aliasing)
V redukovanom faktorialnom navrhu niektoré u¢inky nemozno odhadnut’ samostatne a tieto

G¢inky sa nazyvaju zmie$ané uéinky (aliases). Napriklad v 2** navrhu s uréujicim vztahom
| =ABC su AaBC, BaAC, CaAB zmiesané ucinky (aliased) medzi sebou.
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Zmiesanie G¢inku sa zisti vynasobenim uréujuceho vztahu uéinkom. Napriklad 2°" navrh
s urCujucim vztahom | = ABC ma takato zmiesanu (alias) Strukttru:
A=A-1=A-ABC=A’BC=BC pre A’=I
B=B-1=B-ABC=AB?C=AC pre B*=1
C=C-1=C-ABC=ABC*=AB pre C*=1

Je to bezna prax pre vytvorenie redukovaného faktorialneho navrhu, ktory zmiesava (aliases)
hlavné uc¢inky a interakcie nizsieho radu s interakciami vyssicho radu (ktoré st vaésinou za-
nedbatel'né).

Oddelenie u¢inkov (Dealiasing)

Postupnosti redukovanych faktoridlnych ndvrhov mézu byt vykonané na identifikaciu po-

drobnejsich informacii o interakciach. Napriklad 2°* navrh s uréujucim vztahom | = ABC
zmie$ava (aliases) hlavné ucinky s dvojfaktorovymi interakcii za predpokladu, Ze tieto inter-
akcie su zanedbatel'né. Avsak ak tento predpoklad je neisty, alternativna redukcia moze bezat’

po spusteni hlavnej redukcie.

Pomocou dat z hlavnej redukcie a alternativnej redukcie mézu byt odhadnuté hlavné ucinky
a interakcie separatne (tzv. oddelenie a¢inkov (dealiasing)) takto:

%(|A+|;)=%(A+BC+A—BC):A %@A_ngc
1 , 1 1 ’
1

2(|c+|é)=%(C+AB+C—AB)=C %Uc—'é):AB

Projektovania 2“* navrhu
AK je jeden alebo viac faktorov z 2" navrhu vylienych kvoli ich nedostatoénému vyz-
namu, bude redukovany navrhu premietnuty do uplného faktorialneho navrhu na podrobné

preskiimanie aktivnych faktorov. Napriklad 2°* navrh bude premietnuty do 2 navrhu, ked’
jeden faktor je zruSeny.
Priklad 4.6

Stadia skama uginky $tyroch faktorov na maximélnu pripustna hmotnost (MPH; jednotka:
kg) pri zdvihu: sirka objektu (A), zdvihacie Grovne (B), zdvihacie vzdialenosti (C) a zdvihacie

frekvencie (D). Navrh 2** s uréujiicim vztahom | = ABCD sa pouzil na ziskanie tychto dat:
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Beh | A | B | C | D=agc | fombmace | ypy
urovni faktora
1 - |- - - (1) 24
2 + - | - + ad 32
3 - + | - + bd 24
4 + + | - - ab 16
5 - | -]+ + cd 37
6 + - | + - ac 15
7 - + |+ - bc 17
8 + |+ |+ + abcd 18

Zmie$ana (Alias) §truktira; 2" navrh
Urtite zmiesanu (alias) truktaru tohto 2*™ navrhu s uréujiicim vztahom | = ABCD.
Navrh 2*7 s uréujicim vztahom | = ABCD ma tieto zmie$ané (alias) vztahy:
A= A-ABCD = A’BCD = BCD
B=B-ABCD = AB°CD = ACD
C=C-ABCD = ABC’D = ABD
D=D-ABCD = ABCD? = ABC
AB = AB- ABCD = A*B°CD =CD
AC = AC- ABCD = A’BC*’D =BD
AD = AD- ABCD = A°’BCD? =BC
Odhadovanie u¢inkov
Odhadnime ucinky faktorov. Ktoré u€inky st vel'ké?

Hlavné ucinky a interakcie st odhadnuté takto:
l,=A+BCD 2%(—24+32— 24+16-37+15-17+18) =-5,25

I, =B+ACD :%(—24—32+24+16—37—15+17+18) =-8,25

l. =C+ABD :%(—24—32—24—16+37 +15+17+18)=-2,25
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I, =D+ABC :%(—24+32+24—16+37—15—17 +18)=09,75

s = AB+CD=%(24—32—24+16+37—15—17+18) =175

l,. =AC+BD =%(24—32+24—16—37 +15-17+18) =-5,25

l,o =AD+BC =%(24+32—24—16—37—15+17+18) =-0,25

Vsimnime si, Ze interakcie sa odhaduj vytvorenim stipcov AB, AC a AD v ta-

bul’ke znakov.

Uéinky A, B, D a AC su pomerne velké.

4.9.2 MenSie redukcie: Redukovany faktorialny navrh 2"

Ciele vyucby

71 Vysvetlit' podmienky navrhov rozhodnuti III, IV a V v redukovanom faktorialnom na-
vrhu.
[] Konstruovat' 2“°° redukovany faktorialny navrh s uréenym navrhom rozhodnutia.

[0 Identifikovat’ zmie$anu Struktaru v redukovanom faktoridlnom néavrhu.

Navrh rozhodnutia (rieSenia)

Termin ndvrh rozhodnutia (riesenia) naznacuje vzor zmieSanych Gc¢inkov (aliases) v reduko-
vanom faktorialnom navrhu. Vzory zmiesanych ucinkov (alias) rozhodnuti III, IV a V sa vza-

jomne porovnavaju v Tab. 4.9. Rozhodnutie navrhu 111 (ako je 2°" navrh s uréujicim vzta-
hom | = ABC ) nema Ziadne zmieSané (alias) hlavné G¢inky s ostatnymi hlavnymi G¢inkami,
ale zmiesanie (aliases) hlavnych ucinkov s dvojfaktorovymi interakciami a niektoré dvojfak-
torové interakcie medzi sebou. Dalej, rozhodnutie navrhu IV (ako je 2** navrh s uréujucim
vztahom | =ABCD) nema Ziadne zmieSanie (alias) hlavnych G¢inkov s inymi hlavnymi
ucinkami alebo dvojfaktorovymi interakciami, ale zmieSané (aliases) dvojfaktorové interakcie
s inymi dvojfaktorovymi interakciami. Napokon, rozhodnutie navrhu V (ako je 2°" navrh
suréujucim vztahom | =ABCDE) nema ziadne zmieSanie (alias) hlavnych ucinkov

a dvojfaktorovych interakcii s inymi hlavnymi ucinkami a dvojfaktorovymi interakciami.

3-1

Rozhodnutie redukovan¢ho faktoridlneho navrhu sa uvadza s indexom (napr. 2;,

oznacuje

2*" navrh s rozhodnutim III).
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Ked navrh rozhodnutia sa stava vyssi, produkuje d’alSie informacie o interakcii. Napriklad
rozhodnutie navrhu III poskytuje informacie len o hlavnych ucinkoch, zatial’ ¢o rozhodnutie
navrhu IV poskytuje informécie o dvojfaktorovych interakciach aj o hlavnych uéinkoch. Roz-
hodnutia navrhov III a IV sa ¢asto pouzivaju v experimentoch na monitorovanie faktorov.

Tab. 4.9 Zmiesanie (Alias) vzorov rozhodnuti I11, IV a 'V navrhov
(x: nie su zmiesané (alias); O: st zmieSané (aliased)

s s Dvojfaktorové
Hlavné u¢inky i )
interakcie

= (1) O (1)

Hlavné ucinky x (IV) x (V)
(V) (V)

O (1) O (1)

Dvojfaktorové

x (IV o(v

interakcie (V) (V)

< (V) (V)

v . k— ,
Konstrukcia 2" navrhu

Na dosiahnutie ur¢eného rozhodnutia pre redukovany navrh s k faktormi by sa mal vybrat’
vhodny stbor P generatorov. Tabulka 14-29 v [20] poskytuje odporti¢ané generatory pre
rozne 2P navrhy (k <15), navrh rozhodnuti (111, IV a V) a behov (n<128). Napriklad ta-
bul'ka odportaca dva navrhy generatorov (D =AB a E = AC, ktoré su ekvivalentné s navrh-
nutym vztahom | = ABD = ACE) pre 2° % navth s n=8 behmi.

S odportcanymi generatormi redukovaného navrhu je ureny kompletny urcujuci vztah.
Kompletny uréujici vztah je formulovany za¢lenenim zovSeobecnenych interakcii generato-
rov (identifikovatelnych vynasobenim generatorov navzajom; 2° — p—1 zovSeobecnené in-
terakcie su vyrobené pomocou P generatorov). Napriklad dva ( p =2 ) odporicané generato-

ry, ABD a ACE, navrhu 252 vytvara jednu (=2° — p—1=2%—-2-1) zovseobecnenti inter-

akciu:
ABD - ACE = A’BCDE = BCDE

Teda kompletné definovanie vztahu pre navrh 2° 2 je

| = ABD = ACE = BCDE
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Ako v pripade konstrukcie 2 navrhu je konstrukcia 2“° navrhu takato (pozri Tab. 4.10):

Krok 1: Pripravte tabul’ku znakov faktorialneho navrhu s k — p faktormi (zakladny na-
vrh).

Krok 2: Pridajte p stipcov pre odporti¢ané navrhy generatorov.

Krok 3: Ur¢ite znaky p stipcov s navrhnutymi generatormi.

Krok 4: Identifikujte kombinacie trovni faktorov 2" navrhu riadok po riadku.

Tab. 4.10 Konstrukcia 2°2 navrhu s | = ABD = ACE = BCDE

Redukovany navrh
kombindcie Grovni
Beh A B C D=AB | E=AC faktora

1 - - - + + de

2 + - - - - a

3 - + - - + be

4 + + - + - abd

5 - - + + - cd

6 + - + - + ace

7 - + + - - bc

8 + + + + + abcde

Zmiesana (Alias) §truktira 2 navrhu

Zmie$ana (Alias) struktura 2" navrhu sa najde vynasobenim kazdého uéinku s uplnym de-
finujicim vztahom. Napriklad 27> navrh s | = ABD = ACE =BCDE ma tieto zmie$ané

(alias) struktury:
A=BD=CE = ABCDE BC = ACD = ABE =DE
B = AD = ABCE =CDE CD = ABC = ADE = BE
C = ABCD = AE =BDE
D= AB = ACDE =BCE
E = ABDE = AC=BCD
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Ked pocet uvazovanych faktorov je velky (povedzme k =5), interakcie vysSieho radu (po-
vedzme treticho alebo vysSieho radu) sa povazuji za zanedbateI'né, o znacne zjednodusSuje

zmieSanu (alias) Strukturu. Napriklad zmie$ana (alias) Struktura 2° % navrhu s urcujicimi

vztahmi | = ABD = ACE = BCDE sa da takto zjednodusit’ za predpokladu, Ze interakcie ob-
sahujuce viac ako tri faktory sa povazuju za zanedbatel'né:

A=BD=CE BC = ACD = ABE = DE
B=AD=CDE CD=ABC = ADE =BE
C=AE=BDE
D=AB=BCE
E=AC=BCD

Priklad 4.7 (Kon§trukcia 2“°° navrhu)

Konstrukcia 27> redukovaného faktorialneho navrhu
Generatory 2%7 navrhu E=ABC a F =BCD daju uréujuci vztah | = ABCE = BCDF . Dva
generatory produkuju jednu zovSeobecnent interakciu:

ABCE - BCDF = AB*C°DEF = ADEF

Teda kompletné definovanie 27, navrhu je

| = ABCE = BCDF = ADEF
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Pomocou dvoch navrhov generatorov sa 27> navrh s | = ABCE = BCDF = ADEF stanovi
takto:
Redukovany navrh
kombinacie Grovni
Beh | A B C D E=ABC F=BCD faktora
1 - - - - - - (1)
2 + - - - + - ae
3 - + - - + + bef
41+ + - | - - + abf
S - - + - + + cef
6 + - + - - + acf
7 - + + - - - bc
8 + + + - + - abce
9 - - - + - + df
10 + - - + + + adef
1 | - + - + + - bde
12 | + + - + - - abd
13 | - - + + + - cde
14 | + - + + - - acd
15 - + + + - + bedf
16 + + + + + + abcdef

ZmieSana (Alias) Struktira
Identifikujeme zmiesania (aliases) redukovaného navrhu za predpokladu, Ze interakcie z viac
ako tromi faktormi sa zanedbaju.

Za predpokladu, ze Stvorfaktorové alebo vyssieho radu interakcie sa zanedbaju, nasledujuce
zmieSania (aliases) mozno najst’ vynasobenim kazdého u¢inku s uplnym uréujucim vzt'ahom

2% navrhu:
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Navrh viacfaktorovych experimentov

A=BCE = DEF AB =CE
B = ACE =CDF AC =BE
C = ABE =BDF AD =EF
D =BCF = AEF AE =BC = DF
E = ABC = ADF AF =DE
F =BCD = ADE BD =CF

BF =CD
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5 NEPARAMETRICKE TESTY

V predchadzajucich Castiach sme sa zaoberali testovanim hypotéz o parametroch normalnych
rozdeleni. Predpokladali sme, ze méme nahodny vyber z normalneho rozdelenia, ktoré obsa-
huje jeden alebo dva nezndme parametre, a na zaklade tohto vyberu sme vykonali test hypoté-
zy. Takéto testy sa nazyvaju parametrické testy.

Neparametrické testy nie su zalozené na predpoklade dan¢ho tvaru rozdelenia, ale na
vieobecnejsich predpokladoch. Casto sa iba predpoklada, ze ndhodny vyber (jeho hodnoty st
namerané hodnoty) pochadza zo spojitého rozdelenia.

Vo velkej skupine neparametrickych testov sa namerané¢ hodnoty nahradzuju ich po-

radim. Predpokladajme, Ze namerané data X,X,,...,X, s realizdcie ndhodného vyberu
X Xy,o0 X, zo zékladného suboru so spojitym rozdelenim. Kazdej hodnote X,

1=12,..,n mozno priradit’ poradie R. t. j. poradové &islo v usporiadanom subore namera-

nych dat. Niekedy sa moze stat’ (najéastejsie vplyvom zaokrthl'ovania vysledkov merani), ze
dve alebo viacej vyberovych hodndt je rovnakych a vytvaraja tzv. zhody. Hodnotam, ktoré su
rovnaké prirad'ujeme ich priemerné poradie. Napriklad ¢islam 9, 6, 5,9, 6, 7, 9, 2, 11 ur¢ime

poradie takto: R, =7, R,=35, R;,=2, R, =7, R,=35, R;=5 R, =7, Ry =1, R, =9.

5.1 Znamienkovy test

Predpokladajme, ze namerané data X,X,,...,X, su realizacie nahodného vyberu

Xy, Xy,.., X, 2o spojitého rozdelenia. Nech X median tohto rozdelenie, potom plati
P(X, <X)=P(X,>X)=1/2

Chceme testovat’ nulova hypotézu H, : X =X, oproti alternative H, : X # X,, kde X, je da-
né ¢islo. Najskor sa vytvoria rozdiely X, —X,, X,—X,,...., X, —X,. Ak je niektory z rozdie-
lov nulovy, tak sa vynechd. Pocet rozdielov s kladnym znamienkom ozna¢me Y .

Ak plati hypotéza H, ndhodna premenna

Y — pocet kladnych rozdielov (5.1)

ma binomické rozdelenie s parametrami n a 1/2, &o zapisujeme Bi(n,1/2). Dalej postupujeme

podrla toho, aky velky je rozsah vyberu.

Maly rozsah vyberu (n < 20)
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Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .
H, X=X, H, X # X,

Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
Y =pocet rozdielov X, —X, s kladnym znamienkom

Krok 3: Stanovenie kritickych hodnét pre « .
ki: P(Y <k)<al2 a k,: P(Y>k,)<a/2

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
Y <k, alebo Y 2Kk,
Kritické hodnoty K;, K, su v Prilohe a plati pre ne vztah K, +k, =n.

Velky rozsah vyberu (n > 20)
V tomto pripade moZeme pouzit’ centralnu limitnu vetu na Statistiku

_2Y-n

N

ktora ma za platnosti nulovej hypotézy H, asymptotické (priblizné) normalne rozdelenie

N(0,1).

U

(5.2)

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.
H,: X=X, H, X=X,
Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.

_2Y—-n

Jn

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « .
k

a

U

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
ul>k,

k, je kriticka hodnota rozdelenia N(0,1).

Jednostranné testy sa kons$truujli analogicky.

So znamienkovym testom sa Casto stretavame ako s parovym testom, t. j. namiesto nahodného

vyberu X;, X,,..., X, pracujeme s ndhodnym vyberom (X,,Y;), (X,)Y,), (X,,Y,). Postupu-
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jeme tak, ze vytvorime rozdiely Z, = X, =Y, pre i=1, 2,..., n a d’alej postupujeme opisa-
nym spdsobom.

Tab. 5.1 Znamienkové testy o mediane

. Testovacia Kritérium
Rozsah Hypotezy Statistika zamietnutia
Hy: X=X, H; X=X, Y <k, alebo Y >k,
n<20 Hy: X=X, H;:X<X, Y Y <k:P(Y £k)<«
H,:X=%, H;:X>X, Y >n-k
Ho:%=x, H :XzX, U|>k,
- - 2Y —n
n>20 Hy:X=%, H,:%<x, U= 7 U<—k,,
Ho X=X, H;:X>X, U>k,,

Priklad 5.1

U 6smich 0sob bol namerany krvny tlak pred pokusom a po pokuse. Data su uvedené v tabul’-
ke:

Osoba

Tlak pred pokusom | 130 | 185 | 162 | 136 | 147 | 181 | 138 | 139
Tlak po pokuse | 139 | 190 | 175 | 135 | 155 | 175 | 158 | 149
Rozdiely 9 5113 -1| 8 |-6]20] 10

Pytame sa, ¢i pravdepodobnost’ zvysenia krvného tlaku po pokuse je rovnaka, ako prav-

depodobnost’ jeho znizenia. V tomto pripade mame N=8, Y =6. V Prilohe pre N =8 apre
a =0,05 mame hodnoty k; =0, k, =8. Pretoze Y leZi medzi nimi, nemdZeme pomocou

znamienkového testu na zéklade uvedenych dat zamietnut hypotézu, Ze zvySenie krvného
tlaku je rovnako pravdepodobné, ako jeho znizenie.
Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.

Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.
H,: X=X, H, :X#X,
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
Y=6
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « =0,05.
k,=0: P(Y <k =0)<0,025 a k,=8: P(Y 2k, =8)<0,025
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa nezamietame, lebo

Y =6¢e(k =0k, =8)
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Priklad 5.2

V psychologickom vyskume sa testoval vplyv vaznej hudby na koncentraciu ziakov. Kazdy
z deviatich ziakov spravil 5 testov v Uplne tichom prostredi a 5 testov, pri ktorych hrala vdzna
hudba. Priemerny pocet dosiahnutych bodov z piatich testov spolu s d’alsimi vypoctami je

uvedeny v tabulke.

i 1 2 |3 4 5 6 7 8 9

X; 110419271108 |7,2| 49 82| 42 |10,1

Y, | 63 |52(58| 15 |68| 72 |53]| 54|79

;| 41 140(13] 93 |04|-23[29|-12]| 2,2

X; — oznacuje priemerny pocet bodov, ktory dosiahol i-ty ziak v iplne tichom prostredi;
Yy, — oznacuje priemerny pocet bodov, ktory dosiahol i-ty ziak pri poctuvani hudby;
i, =X%—Y,
Pozorovanymi znakmi su znaky X, Y, kde X oznacuje priemerny pocet bodov z testov pi-

sanych v tichom prostredi a Y oznacuje priemerny pocet bodov z testov pisanych pri pocivani
hudby. Budeme testovat’ hypotézu H, o rovnosti medidnov pozorovanych znakov X, Y oproti

dvojstrannej alternativnej hypotéze na Grovni vyznamnosti & =0,05. Pocet rozdielov s klad-
nymi znamienkami je 7. Podla tabuliek kritickych hodnot znamienkového testu (pozri Prilo-
hy) pre n=9 a «=0,05 je k; =1 a k, =8. Ked'Ze pocet rozdielov s kladnymi znamienka-

mi je z intervalu (k;,k,) =(18), testovani hypotézu H, nemdzeme zamietnut’. Nepotvrdilo

sa, Ze by vazna hudba mala vplyv na koncentraciu ziakov. Pozorované rozdiely nie st Statis-

ticky vyznamné.

Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.

Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .
H, X=X, H, X # X,
Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.
Y =7
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « .
k,=1: P(Y <k =1)<0,025 a k,=8: P(Y >k, =8)<0,025
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa nezamietne, lebo

Y =7e(k =0k, =8)
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5.2 Wilcoxonov jednovyberovy test

Wilcoxonov jednovyberovy test je poradovy test, ktory sa pouziva na testovanie hypotézy
0 mediane symetrického rozdelenia. Tento test je neparametrickou verziou jednovyberového
t testu. D4 sa pouzit’ aj pre dva zavislé vybery — parové hodnoty. Postupuje sa tak, ze z paro-
vych hodndt urobime rozdiely a tak pretransformujeme tlohu na jednovyberovi.
Predpokladajme, ze zékladny subor ma spojité symetrické rozdelenie s distribucnou

funkciou F(X) . Chceme testovat” hypotézu H,, Ze toto rozdelenie je symetrické okolo hodno-
ty medianu X;. Pre parové hodnoty je median X, =0.

Nech data X;,X,,...,X, st realizacie nahodného vyberu X, X,,..., X, zo spojitého rozde-
lenia symetrického podla medianu X, . Vypocitame rozdiely d, =%, —X%,, i=1 2,.., n aich
absolutne hodnoty |di| = |Xi - )~(0| usporiadame podla velkosti od najmensej hodnoty po naj-
vicSiu a priradime im poradové &isla od 1 do n. Hodnote d, priradime poradové ¢&islo hodnoty

d

, ktoré ozna¢me R;.

Najprv vypocitame sucty poradi rozdielov

W, = z R —kladnych a W_= Z R, — zapornych (5.3)

d;20 d,<0
a potom testovaciu Statistiku v pripade malého rozsahu vyberu, pre ktoru plati:
W =min{W, ,W_} (5.4)
Maly rozsah vyberu (n < 20)
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.
H,: X=X, H, :X#X,
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
W =min{W, W }
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
w, (@)

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

W<w (a)
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Vel’ky rozsah vyberu (n > 20)

Testovacia Statistika

W, n(n+1)
U= 4 (5.5)
\/n(n +1)(2n +1)
24

ma za platnosti hypotézy H, asymptotické normalne rozdelenie N(0,1).
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.

H,: X=X, H, X=X,
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
U

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre a.
k

a

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

U|>k,
Tab. 5.2 Wilcoxonove jednovyberové testy

. Testovacia Kritérium
Rozsah Hypotezy Statistika zamietnutia
Hy:X=x, H X=X, W <w, ()
n<20 Ho X=X, H;:X<X, W W <w, (20)
Hy:X=x, H;:X>X, W <w, (20)

Ho:X=x, H :X#X, U[>k,

n>20 Hy:X=% H;:X<x, U U<—k,,
Hy: X=X, H;:X>X, U>k,,

Priklad 5.3

V psychologickom vyskume sa testoval vplyv vaznej hudby na koncentraciu Ziakov. Kazdy
z deviatich Ziakov spravil 5 testov v Uplne tichom prostredi a 5 testov, pri ktorych hrala vdzna
hudba. Priemerny pocet dosiahnutych bodov z piatich testov spolu s d’alsimi vypoctami je

uvedeny v tabulke.
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i 1 2 |3 4 5 6 7 8 9
X; 110419271108 |72| 49 82| 42 |10,1
Y, | 63 |52(58| 15 |68| 72 [53|54 |79
41 140(13|93 |04 |-23|29|-12] 2.2
Ri| 8 7|3 9 1 5 6 2 4

X; — oznacuje priemerny pocet bodov, ktory dosiahol i-ty ziak v tiplne tichom prostredi;

Yy, — oznacuje priemerny pocet bodov, ktory dosiahol i-ty ziak pri poctuvani hudby;

d, =X —V;; R oznaluje poradie hodnoty |di|.
Pozorovanymi znakmi su znaky X, Y, kde X oznacuje priemerny pocet bodov z testov pisa-

nych v tichom prostredi a Y oznacuje priemerny pocet bodov z testov pisanych pri poctivani
hudby. Budeme testovat’ hypotézu H, Ze mediany pozorovanych znakov X, Y sa rovnaju

oproti alternativnej hypotéze H,, ze s rozne. Pomocou vysledkov uvedenych v tabul’ke vy-

pocitame hodnoty charakteristik W, , W _:

W, =8+7+3+9+1+6+4=38 W =5+2=7

Hodnota testovacieho kritéria W = min {W+,W7} =7. Ku zvolenej trovni vyznamnosti
a=0,05 a poctu nenulovych rozdielov n=9 vyhladame v tabulke Vv Prilohach kriticku
hodnotu W, (0,05) =5. KedZe W =7 >5=w,(0,05), testovanii hypotézu H, nemdzeme za-
mietnut’. Nepotvrdilo sa, Ze by vazna hudba mala vplyv na koncentraciu ziakov.

Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .

H,: X=X, H, 1 X#X,

Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.
W =min{W W_}=7

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « =0,05.
w,(0,05) =5

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa nezamietne, lebo

W =min{W, W }=7>w,(0,05) =5
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5.3 Wilcoxonov dvojvyberovy test

Wilcoxonov dvojvyberovy test sa pouziva na testovanie zhodnosti dvoch rozdeleni. Tento test
je neparametrickou verziou dvojvyberového t testu.

Predpokladajme, Ze dva zakladné subory maju spojité rozdelenia s distribu¢nymi funk-
ciami F(x) a F,(x). Chceme testovat’ hypotézu H,, Ze tieto rozdelenie st rovnaké.

Nech namerané data X;;, X;,,..., Xin, @ Xo Xpppeey Xop ST realizacie dvoch navzéajom ne-
zavislych ndhodnych vyberov. Vsetkych n, +n, hodnoét usporiadame podla velkosti od naj-
mensej po najvacsiu. Kazdej hodnote priradime prirodzené Cislo — jej poradie, pricom rovna-
ko velkym hodnotam priradime rovnaké priemerné poradie (pozri zaciatok tejto kapitoly).
Nech poradové ¢isla hodnét prvého vyberu s Ry, Ry, ..o Rln1 a poradové ¢isla hodndt dru-

hého vyberu sit Ry, Ry, ..y Ry, . Zistime stcet poradi T, hodndt X, Xy, ..., Xy, a stiet po-

radi T, hodndt Xp;, Xy, ey Xy , teda
T,=R,;+R,+ ...+R1nl a TL=R,+R,+ ...+R2n2
Dalej postupujeme podl’a toho, aké vel’ké st rozsahy jednotlivych vyberov.

Maly rozsah vyberu

Ak plati, ze min{n,,n,} <20 a max{n,, n,} <30, potom povazujeme stbory za malé a postu-
pujeme nasledovne.

Najskor vypocitame

n(m+l) n(n, +1)

U, =nn, + T, a U,=nn, +T T, (5.6)

a pokraCujeme stanovenim testovacej Statistiky, pre ktort plati:

W =min{U,, U,} (5.7)

Este treba pripomentt, Ze plati vztah U, +U, =n, -n,, ktory mbze poslizit’ na kontrolu vy-
poctu.
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.
H: Fl(x) = Fz(x) H,: Fl(x) # Fz(x)
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
W =min{U,, U,}
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « .
W, (@)

NNy
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Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

W <W, , (@)

Kriticka hodnotu dvojvyberového Wilcoxonovho testu Wnl,nz () najdeme v prilohe.

Velky rozsah vyberu
Ak plati, ze min{nl, nz} >20 a max{nl, nz} > 30, potom povazujeme sibory za dostatone

vel’ké. Dalej postupujeme §tandardne.
Testovacia Statistika

n,n
Ul——lz2
U, = — (5.8)
\/ 1122 (n,+n,+1)

ma za platnosti hypotézy H, asymptotické normalne rozdelenie N(0,1).
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .
Ho: F(X)=F(x) H;: F(X)=F(X)
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
UO
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « .
k

a

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
U >k,

V prehl'adnej tabul’ke 5.3 st uvedené tieto testy pre malé i vel'ké rozsahy suborov.

Tab. 5.3 Wilcoxonove dvojvyberové testy

Rozsah Hvooté Testovacia Kriterium

vyberu ypotezy Statistika zamietnutia
min{n,n,t<20 | H: F(x)=F,(x

{0, } o F()=FK(x) W=min{U, U,} |W<W, ()
max{nl’ nz} <30 HO: Fl(X) = F2(X) b,y

. U _ nan
mm{nl’ n2}> 20 Ho: Fl(x) = Fz(x) U = ! 2 |U |>k
. _ 0 0 a

max {n,, n,}>30 | Hy: F(X)=F,(X) \/nllgz (n,+n, +1)
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Priklad 5.4

V ramci ekologického vyskumu sa sledovalo mnozstvo olova v dvoch vodnych tokoch.
Z prvého vodného toku bolo odobratych 6 vzoriek vody a z druhého vodného toku 5 vzoriek
vody s tymito nameranymi hodnotami olova (v pg/l ) v 1.vodnom toku: 0,62; 0,54; 0,55; 0,60;
0,53; 0,58 a s tymito nameranymi hodnotami olova (v ug/l ) v 2. vodnom toku: 0,52; 0,56;
0,49; 0,50; 0,51. Treba porovnat’ mnozstvo olova v tychto dvoch vodnych tokoch.

Uvedené hodnoty su realizaciami dvoch nezavislych nahodnych vyberov z dvoch spoji-

tych rozdeleni. Budeme testovat’ hypotézu H,, ze distribuéné funkcie oboch rozdeleni st

rovnake.
Zdruzeny Poradia Poradia | Poradia
vyber | zdruzeného vyberu | 1. vyberu | 2. vyberu
0,49 1 - 1
0,50 2 — 2
0,51 3 - 3
0,52 4 - 4
0,53 5 5 -
0,54 6 6 -
0,55 7 7 -
0,56 8 - 8
0,58 9 9 -
0,60 10 10 -
0,62 11 11 -

Namerané hodnoty oboch zdruzenych vyberov sme usporiadali do neklesajticej postup-
nosti a priradili sme im poradia ako vidiet’ v tabulke. Uréime suéty T, a T, poradi hodnét

prvého a druhého vyberu:

T,=5+6+7+9+10+11=48 T,=1+2+3+4+8=18

Vypocitame hodnoty charakteristik U, , U, :

U1=n1n2+M—Tl=6~5+6?7—48:3
u, =n1n2+%—T2 =6-5+5;26—18=27

Pre kontrolu, U, +U, =6-5=30=n,-n,.
Hodnota testovacej $tatistiky je W =min{U,, U,}=3. V tabulke v Prilohach najdeme
pre N, =6, n,=5 a a=0,01 kritickii hodnotu W, , (0,01) =1. Ked’ze pre hodnotu testova-

cej Statistiky plati W = min{Ul, U2} >1, testovant hypotézu H, nemo6zeme na urovni vyz-
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namnosti « =0,01 zamietnut. To znamena, ze mnozstvo olova v sledovanych vodnych to-

koch nie je rozdielne. Pozorované rozdiely nie su Statisticky vyznamné.

Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.
Krok 1: Uréenie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H;.

H,: R(X)=F,(x) H;: FE(X)=F,(X)

Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
W =min{U, U,}=3

Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « =0,01.
W, ,,(0,01)=1

Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa nezamietne, lebo

W =3>W,,(0,0) =1

5.4 Kruskalov-Wallisov test

Kruskalov-Wallisov test je neparametrickou obdobou jednoduchého triedenia analyzy rozpty-
lu. Je zovseobecnenim Wilcoxonovho dvojvyberového testu pre pripad k nezavislych nahod-
nych vyberov (k > 3). Pouziva sa namiesto jednofaktorovej analyzy rozptylu vtedy, ked’ jed-

notlivé vybery nepochadzaji z normalnych rozdeleni.
Chceme testovat’ hypotézu H,, Ze tieto rozdelenia si rovnaké oproti alternative H,, Ze

aspon jedno z nich sa 1i$i od ostatnych. Hypotézy sa formalne zapisu takto:

Hy: FE(X)=F,(X)=..=F(X) H,: aspof jedno sa lisi od ostatnych (5.9)

Nech namerané data Xj;; Xppoeey Xp s Xops Xopreenr Xon 5evvs Xegs Xegreons Xy SU realizécie k

navzajom nezavislych ndhodnych vyberov. Vsetkych n +n,+...+n, =N hodnét usporiada-
me podla velkosti od najmensej po najvacsiu. Kazdej hodnote priradime prirodzené Cislo —
jej poradie, pricom rovnako velkym hodnotam priradime rovnaké priemerné poradie (pozri
uvodnu cast’ kap. 5.). Nech poradové ¢isla hodnét jednotlivych vyberov od prvého az po k-ty
st

R11’ RlZ’ S R1n11 RZl' Rzzi = Rznze-us Rkl’ sz, e Rknk

Zistime stget poradi T,, 1=1, 2,... K pre jednotlivé vybery:

T1:R11"'F‘)12""""'R1n1
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T, =Ry +Ry +--:+ Rzn2 (5.10)

Testovacia Statistika

2

k T k
— —3(N +1) pri¢ N=>n 5.11
N(N 1); n ( ) pricom .221: . (5.11)

ma za platnosti H, rozdelenie chi-kvadrat ( z” -rozdelenie) so stuptiami volnosti k —1.

k
Na kontrolu spravnosti vypo¢tu moézeme pouzit’ vztah ZTi =N(N +1)/2.

i=1

Nulovt hypotézu H, zamietame na Girovni vyznamnosti « , ak
Q2 44(k-1, ) (5.12)
kde y° (k—1, @) je kritickd hodnota rozdelenia chi-kvadrét so stuptiami volnosti k —1.

Neményiho metdda viacnasobného porovnavania

V pripade zamietnutia nulovej hypotézy tvrdime, ze vSetky vybery nepochadzaju z toho isté-
ho rozdelenia. Zvy€ajne sa d’alej pytame, ktoré vybery (subory) sa od seba vyznamne lisia.
V pripade, Ze vSetky vybery maji rovnaky rozsah, t. j. ak plati nj =n, =...=n, =n, mo6Zeme
Kruskalov-Wallisov test doplnit’ Neményiho metdédou viacnasobného porovnavania.

Chceme porovnat’ i-ty vyber s j-tym vyberom. Teda chceme testovat’ hypotézu H,, Ze
i-ty a j-ty vyber pochadzaju z toho istého rozdelenia oproti alternative H,, Ze nepochadzaji

Z toho istého rozdelenia. Hypotézy sa formalne zapiSu takto:
Hy: F(x)=F;(x) oproti H,: F(x)=F;(x) (5.13)
Vypocitame hodnoty testovacich statistik
T -T)| (5.14)
kde T;, T, st uvedené v (5.10).
Nulovt hypotézu H, zamietame na Girovni vyznamnosti « , ak
T -T|=N(nka) (5.15)

kde N(n,k;a) je kritickd hodnota Neményiho metddy. Pre N <25 a k <10 su kritické hod-
noty Neményiho metddy N(n,K;«) uvedené v Prilohach.
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Priklad 5.5

Sledovalo sa percento niklu v tavnej analyze legovanej ocele. Analyza sa vykonala pri 4 pe-
ciach. Z kazdej pece sa odobralo 5 vzoriek. Chceme zistit', ¢i percento niklu je vo vSetkych
peciach rovnaké alebo i existuju pece, Ktorych percento niklu sa lisi od ostatnych. Data su

uvedené v l'avej asti tabul’ky. V pravej ¢asti stipca st uvedené poradia R..

1. pec 2. pec 3. pec 4. pec
Xi Ri Xi Ri Xi Ri Xi Ri
415| 2 (438 |14 423 |5 |441 |17
426 | 8 |440(16|4,16| 3 |4,31 |12
410 1 (429|110 4,20 | 4 | 4,42 |18
430(11(439(15|4,24| 6 | 4,37 |13
425| 7 (4451201427 9 [ 44319
T. 29 75 27 79

Mameteda k=4, n =n,=n,=n,=5, N=5+5+5+5=20. Z (5.11) dostaneme

12 (292 75% 277 792
Q —_—t—t—+—

=0 +—|-3.21=13,78
20210 5 5 5 5]

Pretoze Q=13,782> y ? (3; 0, 05) =7,82, zamietame nulova hypotézu, Ze percento niklu je vo
vSetkych peciach rovnaké.

Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.

Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .
Hy: F(X)=F(X)=FK(X)=F,(X) H,: aspoi jedno sa li3i od ostatnych
Krok 2: Stanovenie testovacej $tatistiky a jej hodnoty.
Q=13,78
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « =0,05.
2°(3,0,05)=7,82
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamieta, pretoze

Q=1378> 4*(3,0,05)=7,82
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Neményiho metéda

Pre d’al$i rozbor problému najskor zostavime tabul’ku hodnot ‘Ti —Tj‘ pre vSetky i < j:

i i

2 |1 3] 4
1|46 | 2 |50*
2 48 | 4
3 52

V Prilohach najdeme kriticki hodnotu viacnasobného porovnavania N(5,4;0,05)=48,1.

V tabulke ozna¢ime symbolom * tie hodnoty, ktoré st na trovni vyznamnosti 5 % vyznamné.
Neményiho metoda teda ukazuje vyznamny rozdiel v percente niklu medzi 1. a 4. pecou
a medzi 3. a 4. pecou.

5.5 Friedmanov test

Friedmanov test je obdobou analyzy rozptylu dvojného triedenia s jednym pozorovanim
v kazdej podtriede.

Nech Xij (i=L...,n; j=1...,K) st nezavislé ndhodné premenné so spojitymi distri-
buénymi funkciami. Chceme testovat’ hypotézu H,, Ze distribu¢né funkcie nahodnych pre-

mennych X, X;,,..., X, sl totozné, ¢o formalne zapiSeme takto:
F.(X)=F,(x)=..=F,(x) H,: aspoi jedno sa li3i od ostatnych (5.16)
kde i=1...,n.

V praxi ide o tzv. model nahodnych blokov. Skiima sa vplyv Kk oSetreni, ktoré su apliko-
vané na n blokoch. Treba rozhodntit, ¢i vSetky oSetrenia prinasaji rovnaky ucinok. Ak nema-
ju rovnaky acinok, treba d’alej urcit’, ktoré oSetrenia sa od seba liSia.

Friedmanov test spociva v tom, Ze sa pozorovania v kazdom bloku usporiadaji zvIast

: . . nk(k +1
aurci sa poradie T; hodnoty X; v ramci i-t¢ho bloku. Plati vzt'ah ZZT” =%
i1 j-1

moze sluzit’ ako kontrola vypoctu. Ako testovaciu Statistika pouzijeme

, ktory

Q= nk(k+1)Z(ZT”j ~3n(k +1) (5.17)

j=1

ktora mé za platnosti hypotézy H, asymptoticky y*— rozdelenie s k —1 stupiiami volnosti.
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Testovant hypotézu H, zamietame na Grovni vyznamnosti « , ak plati:
Q> (k-La) (5.18)

kde 7°(k—1,a) su kritické hodnoty y°— rozdelenia s k —1 stuptiami volnosti a si uvedené

V Prilohach.

Neményiho metoda viacnasobného porovnavania

Ak zamietneme H,, ostava nezodpovedana otazka, ktoré subory sa od seba $tatisticky vyz-

namne lisia. Na porovnanie rozdielov medzi jednotlivymi siibormi opat’ pouzijeme Neményi-
ho metddu viacnasobného porovnavania.

Chceme testovat’ hypotézu

Hy: F;(X)=F,(X) oproti H,: F;(x) #F, () (5.19)
Ozna¢me ZTU =T, pre j=1,...,k. Vypocitame hodnoty testovacich statistik
i=1

T, =T (5.20)

pre vetky j<m.

Nulovt hypotézu H, zamietame na tirovni vyznamnosti « , ak
T =Ta|2 Ny (@) (5.21)

kde N,(n,k;a) je kritickej hodnote Neményiho metdédy pre nadhodné bloky. Pre n <25

a k <10 su kritické hodnoty Neményiho metody pre ndhodné bloky N, (n,K;a) uvedené

v Prilohach.

Priklad 5.6

Sledoval sa vplyv troch preparatov na zrazanlivost’ krvi. Okrem inych ukazovatel'ov sa zist'0-
val tzv. trombinovy Cas. Kazdej osobe sa stanovil najprv kontrolny udaj (K), ktory udava
trombitovy ¢as pred zahdjenim pokusu. Potom boli aplikované preparaty A, B, C, kazdy po
odzneni G¢inku predchadzajucich. Data o 10 sledovanych osobach su uvedené v tabulke a);
v tabul’ke b) s uvedené poradia vztahujice sa vzdy k danej osobe (t. j. ,,bloku®).
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a) Trombitovy Cas b) Poradie T;
Osoba Preparat Osoba Preparat

K A B C K| A B | C
A 11,3 11,2 1 11,4 | 11,0 A 3 2 4 1
B 119 112,1 118 | 955 B 3| 4 2 1
C 11,8 113,21 12,0 | 11,1 C 2 | 4 3 1
D 12,1 12,8 | 12,0 | 12,5 D 2 | 4 1 3
E 11,2 1135|115 | 84 E 2 | 4 3 1
F 11,3 112,5|11,5| 9,0 F 2 | 4 3 1
G 10,8 | 10,7 | 10,9 | 9,7 G 3 2 4 1
H 12,0 | 13,8 | 11,6 | 12,2 H 2 | 4 1 3
I 11,5129 11,3 | 10,3 I 3| 4 2 1
J 11,7 1119 11,3 | 8,2 J 3| 4 2 1
> 25|36 | 25 | 14

Podla vzorca (5.17) vypocitame

12
10-4-5

Q= (25° +36° +25° +147) -3.10-5=14,52

Pretoze Q=14,52> 4° (3;0,05)=7,82, zamietame nulova hypotézu, e trombinovy &as ne-
zavisi od K, A, B, C.
Teraz ukazeme postup testovania v krokoch.
Krok 1: Ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H, .
Hy,: F.(X)=F,(x)=F;(x)=F,(x) H,: aspoii jedno sa lisi od ostatnych
kde 1=1234
Krok 2: Stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty.
Q=14,52
Krok 3: Stanovenie kritickej hodnoty pre « =0,05.
1 (3; 0, 05) =7,82
Krok 4: Zaver: nulova hypotéza H, sa zamieta, pretoze

Q=14,52> 47(3,0,05)=7,82
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Neményiho metéda viacnasobného porovnavania

Na zistenie, ktoré z preparatov K, A, B, C sa od seba liSia, su v nasledovnej tabul’ke hodnoty

testovacich Statistik ‘T i —T,m‘ .

i m
V27131 4
11110 | 11
2 (11| 220
3 11

V Prilohdch néjdeme, ze kritickd hodnota absolitnych hodnét rozdielov ‘T i —T_m‘ pre

a=0,05 je 14,8. Z toho vyplyva, Ze hypotézu o zhodnom G¢inku preparatov ¢. 2 a €. 4 (t. j. A

a C) zamietame na Grovni vyznamnosti 5 %. Vyznamnu odliSnost’ inych dvojic preparatov sa

nedé preukdzat’ na zaklade zistenych vysledkov pomocou Neményiho metody.
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6 STATISTICKE RIADENIE KVALITY

6.1 ZlepSovanie kvality a Statistika

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ aplikacie Statistickych metod v zlepSovani kvality.

Statistické metddy maju vyznamn@ Glohu pri zlepSovani kvality. Uvedieme niektoré apliké-
cie.

1. Pri navrhovani a vyvoji produktu sa daju pouzit’ Statistické metédy obsahujice navr-
hovanie experimentov pri porovnavani réoznych materidlov, suciastok (komponentov,
konstrukénych prvkov) alebo zloziek. M6zu pomoct’ pri urceni tolerancii systému aj
zloziek. Ich aplikacia moze vyznamne znizit' naklady a ¢as na vyvoj.

2. Statistické metody mozno pouZit’ na zistenie spdsobilosti vyrobného procesu. Statis-
ticktl reguléaciu procesu (SPC) mozno pouzit’ na systematické zlepSovanie procesu zni-
zovanim variability.

3. Metody navrhovania experimentov (DOE) mozu pomoct’ pri zistovani zlep$enia pro-
cesu. Toto zlepSenie mdze viest’ k vy$§im vynosom a niz§im vyrobnym nakladom.

4. Skuska (test) zivotnosti poskytuje spol'ahlivost’ a d’alSie udaje o vykonnosti produktu.
Toto moze viest’ k novym a zlepSenym navrhom a Kk produktom ktoré maja dlhsiu uzi-

to¢nu Zivotnost a nizSie naklady na prevadzku a drzbu.

6.2 Statistické riadenie kvality (SQC)

Ciele vyucby

1 Uviest historicky prehl'ad vzniku a pouZzitia metdd SQC.

Oblast SQC moZno vSeobecne definovat’ ako tie Statistické a inzinierske metddy, ktoré sa
pouZzivaju v merani, monitorovani, regulovani a zlepSovani kvality. SQC zacalo v 20. rokoch
20. storocia. Dr. Walter A. Shewhart z Bell Telephone Laboratories bol jeden z prvych (pio-
nierov) priekopnikov v tejto oblasti. V roku 1924 napisal dokument, v ktorom predstavil mo-
derny regulacny diagram ako jeden zo zékladnych nastrojov Statistickej regulacie procesu
(SPC). Harold F. Dodge a Harry G. Romig, dvaja iny zamestnanci Bell Tel. Lab., poskytli
vedeniu vyberové a kontrolné metddy zaloZené na Statistickych metddach. Praca tychto troch
muzov tvorila vacsiu Cast’ zakladov v modernej oblasti SQC. V druhej svetovej vojne sa tieto
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metddy zaviedli do U.S priemyslu. Dr. W. Edwards Deming a Dr. Joseph M. sa podielali na
rozsirovani metod SQC pocas 2. svetovej vojny.

Japonci s obzvlast’ Gspesni v dislokovani metéd SQC a pouzivaju Statistické metddy na
ziskavanie vyhody oproti konkurentom. V 70. rokoch minulého storo¢ia americky priemysel
znacne utrpel v konkurencii s Japonskom (a inymi krajinami). To viedlo k obnoveniu zaujmu
0 metody SQC v USA. Zaujem sa sustred’uje najméd na SPC a DOE. Vel'a americkych firiem
nastartovalo rozsiahle programy na implementaciu tychto metéd do vyrobnych, inzinierskych
a inych podnikatel'skych organizécii.

6.3 Statisticka regulacia procesu

Ciele vyucby

11 Vysvetlit’ termin Statisticka reguldcia procesu.

71 Uviest vlastnosti hlavnych néstrojov SPC.

Statistické regulacia procesu je vykonny nastroj na dosiahnutie stability procesov a zlep$enie
sposobilosti prostrednictvom znizenie variability.
Je obvyklé, ze Statisticku regulaciu procesu (SPC) vnimame ako subor nastrojov na rieSenie
problémov, ktoré mozu byt pouzité pre akykol'vek proces. Hlavné nastroje SPC st:
1. Kontrolny list
Histogram
Paretov diagram
Diagram priciny a nasledku (Ishikawa diagram)
Vyvojovy diagram procesu
Regulaény diagram

No g wb

Bodovy diagram

Aj ked’ st tieto nastroje doleZitou sucastou SPC, obsahuju len technicku stranku veci. Neme-
nej dolezitym prvkom SPC je stanovisko — tuzba vSetkych jednotlivcov v organizacii pre kon-
tinualne zlepSovanie kvality a produktivity prostrednictvom systematického znizovania varia-
bility. Regulacny diagram je najsilnejsi z SPC nastrojov.

Hlavné nastroje SPC

Kontrolny list
Al
B HH [l
ClBHH | BH | BH | 1l
DI HH [ HH | B[ BH [l
E[HH [ BHH | |
F L HH
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Histogram

LSL USL

e Tvar ukazuje prirodzenu vlastnost’ rozdelenia dat.
e Centralna tendencia (priemer) a variabilita st 'ahko viditeI'né.

e Specifikaéné hranice mozno pouZit' na zobrazenie sposobilosti procesu.

Paretov diagram

20 — 100
16 —80 _
L
2 3
= 1% - —60 =
5 8 0 E
g E
= 2
4 — 20
0 —— 0

¢ Identifikuje najvyznamnejsie problémy, ktoré maji byt’ vybavené ako prvé.
e Z historie vieme, Ze 80 % problémov sposobuje 20 % faktorov.

Diagram pricin a nasledkov

Materialy Stroje Meranie

—— 7

Clovek Metody Iné vplyvy
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e Zobrazia sa vSetky prispievajuce faktory a ich vzdjomné vztahy.
e Identifikuje problémové oblasti, v ktorych sa mézu data zhromazd'ovat’ a analyzo-

vat’.

Vyvojovy diagram procesu

S B R

e Vyjadruje detailnt znalost’ celého procesu.
Identifikuje tok procesu a interakciu medzi krokmi procesu.

¢ Identifikuje potencidlne kontrolné body.

A |

. - \ - UCL

AW /\/ /o
ARV

X

LCL

e Pomaha znizovat variabilitu.
e Sleduje vykonost v priebehu ¢asu.
e Identifikuje potencidlne kontrolné body.

Bodovy diagram

Teplota

Tlak
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6.4 Uvod k regulaénym diagramom

6.4.1 Zakladné principy

Ciele vyucby

1 Definovat’ pojmy ndahodna pricina a zistitelna pricina.

Tl Definovat’ pojmy centralna priamka (CL), horna regula¢nd hranica (UCL) a dolné regu-
la¢na hranica (LCL).

71 Uviest’ postup zlepSovania procesu pomocou regulacného diagramu.

'] Rozlisit regula¢né diagramy na regulaciu meranim a regulaciu porovnavanim.

V kazdom vyrobnom procese, bez ohl'adu na to, ako je dobre navrhnuty a starostlivo udrzia-
vany, ur¢ité mnozstvo prirodzenej variability bude vzdy existovat’. Prirodzena variabilita ale-
bo ,,Sum na pozadi“ je kumulativny t¢inok mnohych malych v podstate nepredvidatelnych
pri¢in. Ked’ Sum pozadia v procese je relativne maly, zvy€ajne sa Groven vykonnosti procesu
povazuje za prijatelnu. Proces, ktory pracuje iba s nahodnou pri¢inou kolisania, je stabilny
proces, statisticky regulovany proces, alebo ze je v §tatisticky zvladnutom stave. Inymi slo-

vami, nahodné pri¢iny st neoddelite'nou sucast'ou tohto procesu.

Iné druhy variability moézu byt obCas pritomné vo vystupe procesu. Této variabilita
v kI'aGovych charakteristikach kvality obvykle vznika z troch zdrojov: nesprdvne nastavené
stroje, chyby obsluhy alebo chybné zdakladné suroviny. Takato variabilita je vSeobecne vacsia
v porovnani sO Sumom na pozadi a zvy€ajne znamend neprijatelnu Groven vykonu procesu.
Tieto zdroje variability st zistitePné priciny. Proces, ktory pracuje za pritomnosti zistitel’-

nych pri¢in je nestabilny proces, Statisticky neregulovany proces alebo sa hovori aj, ze je
v Statisticky nezvladnutom stave.

Produkéné procesy budu Casto pracovat’ v Statisticky zvladnutom stave, pricom vyrabaju
prijatelny produkt pomerne dlht dobu. Obcas sa vSak vyskytnu zistiteI'né pric¢iny, zdanlivo
nahodné, ¢o vedie k ,,posunu‘ na statisticky nezvladnuty stav, kde velka ¢ast’ vystupu z pro-
cesu nie je v stlade s poziadavkami. Hlavnym ciel'om Statistickej regulacie procesu je rychlo
detegovat’ vyskyt zistiteInych pri¢in alebo posun procesu tak, aby vysetrovanie procesu a na-
pravné opatrenie mohli byt vykonana pred mnohymi vyrabanymi nezhodnymi jednotkami.

Typicky regula¢ny diagram je znazorneny na Obr. 6.1, ¢o je grafické zobrazenie znaku
(charakteristiky) kvality, ktory bol namerany a vypocitany z vyberu, verzus ¢islo vyberovej
jednotky alebo &asu. Casto st vybery robené v pravidelnych ¢asovych intervaloch, napr. kaz-
da hodinu.
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& FE L EET TS T4 & FEELT A

UCL

D AAN A
YARARVARLS

S DS M MO A D N S N R 0 G N G |
Poradie vyberu

LCL

Obr. 6.1 Typicky regulaény diagram

Diagram obsahuje centralnu priamku (CL — central line), ktora reprezentuje stredni hodnotu
znaku kvality zodpovedajticu Statisticky zvladnutému stavu. Dalsie dve horizontalne priamky

s nazvom horné regula¢nd hranica (UCL — upper control limit) a dolné regula¢na hranica
(LCL — lower control limit) st tiez zobrazené v diagrame. Tieto regulacné hranice st vybraté
tak, aby takmer vsetky body z vyberu sa nachadzali medzi nimi v pripade, ze proces je stabil-

ny (v Statisticky zvladnutom stave). VSeobecne plati, Ze ak sa body pozorovania nachadzaja
vnutri regulacnych hranic predpokladame, Ze proces je stabilny a Ziadne opatrenie nie je po-
trebné. Avsak bod, ktory sa zobrazi mimo regula¢nych hranic, sa interpretuje ako dokaz, ze
proces je nestabilny (v Statisticky nezvladnutom stave). Nasledne sa musi urobit’ vySetrenie
a napravné opatrenia z cielom najst’ a odstranit’ zistiteI'né pric¢iny alebo pric¢iny spdsobujice
toto spravanie. Body z vyberu v regulacnom diagrame su zvycajne spojené s useckami tak, ze
je l'ah8ie predstavit’ si, ako sa postupnost’ bodov vyvija s ¢asom.

Aj ked vSetky zakreslené body st vnutri regulacnych medzi, ak sa body spravaju syste-
maticky alebo nenahodne, je to signalizacia toho, Ze proces je nestabilny. Napriklad, ak 18
z poslednych 20 bodov je zakreslenych nad centralnou priamkou, avsak pod hornou regulac-
nou hranicou, a iba dva z tychto bodov zakreslenych pod centralnou priamkou, avsak nad
dolnou regula¢nou hranicou, budeme vel'mi podozrievavi, ze nieco nie je v poriadku. V pri-
pade, Ze proces je stabilny, vSetky zakreslené body by mali mat’ v podstate nahodny charakter.
Metody navrhnuté tak, aby nasli nenahodné vzory bodov, mozno pouzit’ v regula¢nych dia-
gramoch na detegovanie podmienok nestability. Z nejakého dovodu sa na regula¢nych dia-
gramoch zvycajne objavia nenahodné vzory bodov, ak tento dévod mozno najst’ a odstranit’,
efektivnost’ procesu sa moze zlepsit'.

Existuje tizka suvislost’ medzi regula¢nymi diagramami a testovanim hypotéz. V podstate
regulaény diagram je opakované testovanie hypotézy, Ze tento proces je v Statisticky zvladnu-
tom stave. Bod zakresleny vnutri regulacnych hranic zodpoveda nezamietnutiu hypotézy, ze
proces je v Statisticky zvladnutom stave, a bod zakresleny mimo regulacnych hranic zodpove-

déa zamietnutiu hypotézy, Ze proces je V Statisticky zvladnutom stave.
Dame v§eobecny model pre regulac¢ny diagram. Nech W je vyberova Statistika, ktora me-
ria nejaky znak kvality (charakteristiku kvality), ktory je predmetom nasho zaujmu. Predpo-

kladajme, Zze stredna hodnota W je x4, a smerodajnd odchylka W je o, . (VSimnite si, ze
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,»Sigma“ sa vztahuje na smerodajnt odchylku Statistiky vynesenej v diagrame (t. j. o,, ) a nie

na smerodajna odchylku znaku kvality (charakteristiky kvality). Centralnu priamku, hornu

regula¢nt hranicu a dolnu regula¢nti hranicu mozno potom vseobecne stanovit’ takto:

UCL = y, +kaoy,
CL = 4, (6.1)
UCL = 4, —koy,

kde k je ,,vzdialenost™ regula¢nych hranic od centralnej priamky vyjadrena v smerodajnych
odchylkach. Bezny vyber je k =3. Tuto vSeobecnu teériu regula¢nych diagramov prvy navr-
hol Dr. Walter A. Shewhart, preto sa regulacné diagramy vyvinuté podl'a tychto zasad ¢asto
nazyvaji Shewhartove regula¢né diagramy.

Regula¢ny diagram je nastroj, ktory objasnuje, ¢o sa presne mysli pod Statistickou regu-
laciou; ako taky sa moze pouzit’ roznym sposobom. V mnohych aplikéciach sa pouziva na on-
line monitorovanie procesov, t. j. data z vyberu sa zhromazd'uji a pouziji na zostrojenie regu-
laéného diagramu. Ked’ sa hodnoty vyberovych priemerov X nachadzaji vnutri regula¢nych
hranic a nevykazuju ziaden systematicky vzor, potom hovorime, Ze proces je stabilny (v §ta-
tisticky zvladnutom stave) na trovni indikovanej v regula¢nom diagrame. Vsimnite si, Ze tu
moézeme mat’ zaujem uréit’ dve veci, ¢i minulé data pochadzaju zo stabilného procesu a ¢i
budtice vybery z tohto procesu indikuju statisticku regulaciu.

NajdolezitejSie pouzitie regulaéného diagramu je na zlepsSenie procesu. Zistilo sa, ze vse-
obecne plati:

1. Vicsina procesov nepracuje v stave Statistickej regulacie.

2. Rutinné a pozorné pouzivanie regula¢nych diagramov bude identifikovat’ zistiteI'né
pri¢iny. Ak sa tieto pri¢iny odstrania z procesu, tak variabilita sa znizi a proces sa
zlepsi.

3. Regula¢ny diagram bude detegovat’ iba zistite'né pric¢iny. Manazment, Operator a in-
zinierska ¢innost’ su zvyc¢ajne potrebné na odstranenie zistitelnych pri¢in. Akény plan
s cielom reagovat na signaly z regulacného diagramu je zivotne dolezity.

Pri identifikacii a odstraniovani zistiteInych pri¢in je dolezité najst’ zakladny korei prifiny
problému a napadnut’ ho. Vyvoj efektivneho systému pre prijatie napravnych opatreni je ne-
vyhnutnou st¢astou implementacie u¢inného SPC.

Regula¢ny diagram mozeme tiez pouzit' na odhadovanie. To znamena, ze z regula¢ného
diagramu, ktory je v Statisticky zvladnutom stave, méZeme odhadnat’ urcité parametre proce-
su, ako je napriklad strednd hodnota, smerodajna odchylka, podiel nevyhovujucich (ne-
zhodnych) atd’. Tieto odhady sa potom mdzu pouzit’ na urcenie sposobilosti procesu vyrabat
akceptovatel'né produkty. Takéto Studie sposobilosti procesu maju zna¢ny vplyv na mnoho
problémov rozhodovania manazmentu, ktoré sa vyskytuju v priebehu cyklu vyrobku, vratane
rozhodnuti o vyrobe alebo kupe, zlepsovani prevadzky a procesov, ktoré znizuju variabilitu
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procesu a zmluvné dojednania so zakaznikmi alebo dodavateI'mi, pokial’ ide o kvalitu vyrob-
ku.

Vstup Vystup
» Proces

\4

Meraci proces

Detegovat’
zistiteI'né
priciny

Preverit’
a sledovat’

Realizovat Identifikovat’
napravné priciny
opatrenia problému

Obr. 6.2 Zlepsovanie procesu pomocou regulacného diagramu

Regulacné diagramy mozno rozdelit' do dvoch vseobecnych typov. Ked je znak kvality
meratelna veli¢ina a chceme ju regulovat’ na zaklade merani v Spojitej stupnici merani, potom
prislusné regulacné diagramy sa nazyvaju regulaéné diagramy na reguliaciu meranim
(variables control chart). Diagram X je najrozsirenejsi diagram na monitorovanie (regula-
ciu) centralneho trendu, zatial’ co diagramy zalozené na vyberovom rozpiti alebo vyberovej
smerodajnej odchylke sa pouzivaju na regulaciu variability procesu. Ked’ je znak kvality ne-
meratelnd veli¢ina alebo spojitu veli¢inu chceme regulovat’ len vzhl'adom na sulad jej hodnot
s nejakym etalonom (rozoznavame len dva stavy: ,,zhodny* a ,,nezhodny*), prislusné regulac-
né diagramy sa nazyvaju regula¢né diagramy na regulaciu porovnavanim (attributes con-
trol chart).

Regulaéné diagramy maji za sebou dlhu historiu pouzivania v priemysle. Existuje pri-
najmensom pét dovodov ich popularity:

1. Regulacné diagramy su osvedcené techniky na zlepSenie produktivity.
Uspesny program regulacie zredukuje odpad a prepracovanie, ktoré su primarnymi
zabijakmi produktivity v akejkol'vek ¢innosti. Ak sa zredukuje odpad a prepracovanie,
zvysi sa produktivita, znizia sa naklady a vyrobna kapacita (merana v pocte dobrych
dielcov za hodinu) sa zvysi.

2. Regulacné diagramy su uc¢inné v prevencii chyb.
Regula¢ny diagram pomaha udrzat’ proces v stabilite (regulovani), ktoré je v sulade
s filozofiou ,,urob to spravne na prvykrat“. Nikdy nie je lacnejSie vytriedit’ neskor
,,dobré jednotky od ,,zlych*, ako ich vytvarat’ spravne od zaciatku. Ak nemate G¢innu
regulaciu procesu, ,,zaplatite to* vyrobou nezhodnych produktov.
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3. Regula¢né diagramy zabraiiuja zbyto¢nym nastaveniam procesu.
Regula¢ny diagram moze rozliSovat’ medzi prirodzenou variabilitou (Sumom na poza-
di) a abnormalnym kolisanim; ziadne iné zariadenie, vratane I'udského operatora, nie
je také ucinné v tomto rozliSovani. AK operatori procesu nastavia proces zalozeny na
pravidelnych skuskach nesuvisiacich s programom regulacie, budu ¢asto prehnane re-
agovat’ na prirodzenu variabilitu (Sum na pozadi) a urobia nepotrebné nastavenie pro-
cesu. Tieto zbyto¢né nastavenia mézu mat’ za nasledok zhorSenie vykonnosti procesu.
Inymi slovami, regula¢ny diagram je v sulade s filozofiou ,,pokial’ to nie je pokazené,
nenastavuj to*.

4. Regulaéné diagramy poskytuju diagnostické informacie.
Casto bude vzor bodov na regula¢nom diagrame obsahovat’ informacie, ktoré su dia-
gnostické hodnoty pre skiiseného operatora alebo inziniera. Tato informacia umoziuje
operatorovi urobit’ zmeny v procese, ktoré zlepsia jeho vykon.

5. Regulaéné diagramy poskytuju informécie o sposobilosti procesu.
Regula¢ny diagram poskytuje informacie o hodnote délezitych parametrov procesu
a ich stabilite v priebehu ¢asu. To umoziuje odhad spdsobilosti procesu, ktory sa ma

vykonavat’. Tato informacia ma vel’ké pouzitie pre vyrobky a postupy navrharov.

Regulaéné diagramy patria medzi najviac uc¢inné nastroje kontroly pre manazment a st rov-
nako doélezité ako kontroly nédkladov a kontroly materidlov. Moderné pocitacové technologie
umoziuju 'ahko implementovat’ regulaéné diagramy v akomkol'vek type procesu, pretoze
zber a analyza dat mdze byt vykonana na mikropocitaci alebo na terminali lokalnej siete
V realnom Case na pracovisku.

6.4.2 Navrh regula¢ného diagramu

Ciele vyucby

] Hustrovat regulaény diagram X na datach vnatorného priemeru piestnych krazkov au-
tomobilového motora.

[ Specifikovat pojmy rozsah vyberu, frekvencia vyberu a priemernd dizka priebehu
(ARL).

Na ilustraciu uvedieme jednoduchy priklad regula¢ného diagramu. Pri vyrobe piestnych kraz-
kov automobilového motora je vnutorny priemer krizkov rozhodujica charakteristika kvality
(znak kvality). Vyrobny proces ma strednti hodnotu vnttorného priemeru krizku (menovity
rozmer), ktora sa rovna 74 mm a smerodajnt odchylku vnitorného priemeru krazku, ktora sa
rovna 0,01 mm. Regula¢ny diagram priemeru pre vnutorny priemer krazku je na nasleduju-
com obrazku.
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Obr. 6.3 X regula¢ny diagram priemeru piestneho krizku

Kazdu hodinu sa nahodne vyberie pat’ piestnych krazkov, ich hodnoty (x;, i=12,...,5) sa
zaznamenaju a z nich sa vypocita priemer (X ), ktory sa zakresli v diagrame. Tento regula¢ny
diagram pouziva vyberovy priemer X na monitorovanie strednej hodnoty procesu, preto sa

nazyva regulaény diagram priemerov ( X -diagram). Vsimnite si, ze vietky body su vnutri

regulacnych hranic, takze diagram ukazuje, Ze tento proces je stabilny (v Statisticky zvladnu-
tom stave).

Zvazte, ako boli stanovené regulacné hranice. Priemer procesu je 74 mm a smerodajna
odchylka je o=0,01mm. Ked’ rozsah vyberov je n=5, smerodajnd odchylka vyberového
priemeru X je

o, =L =994 0045

R

Teda v pripade, ze proces je regulovany so strednou hodnotou vnttorného priemeru 74 mm,
podla centralnej limitnej vety predpokladame, e X ma priblizne normaélne rozdelenie. V tom
pripade by sme ocdakavali, ze priblizne 100(1—cr ) % vyberovych priemerov X sa bude na-
chadzat’ medzi 74—k, x0,0045 a 74+k, x0,0045. Zvycajne sa zvoli kK, =3. Potom dolna
regulacna hranica je

LCL =74—-3x0,0045 = 73,9865

a horna regula¢na hranica je

UCL =74+3x0,0045=74,0135

Toto su 3xsigma regula¢né hranice, z ktorych vyplyva, ze o =0,0027 . Teda pravdepodob-

nost, Ze bod zakresleny v regulacnom diagrame je mimo regula¢nych hranic, sa rovna 0,0027.
Sirka regulaénych hranic je nepriamo imerna rozsahu vyberu n pri danom nasobku sigma
(o). VolI'ba regulacnych hranic je ekvivalentna s nastavenim kritickej oblasti pre testovanie
nulovej hypotézy

Hy:pu=74 verzus H, :u=#74
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kde o=0,01 je zname. V podstate regulaény diagram testuje tuto hypotézu opakovane

v roznych bodoch ¢asového sledu.

Pri navrhovani regula¢ného diagramu musime este Specifikovat’ rozsah vyberu a frek-
venciu vyberu. Vseobecne plati, ze ¢im je vacsi rozsah vyberu, tym l'ahsie regulacny diagram
zisti aj maly posun regulovanej veli¢iny, ¢o je zmena prislusného parametra jej rozdelenia
pravdepodobnosti. Pri vybere rozsahu vyberu musime mat’ na paméti velkost’ posunu, ktory
sa snazime zistit'. Ked’ nas zaujimajua len pomerne velké posuny regulovanej veli¢iny, bude-
me pouzivat’ menSie rozsahy vyberu, ako tie, ktoré by sa pouzili v pripade relativne malého
posunu v procese. Rozhodnut’ sa mézeme na zéklade operativnej charakteristiky prislusného
testu pre rozne rozsahy (pozri [10]).

V naSom priklade by napriklad grafy operativnej charakteristiky testu pre n=5, n=10
a n =15 vyzerali tak, ako je uvedené na Obr. 6.4.

1,0
0,9
0,8
0,7
0,6
0,5
0,4
0.3
0,2

0,1

() 1 1 1 1 1 1
74,000 74,005 74,010 74,015 74,020 74,025

Obr. 6.4 Krivky operativnych charakteristik (OC)

Co sa tyka frekvencie vyberov, najlepsie je samozrejme realizovat’ vybery ¢o najéastejsie.
To vsak nie je prijateI'né z ekonomického hladiska. Zvycajne sa treba rozhodnut’ medzi vac-
Simi vybermi s menSou frekvenciou a menSimi vybermi s vacSou frekvenciou.

V procese rozhodovania o rozsahu a frekvencii vyberov mozno pouzit' tzv. priemerna
dizka priebehu (ARL — average run length) regulaéného diagramu. ARL je priemerny po-

cet vyberov realizovanych predtym, ako dostaneme signal o naruSeni stability procesu. Pre

Shewhartov regulaény diagram mozno ARL stabilného procesu vypocitat’ podla vztahu:

1
ARL=—
(04
kde « je riziko zbytoéného signalu. V 3o regulaénom diagrame priemerov je potom

a =0,0027 a

1
0,0027

RL= ~370

je hodnota priemernej dizky priebehu regulaéného diagramu priemerov, ked’ je proces stabil-
ny. To znamena, Ze ked’ je proces V Statisticky zvladnutom stave, signal o naruseni stability sa
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V priemere objavi po 370 vyberoch. V naSom pripade uvazujeme kazdu hodinu jeden vyber,
¢o znamena, ze zbytocny signal sa deteguje Vv priemere raz za 370 hodin.

Mozno vypocitat’ aj ARL nestabilného procesu. Predpokladajme, Ze v nasom priklade sa
stredna hodnota posunula na hodnotu 74,015. Nech rozsah vyberu je n =5. Z krivky OC na

Obr. 6.4 najdeme priblizni hodnotu £ = 0,5. Potom riziko chybajiceho signalu alebo prav-
depodobnost’ toho, Ze stabilita procesu je narusend a prislusny bod bude lezat’ vnutri regulac-
nych hranic (regula¢ny diagram nebude indikovat’ naruSenie stability), je priblizne 0,5. ARL

mozeme potom vypocitat’ takto:

ARL__1 __1

Predpokladajme, Ze regulaény diagram, ktory potrebuje v priemere 2 vybery na to, aby identi-
fikoval posun strednej hodnoty procesu 0 0,015 mm, je vzhl'adom na nase poziadavky ,,malo
citlivy*. Ked napriklad zvac¢sime rozsah vyberu na N =10, pricom posun strednej hodnoty
procesu zostava na hodnote 74,015, z krivky OC najdeme hodnotu f~0,1 a ARL bude

Vidime, Ze vacsi rozsah vyberu umoznil takmer dvakrat rychlejSiu identifikaciu posunu. Ked’
chceme, aby regulacny diagram signalizoval narusenie stability v prvej hodine, ktora nasledu-

je po jej vzniku, mozno uvazovat’ o dvoch navrhoch s podobnou u¢innostou:

Vyber Navrh 1 | Navrh 2

rozsah n=5 n=10
frekvencia | 0,5 hod 1 hod

V nasich doterajsich tivahdch sme sa pokusili naznacit’ len zakladné vztahy medzi rozsa-

hom vyberu, frekvenciou vyberu a rizikami « a f. Existuje mnozstvo inych pristupov, ktoré

umoziuji optimalizovat’ alebo priblizne optimalizovat’ vel'kost’ uvedenych parametrov regu-

lacie pomocou ekonomickych navrhov.

6.4.3 Logické podskupiny

Ciele vyucby

71 Vysvetlit’ pojem logicka podskupina.
Zakladny predpoklad aplikécie regulacnych diagramov je reSpektovanie principu tvorby lo-
gickych podskupin v procese realizdcie vyberov. Logicka podskupina vSeobecne je taka
skupina, v ramci ktorej mozno predpokladat’ pdsobenie len ndhodnych pricin variability. Vo
vyrobnom procese je bazou tvorby logickych podskupin ¢asova postupnost’ vyroby. VSeobec-
ne mozno vymedzit’ dva zakladné pristupy k tvorbe logickych podskupin:
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1. Kazdy vyber sa sklada z jednotiek vyrobenych v tom istom case (alebo v €o najkrat-
Som ¢asovom useku). Tento pristup sa pouziva vtedy, ked’ je zdkladnou tlohou aplika-
cie regulacného diagramu detekcia posunov regulovaného parametra. Minimalizuje
moznost’ zistenia variability vnutri vyberu a maximalizuje $ancu zistenia variability
medzi vybermi v pripade pritomnosti zistiteI'nych pri¢in variability.

2. Kazdy vyber sa sklada z jednotiek produktu, ktoré reprezentuju vsetky jednotky vyro-
bené po realizacii posledného vyberu. V podstate kazda podskupina je nahodny vyber
z0 vsetkych hodnét procesu na intervale vyberu. Tento spdsob logickych podskupin sa
Casto pouziva, ked’ ma regula¢ny diagram slizit’ na rozhodovanie o prijati vSetkych
jednotiek vyrobku, ktoré boli vyrobené po poslednom vybere. V skuto¢nosti ak sa
proces prestva do nestabilného stavu a potom spét’ do stabilného stavu medzi vyber-
mi, tak prva metdda logickych podskupin bude neucinna proti tymto typom posunov
a musi sa pouzit’ druhd metoda.

Existuju samozrejme aj iné pristupy K tvorbe logickych podskupin. Vyber vhodného pristupu
zavisi od charakteru konkrétneho procesu, ktory chceme regulovat. Nevyhnutné je proces
analyzovat’ s cielom ziskat' ¢o najviac informacii uzito€nych na vyber vhodného pristupu
k tvorbe logickych podskupin.

6.4.4 Analyza zoskupeni bodov v regulaé¢nych diagramoch

Ciele vyucby

"1 Vysvetlit’ pojem vystrazné hranice.

Horné a dolné regula¢né hranice su lokalizované vo vzdialenosti 3¢ nad apod centralnou
priamkou. Citlivost’ regulaéného diagramu sa zvysi pomocou tzv. vystraznych hranic, ktoré
rozdelia regula¢ny diagram na Sest’ podoblasti (zon), z ktorych kazda ma Sirku 1o . Jednotlivé
podoblasti st oznaéené A*, B*, C*, C", B, A", tak, ako je uvedené na Obr. 6.5.

I I I I I I I I I I I I
74,0180 |- -
740135 [UCL=74,0135 1 30;

A\
74,0090 ~ N 208
74,0045 — log
ct/ \ AN/ C

74,0000 7V -
73,9910 — o5
73,0865 |LCL = 73,9865 Al
73,9820 |- .

| | | | ] | | | | |

| |
1 23 45 6 7 8 9101112
Poradie vyberu

Obr. 6.5 Regula¢ny diagram s vystraznymi hranicami
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Ked’ je bod mimo regula¢nych hranic, regulacny diagram deteguje moznost’ pritomnosti
zistiteInych pricin v procese. Uzito¢né je vSak sledovat’ a registrovat’ aj niektoré typické zo-
skupenia bodov, z ktorych ani jeden nie je mimo regula¢nych hranic. Tieto zoskupenia bodov
mdzu naznacovat pritomnost’ zistitelnych pricin.

V STN ISO 8258 sa uvadza osem typickych postupnosti bodov (Western Electric Han-
dbook (1956),), ktoré mozu naznaCovat’ pritomnost’ zistiteI'nych pri¢in. Na Obr. 6.6 je sche-
maticky znazornend skupina 6smich doplnkovych testov pouzitych na interpretaciu urcitych
zoskupeni v Shewhartovych diagramoch. Tieto testy by sa mali povazovat za jednoduché
praktické pravidla pre zésah, kedykol'vek sa ukazuje pritomnost’ zistitenych pricin.

UCLp------ f ———————————————————— UCL[---=-=======-===mommommooe.

b ]
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Obr. 6.6 Testy zistiteI'nych pricin
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6.5 Regulacné diagramy X a R alebo S

6.5.1 Regula¢né diagramy X a R

Ciele vyucby

] Odvodit’ vzorce pre vypocet parametrov diagramov X a R z nameranych dat.
71 Odhadnut’ sposobilost’ procesu.
1 Definovat’ pojmy regulacné, Specifikacné a prirodzené tolerancné hranice.

[] Odvodit’ vzorce pre vypodet parametrov diagramov X a R zaloZenych na stanovenych
hodnotach.

Ked’ regulujeme znak (charakteristiku) kvality, ktory je merateI'ny, musime monitorovat’ hod-
notu priemeru aj variability.
Predpokladajme, ze stredna hodnota g a smerodajnd odchylka o procesu su zname a

znak kvality m4 normélne rozdelenie. Uvazujme o diagrame X . Mdzeme pouzit z ako cen-

tralnu priamku CL regula¢ného diagramu a pridat’ +3c/ \/ﬁ , ¢im dostaneme horna a dolnt

regulacnu hranicu:

UCL = ,u+30/«/ﬁ
CL=u (6.2)
LCL= ,u—36/x/ﬁ

Ked su parametre  a o nezname, odhadneme ich z predbeznych vyberov za predpokladu,
Ze proces je stabilny. Odportca sa pouzit’ 20 az 25 predbeznych vyberov. Predpokladajme, ze
mame K dispozicii m predbeznych vyberov, kazdy rozsahu n. Zvyc¢ajne sa n rovna 4, 5 alebo

6. Nech vyberové priemery m vyberov si X, X,,..., X, . Oznaéme £ bodovy odhad stredne;

hodnoty . Strednt hodnotu zakladného stiboru x odhadneme pomocou vyberového celko-

vého priemeru X azm vyberov rozsahu n mozno vypocitat’ podl'a vztahu:
o= 19
fa=X==3X (6.3)

Celkovy priemer X mozno pouzit’ ako centralnu priamku v regulaénom diagrame priemerov.

Bude nas zaujimat’ bodovy odhad parametra o, ktory mozno ziskat' z vyberovych sme-
rodajnych odchylok alebo z rozpiti m vyberov.

Vieme, ze R= X — X, je ndhodnd premennd, potom veli¢cina W = R/ o, ktora sa
nazyva relativne rozpdtie, je tiez ndhodna premenna. Parametre rozdelenia ndhodnej premen-
nej W su funkciou rozsahu vyberu n. Ak stredni hodnotu nahodnej premennej W oznacime
d,, potom plati, ze
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E)=1E(R) a G=@
o) o d,

%=EMO=E[

Smerodajna odchylka ndhodnej premennej W oznacime ako d,. Hodnoty d, a d, pre rozne n

su V Prilohach. Vieme, ze R = oW , preto

U=d,o0 a oy=d,0 (6.4)

Nech R,R,,..., R, surozpitia z m vyberov, potom
m

2R (65)

——
R=—
m =
je priemer rozpiti. Vieme, e R je odhad parametra s, , potom zo vztahu (6.4) vyplyva, ze

nevychyleny odhad parametra o je dany vztahom:
. R

o=— 6.6

dz (66)

Pre malé vybery je odhad (6.6) vel'mi dobry.
Ked’ pouZijeme X ako bodovy odhad x# a &=R/d, ako bodovy odhad &, mozno pa-

rametre regula¢ného diagramu X vypogitat takto:

3

d,"/n

UCL=X + R

X

CL= (6.7)

R

b

3
LCL= —F
d,</n
Definujme veli¢inu

3
AT

ktord zavisi len od rozsahu vyberu n, mozno vztahy (6.7) prepisat’ takto:

I
Xl

UCL=X+AR
CL

LCL

(6.8)

Il
X1 Xl
pu]]

—-A

Hodnoty A, st uvedené pre rozne hodnoty n v Prilohach.
Vsimnime si teraz regulaéné diagramy rozpéti (R-diagramy). Centralna priamka je zrejme

R. Na stanovenie regulaénych hranic potrebujeme odhadntit’ oy, o je smerodajné odchylka

166



Statistické riadenie kvality

nahodnej premennej R . Ak opét’ predpokladame, Ze proces je stabilny, rozdelenie relativneho

rozpitia W je uzitocné. Odhad o, mdzeme ziskat’ zo vzt'ahu (6.4) a (6.6) takto:

. . R
op=0,0=d,— (6.9)
dZ
Parametre regula¢ného diagramu R mozno vypocitat’ takto:
_ d - d. )
UCL=R+3-2R=|1+3-2 (R
d, d,
CL=R (6.10)
_d - d. ) -
LCL=R-3-2R=|1-3-2|R
d2 d2
d, d,
Ked polozime D, =1— 3d— aD,=1+ 3d— , mozno vztahy (6.10) prepisat’ takto:
2 2
UCL=D,R
CL=R (6.11)
LCL=D,R

kde R je priemeru rozpiti a hodnoty D, a D, st uvedené pre rdzne n v Prilohach. LCL mo-

ze nadobudnut’ zapornti hodnotu, v tom pripade LCL sa rovna nule.

Ked’ sa predbezné vybery pouziju na vypocet parametrov uvedenych typov regulacnych
diagramov pri zavadzani $tatistickej regulacie, potom sa tieto parametre zvy€ajne povazuju za
predbezné hodnoty. Ked’ sa m hodndt vyberovych priemerov a vyberovych rozpiti nanesie do
regulaénych diagramov a niektoré body su mimo regula¢nych hranic, je potrebné zistit
a odstranit’ pripadné zistiteIné priciny variability. Potom sa podl'a vztahov (6.8) a (6.11) vy-
pocitaju nové parametre regulacnych diagramov.

Vysetruje sa najskor regulacny diagram R, pretoze ak variabilita procesu nie je kon-

Stantna v Case, regulacné medze regulacného diagramu X moézu byt zavadzajice.

Priklad 6.1

Piestne kruzky automobilového motora sa produkuji vo vyrobnom procese. Chceme zaviest’
Statisticka regulaciu vnatorného priemeru kruzkov vyrobenych v procese pomocou regulac-
nych diagramov X a R. Dvadsat pit’ vyberov rozsahu pit sa vybralo, ked sme povazovali
proces V Statisticky zvladnutom stave. Data z merania vnutorného priemeru su v Tab. 6.1 spo-
lu s hodnotami vyberovych priemerov a vyberovych rozpéti.
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Tab. 6.1 Merania vnutorného priemeru

?:/1}5]]1351 Pozorovania X I
1 |74,030 (74,002 |74,019 (73,992 (74,008 |74,010 |0,038
2 |73,995 |73,992 |74,001 |74,011 (74,004 |74,001 |0,019
3 |73,988 |74,024 |74,021 (74,005 |74,002 |74,008 |0,036
4 (74,002 (73,996 |73,993 (74,015 |74,009 |74,003 |0,022
5 73,992 |74,007 |74,015 (73,989 |74,014 |74,003 |0,026
6 (74,009 |73,994 73,997 (73,985 (73,993 (73,996 |0,024
7 |73,995 |74,006 [73,994 (74,000 |74,005 |74,000 |0,012
8 73,985 |74,003 |73,993 (74,015 (73,988 (73,997 |0,030
9 74,008 |73,995 |74,009 |74,005 |74,004 (74,004 |0,014
10 (73,998 (74,000 (73,990 |74,007 |73,995 (73,998 |0,017
11 (73,994 (73,998 (73,994 |73,995 |73,990 (73,994 |0,008
12 (74,004 (74,000 (74,007 |74,000 |73,996 |74,001 |0,011
13 (73,983 (74,002 (73,998 (73,997 |74,012 (73,998 |0,029
14 (74,006 (73,967 |73,994 |74,000 (73,984 (73,990 |0,039
15 (74,012 (74,014 (73,998 |73,999 |74,007 |74,006 |0,016
16 (74,000 (73,984 |74,005 |73,998 (73,996 |73,997 0,021
17 (73,994 |74,012 (73,986 |74,005 |74,007 |74,001 |0,026
18 (74,006 (74,010 (74,018 |74,003 |74,000 |74,007 |0,018
19 (73,984 (74,002 (74,003 |74,005 |73,997 (73,998 |0,021
20 |74,000 |74,010 (74,013 |74,020 |74,003 |74,009 |0,020
21 |73,988 [74,001 (74,009 74,005 |73,996 |74,000 |0,021
22 |74,004 [73,999 (73,990 (74,006 |74,009 |74,002 |0,019
23 |74,010 [73,989 (73,990 |74,009 |74,014 |74,002 |0,025
24 74,015 |[74,008 (73,993 74,000 |74,010 |74,005 |0,022
25 |73,982 (73,984 (73,995 (74,017 (74,013 |73,998 |0,035

Z tabul’kovych dat vypocitame centralnu priamku pre R regulacny diagram:

25

PN
poim 05814003
25 25

Pre vybery o rozsahoch n=5 najdeme v Prilohach hodnoty D, =0 a D, =2,115. Teraz mo-
Zzeme vypocitat’ regulacné hranice diagramu rozpati:

LCL=rD,=0,023x0=0

UCL=TD, =0,023x2,115=0,049
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Regula¢ny diagram R je na Obr. 6.7, kde je 25 vyberovych rozpiti zakreslenych, pricom
ziadny nie je mimo regula¢nych hranic.

Pretoze regulacny diagram R naznacuje, ze variabilita procesu je v Statisticky zvladnu-
tom stave (stabilna), moézeme konstruovat’ regulaény diagram X , ktorého centralna priamka
je

' 1850,028

= 74,001
25 25

Regula¢né hranice pre regulaény diagram X vypocitame pouZitim hodnoty A, = 0,577, ktort
najdeme v Prilohach pre rozsahy vyberov N =5. Pouzitim vztahov (6.8) dostaneme:

UCL =X+ AT =74,001+0,577x0,023="74,014

LCL=X—AT =74,001-0,577x0,023 = 73,988

006_,:||:||||||||||||::]|x|||_
»VOU | -

0,03 7 ucL =049

0,04 -

e Pl

0.01

O__l11111111|[1|11111111|1111__LCL:O
0 5 10 15 20 25

Poradie vyberu
Obr. 6.7 Diagram R (priklad 6.1)

Regula¢ny diagram X je na Obr. 6.8, kde predbezné vyberové priemery nevykazuju Ziadnu
nestabilitu. Teda regula¢né hranice regulaénych diagramov X a R moZno pouzit' na Statistic-
ki regulaciu procesu.
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7AOISF —— T~~~ 7 —— 1 UCL=74,014
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Obr. 6.8 Diagram X (priklad 6.1)

Odhad sposobilosti procesu

Regula¢né diagramy X a R poskytuj aj informéciu 0 spdsobilosti procesu. Z regulaéného
diagramu X sme odhadli stredni hodnotu X = 74,001mm piestnych krizkov automobilové-

ho motora. Smerodajnu odchylku procesu mozno odhadnat’ pouzitim vzt'ahu (6.6) takto:

6="T =292 _4 0009
d, 2,326
kde hodnotu d, mozno pre n=>5 ndjst’ v Prilohach.

Predpokladajme, Ze priemer piestnych krazkov, ¢o je regulovana veli¢ina X, ma normalne
rozdelenie so strednou hodnotou = 74,001 a smerodajnou odchylkou o =0,0099 (para-
metre, ktoré sme odhadli). Specifika¢né hranice piestnych krizkov sa 74+ 0,05mm. Na za-

klade toho mozno odhadnut’ podiel produkovanych nezhodnych piestnych krizkov takto:
p=P(X <73,950)+ P(X > 74,050) =

73,950-74,001 74,050-74,001
0,0099 0,0099

= $#(=5,15) +1— ¢(4, 04) ~ 0+1—0,99998 ~ 0,00002

To znamena, Ze priblizne 0,002 % vyrobenych piestnych krazkov ma vnutorny priemer mimo
Specifikaénych hranic, a teda su nezhodné.

Pravidelna kontrola regula¢nych hranic a centralnej priamky

Efektivne vyuZivanie kazdého regula¢ného diagramu vSeobecne vyzaduje pravidelnt kontrolu
a pripadnu upravu regulac¢nych hranic a centralnej priamky. Niekedy sa v praxi pevne stanovi
interval pravidelnej kontroly centralnej priamky a regulacnych hranic, napriklad kazdy tyz-
den, kazdy mesiac alebo kazdych 25, 50 alebo 100 vyberov.
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Ked sa v diagrame R objavia body nestability zvycajne sa eliminuji a vypocita sa nova
hodnota R. Tato nova hodnota sa potom pouZije na vypoéet novych centralnych priamok

a novych regulaénych hranic diagramov R a X . Tento postup moze zlepsit’ regulaéné hranice
v oboch regula¢nych diagramoch v tom zmysle, Ze buda konzistentné so smerodajnou od-

chylkou o a konzistentné s revidovanou hodnotou R vo vztahu & =R/d,, s ktorého sa vy-

pocita hodnota odhadu o . Tuto hodnotu odhadu o mozno vyuzit' v predbeznej analyze spo-
sobilosti procesu.

Pokracovanie v regulaénych diagramoch X aR

Dalsich pétnast’ vyberov sa urobilo vo vyrobnom procese piestnych krizkov, potom &o regu-
lacné diagramy boli stanovené. Data z tychto novych vyberov st v Tab. 6.2 a pokraovanie
regulaénych diagramov na Obr. 6.9.

Tab. 6.2 Merania z d’al$ich vyberov (pokracovanie prikladu 6.1)

Vyber ¢islo .
s Pozorovania X; I

i
26 74,012 | 74,015 | 74,030 | 73,986 | 74,000 | 74,009 | 0,044
27 73,995 | 74,010 | 73,990 | 74,015 | 74,001 | 74,002 | 0,025
28 73,987 | 73,999 | 73,985 | 74,000 | 73,990 | 73,992 | 0,015
29 74,008 | 74,010 | 74,003 | 73,991 | 74,006 | 74,004 | 0,019
30 74,003 | 74,000 | 74,001 | 73,986 | 73,997 | 73,997 | 0,017
31 73,994 | 74,003 | 74,015 | 74,020 | 74,004 | 74,007 | 0,026
32 74,008 | 74,002 | 74,018 | 73,995 | 74,005 | 74,006 | 0,023
33 74,001 | 74,004 | 73,990 | 73,996 | 73,998 | 73,998 | 0,014
34 74,015 | 74,000 | 74,016 | 74,025 | 74,000 | 74,011 | 0,025
35 74,030 | 74,005 | 74,000 | 74,016 | 74,012 | 74,013 | 0,030
36 74,001 | 73,990 | 73,995 | 74,010 | 74,024 | 74,004 | 0,034
37 74,015 | 74,020 | 74,024 | 74,005 | 74,019 | 74,017 | 0,019
38 74,035 | 74,010 | 74,012 | 74,015 | 74,026 | 74,020 | 0,025
39 74,017 | 74,013 | 74,036 | 74,025 | 74,026 | 74,023 | 0,023
40 74,010 | 74,005 | 74,029 | 74,000 | 74,020 | 74,013 | 0,029
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Obr. 6.9 Pokragovanie diagram X aR (priklad 6.1)

(=]
(=]
N
o

Regulacné diagramy ukazujl, Ze proces je V Statisticky nezvladnutom stave, pretoZze hodnota

X od 37. vyberu po 39. vyber si nad hornou regulaénou hranicou. Dalej diagram X od 34.
vyberovej hodnoty ukazuje posun strednej hodnoty procesu nahor. Priemer tychto vyberovych
hodnot sa rovna 74,015 mm a je spolu zo Specifikaénymi hranicami 74 £ 0,05 mm zakresleny

na Obr. 6.10. V tejto Casti proces vyraba nezhodné produkty (priblizne 0,021 %).
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Obr. 6.10 Graf individualnych pozorovani zo $pecifikaénymi hranicami

Péatranie po pri¢ine tohto posunu v priemere musi byt vykonané. Casto operatori, vyrobni
technici, vedenie podniku a technicki kvalitari musia najst’ a odstranit’ zistiteI'né priciny.

Regulacné, Specifikané a prirodzené tolerancné hranice

Vseobecne neexistuje vztah medzi regulaénymi hranicami v uvedenych regula¢nych diagra-
moch a medzi $pecifikaénymi hranicami. Regulacné hranice vychadzaju s prirodzenej (inhe-
rentnej) variability procesu (meranej smerodajnou odchylkou o ), to znamena z prirodzenych
tolerancnych hranic procesu. ObycCajne sa hornd prirodzend tolerancnd hranica UNTL
a dolna prirodzena tolerancna hranica LNTL definuje ako 3o nad a pod strednou hodnotou
procesu. Specifika¢né hranice su externe stanovené. Zvy&ajne ich navrhuji navrhari, projek-
tanti, konStruktéri alebo technoldgovia. Z hl'adiska Statistiky alebo vSeobecne matematiky
neexistuje vztah medzi regulacnymi hranicami a specifikacnymi hranicami. Této situacia je
zhrnuta na Obr. 6.11. Zakresl'ovat’ do regula¢ného diagramu priemerov aj Specifikacné hrani-
ce je nespravne. Naopak v grafe individudlnych pozorovani, ako na Obr. 6.10, je uZitocné
zakresl'ovat’ aj Specifika¢né hranice.
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Rozdelenie
individualnych
merani x

Rozdelenie LNTL

X
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:

UNTL

USL, ——

Obr. 6.11 Vzt'ah medzi regula¢nymi, Specifika¢nymi

a prirodzenymi tolerancnymi hranicami

Logické podskupiny
Respektovanie principu tvorby logickych podskupin je vel'mi dolezité aj pri aplikécii regulac-
nych diagramov X a R. Désledné chapanie funkcie kazdého z uvedenych regulaénych dia-
gramov moze ul'ah¢it’ rozhodovanie v praxi. Regulaény diagram X monitoruje stredni uro-
ven kvality v procese. Preto by sa mali vybery realizovat’ tak, aby sa maximalizovala Sanca,
7e posun strednej hodnoty procesu sa vyskytne medzi vybermi a v regulaénom diagrame X
sa prejavi ako zistiteI'na pri¢ina. Naopak, regula¢ny diagram R monitoruje variabilitu vnutri
vyberu. Preto by sa mali vybery realizovat’ tak, aby variabilita vnutri vyberov bola spdsobena
len ndhodnymi pri¢inami (nie zistitelnymi). Teda regulaény diagram X monitoruje variabili-
tu medzi vybermi a regulac¢ny diagram R monitoruje variabilitu vautri vyberov.

Ddlezitym aspektom problému je vypocet regulacnych hranic v regulacnych diagramoch
X a R na zaklade dat z minulosti. Pri vypoéte regulaénych hranic sa musi vychadzat' len
z variability vnutri vyberov. Bodovy odhad smerodajnej odchylky procesu o, ktory sa pou-

ziva pri konstrukcii regulaénych hranic, meria variabilitu vriitri vyberov (napr. odhad R/d,).

Nie je spravne odhadovat’ & pomocou

2i(xij —i)z
S={—"=
mn-1

kde X; je j-té€ pozorovanie v i-tom vybere. Tento odhad meria celkovi variabilitu, teda varia-

bilitu vnutri vyberov plus variabilitu medzi vybermi. V désledku toho by velkost’ hodnoty
odhadu smerodajnej odchylky bola nadhodnotena.

Regulacné diagramy zaloZené na stanovenych hodnotach

Ked pozname strednt hodnotu a smerodajnt odchylku procesu, méZeme tieto hodnoty pouzit’
na konstrukciu regulacnych diagramov bez toho, aby sme analyzovali data z minulosti.
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Predpokladajme, ze mame stanovené hodnoty 4, a o,. Parametre regula¢ného diagramu

X mozno vypocitat’ takto:

O,
UCL = g, +322
Hy \/ﬁ
CL= 4, (6.12)
LCL =y, —3°2

N

Veli¢ina A=3//n je funkcia n ajej hodnoty su uvedené pre rézne hodnoty n v Prilohach.
Vztahy (6.12) mozno teda upravit’ do konecnej formy:

UCL = 44, + Ad,
CL =y, (6.13)
LCL = 4, — Ao,

R
Pri konstrukcii regulaéného diagramu R so smerodajnou odchylkou o vieme, ze 0 = i
2

. : . R :
kde d, je stredna hodnota rozdelenia relativneho rozpdtia W = —. Okrem toho smerodajna
o

odchylka R je o, =d,o, kde d, je smerodajna odchylka rozdelenia relativneho rozpitia. Te-

da parametre regula¢ného diagramu R mozno napisat’ takto:

UCL =d,o,+3d,0,
CL=d,o, (6.14)
LCL=d,0,—3d,0,

Mozno definovat’ konStanty
D,=d,-3d, a D,=d,+3d,

Hodnoty D, a D, st uvedené pre rozne hodnoty n v Prilohach. Nakoniec mozno vztahy na

vypocet parametrov regulacného diagramu R napisat’ takto:

UCL =D,0,
CL=d,o, (6.15)
LCL=D,o,

V pripade, Ze hodnoty 4, a o, su stanovené, treba byt vel'mi opatrny, pretoze tieto hodnoty

nemusia byt na proces realne aplikovatel'né. Regulacné diagramy moézu v dosledku toho da-
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vat’ vel'mi vel’a signalov o naruseni stability procesu. Proces mdze byt’ v skutoCnosti stabilny,
avsak s inou strednou hodnotou a smerodajnou odchylkou.
Smerodajna odchylka o, robi viac problémov ako hodnota . V procesoch, kde sa

stredna hodnota znaku kvality reguluje pri nastavovani vyrobného zariadenia, stanovena hod-
nota x, moze byt niekedy uzitocna na dosiahnutie ciel'ov pokial ide 0 vykonnost’ procesul.

6.5.2 Regula¢né diagramy X a S

Ciele vyucby

] Odvodit vzorce pre vypocet parametrov diagramov X a S z nameranych dat.
'] Odhadnut’ smerodajnu odchylku procesu.

Regula¢né diagramy X a R sa Vv praxi pouzivaji najéastejsie. Nickedy je uZitoéné pouzit
regulaény diagram priemerov spolu s regulaénym diagramom vyberovych smerodajnych od-
chylok (S-diagram). Je to predovsetkym vtedy, ked’:

1. rozsah vyberu n je vacsi ako 10,

2. rozsah vyberu n sa meni.

Ked o je neznamy rozptyl normalneho rozdelenia pravdepodobnosti, potom nevychyleny

odhad & je vyberovy rozptyl

Z(Xj _X)z
2 _ j=1
n-1

S

Vieme, ze S je vychyleny odhad smerodajnej odchylky o . Ked’ ma ndhodna premenna X

normalne rozdelenie, potom:
U =C,0 a o,=0y1-C;

kde s a oy su stredna hodnota a smerodajna odchylka ndhodnej premennej S . Veli¢ina

. [ 2 T(n/2)
““\n-1T(n-1/2)

je funkcia rozsahu vyberu n a jej hodnoty su pre rozne n uvedené v Prilohach.

Teraz mozno vzt'ahy na vypocet regula¢nych hranic a strednt priamku vypocitat’ takto:

UCL =c,0+30/1- Cf
CL=c,o (6.16)

LCL=c,0—-304/1-C;

176



Statistické riadenie kvality

MozZno definovat’ konStanty
B,=c,—3{1-¢. a B,=c,+3J1-C

Po dosadeni do predchadzajucich vztahov dostaneme

UCL=B,
CL=c,o (6.17)
LCL=B.c

kde B, a B, st pre rozne hodnoty n uvedené v Prilohach.
Ked hodnota o je neznama, musime ju odhadntt’ z dat. Predpokladajme, ze mame m

vyberov, kazdy rozsahu n. Nech S, je vyberova smerodajna odchylka i-t¢ho vyberu. Mozno

vypocitat’ vyberovy (aritmeticky) priemer m vyberovych smerodajnych odchylok

s‘:izm: i (6.18)

maa
PretoZe E(S) = c,o, nevychyleny odhad parametra o je:

&=Slc, (6.19)

Ked S je hodnota priemeru vyberovych smerodajnych odchylok m vyberov, mozno paramet-

re 3o -regula¢ného diagramu vyberovych smerodajnych odchylok vypocitat’ takto:
CL=S (6.20)

Definujme
B —y B —y
4 4 4 4

a vzt'ahy na vypocet parametrov regulacného diagramu vyberovych smerodajnych odchylok

zapiSeme v tvare:

UCL=B,S

CL=S (6.21)
LCL =B, S
C4
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Hodnoty B, a B, st pre rozne n uvedené v Prilohach.
Ked pouzijeme =S/ c, ako bodovy odhad o, parametre zodpovedajuceho regulacné-

ho diagramu priemerov vypocitame takto:

UCL=X +
c, «/_
CL=X (6.22)
LCL=X —i

Nech

3
S

potom parametre 3o -regulaéného diagramu mozno vypocitat’ podl'a vztahov

UCL=X+AS
CL=X (6.23)
LCL=X—-AS

Hodnoty A, st pre rozne n uvedené v Prilohach.

Treba pripomenut’, ze regulacné diagramy rozpiti su malo citlivé na pomerne malé zme-
ny variability. V pripade, Ze je potrebné zachytit’ tieto malé zmeny variability, musi sa zvolit’
vac¢si rozsah vyberu a namiesto regulacného diagramu rozpiti pouzit’ spolu s regulacnym dia-

gramom priemerov regula¢ny diagram vyberovych smerodajnych odchylok.

Priklad 6.2

Budeme ilustrovat’ konstrukciu regulaénych diagramov X a S na meraniach vnttorného
priemeru piestnych krazkov automobilového motora (pozri Tab. 6.2). Celkové priemery
Z hodnoét vyberovych priemerov a Z hodndt vyberovych smerodajnych odchylok sa vypocitaji
takto:

_ 1 25 1
X=—3"% = x1850,028 = 74,001
254" o5
25
s= 1 s—ixo 2238 = 0,009
254~ 5
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Teda parametre pre regulaény diagram X su

Tab. 6.3 Merania vnttorného priemeru

Vybeir Cislo Pozorovania X S,
1 74,030 | 74,002 | 74,019 | 73,992 | 74,008 | 74,010 | 0,0148
2 73,995 | 73,992 | 74,001 | 74,011 | 74,004 | 74,001 | 0,0072
3 73,988 | 74,024 | 74,021 | 74,005 | 74,002 | 74,008 | 0,0106
4 74,002 | 73,996 | 73,993 | 74,015 | 74,009 | 74,003 | 0,0091
5 73,992 | 74,007 | 74,015 | 73,989 | 74,014 | 74,003 | 0,0122
6 74,009 | 73,994 | 73,997 | 73,985 | 73,993 | 73,996 | 0,0087
7 73,995 | 74,006 | 73,994 | 74,000 | 74,005 | 74,000 | 0,0055
8 73,985 | 74,003 | 73,993 | 74,015 | 73,988 | 73,997 | 0,0123
9 74,008 | 73,995 | 74,009 | 74,005 | 74,004 | 74,004 | 0,0055
10 73,998 | 74,000 | 73,990 | 74,007 | 73,995 | 73,998 | 0,0063
11 73,994 | 73,998 | 73,994 | 73,995 | 73,990 | 73,994 | 0,0029
12 74,004 | 74,000 | 74,007 | 74,000 | 73,996 | 74,001 | 0,0042
13 73,983 | 74,002 | 73,998 | 73,997 | 74,012 | 73,998 | 0,0105
14 74,006 | 73,967 | 73,994 | 74,000 | 73,984 | 73,990 | 0,0153
15 74,012 | 74,014 | 73,998 | 73,999 | 74,007 | 74,006 | 0,0073
16 74,000 | 73,984 | 74,005 | 73,998 | 73,996 | 73,997 | 0,0078
17 73,994 | 74,012 | 73,986 | 74,005 | 74,007 | 74,001 | 0,0106
18 74,006 | 74,010 | 74,018 | 74,003 | 74,000 | 74,007 | 0,0070
19 73,984 | 74,002 | 74,003 | 74,005 | 73,997 | 73,998 | 0,0085
20 74,000 | 74,010 | 74,013 | 74,020 | 74,003 | 74,009 | 0,0080
21 73,988 | 74,001 | 74,009 | 74,005 | 73,996 | 74,000 | 0,0053
22 74,004 | 73,999 | 73,990 | 74,006 | 74,009 | 74,002 | 0,0074
23 74,010 | 73,989 | 73,990 | 74,009 | 74,014 | 74,002 | 0,0119
24 74,015 | 74,008 | 73,993 | 74,000 | 74,010 | 74,005 | 0,0087
25 73,982 | 73,984 | 73,995 | 74,017 | 74,013 | 73,998 | 0,0162

a pre regulacny diagram S
UCL =B,s =2,089x0,009=0,019
CL=5=0,009
LCL=B,5=0x0,009=0

Regulaéné diagramy st na Obr. 6.12.
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Vsimnime si, Ze regulaéné hranice pre regula¢ny diagram X zaloZené na S su identické
s tymi, ktoré su zalozené na R. Nebude to vzdy takto. Vieobecne plati, Ze regulaéné hranice

regulaéného diagramu X zalozené na S sa budi mierne li§it od tych, ktoré su zaloZené na

R.

Odhad smerodajnej odchylky procesu o
Smerodajnu odchylku procesu mozno odhadnit’ zo vztahu (6.15), kde ¢, =0,9400, takto:

6=5/c,=0,0090/0,9400 = 0,0096

Tento odhad je vel'mi podobny tomu, ktory je zalozeny R.

74,020 F T :
74,015 | 4 UCL=74,014
74,010 £ =
\/¥ v MAN A
7 S \/\/ VvV \J cL=74001
73,995 F \/\/ B
73,99 £ 3§ LCL=73,988
73,985 F 3
73'98() :_l AR TR W VA NN N S R W VA N AN VAN NN N LA VAR W S Y M L l_:
0 5 10 15 20 25
0~03 [T LA LA L LR L AL L R L L L AL L L L B
0,02 G T
JuCcL=0,019
0.01—\/\/\A /\/\ /\/—,
L V \/ \/\J 7 Vv +— | CL=0,009
(618 T BT T VT AN T TP T e .0

0 5 10 15 20 25
Obr. 6.12 Regula¢né diagramy X a'S

6.6 Regula¢né diagramy individualnych merani

Ciele vyucby

[ Definovat’ pojem kizavé rozpitie.
[] Stanovit’ parametre regulaénych diagramov kizavych rozpiti a individudlnych hodnét.
] Interpretovat’ regula¢ny diagram individualnych hodnét a kizavych rozpiti.
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Existuje mnoho situdcii, ked’ je uzitocné zvolit’ rozsah vyberu n=1. Priklady niektorych situ-

acii su tieto:

1. V procese sa pouziva automatickd kontrola a meranie, pricom kazda vyrobena jednotka sa
meria a analyzuje.

2. Vyrobny cyklus je veI'mi pomaly a nie je vhodné cakat’, kym sa akumuluje vyber s rozsa-
hom n>1.

3. Opakované merania Vv procese sa liSia len preto, ze chyby nastali v laboratoriu alebo analy-
ze, rovnako ako v mnohych chemickych procesoch.

4. V kontinualnej vyrobe plosnych produktov, napriklad pri vyrobe papiera, textilie a podob-
ne, sa mozu hodnoty nejakého parametra, napriklad hrubky papiera meranej naprie¢ pa-
som, len vel'mi malo 1iSit’ a poskytovat’ ovel'a mensie hodnoty smerodajnej odchylky, ako

hodnoty hriibky papiera meranej pozdiz pasu.
V takychto situaciach su uzito¢né regulacné diagramy individualnych merani. Regula¢na pro-
cedtra pouziva na odhad variability v procese kizavé rozpitie dvoch bezprostredne nasleduju-
cich pozorovani. Kizavé rozpitie je definované ako MR = |Xi - Xi_1| :
Nech MR, i=12,...,m st hodnoty kizavych rozpiti m vyberov. Priemer kizavych roz-
pati je

MR = MR, + MR, +---+ MR |
m

Nevychyleny bodovy odhad smerodajnej odchylky o moZno vyuzitim priemeru kizavych
rozpéti formulovat’ takto:

~ MR MR
o=—"

LA 6.24
d, 1128 (6.24)

pretoze d, =1,128, ked’ dve bezprostredne nasledujiice pozorovania sa pouziju pri vypocte
kizavého rozpitia. Mozné je vytvorit' aj regulaény diagram kizavého rozpitia pomocou D,
a D, pre n=2.

Ked pouzijeme X ako bodovy odhad strednej hodnoty x a (6.24) ako bodovy odhad

smerodajnej odchylky o, potom parametre regulacného diagramu individualnych hodndt st

UCL = Y+3%= 7+3ﬂ

d, 1,128
CL=X (6.25)
LOL=%-3"R _g_3. "%

d, 1,128

a parametre regulaéného diagramu kizavych rozpiti
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UCL=D,xMR=3,267MR
CL=MR (6.26)
LCL=D,xMR=0

kde MR je hodnota priemeru kizavych rozpiti.

Priklad 6.3

Viskozita zakladného nateru lietadla je dolezita charakteristika kvality. Tento produkt sa vy-
raba v davkach, pricom vyroba kazdej davky trva niekol’ko hodin. Rychlost’ vyroby je prili$
mala, aby rozsah vyberu bol vac¢si ako jedna. Hodnoty viskozity 15 davok st v Tab. 6.4.

Tab. 6.4 Viskozita zakladného nateru lietadla

Davka | Viskozita Kizavé
¢islo X Rozpitie MR
1 33,75
2 33,05 0,70
3 34,00 0,95
4 33,81 0,19
5 33,46 0,35
6 34,02 0,56
7 33,68 0,34
8 33,27 0,41
9 33,49 0,22
10 33,20 0,29
11 33,62 0,42
12 33,00 0,62
13 33,54 0,54
14 33,12 0,42
15 33,84 0,72

Na stanovenie parametrov regulacné¢ho diagramu individudlnych hodnét a regula¢ného dia-
gramu kizavych rozpiti sme z 15 hodnét viskozity (Tab. 6.4) vypoéitali hodnotu vyberového

priemeru X = 33,52 a hodnotu priemeru kizavych rozpiti MR =0,48.
Vieme, ze regulaény diagram kizavych rozpiti pre n=2 méa hodnoty D,=0

a D, =3,267. Potom parametre regulacné¢ho diagramu kizavych rozpiti sa vypogitaji takto:

UCL = D, x MR =3,267x0,48=1,57
CL=MR=0,48
LCL=D,xMR=0
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Regula¢ny diagram je na obrazku Obr. 6.13a. Pretoze ziadny bod nie je nad hornou regulac-
nou hranicou, moézeme vypocitat’ parametre regulacného diagramu individudlnych hodnot
viskozity takto:

UCL=x+3W=33,5z+3x%=34,80
, 128
CL=%x=3252
MR 0,48

LCL=X-3—=X-3x——=32,24
d 28

2 t

Regulaény diagram individualnych hodnot viskozity je na obrazku Obr. 6.13b. Neexistuje
ziadny naznak nestability procesu (Statisticky nezvladnutého stavu).

1,6

i ] ucL=1,57
12| ]
0,8 - /—
04 \/A\/\//\\\/ ] cL=048
0 [ N 1 | | | | 1 1 | 1 1 [ 1 1 1 LCL:O
0 3 6 9 12 15
a)
35 T T T T T T T T T T T T T T T ]
- 1 UCL=34,80
45E E
f :
% /\ /\ A /
3S5E v \/\/\/\/ 1 cL=335
3BF -
325F 3
E ] LCL=32,24
32 ——l I 1 | 1 1 | I L | L L | 1 L |——
0 3 6 12 15

9
b)
Obr. 6.13 Regula¢né diagramy: a) kizavych rozpiti, b) individualnych hodnét

Interpretiacia regula¢ného diagramu

Regula¢ny diagram individualnych hodnét mozno interpretovat’ v podstate ako regulacny
diagram priemerov X . Posun v procese priemeru bude mat’ za nasledok bud’ bod (alebo bo-
dy) mimo regula¢nych hranic, alebo obrazec skladajtci sa z behu na jednej strane centralnej
priamky.
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Tab. 6.5 obsahuje data z viskozity zakladného nateru lietadla pre davky 16 az 30. Tieto
data su zakreslené na Obr. 6.14 na regulacnom diagrame individualnych hodnét a regulacnom
diagrame kizavych rozpiti spolu s datami s Tab. 6.4.

Tab. 6.5 Viskozita zakladného nateru lietadla (davky 16 az 30)

, iy Viskozita Kizavé
Davka ¢islo v
X rozpatie MR
16 33,50 0,34
17 33,25 0,25
18 33,40 0,15
19 33,27 0,13
20 34,65 1,38
21 34,80 0,15
22 34,55 0,25
23 35,00 0,45
24 34,75 0,25
25 34,50 0,25
26 34,70 0,20
27 34,29 0,41
28 34,61 0,32
29 34,49 0,12
30 35,03 0,54
36 ?l T T T T | T T 7T T | LI R | T T T | T T T T | T T LI |__
34| =
E Y /\\'/\W. ] }\\/\l x g
33F Vv W ]
32:'|||||||||||||||]||||l|||||||:||_-LCL
0 5 10 15 20 25 30
1’6 __l T T T | 5 & 3 T | EFE Ak | E E L& | T | S | T | T T T |_ UCL
:
/\ .
C 1 CL=MR
Y \/\/ \\l V\«/\\/j
O_IIIIIIIIIIIIIIII]I]IIIIII[IIIIl—LCL

0 5 10
Obr. 6.14 Pokracovanie regulacneho dlagramu 1nd1v1dualnych hodnot
a klzavych rozpiti s pridanymi datami (priklad 6.4)
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Z obrazka vidiet’, Ze posun v regula¢nom diagrame strednej hodnoty viskozity smerom nahor
nastal v bode 20. Vimnime si, e regulaény diagram kizavych rozpiti tieZ reaguje na tento
posun v bode 20.

6.7 Regulacné diagramy na regulaciu porovnavanim

Niekedy je uzito¢né posudzovat’ jednotku len z hl'adiska jej zhody alebo nezhody s definova-
nou specifikaciou ukazovatel'a kvality. Z hl'adiska danej Specifikacie potom rozoznavame iba
dva stavy jednotky: ,,zhodnd* a ,,nezhodnéa*. Vtedy hovorime o Statistickej regulécii porovna-

vanim.

6.7.1 Regula¢né diagramy podielu nezhodnych jednotiek
(p-diagramy)

Ciele vyucby

1 Definovat’ binomické rozdelenie.
1 Stanovit’ vyberovy podiel nezhodnych jednotiek.
1 Stanovit’ parametre diagramu pre podiel nezhodnych jednotiek v pripade konstantného

rozsahu vyberov a premenlivého rozsahu vyberov.

Ak vo vyrobnom procese kazda jednotka, ktora je monitorovana, je oznacena bud’ ako zhodna
alebo nezhodna, vyhovujuca alebo nevyhovujtca, dobra alebo zla (aj ked urcita jednotka ob-
sahuje niekol’ko zistiteI'nych nezhdd, je chapana iba ako jedina nezhodna jednotka), na moni-
torovanie a riadenie takého procesu sa pouziva p-diagram resp. np-diagram. Diagram p sa
nazyva aj diagram podielu nezhodnych jednotiek, ktory udava podiel nezhodnych jednotiek

v monitorovanej davke. V podskupinach sledujeme pocet nezhodnych jednotiek. Diagram p je
zaloZeny na binomickom rozdeleni, preto tu sta¢i jeden diagram, lebo predpokladané rozdele-
nie ma len jeden nezavisli parameter, priemerni hodnotu poctu nezhodnych jednotiek
v podskupinach.

Nech D je pocet nezhodnych jednotick v ndhodnom vybere (d’alej vybere) rozsahu n.
Predpokladame, Ze D je binomicka nadhodna premenna s neznamym parametrom p. Potom jej
rozdelenie je

P(D=x)= (2] p*Al-p)"™ x=0,1...,n

Vyberovy podiel nezhodnych jednotiek, ktory je definovany ako podiel nezhodnych jed-
notiek D a rozsahu vyberu n, je dany takto:
2
n

P= (6.27)
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Z tedrie vieme, ze stredné hodnota a rozptyl Statistiky P st
u=p (6.28)
pPA-p)
O'é =——" (6.29)
n
Teraz ukazeme, ako tuto tedriu mozno aplikovat’ na konstrukciu regulacného diagramu po-
dielu nezhodnych jednotiek.
Teda p-diagram pre podiel nezhodnych jednotiek mozno konstruovat’ pomocou p ako

centralnej priamky a regula¢nych hranic

UCL=p+3JEg§£2

CL=p (6.30)

Skuto¢ny podiel nezhodnych jednotiek v procese je takmer vzdy neznamy, preto sa musi od-
hadnut’ z dat predbeznych vyberov.
KonStantny rozsah vyberov

Predpokladajme, ze mame k dispozicii m ndhodnych vyberov, kazdy rozsahu n. Nech D, je

pocet nezhodnych jednotiek v i-tom vybere. Potom podiel nezhodnych v i-tom vybere je

D

ﬁ:7f x=0,1,...,m (6.31)
Priemer vyberovych podielov
= 1 18
P== — > D, 6.32
mZ. mn; (6.32)

je bodovy odhad podielu p nezhodnych jednotiek. Bezne sa realizuje m predbeznych vyberov,
kazdy o rozsahu n. Odportca sa pocet vyberov 20 az 25. Potom sa vypocitaju hodnoty p, a p

nahodnych premennych FA’I aP:

p=— x=01...m a p=-= (6.33)
n m

Vztahy na vypocet regulacnych hranic a centralnej priamky moZno vyjadrit’ v tvare
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CL=p (6.34)

Priklad 6.4

Vyrobca pocitacovych Cipov pouziva elektrické testy na kontrolovanie elektrickych obvodov
v &ipoch. Cip je hodnoteny bud’ ako zhodny (dobry), alebo nezhodny (nepodarok). Na moni-
torovanie a regulaciu podielu nezhodnych ¢ipov sa pouziva regulacny diagram podielu ne-
zhodnych jednotiek. Manazment rozhodol, ze sa bude kontrolovat’ 50 ¢ipov v 6-hodinovych
intervaloch.

V nasledujucej tabul’ke su prezentované data z 25 vyberov o rozsahu 50 vybranych pocas
150 hodin. Kazdych 6 hodin 50 ¢ipov bolo vybranych z montaZznej linky a testovanych. Pocet
nezhodnych z jednotlivych vyberov a percentualny podiel nezhodnych je v nasledujucej ta-
bulke.

Cislo Pocet Podiel Cislo Pocet Podiel
vyberu | nezhodnych | nezhodnych | vyberu | nezhodnych | nezhodnych
[ P i P
1 5 0,10 14 7 0,14
2 1 0,02 15 6 0,12
3 2 0,04 16 7 0,14
4 0 0,00 17 6 0,12
5 9 0,18 18 7 0,14
6 2 0,04 19 0 0,00
7 8 0,16 20 6 0,12
8 8 0,16 21 4 0,08
9 4 0,08 22 8 0,16
10 0 0,00 23 1 0,02
11 3 0,06 24 7 0,14
12 5 0,10 25 3 0,06
13 0 0,00

Zo vzt'ahu (6.28) vypocitame priemerny podiel nezhodnych jednotiek je p=0,087. Potom

parametre regulacného diagramu podielu nezhodnych jednotiek st

0,087 x(1-0,087)

=0,207 CL=0,087 -
50 LCL=0

UCL:0,087+3><\/

187



Statistické riadenie kvality

0,24 FT l | =

020F _ UCL=0,207

0,165— E

0,125—

0.08 _ v \ CL=0,087

0.04 F w \/\/ v v -
0:—.1..,.....r.l,.ll.,“,l.,l—:LCL:o

Obr. 6.15 Regulacny dlagram cipov
Z diagramu vidno, ze vSetky body lezia vnutri regulaénych hranic. Na zaklade tohto mozno
prijat’ predpoklad, ze vybery boli realizované v podmienkach stability procesu.
Premenlivy rozsah vyberov

Predpokladajme, ze mame m nahodnych vyberov, pricom kazdy z vyberov ma iny rozsah.
Rozsah i-t¢ho vyberu je n,. Nech D, je pocet nezhodnych jednotiek v i-tom vybere, potom

podiel nezhodnych v i-tom vybere je |:3| =D, /'n,. Priemerny podiel nezhodnych jednotiek sa

vypocita zo vzt'ahu

>

Zm: (6.35)

i=1

BII—‘
3||—\

Vztahy na vypocet regulacnych hranic a centralnej priamky mozno vyjadrit’ v tvare
UCL=p+3 ,M
n;
CL=p (6.36)

LCL=p-3 E(ln_ P

>

n— je pozorovana hodnota priemerného podielu nezhodnych jednotiek.
i=1

BIH

kde p=

Pri zmene n (rozsahu podskupiny) sa menia aj regulaéné medze (UCL, LCL), preto je po-
trebné pre kazdi podskupinu vypocitat’ revidované regulacné medze. Z praktickych dovodov
sa regulacné medze niekedy vypocitaji pre priemernti hodnotu rozsahov podskupin ().

Priklad 6.5

Firma vyraba vysoko kvalitny alkoholicky napoj k prilezitostnym oslavam v limitovanom
mnozstve. Kazda fl'asa napoja je kontrolovand, ¢i neobsahuje trhliny, praskliny alebo iné po-
ruchy. Ak fl'asa obsahuje chybu, povazuje sa za nezhodnt a je vyradena z plniaceho procesu.
Manazment firmy chce mat’ proces vyrabania flia§ pod kontrolou, preto sa rozhodne zostrojit’
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p-diagram, na zaklade nameranych dat, ktoré su uvedené v nasledujucej tabul’ke. Rozsah vy-
beru je premenlivy a je identicky s poc¢tom vyrabanych flias. V tabulke je uvedeny pocet vy-

robenych a vyradenych flias, pocas poslednych 20 dni.

Den | Vyrob. | Nezhod. | Podiel | Den | Vyrob. | Nezhod. | Podiel
i flase flase p i flase flase p
1 109 8 0,073 11 966 56 0,060
2 405 12 0,030 12 254 13 0,051
3 581 17 0,029 13 474 11 0,023
4 969 45 0,046 14 842 42 0,050
5 446 28 0,063 15 865 26 0,030
6 264 8 0,030 16 272 16 0,059
7 574 29 0,051 17 425 12 0,028
8 779 23 0,030 18 492 23 0,047
9 970 60 0,062 19 508 14 0,028
10 725 42 0,058 20 402 16 0,040
Celkovy pocet vyrabanych flias je 11 322.
Centralna priamka:
CL = (0,073.109+0,030-405+0,029-581+...+0,040- 402) — 0,044
11322
Regulacné hranice:
UCL = 0.047+3 \/ 0,047(1n— 0,047) LCL - 00473 \/ o,o47(1n— 0,047)
0,120
0,100
\
\\ 2N '\ ~
0,080 +—x— e % R e =| UCL
N // S / N /
Sy ~n T =gl -—7
0,060 A P~
\ /S \ /\ ] \ /N \ A
0,040 \ / \/ \/ V \/
PN T, e o
0,020 == N = \\ -7 ¥ Sp— LCL
4 Ve & i \. 37 - -
// Ny \/ v
0,000 T T T T T T T T T T T T T T T T T T
| 3 5 7 9 11 13 15 17 19

Obr. 6.16 Regula¢ny diagram podielu nezhodnych flias
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Tabulka vypocitanych parametrov

Vyiber Pocetnost’ Nezf;)odne Podiel UCL LCL
1 109 8 0,073 0,105 0
2 405 12 0,030 0,076 0,013
3 581 17 0,029 0,071 0,018
4 969 45 0,046 0,065 0,024
5 446 28 0,063 0,074 0,014
6 264 8 0,030 0,083 0,005
7 574 29 0,051 0,071 0,018
8 779 23 0,030 0,067 0,022
9 970 60 0,062 0,065 0,024
10 725 42 0,058 0,068 0,021
11 966 56 0,060 0,065 0,024
12 254 13 0,051 0,084 0,004
13 474 11 0,023 0,073 0,015
14 842 42 0,050 0,066 0,022
15 865 26 0,030 0,066 0,023
16 272 16 0,059 0,083 0,006
17 425 12 0,028 0,075 0,013
18 492 23 0,047 0,073 0,016
19 508 14 0,028 0,072 0,016
20 402 16 0,040 0,076 0,013

Z diagramu vidno, ze vSetky body lezia vnutri regulaénych hranic. Na zdklade tohto mozno

prijat’ predpoklad, Ze proces vyrabania flia$ je v Statisticky zvladnutom stave.

Parametre regulacie pomocou p-diagramu

Bude nas zaujimat rozsah a frekvencia vyberov. Casto je uZzitoéné realizovat’ 100 %-nua kon-
trolu produkcie v nejakych vhodnych ¢asovych tsekoch, napriklad vo vybranych dioch.
V tomto pripade st rozsah aj frekvencia vyberov zrejmé.

Ked’ sa realizuje vyber z produkcie, je nevyhnutné zvolit’ rozsah vyberu n. Ked’ je p vel-
mi malé, odporuca sa volit pomerne vel'ké n, aby bola vel'ka pravdepodobnost’ toho, Ze vo
vybere najdeme aspon jednu nezhodnu jednotku. Inak sa moze stat, zZe nendjdeme také regu-
la¢né hranice, pri ktorych pritomnost’ jedinej nezhodnej jednotky vo vybere bude indikovat
narus$enie stability procesu.

Vsimnime si nasledujuci priklad. Nech p=0,01 a n =8, potom UCL =0,1155. Ked’

je vo vybere jedina nezhodna jednotka, potom p=1/8=0,1250, ¢o je bod nad hornou regu-

lacnou hranicou, teda signalizuje nestabilitu procesu. Vzhl'adom nato, Ze pre I'ubovolné
p >0 je pravdepodobnost’ vyskytu nezhodnej jednotky vo vybere nenulova, je spravidla ne-

realne prijat’ predpoklad o naruseni stability procesu vtedy, ked’ sa vo vybere objavi jedina
nezhodna jednotka.
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Duncan (1974) navrhol nasledujuci postup, ktory umoziiuje pomerne uspokojivo riesit’
tento problém. Predpokladajme, Ze chceme, aby p-diagram s pravdepodobnost'ou 0,5 signali-
zoval naruSenie stability pri zvac¢Seni podielu nezhodnych jednotiek z p, na podiel p= UCL.

Predpokladajme, ze rozdelenie pravdepodobnosti vyberového podielu P je priblizne normalne
(rozsah vyberu n je velky).
Testujeme nasledujicu dvojicu jednoduchych hypotéz:

H,:p=p, oproti H,:p=UCL
Zrejme S =P(P< UCL| H,)=0,5. Potom aj (1- /) — pravdepodobnost toho, ze p-diagram

deteguje posun podielu nezhodnych jednotiek z p, na UCL — sa rovna 0,5.

Vieme, Ze
UCL = p0+3. pO(l_ pO)
n
Ozna¢me
1—

A=3. M (6.37)

Z0 (6.32) po jednoduchych upravach dostaneme

3 2
n= (ZJ po(l_ po) (6.38)

Rozsah vyberu n zavisi od velkosti zmeny podielu nezhodnych jednotiek A, ktoré chceme
detegovat’ pomocou p-diagramu s pravdepodobnostou 0,5.

Vypocitajme napriklad rozsah vyberu, ktory je potrebny na to, aby 3c-regulacny diagram
podielu nezhodnych jednotiek s pravdepodobnostou detegoval posun podielu nezhodnych
jednotiek z 0,01 na 0,05:

2
n=[—2 ) 001x(1-0,01)=56
0,05-0,01

Ked’ je p malé, mozno pri hl'adani vhodného rozsahu vyberu n vyuzit napriklad pozia-

davku, aby
LCL=p-3 /@ >0

n>1ZP g (6.39)
p

Z ¢oho dostaneme
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V procese hladania parametrov reguldcie pomocou p-diagramov mozno vyuzit grafy
operativnej charakteristiky testu a hodnoty ARL podobne, ako pri regula¢nych diagramoch
priemerov. Vieme, Ze riziko chybajuceho signalu S, ¢o je pravdepodobnost’ chyby 2. druhu
regula¢ného diagramu podielu nezhodnych jednotiek, mozno vypocitat’ podla vzt'ahu:

,B:P(LCLSP<UCL|p= P, # Py) =
=P(P<UCL|p=p,#p,)-P(P<LCL|p=p,=p,) =
=P(D<nUCL|p=p, # p,)—P(D<nLCL|p=p, = p,)

kde D je binomicka nahodna premenna s parametrami n a p.

6.7.2 Regula¢né diagramy poc¢tu nezhodnych jednotiek
(np-diagramy)

Ciele vyucby

1 Definovat’ pocet nezhodnych jednotiek pomocou aproximacie binomického rozdelenie
normalnym rozdelenim.

1 Stanovit’ parametre diagramu pre pocet nezhodnych jednotiek v pripade neznameho po-
dielu p a znameho podielu p=p,.

Alternativne mozno zalozit’ regula¢né diagramy na pocte nezhodnych jednotiek, nie na ich
podiele. Majme ndhodntl premennii D — pocet nezhodnych jednotiek vo vybere rozsahu n
s binomickym rozdelenim pravdepodobnosti, s parametrami n a p.

Je zndme, Ze pre velké n mozno binomické rozdelenie aproximovat normalnym. MozZe-
me teda prijat’ predpoklad (pre vel'ké n), Ze ndhodna premenna D m4 priblizne normalne roz-
delenie s parametrami:

Mo =Np & op= \lnp(l_ p)

Podobnym postupom, ako pri hl'adani regulaénych hranic pre p-diagram, ziskame nasle-
dujtce vztahy na vypocet centralnej priamky a regula¢nych hranic:

UCL=np+ 3«/np(1— p)
CL=np (6.40)
LCL=np— Ba/np(l— p)
Ked’ je podiel p stanoveny na trovni p= p,, mozno parametre regulacného diagramu vypo-
¢itat’ takto:

UCL = np, + 3,/np,(1- p,)
CL= npo (641)
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LCL = np, -3 npo(l_ po)

Ked hodnota p nie je stanovena, odhadujeme ju na baze dat z minulosti pomocou bodo-

vého odhadu P a parametre regulaéného diagramu budi takéto:

UCL=np+ 3a/nﬁ(l— [9)]

CL=np (6.42)

LCL=np —3«/nﬁ(1— [9)

6.7.3 Regula¢né diagramy nezhod

Ciele vyucby

[0 Definovat’ Poissonovo rozdelenie.

1 Stanovit’ parametre diagramu pre pocet nezhdd v pripade zndmeho C=¢,.

1 Stanovit’ parametre diagramu pre priemerny pocet nezhod ¢ na kontrolnej jednotke.
1 Stanovit’ parametre regulaéného diagramu poctu nezhdd na jednotku (u-diagram).

Nezhodny objekt je definovana jednotka produktu, ktora nevyhovuje jednej alebo viacerym
danym Specifikaciam. Kazdy Specificky bod, v ktorom nie je dodrzana Specifikécia, sa nazyva
nezhoda. Nezhodny objekt tak obsahuje aspon jednu nezhodu. To, ¢o budeme povazovat’ za
nezhodny objekt, v§ak zavisi od nasej definicie. Objekt, ktory obsahuje viacero nezhdd, ne-
musi byt v zmysle danej definicie nezhodného objektu nezhodny.

Predpokladajme napriklad, Ze vyrabame schranky na monitor z plastu. Kazda schranka,
obsahujuca niekol’ko miniatirnych trhlin, ktoré vSak relevantnym spésobom neovplyvnia jej
funkénost’, moze byt klasifikovana ako zhodna. Ked’ je vSak trhlin viac, ako stanoveny pri-
pustny pocet, je mozné, Ze to zakaznik zaregistruje, co moze mat’ negativny vplyv na predaj-
nost’ produktu. Schranku je nevyhnutné klasifikovat’ ako nezhodnu.

Existuje mnoho situacii, v ktorych je vhodnejSie pracovat s poctom nezhod, ako
s podielom nezhodnych jednotiek. Mozno formulovat’ regula¢né diagramy poctu nezhdd
(uvazuje sa pocet nezhod na jednotke) a regulacné diagramy poctu nezhod na jednotku (uva-
Zuje sa pocet nezhdd pripadajici na jednotku). Objavenie sa nezhod vo vyberoch konStantné-
ho rozsahu sa obyc¢ajne modeluje Poissonovym rozdelenim. To predpokladd, Ze pocet poten-
cialnych umiestneni nezhdd je nekone¢ne velky a pravdepodobnost’ toho, Ze sa nezhoda ob-
javi na definovanom mieste, je konStantnd a blizka nule. Okrem toho sa pre kazdy vyber
predpokladd rovnaka kontrolna jednotka. To znamena, Ze kazda kontrolnd jednotka musi re-
prezentovat’ rovnaky ,,priestor na objavenie nezhod. Na jednej kontrolnej jednotke moZzno
vSeobecne spocitavat’ nezhody viacerych druhov.
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Vseobecne budeme kontrolnou jednotkou chapat’ 'ubovolny objekt, v ktorom chceme
sledovat’ pocet nezhéd. Moze napriklad ist’ o jeden produkt, o subor viacerych produktov,
0 presne definovanu Cast’ produktu (napr. o 1 meter kontinudlne vyrabaného pasu latky) atd’.

Regula¢né diagramy poctu nezhdd (c-diagramy)

Predpokladajme, ze nezhody sa vyskytuju na kontrolnej jednotke podl'a Poissonovho rozdele-
nia

X

x=012,...

e ‘c
X!

f(x) =

kde x je pocet nezhod a ¢ >0 je parameter Poissonovho rozdelenia. Vieme, ze stredna hodno-
ta a rozptyl Poissonovho rozdelenia je parameter c.
Predpokladajme, ze stanovime hodnotu ¢ na c=c,. Potom parametre 3o-regulacného

diagramu poctu nezhdd mozno vyjadrit takto:

UCL =c,+3,c,
CL=c, (6.43)

LCL=c,-3c,

Ked hodnota LCL je negativna, potom uvazujeme LCL =0.

V pripade, Ze hodnota C je nezndma, odhadne sa na zéklade dat z vyberu m kontrolnych
jednotiek priemernym poctom nezhdd T na kontrolnej jednotke. Potom mozZno vztahy na
vypocet parametrov c-diagramu formulovat’ takto:

UCL=C+3Jc
CL=cC (6.44)
LCL=c-3c

kde T je hodnota vyberového priemeru C — priemerného poétu nezhdd na jednej kontrolnej
jednotke.

Priklad 6.6

Urobili sme 26 vyberov 100 dosiek plosnych spojov (kontrolna jednotka je 100 kusov). Vybe-
ry obsahovali celkovo 516 nezhdd. Treba vypocitat’ parametre 3o-regulacného diagramu poc-
tu nezhdd.

Najskor odhadneme c. Hodnota odhadu je

C=—=19,85

Teraz vypocitame parametre 3o-regula¢ného diagramu poctu nezhdod.
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UCL =¢ + 3t =19,85+3,/19,85 = 33,22
CL=C=19,85
LCL =¢ —3./c =19,85-3,/19,85 = 6,48

Regula¢né diagramy poc¢tu nezhod na jednotku (u-diagramy)

Predpokladajme, ze pri produkcii tkaniny je potrebné kontrolovat’ pocet nezhod na kazdy me-
ter alebo pri montazi kridla lietadla pocet chybajucich nitov. V tychto situaciach mozno pou-
zit’ regulaény diagram poctu nezhod na jednotku — u-diagram. V mnohych situaciach mozno
pocet nezhod na jednotku modelovat’ Poissonovym rozdelenim.

Nech kazdy vyber obsahuje n jednotiek a celkovy pocet nezhod vo vybere je C. Potom

priemerny pocet nezhod na jednotku je

u==
n

Pre tieto data mozno konstruovat’ u-diagram.

Ked pocet nezhod v jednotke C je Poissonova nahodna premenna s parametrom A,
stredna hodnota aj rozptyl tohto rozdelenia je 1. Kazdy bod v u-diagrame je priemerny pocet
nezhdd na jednotku z vyberu n jednotiek. Teda stredna hodnota U je 2 arozptyl U je A/n.

Potom regulaéné hranice vypocitame takto:

UCL=21 +3\/% a LCL=21 —3\/% (6.45)

Majme m predbeznych vyberov, kazdy s poétom nezhdd na jednotku U,,U,,...,U . Odhad

priemerného poctu nezhdd na jednotku dostaneme takto:

gl DU, (6.46)
m 'z
Parametre u-diagramu vypocitame takto:

UCL=U+3,/~

n
CL=U (6.47)

LeL=0 -3,

n

Priklad 6.7

Vyrobca osobnych pocitacov chce zaviest regulacny diagram poctu nezhdd na jednotku na
findlnej montaznej linke. Realizovalo sa 20 vyberov, kazdy s rozsahom 5 pocitacov.
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Na zéklade dat sme odhadli priemerny pocet nezhdd na jednotku: U =1,93. Vypocitajme

UCL=U+3\/§=1,93+3,/@ =3,79
n 5
CL=0=1093

=193-3 /1—;)3 =0,07

6.8 Sposobilost’ procesu

parametre u-diagramu:

LCL=U-3

Sla

Ciele vyucby

1 Definovat’ indexy C,i Cuy Cpy Cp @ K.

p|1 pu’

1 Definovat’ six sigma proces a dovoleny posun strednej hodnoty procesu.

Niekedy je potrebné ziskat’ nejaké informacie o sposobilosti procesu pokial’ ide o vykonnost’
procesu, ked’ proces je stabilny. Dve grafické metdody, toleranény diagram a histogram, su
uzito¢né pri hodnoteni spdsobilosti procesu. Vyhodou pouzitia tychto dvoch metdd na odhad
sposobilosti procesu je moznost’ ziskat’ okamzitt vizualnu predstavu o nej.

Iny sposob vyjadrenia spdsobilosti procesu je pomocou tzv. indexov, ktorych je defino-
Cc,,C

vanych niekol’ko. My sa budeme zaoberat’ z indexmi C, C a K, ktoré sa vse-

pl? pu pk
obecne povazuju za indexy spdsobilosti prvej generacie.

Index sposobilosti procesu C_ (niekedy sa oznacuje CPI, niekedy aj PCR) je

_ USL-LSL
6o

C

p

(6.48)

kde USL je horna Specifikaéna hranica, LSL dolna $pecifika¢na hranica a o je smerodajna
odchylka procesu.
Citatel’ indexu C, predstavuje Specifikaéné rozpitie (USL—LSL ). Hranice 30 na

kazdej strane od strednej hodnoty procesu sa nazyvajii prirodzené toleran¢né hranice. Po-
tom menovatel' C, ktory sa rovna 6o, predstavuje prirodzené toleranéné rozpiitie, o je
vlastne sirka procesu.
Napriklad pre piestne krazky automobilového motora S rozsahom vyberu 5 sme odhadli
o ako 6‘=d5=%=0,0099 (Priklad 6.1). Dalej vieme, Ze $pecifikaéné hranice su
2 ,

74,000 + 0,05 mm. Teda odhad C je
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~ USL-LSL 74,050-73,950

¢, _ ~1,68
66 60,0099

C, ma prirodzenu interpretaciu: (C—J x100 % je v percentach vyjadrena Sirka Specifi-
p

kac¢ného rozpitia pouzita v procese. Teda proces vyroby piestnych krizkov automobilového

1
motora pouzije priblizne (@] x100 =59,5 % Specifikaéného rozpitia.

Na Obr. 6.17a je vidiet' proces, v ktorom index C je vicsi ako 1. Pretoze prirodzené to-

leran¢né hranice procesu lezia vnutri $pecifikacného rozpitia, proces bude produkovat’ vel'mi

malo nezhodnych jednotiek. Ak C, =1, ako ukazuje Obr. 6.17b, podiel nezhodnych jednotiek
je 0,27 %, ¢o predstavuje 2700 jednotiek z miliona. Nakoniec, ked C je mensi ako 1, ako na

Obr. 6.17c, proces produkuje vel’ky pocet nezhodnych jednotiek.

N

|
LSL LNTL H UNTL USL

3o 30
a)
/\
LNTL H UNTL
LSL USL
3o 30
b)
| /I\!\ |
LNTL L.SL H USL UNTL
3o Rle

c)
Obr. 6.17 Indexy sposobilosti v réznych situaciach
Definicia C, dana v (6.48) samozrejme predpoklada, Ze proces je centrovany na menovi-
ty rozmer. Ked proces bezi mimo centra, jeho skutoéna spésobilost’ bude mensia, aku uka-
zuje C,. Vtedy je vhodné uvazovat' o C, ako o miere potencidlnej spdsobilosti, teda sposo-
bilosti ako pri centrovanom procese.
Ked’ proces nie je centrovany, mierou skuto¢nej spdsobilosti je index C , ktory je defi-

pk

novany takto:

Cy =min{C,,.C,} (6.49)
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USL — 1

kde C,, =
3o

je dolny index spdsobi-

. —LSL
je horny index spoésobilosti a C; = Lo
o

losti.

Na rozdiel od indexu C, ktory je ukazovatel'om potencidlnej spdosobilosti procesu, index
C, je ukazovatelom aktudlnej spdsobilosti procesu. Parametre 4 a o obvykle nepozname,
preto je potrebné ich odhadnut’. Hodnoty bodovych odhadov, /=X a &, sa pouziji na vypo-
¢et odhadu C

o » ktory je takyto:

A (A A . [USL-X Xx-LSL
Cpk:mln{cpu,cpl}:mm{ 26 38 } (6.50)

Poslednym indexom prvej generacie je index K, ktory sa niekedy nazyva ukazovatel’
presnosti nastavenia a je definovany vztahom:

T -4
K=Tsi—isC (6:51)
2
Ked definujme stred Specifika¢ného intervalu
MSL=%(USL+ LSL) (6.52)

potom ked”:

1. T=MSL- index K zachytava odchylku strednej hodnoty od stredu $pecifika¢ného inter-
valu,
2. T #MSL- index K zachytava odchylku strednej hodnoty od poZzadovanej hodnoty.
Obor hodndt indexu K je [0,). Ked:
1. K=0,potom u=T.
2. 0<K <1, potom 4 sanachadza medzi LSL a USL.
3. K>1, potom , sanachiadza mimo $pecifikacnych hranic.
Pretoze index K nevyjadruje vztah velkosti prirodzeného toleranéného rozpitia k pred-
pisanému Specifikatnému rozpitiu, je vhodné ho pouzivat spolu s indexom C , .
Montgomery (2001) vypracoval navod na vhodné hodnoty C, a tabulku pre normélne
rozdeleny proces v Statistickom riadeni hodnoty C,. Mnoho spolo¢nosti vyuziva C, =1,33
ako minimélnu prijatel'nt cielova hodnotu a C =1,66 ako minimélny ciel’ pre pevnost, bez-

pecnost’ alebo kritické znaky (charakteristiky). Niektoré spolo¢nosti vyzaduji, aby vnatorné
procesy a dodavatelia dosahovali C, =2,0.

Na Obr. 6.18 je zobrazeny proces s C, =C, =2,0. Za predpokladu normalneho rozde-

lenia, vypocitana hodnota pre tento proces je 0,0018 ppm (podiel jednotiek z miliéna). Proces,
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ktory ma C, =2,0, sa nazyva six sigma proces, pretoze vzdialenost’ od strednej hodnoty
procesu k najblizsej Specifikacnej hranici sa rovna Sest’ smerodajnych odchylok. Dévod, Ze
tak vel'ka spdsobilost’ procesu je Casto potrebna, je ten, ze je nel'ahké udrzat’ stredni hodnotu
procesu v strede Specifikacii po dlhy ¢asovy tsek. Spolocny model, ktory sa pouziva na opod-
statnenie vyznamu procesu SiX sigma je ilustrovany na Obr. 6.18. Ked’ stredna hodnota proce-
su sa posunie z centra na hodnotu 1,5 smerodajnych odchylok, hodnota C,, poklesne na hod-

notu 4,50/3c =1,5. Za predpokladu, ze proces ma normalne rozdelenie, hodnota posunu
procesu je 3,4 ppm (jednotiek z miliona). Teda stredna hodnota procesu 6-sigma sa moéze
posunut’ na hodnotu 1,5¢ od stredu $pecifikacii a stale udrzovat’ hodnotu na 3,4 ppm.

1,50

i
«

»
»

C/,/\.: 1.5

N

30 30

LSL USL

Obr. 6.18 Posun strednej hodnoty procesu Sest’ sigma
o 1,5 smerodajnej odchylky
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Prilohy

DISTRIBUCNA FUNKCIA

NORMOVANEHO NORMALNEHO ROZDELENIA

A
D(2)
1-@(2)
X_
1 F(X)=®(z), kde z=""#
/ i
0,5 o) 1 z t2
“ — 2
qb(z)_T j e 2dt
D(-z) T 0
—z 0 z z

z ¢[z] z ¢[z] z 6[z] z ¢lz] z ¢[z]

0. 0.50000 0.3 0.61791 0.6 0.72575 0.9 0.81594 1.2 0.88493
0.01 0.50399 0.31 0.62172 0.61 0.72907 0.91 0.81859 1.21 0.88686
0.02 0.50798 0.32 0.62552 0.62 0.73237 0.92 0.82121 1.22 0.88877
0.02 0.51197 0.33 0.620930 0.63 0.73565 0.982 0.82381 1.23 0.89065
0.04 0.51595 0.34 0.63307 0.64 0.73891 0.54 0.826309 1.24 0.89251
0.05 0.51994 0.35 0.63683 0.65 0.74215 0.95 0.82894 1.25 0.89435
0.06 0.52392 0.36 0.64058 0.66 0.74537 0.96 0.83147 1.26 0.89617
0.07 0.52790 0.37 0.64431 0.67 0.74857 0.97 0.83308 1.27 0.8979¢6
0.08 0.53188 0.38 0.64803 0.68 0.75175 0.98 0.83646 1.28 0.89973
0.09 0.53586 0.39 0.65173 0.69 0.75490 0.99 0.83891 1.29 0.90147
0.1 0.53983 0.4 0.65542 0.7 0.75804 1. 0.84134 1.3 0.90320
0.11 0.54380 0.41 0.65910 0.71 0.76115 1.01 0.84375 1.31 0.90490
0.12 0.54776 0.42 0.66276 0.72 0.76424 1.02 0.84¢614 1.32 0.90&658
0.12 0.55172 0.43 0.66640 0.73 0.76730 1.02 0.8484¢9 1.33 0.90824
0.14 0.55567 0.44 0.67003 0.74 0.77035 1.04 0.85083 1.34 0.90988
0.15 0.55962 0.45 0.67364 0.75 0.77337 1.05 0.85314 1.35 0.91149
0.16 0.56356 0.46 0.67724 0.76 0.77637 1.06 0.85543 1.36 0.91209
0.17 0.56749 0.47 0.68082 0.77 0.77935 1.07 0.85769 1.37 0.91466
0.18 0.57142 0.48 0.68439 0.78 0.78230 1.08 0.85993 1.38 0.91621
0.19 0.57535 0.49 0.68793 0.79 0.78524 1.08 0.86214 1.39 0.91774
0.2 0.57926 0.5 0.6914¢6 0.8 0.78814 1.1 0.86433 1.4 0.91924
0.21 0.58317 0.51 0.69497 0.81 0.79103 1.11 0.BE6E50 1.41 0.92073
0.22 0.58706 0.52 0.69847 0.82 0.79389 1.12 0.86864 1.42 0.92220
0.23 0.59095 0.53 0.70194 0.83 0.79673 1.13 0.87076 1.43 0.92364
0.24 0.59483 0.54 0.70540 0.84 0.79955 1.14 0.87286 1.44 0.92507
0.25 0.59871 0.55 0.70884 0.85 0.802324 1.15 0.87493 1.45 0.92647
0.26 0.60257 0.56 0.71226 0.86 0.80511 1.16 0.87698 1.46 0.92785
0.27 0.60642 0.57 0.71566 0.87 0.80785 1.17 0.87900 1.47 0.92922
0.28 0.61026 0.58 0.71904 0.88 0.81057 1.18 0.88100 1.48 0.93056
0.29 0.614009 0.59 0.72240 0.89 0.81327 1.19 0.88208 1.49 0.93189

203



Prilohy

z ®[z] z ®[z] Z olz] Z ¢[z] z ®[z]
1.5 0.93319 1.8 0.96407 2.1 0.98214 2.4 0.99180 2.7 0.99653
1.51 0.93448 1.81 0.96485 2.11 0.98257 2.41 0.99202 2.71 0.99664
1.52 0.93574 1.82 0.96562 2.12 0.98300 2.42 0.99224 2.72 0.99674
1.53 0.93699 1.83 0.96638 2.13 0.98341 2.43 0.99245 2.73 0.99683
1.54 0.93822 1.84 0.96712 2.14 0.98382 2.44 0.99266 2.74 0.99653
1.55 0.93943 1.85 0.96784 2.15 0.98422 2.45 0.99286 2.75 0.99702
1.56 0.94062 1.86 0.96856 2.16 0.98461 2.46 0.99305 2.76 0.99711
1.57 0.94179 1.87 0.96926 2.17 0.98500 2.47 0.99324 2.77 0.99720
1.58 0.94295 1.88 0.96885 2.18 0.98537 2.48 0.99343 2.78 0.99728
1.59 0.94408 1.89 0.97062 2.19 0.98574 2.49 0.99361 2.79 0.99736
1.6 0.94520 1.9 0.97128 2.2 0.98610 2.5 0.99379 2.8 0.99744
1.61 0.94630 1.91 0.97183 2.21 0.98645 2.51 0.99396 2.81 0.99752
1.62 0.94738 1.92 0.97257 2.22 0.98678 2.52 0.99413 2.82 0.99760
1.63 0.94845 1.83 0.87320 2.23 0.98713 2.53 0.99430 2.83 0.99767
1.64 0.94950 1.94 0.97381 2.24 0.98745 2.54 0.9%44¢6 2.84 0.99774
1.65 0.95053 1.95 0.97441 2.25 0.98778 2.55 0.994¢61 2.85 0.99781
1.66 0.95154 1.96 0.97500 2.26 0.98808 2.56 0.995477 2.86 0.99788
1.67 0.95254 1.97 0.97558 2.27 0.98840 2.57 0.99492 2.87 0.99785
1.68 0.95352 1.98 0.97615 2.28 0.98870 2.58 0.99506 2.88 0.99801
1.69 0.95449 1.99 0.97670 2.29 0.98899 2.59 0.99520 2.89 0.99807
1.7 0.95543 2. 0.97725 2.3 0.98928 2.6 0.99534 2.9 0.99813
1.71 0.95637 2.01 0.97778 2.31 0.98956 2.61 0.99547 2.81 0.99819
1.72 0.95728 2.02 0.97831 2.32 0.98983 2.62 0.99560 2.82 0.99825
1.73 0.95818 2.03 0.97882 2.33 0.99010 2.63 0.99573 2.83 0.99831
1.74 0.95807 2.04 0.97832 2.34 0.99036 2.64 0.99585 2.84 0.99836
1.75 0.959054 2.05 0.97882 2.35 0.99061 2.65 0.99598 2.85 0.99841
1.76 0.96080 2.06 0.588030 2.36 0.99086 2.66 0.99609 2.86 0.99846
1.77 0.96164 2.07 0.98077 2.37 0.99111 2.67 0.99621 2.87 0.99851
1.78 0.9624¢6 2.08 0.98124 2.38 0.99134 2.68 0.99632 2.08 0.99856
1.79 0.96327 2.09 0.98169 2.39 0.99158 2.69 0.99643 2.89 0.99861
z ¢[z] z ¢[z] z blz] z élz] z P[Z]

2y 0.99865 3.5 0.99977 4. 0.99996833 4.5 0.99989660 55 0.99999971
3.1 0.99903 3.6 0.99984 4.1 0.99997934 4.6 0.99999789 5.1 0.99999983
3.2 0.99931 3.7 0.99989 4.2 0.99998665 4.7 0.99999870 5.2 0.99999950
3.3 0.99952 3.8 0.99993 4.3 0.99999146 4.8 0.99989921 5.3 0.995999954
3.4 0.99966 3.9 0.99985 4.4 0.99999459 4.9 0.99989952 5.4 0.99999957
3.5 0.99977 4. 0.99997 4.5 0.99999660 S 0.99989971 5.5 0.999999358
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KRITICKE

HODNOTY NORMALNEHO ROZDELENIA

P(IX|>k,)=a
a Ky a Ky a Ky

0,002 3,090 0,042 2,034 0,082 1,739
0,004 2,878 0,044 2,014 0,084 1,728
0,006 2,748 0,046 2,995 0,086 1,717
0,008 2,652 0,048 1,977 0,088 1,706
0,010 2,576 0,050 1,960 0,090 1,695
0,012 2,512 0,052 1,943 0,092 1,685
0,014 2,457 0,054 1,927 0,094 1,675
0,016 2,409 0,056 1,911 0,096 1,665
0,018 2,366 0,058 1,896 0,098 1655
0,020 2,326 0,060 1,881 0,100 1,645
0,022 2,290 0,062 1,866 0,110 1,598
0,024 2,257 0,064 1,852 0,120 1,555
0,026 2,226 0,066 1,838 0,130 1,514
0,028 2,197 0,068 1,825 0,140 1,476
0,030 2,170 0,070 1,812 0,150 1,440
0,032 2,144 0,072 1,799 0,160 1,405
0,034 2,120 0,074 1,787 0,170 1,372
0,036 2,097 0,076 1,774 0,180 1,341
0,038 2,075 0,078 1,762 0,190 1,311
0,040 2,054 0,080 1,751 0,200 1,282

205




Prilohy

KRITICKE HODNOTY t-ROZDELENIA (Studentovho)

P(‘T‘ >t(v,a)) =«

—t(v,a) 0 t(v,a)

v a=0,20 a=0,10 a=0,05 a=0,02 a=0,01
1 3,080 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 6,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,426 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
0 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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KRITICKE HODNOTY ,*-ROZDELENIA

- <, P(X2>Zz(v,a)):a
0 (v, )

0995 | 0990 | 0975 | 0,950 | 0,900 | 0,100 | 0,050 | 0,025 | 0,010 | 0,005
v
1 0,0002 | 0,0010 | 00039 | 0,0158 | 2,71 | 3,84 | 502 | 6,63 | 7,88
2 | 00100 | 0,0201 | 00506 | 01030 | 02110 | 461 | 599 | 7,38 | 9,21 | 10,60
3 | 00717 | 0,1150 | 02160 | 0,3250 | 0,5840 | 6,25 | 7,82 | 9,35 | 11,30 | 12,80
4 | 02070 | 0,2970 | 04840 | 0,7110 | 1,0600 | 7,78 | 9,49 | 11,10 | 13,30 | 14,90
5 | 04120 | 05540 | 0,8310 | 1,1500 | 1,6100 | 9,24 | 11,10 | 12,80 | 15,10 | 16,70
6 | 06760 | 0,8720 | 1,2400 | 1,6400 | 2,2000 | 10,60 | 12,60 | 14,40 | 16,80 | 18,50
7 | 09890 | 1,2400 | 1,6900 | 21700 | 2,8300 | 12,00 | 14,10 | 16,00 | 18,50 | 20,30
8 | 1,3400 | 1,6500 | 2,1800 | 2,7300 | 3,4900 | 13,40 | 15,50 | 17,50 | 20,10 | 22,00
9 | 1,7300 | 2,0900 | 2,7000 | 353300 | 4,1700 | 14,70 | 16,90 | 19,00 | 21,70 | 23,60
10 | 2,600 | 25600 | 3,2500 | 3,9400 | 4,8700 | 16,00 | 18,30 | 20,50 | 23,20 | 25,20
11 | 26000 | 3,0500 | 38200 | 45700 | 55800 | 17,30 | 19,70 | 21,90 | 24,70 | 26,80
12 | 3,0700 | 35700 | 44000 | 52300 | 6,3000 | 18,50 | 21,00 | 23,30 | 26,20 | 28,30
13 | 35700 | 41100 | 50100 | 58900 | 7,0400 | 19,80 | 22,40 | 24,70 | 27,70 | 29,80
14 | 40700 | 46600 | 56300 | 65700 | 7,7900 | 21,10 | 23,70 | 26,10 | 29,10 | 31,30
15 | 4,6000 | 52300 | 6,600 | 7,2600 | 85500 | 22,30 | 25,00 | 27,50 | 30,60 | 32,80
16 | 51400 | 58100 | 6,9100 | 79600 | 9,3100 | 23,50 | 26,30 | 28,80 | 32,00 | 34,30
17 | 57000 | 64100 | 7,6500 | 86700 | 10,1000 | 24,80 | 27,60 | 30,20 | 33,40 | 3570
18 | 6,2600 | 7,000 | 82300 | 9,3900 | 10,9000 | 26,00 | 28,90 | 31,50 | 34,80 | 37,20
19 | 658400 | 7,6300 | 89100 | 10,1000 | 11,7000 | 27,20 | 30,10 | 32,90 | 36,20 | 38,60
20 | 7,4300 | 8,2600 | 9,5900 | 10,9000 | 12,4000 | 28,40 | 31,40 | 34,20 | 37,60 | 40,00
21 | 8,0300 | 8,9000 | 10,3000 | 11,6000 | 13,2000 | 29,60 | 32,70 | 35,50 | 38,90 | 41,40
22 | 8,6400 | 9,5400 | 11,0000 | 12,3000 | 14,0000 | 30,80 | 33,90 | 36,80 | 40,30 | 42,80
23 | 9,2600 | 10,2000 | 11,7000 | 13,1000 | 14,8000 | 32,00 | 35,20 | 38,10 | 41,60 | 44,20
24 | 9,8900 | 10,9000 | 12,4000 | 13,8000 | 15,7000 | 33,20 | 36,40 | 39,40 | 43,00 | 45,60
25 | 10,5000 | 11,5000 | 13,1000 | 14,6000 | 16,5000 | 34,40 | 37,70 | 40,60 | 44,30 | 46,90
26 | 11,2000 | 12,2000 | 13,8000 | 15,4000 | 17,3000 | 35,50 | 38,90 | 41,90 | 45,60 | 48,30
27 | 11,8000 | 12,9000 | 14,6000 | 16,2000 | 18,1000 | 36,70 | 40,10 | 43,20 | 47,00 | 49,60
28 | 12,5000 | 13,6000 | 15,3000 | 16,9000 | 18,9000 | 37,90 | 41,30 | 44,50 | 48,30 | 51,00
29 | 13,000 | 14,3000 | 16,0000 | 17,7000 | 19,8000 | 39,10 | 42,60 | 45,70 | 49,60 | 52,30
30 | 13,8000 | 15,0000 | 16,8000 | 18,5000 | 20,6000 | 40,30 | 43,80 | 47,00 | 50,90 | 53,70
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KRITICKE HODNOTY F-ROZDELENIA (Fisherovho-Snedecorovho)

Y a P(F>f(v, v, a))=a
0 f(v1 » Vs, Q)
a=0,01
¢!

v, 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4 |15.97702 [1552186 [1520686 |14,97576 [14,79889 |14,65913 [1454590 | 1445228 | 14,37359
5 [11,39193 1096702 [10,67225 [1045551 |[10,28931 |10,15776 [10,05102 | 996265 | 9,88828
6 | 9.14830 | 874500 | 846613 | 8,25600 | 8,10165 | 7,07612 | 787412 | 7,78957 | 7,71833
7 | 7.84665 | 746044 | 719141 | 699283 | 6,84005 | 6,71875 | 6,62006 | 653817 | 646909
8 | 7.00608 | 663183 | 6,37068 | 6,17762 | 6,02887 | 591062 | 581429 | 573428 | 566672
9 | 642209 | 605694 | 580177 | 561287 | 546712 | 535113 | 525654 | 517789 | 511143
10 | 599434 | 563633 | 538581 | 520012 | 505669 | 494242 | 484915 | 4,77152 | 4,70587
11 | 566830 | 531601 | 506921 | 4,88607 | 474447 | 463154 | 453028 | 446244 | 439740
12 | 541195 | 506434 | 482057 | 4,63950 | 449937 | 438751 | 429605 | 4,21982 | 415526
13 | 520533 | 4,86162 | 462036 | 444100 | 430206 | 419108 | 4,10027 | 4,02452 | 396033
14 | 508538 | 4,60496 | 445582 | 4,27788 | 413995 | 4,02968 | 393940 | 3,86404 | 380014
15 | 489321 | 455561 | 431827 | 4,14155 | 400445 | 3,89479 | 380494 | 3,72990 | 366624
16 | 477258 | 443742 | 420163 | 4,02595 | 388957 | 3,78042 | 3,69003 | 3,61616 | 355269
17 | 466897 | 433594 | 410151 | 3,92672 | 3,79096 | 3,68224 | 359307 | 351851 | 345520
18 | 457904 | 424788 | 401464 | 3,84064 | 3,70542 | 3,59707 | 350816 | 3,43379 | 337061
19 | 450026 | 417077 | 393857 | 3,76527 | 363053 | 352250 | 343362 | 3,35961 | 3,20653
20 | 443069 | 410269 | 387143 | 3,69874 | 356441 | 345668 | 336810 | 3,20411 | 323112
21 | 436882 | 404214 | 381173 | 3,63950 | 3,50563 | 3,39815 | 3,30983 | 3,23587 | 3,17295
22 | 431343 | 3,98796 | 375830 | 3,58666 | 345303 | 3,34577 | 325761 | 3,18374 | 3,12089
23 | 426357 | 3,93920 | 371022 | 3,53902 | 340570 | 329863 | 3,21060 | 3,13682 | 307403
24 | 421845 | 389507 | 366672 | 349503 | 3,36287 | 3,25599 | 3,6807 | 3,09437 | 303162
25 | 417742 | 385496 | 362717 | 345675 | 332394 | 321722 | 3,12041 | 3,05577 | 299306
26 | 413996 | 3,81834 | 359108 | 3,42099 | 3,28840 | 318182 | 300411 | 3,02053 | 295785
27 | 410562 | 3,78477 | 355799 | 3,38822 | 3,25583 | 314939 | 306175 | 2,98823 | 292557
28 | 407403 | 3,75390 | 352756 | 3,35807 | 3,22587 | 311955 | 308199 | 2,95851 | 2,89588
20 | 404487 | 372540 | 349948 | 3,33025 | 319822 | 309201 | 3,00452 | 2,93108 | 286847
30 | 401788 | 3,69902 | 347348 | 3,30450 |3,17262 | 3,06652 | 2,97909 | 2,90569 | 2,84310
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a=0,01
V1
v, 4 5 6 7 8 9 10 11 12
31 | 3,99281 | 3,67453 | 3,44934 | 3,28059 | 3,14886 | 3,04285 | 2,95548 | 2,88211 | 2,81953
32 3,96948 | 3,65173 | 3,42688 3,25834 | 3,12675 | 3,02082 | 2,93351 | 2,86016 2,79760
33 | 3,94770 | 3,63046 | 3,40591 | 3,23757 | 3,10611 | 3,00026 | 2,91300 | 2,83968 | 2,77712
34 | 3,92733 | 3,61056 | 3,38631 | 3,21815 | 3,08681 | 2,98103 | 2,89381 | 2,82052 | 2,75797
35 3,90824 | 3,59191 | 3,36794 | 3,19995 | 3,06872 | 2,96301 | 2,87583 | 2,80256 2,74002
36 | 3,89031 | 3,57440 | 3,35068 | 3,18286 | 3,05173 | 2,94609 | 2,85895 | 2,78569 | 2,72316
37 | 3,87343 | 355792 | 3,33444 | 3,16677 | 3,03574 | 2,93016 | 2,84305 | 2,76982 | 2,70728
38 3,85752 | 3,54238 | 3,31913 3,15161 | 3,02067 | 2,91515 | 2,82807 | 2,75485 2,69232
39 | 3,84250 | 3,52771 | 3,30468 | 3,13730 | 3,00644 | 2,90097 | 2,81393 | 2,74072 | 2,67819
40 | 3,82829 | 3,51384 | 3,29101 | 3,12376 | 2,99298 | 2,88756 | 2,80055 | 2,72735 | 2,66483
41 | 3,81484 | 3,50070 | 3,27807 | 3,11093 | 2,98023 | 2,87486 | 2,78787 | 2,71469 | 2,65217
42 | 3,80207 | 3,48824 | 3,26579 | 3,09877 | 2,96814 | 2,86281 | 2,77585 | 2,70268 | 2,64016
43 | 3,78994 | 3,47640 | 3,25413 | 3,08722 | 2,95666 | 2,85137 | 2,76443 | 2,69127 | 2,62875
44 | 3,77841 | 3,46514 | 3,24303 | 3,07623 | 2,94574 | 2,84049 | 2,75357 | 2,68042 | 2,61790
45 | 3,76743 | 3,45442 | 3,23247 | 3,06577 | 2,93534 | 2,83013 | 2,74323 | 2,67008 | 2,60756
46 | 3,75696 | 3,44420 | 3,22240 | 3,05580 | 2,92543 | 2,82025 | 2,73337 | 2,66023 | 2,59771
47 3,74696 | 3,43444 | 3,21280 3,04628 2,91597 | 2,81082 | 2,72396 | 2,65083 2,58831
48 | 3,73742 | 3,42512 | 3,20362 | 3,03719 | 2,90693 | 2,80182 | 2,71497 | 2,64185 | 2,57932
49 | 3,72829 | 3,41621 | 3,19484 | 3,02849 | 2,89828 | 2,79320 | 2,70637 | 2,63325 | 2,57073
50 3,71955 | 3,40768 | 3,18643 3,02017 2,89001 | 2,78496 | 2,69814 | 2,62503 2,56250
55 | 3,68090 | 3,36996 | 3,14928 | 2,98337 | 2,85342 | 2,74850 | 2,66174 | 2,58865 | 2,52611
60 | 3,64905 | 3,33888 | 3,11867 | 2,95305 | 2,82328 | 2,71845 | 2,63175 | 2,55867 | 2,49612
65 3,62235 | 3,31284 | 3,09302 292764 | 2,79802 | 2,69327 | 2,60661 | 2,53354 2,47097
70 | 3,59965 | 3,29069 | 3,07121 | 2,90603 | 2,77653 | 2,67186 | 2,58523 | 2,51216 | 2,44958
75 | 3,58011 | 3,27163 | 3,05244 | 2,88744 | 2,75804 | 2,65343 | 2,56682 | 2,49376 | 2,43116
80 | 3,56311 | 3,25505 | 3,03611 | 2,87127 | 2,74196 | 2,63740 | 2,55081 | 2,47775 | 2,41514
85 | 3,54819 | 3,24050 | 3,02178 | 2,85707 | 2,72785 | 2,62333 | 2,53676 | 2,46370 | 2,40107
90 | 3,53499 | 3,22763 | 3,00911 | 2,84452 | 2,71536 | 2,61088 | 2,52433 | 2,45126 | 2,38862
95 | 352323 | 3,21616 | 2,99781 | 2,83333 | 2,70424 | 2,59979 | 2,51325 | 2,44018 | 2,37753
100 | 3,51268 | 3,20587 | 2,98768 2,82330 2,69426 | 2,58984 | 2,50331 | 2,43024 2,36758
105 | 3,50317 | 3,19660 | 2,97855 | 2,81425 | 2,68527 | 2,58087 | 2,49435 | 2,42128 | 2,35861
110 | 3,49456 | 3,18819 | 2,97028 | 2,80605 | 2,67712 | 2,57274 | 2,48623 | 2,41316 | 2,35048
115 | 3,48671 | 3,18054 | 2,96274 | 2,79859 | 2,66969 | 2,56534 | 2,47884 | 2,40576 | 2,34307
120 | 3,47953 | 3,17355 | 2,95585 | 2,79176 | 2,66291 | 2,55857 | 2,47208 | 2,39900 | 2,33630
125 | 3,47295 | 3,16712 | 2,94953 | 2,78550 | 2,65668 | 2,55236 | 2,46587 | 2,39279 | 2,33008
129 | 3,46805 | 3,16235 | 2,94484 | 278085 | 2,65205 | 2,54775 | 2,46126 | 2,38818 | 2,32547
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a=0,01

v:1 15 20 24 30 40 50 60 80 100

4 14,19820 |14,01961 | 13,92906 | 13,83766 | 13,74538 |13,68958 | 13,65220 | 13,60526 | 13,57699
5 9,72222 | 9,55265 | 9,46647 9,37933 9,29119 | 9,23781 9,20202 9,15703 9,12991
6 7,55899 | 7,39583 7,31272 7,22853 7,14322 | 7,09148 7,05674 7,01304 6,98667
7 6,31433 | 6,15544 6,07432 5,99201 5,90845 | 5,85768 5,82357 5,78061 5,75466
8 5,51513 | 5,35910 | 5,27926 5,19813 5,11561 | 5,06540 5,03162 4,98904 4.96330
9 4,96208 | 4,80800 4,72900 4,64858 456665 | 4,51672 4,48309 4,44066 4,41498
10 455814 | 4,40540 | 4,32693 4,24693 4,16529 | 4,11545 4,08186 4,03942 4,01372
11 4,25087 | 4,09905 | 4,02091 3,94113 3,85957 | 3,80972 3,77607 3,73353 3,70774
12 4,00962 | 3,85843 3,78049 3,70079 3,61918 | 3,56922 3,53547 3,49276 3,46685
13 3,81537 | 3,66461 3,58675 3,50704 3,42529 | 3,37518 3,34129 3,29836 3,27228
14 3,65570 | 3,50522 | 3,42739 3,34760 3,26564 | 3,21533 3,18127 3,13809 3,11184
15 3,52219 | 3,37189 3,29403 3,21411 3,13191 | 3,08137 3,04714 3,00368 2,97724
16 3,40895 | 3,25874 3,18081 3,10073 3,01825 | 2,96748 2,93305 2,88931 2,86267
17 3,31169 | 3,16152 | 3,08350 3,00324 2,92046 | 2,86944 2,83481 2,79077 2,76393
18 3,22729 | 3,07710 2,99897 2,91852 2,83542 | 2,78414 2,74931 2,70498 2,67793
19 3,15334 | 3,00311 2,92487 2,84420 2,76079 | 2,70925 2,67421 2,62958 2,60232
20 3,08804 | 2,93774 2,85936 2,77849 2,69475 | 2,64295 2,60771 2,56277 2,53531
21 3,02995 | 2,87956 2,80105 2,71996 2,63590 | 2,58384 2,54839 2,50316 2,47549
22 2,97795 | 2,82745 2,74880 2,66749 2,58311 | 2,53080 2,49515 2,44962 2,42175
23 2,93112 | 2,78050 2,70172 2,62019 2,53550 | 2,48294 2,44708 2,40126 2,37318
24 2,88873 | 2,73800 2,65907 2,57733 2,49232 | 2,43951 2,40346 2,35735 2,32908
25 2,85019 | 2,69933 2,62026 2,53831 2,45299 | 2,39994 2,36369 2,31730 2,28883
26 2,81498 | 2,66399 2,58479 2,50262 2,41701 | 2,36372 2,32728 2,28060 2,25194
27 2,78270 | 2,63158 2,55224 2,46987 2,38396 | 2,33043 2,29381 2,24686 2,21801
28 2,75300 | 2,60174 2,52227 2,43970 2,35350 | 2,29975 2,26294 2,21572 2,18668
29 2,72558 | 2,57419 2,49458 2,41182 2,32534 | 2,27136 2,23437 2,18689 2,15767
30 2,70018 | 2,54866 2,46892 2,38597 2,29921 | 2,24501 2,20785 2,16011 2,13071
31 2,67659 | 2,52494 2,44508 2,36194 2,27491 | 2,22050 2,18317 2,13518 2,10560
32 2,65463 | 2,50285 2,42286 2,33954 2,25225 | 2,19763 2,16014 2,11190 2,08214
33 2,63413 | 2,48222 2,40211 2,31861 2,23107 | 2,17625 2,13859 2,09011 2,06018
34 2,61495 | 2,46292 2,38269 2,29902 2,21123 | 2,15620 2,11838 2,06966 2,03957
35 2,59697 | 2,44481 | 2,36447 2,28063 2,19260 | 2,13738 2,09940 2,05045 2,02020
36 2,58007 | 2,42779 2,34734 2,26333 2,17507 | 2,11966 2,08153 2,03235 2,00194
37 2,56417 | 2,41177 2,33121 2,24704 2,15855 | 2,10296 2,06468 2,01528 1,98471
38 2,54918 | 2,39666 2,31599 2,23167 2,14295 | 2,08718 2,04876 1,99914 1,96841
39 2,53501 | 2,38239 2,30161 2,21714 2,12820 | 2,07226 2,03369 1,98386 1,95298
40 2,52162 | 2,36888 2,28800 2,20338 2,11423 | 2,05811 2,01941 1,96937 1,93834

210




Prilohy

a=0,01
"1 15 20 24 30 40 50 60 80 100
2
41 2,50892 | 2,35607 | 2,27510 |2,19034 | 2,10098 | 2,04470 | 2,00586 | 1,95561 | 1,92444
42 2,49688 | 2,34392 | 2,26285 |2,17795 | 2,08839 | 2,03194 | 1,99297 | 1,94253 | 1,91121
43 2,48544 | 2,33238 | 225121 |2,16618 | 2,07642 | 2,01981 | 1,98071 | 1,93007 | 1,89861
44 2,47455 | 2,32139 | 2,24013 |2,15497 | 2,06502 | 2,00826 | 1,96903 | 1,91819 | 1,88660
45 2,46419 | 2,31093 | 222958 |2,14429 | 2,05415 | 1,99723 | 1,95788 | 1,90686 | 1,87513
46 2,45430 | 2,30095 | 2,21951 |2,13409 | 2,04378 | 1,98671 | 1,94724 | 1,89603 | 1,86417
47 2,44486 | 2,29141 | 2,20090 |2,12435 | 2,03386 | 1,97665 | 1,93706 | 1,88567 | 1,85368
48 2,43585 | 2,28231 | 2,20071 |2,11504 | 2,02438 | 1,96702 | 1,92732 | 1,87575 | 1,84363
49 242722 | 2,27359 | 2,19191 |2,10613 | 2,01530 | 1,95780 | 1,91798 | 1,86624 | 1,83400
50 2,41896 | 2,26524 | 2,18349 |2,09759 | 2,00659 | 1,94896 | 1,90903 | 1,85712 | 1,82475
55 2,38243 | 2,22830 | 2,14618 |2,05976 | 1,96799 | 1,90973 | 1,86927 | 1,81656 | 1,78361
60 2,35230 | 2,19781 | 2,11536 |2,02848 | 1,93602 | 1,87719 | 1,83626 | 1,78282 | 1,74933
65 2,32702 | 2,17221 | 2,08948 |2,00218 | 1,90910 | 1,84975 | 1,80840 | 1,75429 | 1,72031
70 2,30552 | 2,15041 | 2,06743 |1,97975 | 1,88612 | 1,82630 | 1,78456 | 1,72984 | 1,69540
75 2,28700 | 2,13163 | 2,04841 |1,96040 | 1,86626 | 1,80602 | 1,76392 | 1,70864 | 1,67378
80 2,27088 | 2,11527 | 2,03185 | 1,94353 | 1,84893 | 1,78831 | 1,74588 | 1,69007 | 1,65482
85 2,25673 | 2,10090 | 2,01729 |1,92869 | 1,83368 | 1,77270 | 1,72996 | 1,67368 | 1,63806
9 2,24420 | 2,08818 | 2,00439 | 1,91554 | 1,82014 | 1,75883 | 1,71582 | 1,65909 | 1,62313
95 2,23303 | 2,07683 | 1,99288 | 1,90380 | 1,80805 | 1,74644 | 1,70317 | 1,64602 | 1,60975
100 | 2,22302 | 2,06665 | 1,98256 | 1,89325 | 1,79718 | 1,73529 | 1,69178 | 1,63424 | 1,59767
105 | 2,21398 | 2,05746 | 1,97323 |1,88373 | 1,78736 | 1,72521 | 1,68147 | 1,62357 | 1,58672
110 | 2,20579 | 2,04913 | 1,96478 |1,87509 | 1,77844 | 1,71605 | 1,67210 | 1,61386 | 1,57674
115 | 2,19833 | 2,04153 | 1,95707 |1,86722 | 1,77030 | 1,70768 | 1,66354 | 1,60498 | 1,56761
120 | 2,19150 | 2,03459 | 1,95002 | 1,86001 | 1,76285 | 1,70002 | 1,65569 | 1,59683 | 1,55923
125 | 2,18524 | 2,02821 | 1,94354 |1,85338 | 1,75600 | 1,69297 | 1,64847 | 1,58932 | 1,55150
129 | 2,18059 | 2,02347 | 1,93873 | 1,84845 | 1,75090 | 1,68772 | 1,64309 | 1,58373 | 1,54573

211




Prilohy

a=0,05
Vi

v 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4 6,38823 | 6,25606 | 6,16313 | 6,09421 | 6,04104 | 5,99878 | 5,96437 | 5,93581 | 5,91173
5 5,19217 | 5,05033 | 4,95029 | 4,87587 | 4,81832 | 4,77247 | 4,73506 | 4,70397 | 4,67770
6 453368 | 4,38737 | 4,28387 | 4,20666 | 4,14680 | 4,09902 | 4,05996 | 4,02744 | 3,99994
7 4,12031 | 3,97152 | 3,86597 | 3,78704 | 3,72573 | 3,67668 | 3,63652 | 3,60304 | 3,57468
8 3,83785 | 3,68750 | 3,58058 | 3,50046 | 3,43810 | 3,38813 | 3,34716 | 3,31295 | 3,28394
9 3,63309 | 3,48166 | 3,37375 | 3,29275 | 3,22958 | 3,17889 | 3,13728 | 3,10249 | 3,07295
10 | 3,47805 | 3,32584 | 3,21718 | 3,13547 | 3,07166 | 3,02038 | 2,97824 | 2,94296 | 2,91298
11 | 3,35669 | 3,20387 | 3,09461 | 3,01233 | 2,94799 | 2,89622 | 2,85363 | 2,81793 | 2,78757
12 | 3,25917 | 3,10588 | 2,99612 | 2,91336 | 2,84857 | 2,79638 | 2,75339 | 2,71733 | 2,68664
13 | 3,17912 | 3,02544 | 2,91527 | 2,83210 | 2,76691 | 2,71436 | 2,67102 | 2,63465 | 2,60366
14 | 3,11225 | 2,95825 | 2,84773 | 2,76420 | 2,69867 | 2,64579 | 2,60216 | 2,56550 | 2,53424
15 | 3,05557 | 2,90130 | 2,79047 | 2,70663 | 2,64080 | 2,58763 | 2,54372 | 2,50681 | 2,47531
16 | 3,00692 | 2,85241 | 2,74131 | 2,65720 | 2,59110 | 2,53767 | 2,49351 | 2,45637 | 2,42466
17 | 2,96471 | 2,81000 | 2,69866 | 2,61430 | 2,54796 | 2,49429 | 2,44992 | 2,41256 | 2,38065
18 | 2,92774 | 2,77285 | 2,66131 | 2,57672 | 2,51016 | 2,45628 | 2,41170 | 2,37416 | 2,34207
19 | 2,89511 | 2,74006 | 2,62832 | 2,54353 | 2,47677 | 2,42270 | 2,37793 | 2,34021 | 2,30795
20 | 2,86608 | 2,71089 | 2,59898 | 2,51401 | 2,44706 | 2,39281 | 2,34788 | 2,30999 | 2,27758
21 | 2,84010 | 2,68478 | 2,57271 | 2,48758 | 2,42046 | 2,36605 | 2,32095 | 2,28292 | 2,25036
22 | 2,81671 | 2,66127 | 2,54906 | 2,46377 | 2,39650 | 2,34194 | 2,29670 | 2,25852 | 2,22583
23 | 2,79554 | 2,64000 | 2,52766 | 2,44223 | 2,37481 | 2,32011 | 2,27473 | 2,23642 | 2,20361
24 | 2,77629 | 2,62065 | 2,50819 | 2,42263 | 2,35508 | 2,30024 | 2,25474 | 2,21631 | 2,18338
25 | 2,75871 | 2,60299 | 2,49041 | 2,40473 | 2,33706 | 2,28210 | 2,23647 | 2,19793 | 2,16489
26 | 2,74259 | 2,58679 | 2,47411 | 2,38831 | 2,32053 | 2,26545 | 2,21972 | 2,18107 | 2,14793
27 | 2,72777 | 257189 | 2,45911 | 2,37321 | 2,30531 | 2,25013 | 2,20429 | 2,16554 | 2,13230
28 | 2,71408 | 2,55813 | 2,44526 | 2,35926 | 2,29126 | 2,23598 | 2,19004 | 2,15120 | 2,11787
29 | 2,70140 | 2,54539 | 2,43243 | 2,34634 | 2,27825 | 2,22287 | 2,17684 | 2,13791 | 2,10449
30 | 2,68963 | 2,53356 | 2,42052 | 2,33434 | 2,26616 | 2,21070 | 2,16458 | 2,12556 | 2,09206
31 | 2,67867 | 2,52254 | 2,40943 | 2,32317 | 2,25491 | 2,19936 | 2,15316 | 2,11405 | 2,08048
32 | 2,66844 | 2,51226 | 2,39908 | 2,31274 | 2,24440 | 2,18877 | 2,14249 | 2,10331 | 2,06967
33 | 2,65887 | 2,50264 | 2,38939 | 2,30298 | 2,23456 | 2,17886 | 2,13250 | 2,09325 | 2,05954
34 | 2,64989 | 2,49362 | 2,38031 | 2,29383 | 2,22534 | 2,16956 | 2,12314 | 2,08382 | 2,05004
35 | 2,64147 | 2,48514 | 2,37178 | 2,28524 | 2,21668 | 2,16083 | 2,11430 | 2,07496 | 2,04111
36 | 2,63353 | 2,47717 | 2,36375 | 2,27714 | 2,20852 | 2,15261 | 2,10605 | 2,06661 | 2,03270
37 | 2,62605 | 2,46965 | 2,35618 | 2,26951 | 2,20083 | 2,14485 | 2,09824 | 2,05873 | 2,02477
38 | 2,61899 | 2,46255 | 2,34903 | 2,26230 | 2,19356 | 2,13753 | 2,09086 | 2,05129 | 2,01728
39 | 2,61231 | 2,45583 | 2,34226 | 2,25549 | 2,18669 | 2,13060 | 2,08387 | 2,04425 | 2,01018
40 | 2,60598 | 2,44947 | 2,33585 | 2,24902 | 2,18011 | 2,12403 | 2,07725 | 2,03758 | 2,00346

212




Prilohy

a=0,05
Vi

v, 4 5 6 7 8 9 10 11 12

41 2,599969 | 2,443429| 2,329771 | 2,242894 | 2,173989 | 2,117797 | 2,070965 | 2,031247 | 1,997078
42 2,594263 | 2,437693 | 2,323994 | 2,237070 | 2,168117 | 2,111875 | 2,064994 | 2,025229 | 1,991013
43 2,588836 | 2,432236 | 2,318498 | 2,231530 | 2,162530 | 2,106241 | 2,059313 | 2,019502 | 1,985242
44 2,583667 | 2,427040 | 2,313264 | 2,226253 | 2,157208 | 2,100873 | 2,053901 | 2,014046 | 1,979743
45 2,578739|2,422085 | 2,308273 | 2,221221 | 2,152133 | 2,095755 | 2,048739 | 2,008842 | 1,974498
46 2,574035|2,417356 | 2,303509 | 2,216417 | 2,147288 | 2,090868 | 2,043811 | 2,003873 | 1,969490
47 2,569540 | 2,412837 | 2,298956 | 2,211827 | 2,142658 | 2,086198 | 2,039101 | 1,999124 | 1,964702
48 2,565241 | 2,408514 | 2,294601 | 2,207436 | 2,138229 | 2,081730 | 2,034595 | 1,994580 | 1,960121
49 2,561124 | 2,404375| 2,290432 | 2,203232 | 2,133988 | 2,077452 | 2,030279| 1,990228 | 1,955734
50 2,557179 | 2,400409 | 2,286436 | 2,199202 | 2,129923 | 2,073351 | 2,026143 | 1,986056 | 1,951528
55 2,539689 | 2,382823 | 2,268717 | 2,181333 | 2,111894 | 2,055161 | 2,007792 | 1,967547 | 1,932863
60 2,525215|2,368270 | 2,254053 | 2,166541 | 2,096968 | 2,040098 | 1,992592 | 1,952212 | 1,917396
65 2,513040 | 2,356028 | 2,241716 | 2,154095 | 2,084407 | 2,027419 | 1,979796 | 1,939300 | 1,904370
70 2,502656 | 2,345586 | 2,231192 | 2,143478 | 2,073690 | 2,016601 | 1,968875 | 1,928278 | 1,893248
75 2,493696 | 2,336576 | 2,222110 | 2,134314 | 2,064439 | 2,007260 | 1,959445 | 1,918759 | 1,883642
80 2,485885 | 2,328721 | 2,214193 | 2,126324 | 2,056373 | 1,999115 | 1,951220|1,910456 | 1,875262
85 2,479015|2,321812 | 2,207229 | 2,119296 | 2,049276 | 1,991949 | 1,943984 | 1,903149 | 1,867886
90 2,472927 | 2,315689 | 2,201056 | 2,113067 | 2,042986 | 1,985595 | 1,937567 | 1,896669 | 1,861344
95 2,467494 | 2,310225 | 2,195548 | 2,107506 | 2,037370|1,979923 | 1,931838 | 1,890884 | 1,855503
100 |2,462615|2,305318|2,190601 | 2,102513 | 2,032328 | 1,974829 | 1,926692 | 1,885687 | 1,850255
105 |2,458210|2,300888 |2,186134 | 2,098005 | 2,027774 | 1,970229 | 1,922045 | 1,880993 | 1,845515
110 |2,454213|2,296868 | 2,182082 | 2,093913 | 2,023641 | 1,966054 | 1,917827 | 1,876732 | 1,841212
115 |2,450571|2,293205 |2,178387|2,090184 | 2,019874 | 1,962247 | 1,913982 | 1,872847 | 1,837288
120 |2,447237|2,289851 |2,175006 | 2,086770|2,016426 | 1,958763 | 1,910461 | 1,869290 | 1,833695
125 |2,444174|2,286771|2,171900 | 2,083634 | 2,013257 | 1,955562 | 1,907226 | 1,866022 | 1,830394
129 |2,441897|2,284481|2,169591 | 2,081303 | 2,010902 | 1,953182 | 1,904821 | 1,863592 | 1,827939

213




Prilohy

a=0,05
|41

v, 15 20 24 30 40 50 60 80 100

4 5,857805 | 5,802542 | 5,774389 | 5,745877 | 5,716998 | 5,699492 | 5,687744 | 5,672973 | 5,664064
5 4,618759 | 4,558131 | 4,527153 | 4,495712 | 4,463793 | 4,444406 | 4,431380 | 4,414982 | 4,405081
6 3,938058 | 3,874189 | 3,841457 | 3,808164 | 3,774286 | 3,753668 | 3,739797 | 3,722314 | 3,711745
7 3,510740 | 3,444525 | 3,410494 | 3,375808 | 3,340430 | 3,318856 | 3,304323 | 3,285983 | 3,274885
8 3,218406 | 3,150324 | 3,115240 | 3,079406 | 3,042778 | 3,020398 | 3,005303 | 2,986230 | 2,974674
9 3,006102 | 2,936455 | 2,900474 | 2,863652 | 2,825933 | 2,802843 | 2,787249 | 2,767522 | 2,755557
10 |2,845017|2,774016|2,737248 | 2,699551 | 2,660855 | 2,637124 | 2,621077 | 2,600753 | 2,588412
11 |2,718640 | 2,646445|2,608974 | 2,570489 | 2,530905 | 2,506587 | 2,490123 | 2,469246 | 2,456555
12 12,616851|2,543588 | 2,505482 | 2,466279 | 2,425880 | 2,401018 | 2,384166 | 2,362772 | 2,349753
13 |2,533110] 2,458882 | 2,420196 | 2,380334 | 2,339180 | 2,313811 | 2,296596 | 2,274716 | 2,261387
14 12,463003|2,387896 | 2,348678 | 2,308207 | 2,266350 | 2,240507 | 2,222950 | 2,200611 | 2,186988
15 |2,403447|2,327535|2,287826 | 2,246789 | 2,204276 | 2,177985 | 2,160105 | 2,137331 | 2,123428
16 |2,352223]|2,275570| 2,235405 | 2,193841 | 2,150711 | 2,123999 | 2,105813 | 2,082625 | 2,068455
17 12,307693|2,230354 | 2,189766 | 2,147708 | 2,103998 | 2,076888 | 2,058411 | 2,034828 | 2,020401
18 |2,268622|2,190648 | 2,149665 | 2,107143 | 2,062885 | 2,035397 | 2,016643 | 1,992682 | 1,978010
19 |2,234063 | 2,155497 | 2,114143 | 2,071186 | 2,026410 | 1,998561 | 1,979544 | 1,955221 | 1,940314
20 |2,203274|2,124155 | 2,082454 | 2,039086 | 1,993819 | 1,965628 | 1,946358 | 1,921689 | 1,906554
21 |2,175670|2,096033 | 2,054004 | 2,010248 | 1,964515 | 1,935997 | 1,916486 | 1,891483 | 1,876131
22 |2,150778|2,070656 | 2,028319 | 1,984195 | 1,938018 | 1,909188 | 1,889445| 1,864123 | 1,848559
23 |2,128217|2,047638| 2,005009 | 1,960537 | 1,913938 | 1,884809 | 1,864844 | 1,839213 | 1,823446
24 12,107673|2,026664 | 1,983760 | 1,938957 | 1,891955 | 1,862539 | 1,842360 | 1,816432 | 1,800468
25 2,088887 | 2,007471|1,964306|1,919188|1,871801 | 1,842111 | 1,821727|1,795512 | 1,779357
26 |2,071642|1,989842|1,946428|1,901010 | 1,853255 | 1,823301|1,802719|1,776228 | 1,759888
27 12,055755|1,973590| 1,929940 | 1,884236 | 1,836129 | 1,805922 | 1,785149| 1,75839 | 1,741871
28 12,041071|1,958561|1,914686 | 1,868709 | 1,820263 | 1,789813 | 1,768857 | 1,741838 | 1,725146
29 |2,027458 | 1,944620 | 1,900531 | 1,854293 | 1,805523 | 1,774838 | 1,753704 | 1,726435 | 1,709574
30 |2,014804|1,931653|1,887360 | 1,840872|1,791790|1,760879 | 1,739574 | 1,712062 | 1,695037
31 ]2,003009|1,919561 | 1,875073|1,828345 | 1,778964 | 1,747835|1,726363 | 1,698616 | 1,681432
32 ]1,991990| 1,908258 | 1,863582 | 1,816625 | 1,766956 | 1,735616 | 1,713984 | 1,686009 | 1,668670
33 ]1,981671|1,897669|1,852814 | 1,805636 | 1,755689 | 1,724147 | 1,702359 | 1,674162 | 1,656673
34 11,971988|1,887727|1,842701|1,795311 | 1,745097 | 1,713358 | 1,691420| 1,663007 | 1,645371
35 ]1,962884|1,878375|1,833184|1,785591 | 1,735119 | 1,703190 | 1,681106 | 1,652484 | 1,634706
36 |1,954308|1,869562 | 1,824213|1,776424 | 1,725703 | 1,693590 | 1,671365 | 1,642539 | 1,624621
37 |1,946216|1,861242|1,815742|1,767764 | 1,716803 | 1,684511 | 1,662149|1,633125| 1,615072
38 ]1,938568|1,853375|1,807729| 1,759569 | 1,708376 | 1,675911 | 1,653416 | 1,624200 | 1,606014
39 |1,931327|1,845925]|1,800138|1,751803 | 1,700385 | 1,667753 | 1,645128 | 1,615724 | 1,597409
40 ]1,924463|1,838859|1,792937 | 1,744432 | 1,692797 | 1,660003 | 1,637252 | 1,607666 | 1,589224

214




Prilohy

a = 0,05
v 2o 20 24 30 40 50 60 80 | 100
41 [ 191795 | 183215 | 178610 | 173743 | 1,68558 | 1,65263 | 1,62976 | 159999 | 1,58143
42 | 1,91175 | 1,82577 | 1,77959 | 1,73076 | 1,67871 | 1,64561 | 1,62262 | 1,59268 | 1,57399
43 | 190586 | 181969 | 177339 | 172441 | 167217 | 163891 | 161580 | 158570 | 156689
44 | 190024 | 181390 | 176748 | 171835 | 166592 | 163252 | 160930 | 157902 | 156011
45 | 189488 | 180837 | 176184 | 171257 | 165995 | 162641 | 160308 | 157264 | 155361
46 | 188976 | 180309 | 175645 | 170704 | 165424 | 162056 | 159712 | 156653 | 154739
47 | 1,88486 | 1,79804 | 1,75129 | 1,70175 | 1,64877 | 1,61496 | 1,59142 | 1,56067 | 1,54143
48 | 188018 | 179320 | 174635 | 169668 | 164353 | 1,60959 | 158595 | 155505 | 1,53570
49 | 1,87569 | 1,78857 | 1,74162 | 1,69182 | 1,63851 | 1,60444 | 1,58070 | 1,54966 | 1,53020
50 | 1,87138 | 1,78413 | 1,73708 | 1,68716 | 1,63368 | 1,59950 | 1,57565 | 1,54447 | 1,52491
55 | 1,85228 | 1,76438 | 1,71689 | 1,66641 | 1,61219 | 1,57744 | 1,55314 | 1,52129 | 1,50125
60 | 1,83644 | 1,74798 | 1,70012 | 1,64914 | 1,59427 | 1,55901 | 1,53431 | 1,50185 | 1,48139
65 | 1,82309 | 1,73415 | 1,68595 | 1,63454 | 1,57910 | 1,54339 | 1,51833 | 1,48532 | 1,46446
70 | 1.81168 | 1,72233 | 167383 | 1,62204 | 1,56608 | 152996 | 150457 | 1,47106 | 144984
75 | 180183 | 1,71210 | 166334 | 161121 | 155478 | 151830 | 149261 | 145865 | 143709
80 | 1,79322 | 1,70316 | 1,65417 | 1,60173 | 1,54489 | 1,50807 | 1,48211 | 1,44773 | 1,42586
85 | 178565 | 1,69529 | 164608 | 159337 | 1,53615 | 149903 | 147282 | 1,43805 | 141590
90 | 177893 | 1,68830 | 163890 | 1,58594 | 1,52837 | 149097 | 146453 | 1,42940 | 140699
95 | 1,77292 | 1,68205 | 1,63248 | 1,57929 | 1,52140 | 1,48375 | 1,45710 | 1,42164 | 1,39897
100 | 1,76753 | 1,67643 | 1,62671 | 1,57330 | 1,51513 | 1,47723 | 1,45039 | 1,41462 | 1,39172
105 | 1,76266 | 1,67136 | 1,62149 | 1,56789 | 1,50944 | 1,47133 | 1,44430 | 1,40824 | 1,38513
110 | 1,75823 | 1,66674 | 1,61674 | 1,56296 | 1,50427 | 1,46595 | 1,43875 | 1,40243 | 1,37911
115 | 1,75419 | 1,66254 | 1,61241 | 1,55847 | 1,49954 | 1,46103 | 1,43368 | 1,39710 | 1,37359
120 | 1,75050 | 1,65868 | 1,60844 | 1,55434 | 1,49520 | 1,45652 | 1,42901 | 1,39220 | 1,36850
125 | 1,74710 | 1,65514 | 1,60479 | 1,55055 | 1,49121 | 1,45236 | 1,42471 | 1,38768 | 1,36381
129 | 1,74457 | 1,65250 | 1,60207 | 1,54773 | 1,48823 | 1,44926 | 1,42151 | 1,38430 | 1,36030
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Kritické hodnoty k a k, pre znamienkovy test P(Y <k)<a/2, P(Y 2k)<a/2

a=0,05 a=0,01 a=0,05 a=0,01
: k, K, k, K, : k, K, k, K,
6 0 6 B B 46 15 31 13 33
7 0 7 B B 47 16 31 14 33
8 0 8 0 8 48 16 32 14 34
9 1 8 0 9 49 17 32 15 34
10 1 9 0 10 50 17 33 15 35
11 1 10 0 11 51 18 33 15 36
12 2 10 1 11 52 18 34 16 36
13 2 11 1 12 53 18 35 16 37
14 2 12 1 13 54 19 35 17 37
15 3 12 2 13 55 19 36 17 38
16 3 13 2 14 56 20 36 17 39
17 4 13 2 15 57 20 37 18 39
18 4 14 3 15 58 21 37 18 40
19 4 15 3 16 59 21 38 19 40
20 5 15 3 17 60 21 39 19 41
21 5 16 4 17 61 22 39 20 41
22 5 17 4 18 62 22 40 20 42
23 6 17 4 19 63 | 23 40 20 43
24 6 18 5 19 64 23 41 21 43
25 7 18 5 20 65 24 41 21 44
26 7 19 6 20 66 24 42 22 44
27 7 20 6 21 67 25 42 22 45
28 8 20 6 22 68 25 43 22 46
29 8 21 7 22 69 25 44 23 46
30 9 21 7 23 70 26 44 23 47
31 9 22 7 24 71 26 45 24 47
32 9 23 8 24 72 27 45 24 48
33 10 23 8 25 73 27 46 25 48
34 10 24 9 25 74 28 46 25 49
35 11 24 9 26 75 28 47 25 50
36 11 25 9 27 76 28 48 26 50
37 12 25 10 27 77 29 48 26 51
38 12 26 10 28 78 29 49 27 51
39 12 27 11 28 79 30 49 27 52
40 13 27 11 29 80 30 50 28 52
a1 | 13 | 28 | 1 30 85 | 32 53 30 55
42 14 28 12 30 90 35 55 32 58
43 14 29 12 31 95 37 58 34 61
4 | 15 | 20 | 13 31 | 100 | 39 61 36 64
45 15 30 13 32
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Kritické hodnoty jednovyberového Wilcoxonovho testu pri jednostrannej
alternativnej hypotéze

n a =0,005 a=0,01 a =0,025 a=0,05
5 0
6 0 2
7 0 2 3
8 0 2 4 5
9 2 3 6 8
10 3 5 8 10
11 5 7 11 13
12 7 10 14 17
13 10 13 17 21
14 13 16 21 25
15 16 20 25 30
16 20 24 30 35
17 23 28 35 41
18 28 33 40 47
19 32 38 46 53
20 38 43 52 60
21 43 49 59 67
22 49 56 66 75
23 55 62 73 83
24 61 69 81 91
25 68 77 89 100
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Kritické hodnoty w, («) jednovyberového Wilcoxonovho testu;

P{min(S+,S_)} <w (a)fa

n W, (¢=0,01) | w (a=0,05) n W, (¢=0,01) | w (a=0,05)
6 — 0 36 171 208
7 — 2 37 182 221
8 0 3 38 194 235
9 1 5 39 207 249
10 3 8 40 220 264
11 5 10 41 233 279
12 7 13 42 247 294
13 9 17 43 261 310
14 12 21 44 276 327
15 15 25 45 291 343
16 19 29 46 307 361
17 23 34 47 322 378
18 27 40 48 339 396
19 32 46 49 355 415
20 37 52 50 373 434
21 42 58 51 390 453
22 48 65 52 408 473
23 54 73 53 427 494
24 61 81 54 445 514
25 68 89 55 465 536
26 75 98 56 484 557
27 83 107 57 504 579
28 91 116 58 525 602
29 100 126 59 546 625
30 109 137 60 567 648
31 118 147 61 589 672
32 128 159 62 611 697
33 138 170 63 634 721
34 148 182 64 657 747
35 159 195 65 681 772
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