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Uvod

Skriptd Uvod do stidia Matematiky I st uréené predovietk§m studentom prijatym na
studium do prvého roénika bakalarskeho stupna na SjF STU. Obsahuju prehlad tjch par-
tii matematiky, ktoré st potrebné k tspesnému zvladnutiu predmetu Matematika I. Sa
vhodnou doplnkovou literatiirou pocas celého prvého semestra prvého roc¢nika bakalar-
skeho studia.

Skripté st usporiadané tak, aby Student ziskal prehlad o potrebnych pojmoch, pravid-
lach a tlohach vybranych casti matematiky. V kazdej ¢asti st1 uvedené zakladné definicie,
pravidla a vlastnosti, riesené priklady a dostato¢né mnozstvo tloh s vysledkami na pre-
cvicenie danej latky. V pripade, ze vysledky su grafického charakteru, neuvadzame ich.

Skladaju sa z jedendstich kapitol, ktoré mozno rozdelit do niekolkych na seba nadvizu-
jucich casti. V prvych styroch kapitolach sa opakuji zakladné pojmy z tedrie mnozin
a realnych cisel, ako aj zakladné metédy a postupy pri tprave algebrickych vyrazov
a rieSeni jednoduchych rovnic, ststav rovnic a nerovnic. Tam, kde je to mozné a vhodné,
sa kladie velky doraz aj na geometricky aspekt rieSenia tychto tloh. Piata kapitola ob-
sahuje nevyhnutné minimum pojmov z analytickej geometrie roviny a niekolko zdklad-
nych pojmov z analytickej geometrie trojrozmerného priestoru. Z hladiska predmetu
Matematika I. ma zrejme najvacsi vyznam Siesta kapitola: Funkcia a jej graf, kde su
zhrnuté najdodlezitejsie pojmy, vlastnosti a typy realnych funkcii jednej realnej premen-
nej. Siedma, resp. 6sma kapitola sa venuje Specidlne logaritmickym a exponencidlnym,
resp. goniometrickym funkciam. Kapitoly devit a jedendst strucne pojednévaji o dalsich
dolezitych pojmoch a tlohéch, tykajucich sa komplexnych ¢isel, kombinatoriky, ¢iselnych
postupnosti a ich limit.

Zéaverom by sme cheeli podakovat recenzentom doc. RNDr. Ing. Blahoslavovi Harma-
novi, CSc. a RNDr. Jaroslave Trubenovej, PhD., ktori cennymi radami a pripomienkami
prispeli k skvalitneniu predkladanych skript. Za graficki ¢ast a tpravu skript dakujeme
Be. Kristine Zahonovej. Taktiez vopred dakujeme vSetkym za oznamenie pripadnych chyb
alebo nepresnosti, ktoré sa mozu vyskytnit v texte. Chceme tiez vyslovit Gprimné Zelanie,
aby tieto skriptd boli uzito¢nou pomdckou pre vsetkych ¢itatelov, zvlast pre Studentov na
zaciatku ich Studia na SjF STU a pomohli im tak doplnit pripadné medzery zo stredoskol-
skej matematiky, a predovSetkym - prekonat problémy vyplyvajice z nastupu na vysoki
skolu a nutnosti prisposobif sa novému, samostatnejSiemu systému $tudia.

Autorky
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ZAKLADNE POJMY Z TEORIE MNOZIN,
MNOZINY REALNYCH CISEL

Pod mnozinou rozumieme sthrn (stibor, mnozstvo nejakych vzajomne odliSitelnych veci)
objektov, ktoré nazyvame jej prvkami. Mnozinu urc¢ujeme dvojakym spdsobom:

a) vymenovanim (vypisanim) vSetkych prvkov,
b) uvedenim charakteristickej vlastnosti prvkov patriacich do mnoziny.

MnozZiny oznacujeme obycajne velkymi pismenami, ich prvky malymi pismenami. Mno-
Zinu povazujeme za urcend, ak vieme o Tubovolnom objekte povedat, ¢i je, alebo nie je
prvkom tejto mnoziny. Ak prvok z je prvkom mnoziny A, zapisujeme x € A. Ak prvok z
nie je prvkom mnoziny A, zapisujeme x ¢ A.

Napriklad:

a) A={2,4,6,8,10}, B={re N:x>5},C={re R:2*—4=0},

b) mnozina vSetkych studentov SjF STU zapisanych do 1. ro¢nika v sk. roku 2010/11,

¢) mnozina vSetkych pravouhlych trojuholnikov zostrojenych nad priemerom danej kruz-
nice.

Ak mé& mnozina konecny pocet prvkov, nazyva sa kone¢na. Ak nemé konecny po-
¢et prvkov, nazyva sa nekone¢na. Mnozina, ktord neobsahuje Ziaden prvok, sa nazyva
prazdna mnozina. Prazdnu mnoZinu zaradujeme medzi koneéné mnoziny, oznac¢ujeme ().

Mnoziny A, B sa rovnaja (A = B), ak obsahuji rovnaké prvky. Inak povedané,
mnoziny A, B sa rovnaju, ak kazdy prvok mnoziny A je aj prvkom mnoziny B a kazdy
prvok mnoziny B je aj prvkom mnoziny A.

Mnozina B je podmnozZinou mnoziny A (B C A), ak kazdy prvok mnoziny B je aj
prvkom mnoziny A. Pre Tubovolné mnoziny A, B plati:

ACA, WDcCcA ak ACB a BCA, tak A=B.

Prienik mnozin A, B (AN B) je mnoZina, ktord obsahuje préave tie prvky, ktoré patria
do obidvoch mnoZin. Mnoziny A, B, pre ktoré plati AN B = () nazyvame disjunktné
mnoziny.

Zjednotenie mnozin A, B (AU B) je mnozina, ktord obsahuje prave tie prvky, ktoré
patria aspon do jednej z mnozin A, B.

Mnozinu, ktora obsahuje prave tie prvky, ktoré st prvkami mnoziny A, a nie st prvkami
mnoziny B, nazyvame rozdiel mnozin A, B (A — B).

Ak B C A, tak rozdiel A — B nazyvame doplnok mnoziny B v mnozZine A.
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Oznacenie ¢iselnych mnozin:

N mnozina vsetkych prirodzenych ¢isel,
7 mnozina vSetkych celych cisel,

Q mnozina vsetkych racionalnych ¢isel,
R mnozina vSetkych realnych ¢isel,

C mnozina vSetkych komplexnych ¢isel.

Pre ¢iselné mnoziny plati: N C Z C Q C R C C.

Realne ¢isla je vyhodné zobrazovat bodmi priamky (Ciselnej osi), na ktorej je zvoleny
zaciatok, orientécia a jednotka dlzky.

1 Xp

Kazdé reélne ¢islo je na ¢iselnej osi zobrazené prave jednym bodom. Kazdy bod na ¢iselnej
osi je obrazom prave jedného realneho ¢isla. Pod pojmom ¢islo, ak nebude ina¢ uvedené,
budeme dalej vzdy rozumiet realne cislo.

. o , C 12 xs . . c o p
Racionalnym ¢islom nazyvame kazdé ¢islo, ktoré mozno vyjadrit v tvare zlomku =, kde

p, g st nesudelitené celé ¢isla, ¢ je prirodzené ¢islo. Reélne ¢isla, ktoré nie st racionalne,
sa nazyvaju iracionalne. Iraciondlne ¢isla mozno zapisat len nekoneénym desatinnym
rozvojom, v ktorom sa nevyskytuje ziadna periéda.

Pri rieSeni loh budeme ¢asto zapisovaf a zndzorniovat rozne mnoziny redlnych cisel
pomocou intervalov. Nech a, b st Tubovolné redlne ¢isla také, ze a < b. Potom mnozinu
vSetkych readlnych ¢isel z, pre ktoré plati:

—_

a < x < b oznacujeme (a,b) a ¢itame: otvoreny interval od a do b,
a < x < b oznacujeme (a, b) a Citame: uzavrety interval od a do b,
a < x < b oznacujeme (a, b) a ¢itame: polouzavrety interval od a do b,
a < x < b oznacujeme (a,b) a ¢itame: polouzavrety interval od a do b,

0N

Cisla a, b nazyvame krajnymi (koncovymi) bodmi intervalu.

Zobrazenie na ¢iselnej osi:

----- o . e
(a,b) (a,b)

S o e
(a,b) (a,b)
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Mnozinu vSetkych redlnych ¢isel oznacujeme (—oo, 00). Ak a je Tubovolné redlne ¢islo,
tak mnozinu vsetkych realnych, ¢isel x, pre ktoré plati:

1. > a oznacujeme (a, o),
2. & > a oznacujeme (a, 00),
3. x < a oznacujeme (—o0,a),
4. x < a oznacujeme (—00, a).

Nech a, ¢ > 0 st [ubovolné redlne ¢isla. Interval (a — d,a 4 ¢) nazyvame okolim
(0-okolim) bodu a, oznacujeme Og(a).

Absolatna hodnota realneho ¢isla a je definované pre kazdé realne ¢islo a takto:
a pre a>0
la] ={

—apre a<0
Geometricky vyznam absolitnej hodnoty:
la| udava vzdialenost obrazu redlneho ¢isla a od zaciatku ¢iselnej osi.

|al bl
________ " ——— — ~
a 0 b
Vlastnosti:
la| = Va2, la+b] < lal + (0], la.b| = al . [b],

|z — | < c¢ prave vtedy, ak —c<z—a<¢, teda a—c<z<a+cg,
a, b, x, a € R, c > 0.

Priklad 1. Dané st mnoziny A = {3,6,9,12,15,18}, B = {2,4,6,8,10,12, 14,16, 18},
C ={1,3,6,10,15}. Najdite mnoziny AN B, (ANB)NC, AUB, (ANB)UC,
(AUB)NC, B—A, A—B, (A—-B)-C.

Riesenie: Z definicie zavedenych pojmov je zrejmé
ANB=1{6,12,18}, (AnB)NC ={6}, AUB={2,3,4,6,8,9,10,12,14, 15,16, 18},
(AnB)UC ={1,3,6,10,12,15,18}, (AU B)NC = {3,6,10,15},
B—A=1{2,4,8,10,14,16}, A— B =1{3,9,15}, (A— B) — C ={9}.

Priklad 2. Dané st mnoziny A = (3,5), B (2,4>, =(2,5), D = (4,00). Najdite
mnoziny AUB, AUC, ANB, ANC, A—B, B — —C, BUD, BND, CND,
D-C.
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Riesenie:
AUB = (3,5)U(2,4) = (2,5), AUC = (3,5)U(2,5) = (2,5),
ANB=(3,5)N(2,4) = (3,4), ANC = (3,5)N(2,5) = (3,5)
A—B=(3,5)—(2,4) = (4,5), B—A=1(2,4)—(3,5) =(2,3),
B—-C=(2,4)—(2,5) = {2}, BUD = (2,4) U (4,00) = (2,00),
BND=(24)N(4,00) =0, CND=(2,5)N(4,00)=(4,5),
D —C = (4,00) — (2,5) = (5,0)

Priklad 3. Vyznacte na ¢iselnej osi mnoziny vSetkych redlnych ¢isel, pre ktoré plati:
a) lr| <2, b)lz[>1, o) |r—3]<1, d)|z+2 >3

RieSenie:

a) |r| <2 prave vtedy —-2<2x <2, teda z€(-2,2),

b) || >1 prave vtedy x>1 alebo z< -1, teda z € (—o0,—1)U(1,00),
c) lt—3] <1 pravevtedy —-1<zx—-3<1 teda 2<z<4, =x€(24),

d) [z +2| >3 prave vtedy z+2>+/3 alebo x+2< -3, teda
> 2 alebo < —-2-—+/3.

Vyroky
K charakteristickym znakom matematického jazyka patri jeho presnost, jednoznacnost.
Uvedieme niektoré pojmy z matematickej logiky, ktoré nam umoznuju presnejsie sa vy-
jadrovat. Vyrok je napisand alebo vyslovena myslienka, o ktorej pravdivosti mé zmysel
uvazovat.

Priklady:

a) Cislo 12 je delitelné dvoma.
b) 34+5=10
c) Bratislava je hlavné mesto Slovenska.
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Kazdy vyrok je pravdivy alebo nepravdivy. Ten isty vyrok nemoze byt stcasne aj pravdivy
aj nepravdivy. Spajanim vyrokov mozeme ziskat nové zloZitejsie vyroky.

Negaciu vyroku V tvorime tak, Zze pred vyrok dame formulku ,nie je pravda, Ze“,
oznacujeme V.

Vyrok - V Negacia vyroku - V'

Cislo 4 je péarne. Nie je pravda, ze ¢islo 4 je parne.
(Cislo 4 je nepérne).

Dnes je nedela. Dnes nie je nedela.

Konjunkcia (logicky st¢in) vyrokov V a U, oznacujeme V' A U, ¢itame ,plati vyrok
Va U“.

Disjunkcia (logicky stcet) vyrokov V a U, oznac¢ujeme V'V U, ¢&itame ,plati vyrok V
alebo U“.

Implikacia - oznacujeme V = U, ¢itame ,ak plati V, potom plati U“.

Ekvivalencia - oznacujeme V < U, ¢itame ,)V plati prave vtedy, ked plati U*.

Vseobecny a existen¢ny kvantifikator

Zapis ¥V x € M : p(x) oznacuje vyrok ,pre kazdy prvok z mnoZiny M plati p(z)*“. Symbol
V nazyvame vSeobecny kvantifikator.

Zapis 3 x € M : p(x) oznacuje vyrok ,existuje taky prvok x z mnoziny M, ze plati p(x)“.
Symbol 3 nazyvame existenc¢ny kvantifikator.

Priklad 4. V je vyrok: ,,Cislo 9 je neparne“, U je vyrok: ,,Kazdy trojuholnik m4 pravy
uhol“. Utvorte vyroky V', U, V ANU, VVU,V =U,V < U.

Riesenie:
V'.  Nie je pravda, ze ¢islo 9 je neparne“.
U’: ,Nie je pravda, Ze kazdy trojuholnik mé pravy uhol“.
V AU: ,Cislo 9 je neparne a kazdy trojuholnik mé pravy uhol®.
V v U: ,Cislo 9 je neparne, alebo kazdy trojuholnik mé pravy uhol®.
V = U: ,Ak ¢islo 9 je neparne, tak kazdy trojuholnik méa pravy uhol”.
V < U: ,,Cislo 9 je neparne prave vtedy, ked kazdy trojuholnik mé pravy uhol®.

Priklad 5. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov:
a)yVre N:x>1, b)VeeR:(z+2)*>0, c¢)dJreR:3x+2=0,
5)
A)IreR:a+4=0, e 3k€Z:(2k+1)g:—§, f)Vz € N: |z — 5| > 0.
RieSenie: Vyroky a), b), ¢) st zrejme pravdivé. Vyrok d) je nepravdivy, dand rovnica
nema rieSenie v mnozine R. Vyrok e) je pravdivy (k = —3). Vyrok f) je nepravdivy, ne-
rovnost |x — 5| > 0 neplati pre z = 5.
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a)
b)
c)
d
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Priklad 6. Negujte vyrok V:

Cislo 2 je delitefom kazdého parneho ¢isla.

Kazdy trojuholnik je tupouhly.

Existuje tsecka, ktora mé velkost /2.

) Existuje aspon jeden lichobeznik, ktory mé pravy uhol.

Riesenie: Vyroky V"

a) Cislo 2 nie je delitelom kazdého parneho ¢isla. (Existuje parne ¢islo, ktoré nie je deli-

telné dvoma).

b) Kazdy trojuholnik nie je tupouhly. (Existuje trojuholnik, ktory nie je tupouhly).
c) Nie je pravda, 7e existuje tsecka, ktord mé velkost v/2.(Ani jedna tisecka nemé velkost

V2.

d) Nie je pravda, Ze existuje lichobeznik, ktory ma pravy uhol. (Ani jeden lichobeznik

nemd pravy uhol).

1.1 Cvicdenia

1.

Dané st mnoziny A = {-3,-1,0,3,5}, B = {1,3,5,7}, C = {-1,0,1,2,3}. Urcte
mnoziny: a) AUC, b) (AUB)UC, c¢)AnB, d) An(BNC), e) A-DB,
fYyC—-—A, g A—(BUCQC).

Je moZné, aby pre nejaké mnoziny platilo: a) ANB=A, b) AUB= A,
c) AUB=ANB, dA-B=A, e A—B=1{, f)(A-B)nB={?Ak éno,
aké podmienka musi byt splnena?

. Dané stt mnoziny A = (6,10), B = (—00,8), G = (—2,4). N4jdite mnoziny:

a) ANB, b)BNC, c¢)ANC, d)AuUB, e)AUC, f)A-B, g)(AuB)N(BUC).

. Najdite mnoziny vSetkych realnych cisel, pre ktoré plati: a) |z| <3, b) |z| > 2,

c) |z +4] <5.

. Rozhodnite o pravdivosti vyrokov:

a) Kazdé péarne cislo je delitelné 4.

b) 35 je delitelné 7.

¢) Rovnica 2z — 1 = 5 mé najviac jeden realny korer.
d) Kazdy pravouhly trojuholnik je rovnoramenny.

Rozhodnite o pravdivosti vyrokov:
a)dreN:22-9=0, b)Vze(-1,1):|z]| <1, c)Vre (-00,2):
d)JzeR:22+3<0.

1
Tz —2

<0,
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Vysledky

1. a) {~3,-1,0,1,2,3,5}, b){-3,-1,0,1,2,3,5,7}, ¢){3,5}, d) {3},
e) {_37 _170}7 f) {172}7 g) {_3}7

2.a) ACB, b)BCA, ¢)A=DB, d)BnNnA=0, e AcCB, f)vady,

3.2) (6,8), b)(=2,4), o), d)(—00,10), e)(—2,4)U(6,10), f) (8,10),

4. a)x € (-3,3), b)z € (—00,—2)U(2,0), ¢)xe(=91),
5. b), ¢) pravdivy, a), d) nepravdivy,

6. a), b), ¢) pravdivy, d) nepravdivy.






2
UPRAVA ALGEBRICKYCH VYRAZOV

Algebricky vyraz je zapis skladajuci sa z Cisel a pismen (oznacuji premenné), ktory
dostaneme pomocou konec¢ného poctu operacii: sc¢itanie, odcitanie, nasobenie, delenie,
umocnenie, odmocnenie, pomocou zatvoriek a pomocou absolutnej hodnoty. Zatvorky
urcuju poradie naznagznych operacii. Napr. zapis 2z + 5y je algebricky vyraz s dvoma
Vit

Defini¢ny obor vyrazu je mnozina vSetkych ¢isel, pre ktory ma dany vyraz zmysel.
Dva vyrazy s pismenami sa rovnaji, ak maju rovnaky defini¢ny obor a po dosadeni kaz-
dého cisla z definicného oboru za kazdé pismeno do rovnosti tychto vyrazov dostaneme
pravdivy vyrok.

Uprava vyrazu je nahradenie jedného vyrazu inym, ktory sa mu rovna, pricom oby-
Cajne pozadujeme, aby mal novy vyraz vhodny tvar. Pred tpravou vyrazu treba urcit
defini¢ny obor.

Zjednodusenie vyrazu je takd uprava, po ktorej dostaneme vyraz s mensim poc¢tom
¢lenov, zatvoriek, premennych, ktory sa vsak rovna povodnému vyrazu.

Pri uprave algebrickych vyrazov pouzivame nasledujice tvrdenia.

premennymi, zapis je algebricky vyraz s troma premennymi.

Pre kazdé dve realne cisla a, b plati:
(a+b)? = a® £ 2ab + b?,
(a+b)* = a® £ 3a%b + 3ab® + b°,
a® —b* = (a —b)(a +b),
a® £ b = (a £b)(a® F ab+ b?).
Pre kazdé redlne ¢islo a a kazdé prirodzené ¢islo n definujeme:

a=a.a....a (n—krét).

Pre kazdé realne ¢islo a # 0 a kazdé celé ¢islo z definujeme:

Ak n je prirodzené ¢islo, potom n-t4 odmocnina z nezaporného realneho cisla a
(ozn. {/a ) je to nezdporné ¢islo b, pre ktoré plati b = a.
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C1s s -y v 12 .y oy z .
Pre kazdé realne kladné ¢islo a a kazdé racionélne ¢islo — definujeme:
n

@ = Vi = (Ya)”

Pre kazdé reélne ¢isla a, b a Tubovolné redlne ¢isla r, s plati:

Priklad 1. Urcte, pre ktoré redlne ¢isla x, y ma vyraz zmysel a zjednoduste tento

, y x v’y + xy?
vyraz: + . .
2 —xy Yy —ay x? — 92

RieSenie: Vyraz ma zmysel prave vtedy, ak plati: 2%>—xy # 0, y*—xy # 0, 22—y* # 0.
Upravime menovatele na stc¢in 22 — xy = z(z — y), y* — 2y = y(y — z),
22 —y? = (r — y)(r +y). Z toho vidime, Ze dany vyraz mé zmysel pre vietky realne
Cisla z, y, pre ktoré plati: = #0, y # 0, z # y, © # —y. Vyraz zjednodusime (urobime
naznacené operécie, kratime zlomky):

(fﬂixy N yix’y) ' igtif - <w($y— 9 y(yx— x)) ‘ (ﬁlg(zgﬁy) -

Y- vy —(@-ylty 1 zty z+y

vyt —y) v—y T —y T —y rT—y y—zx

/ b b
Priklad 2. Urcte definiény obor vyrazu a zjednoduste: %i/i . {’/j )
a a

Riesenie: Definicnym oborom daného vyrazu su vsetky realne c¢isla a, b, pre ktoré
plati: a > 0, b > 0, alebo a < 0, b < 0. Vyraz upravime tak, aby obsahoval jednu

odmocninu:
qﬁ \eﬁ: (o)L \e/L‘G/aj \ﬁ:\/E
bVa Va b/ a Va 2 Va b

Priklad 3. Zistite, pre ktoré redlne ¢isla a, x mé vyraz zmysel a zjednodusSte tento

, < a—2x a+x ) 1
vyraz: - — . .
Y a% — I3 \3/5 + % 2(@;13)%
RieSenie: Vyraz ma zmysel, ak plati: a3 —z3 # 0, /a+ Jz #0, (azx)3 #0,
Va # Jx, Va#—Jx, a#0, v #0. Teda vyraz ma zmysel, ak plati a # 0, = # 0,

x # +a. Dalej upravime dany vyraz
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Priklad 4. Udajte podmienky existencie a zjednoduste: ( T / + Yy — > \/_" fy\/_

2 72
RieSenie: Podmienky existencie st v >0, 2#0, — >0, y#0, 2y >0,
Z Y

x>0, y >0, vVo+./y#0. Toto je splnené prave vtedy, ak x > 0, y > 0. Upravime

101

G/y . x ( 2 _1 2 _1> r6Y6
e TyYséx 6+ €6 6 . e

\/ Yy \/_+\/_ Y ey z3 + 12

Y
11 5 1 11 5 1 11 1 1
5 1 5 1 T6Y6 T6Y3x6Ys 4+ YyexrsTreys TY? 4+ yx?
— <x6y3 —|—y6x3> . T T — T T —_ T T =
Tr2 + Y2 r2 +y2 T2 + Y2
) (o144
= 1 1 = VY-
rz + Y2
2.1 Cvicenia
Urcte definiény obor a zjednoduste vyraz:
3,2 2p2 2,2 _ 1 2 D2 — (g — D)2
TSttt/ R S ARtk Gk A ) it Gl
2x — 2y a*b* + a?b? x?y —x xy + y? ab
£) 2y
(ot g — a2
a a 1 x a b —ab
a‘) o 10 b) + 2 2 Y 9 C) 79 ° 9
b—3 3-b r+y x22—y> (v+vy) b a
Q) (x+y)2 2x — 2y )(12—62 a—b f)x—y 3x? — 3y?
e :
22—y 3z +3y x4y  xy+y?

%ﬂ¢wﬁfﬁ7@ff

ab\/_—i-\/_)
RN AT

\/_—l—\/_ Jc+y
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2 UPRAVA ALGEBRICKYCH VYRAZOV

5 a=3p2\ 2 a’b~* _3‘ a3h=3 \ 2
"\ c3d "\ c3d2 "\ c2d2 ’

oo

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

)

1 1
) 2 4 43/ 12 93— _ _
Vava? 4+ 4y/22/x :c,/\/E 33:,/\3/5,

1
L= abyah
1++a a—1 "

1+ x 1—ﬁ+1—4ﬁ
1—Vx 14z 1—z’

. 2
1o 2 ) (1= 29299 o gaey,
1-3a 3a + 1
atb a-0Y\ 1_a2+b2
a—b a+b/)" az—b2)’

a’>—ab® +0* b a® —2ab+ 20> b
(a —b)? a—b) \ a2—ab+b a)’

3 N 3x ?4ay+y*\ 204y
r—y x—y3 x4y D2 4 2zy + y?
2,2
2_:1: +y
p” 291:3/ T a vypocitajte hodnotu zlomku pre = =0,2, y = 2,
2oy
a* — bt
a?b?




17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

w

24.

.a)x_%y%,x#O, y >0,

a®  a?
b—2+€+a—|—b

a? b ’

»2 o a2

a 3a?

1):(1-—

(1) (%)
(z? = bz +6)* Vr+3
J(x=3p  (z—2)%
r—2 1—=x 1
r—3 44—z 22—-Tr+12’
a+1 ‘ 1

@+a+a at—a’

(z+y)?—(x—y)’

(5 )
+ :
r—vy Tty
b N a a2 — b2\ *
a2—ab b2 —ab) \a2b+ ab? ’

(x+y)?—2y(x+y)

b)a% biz, a >0, b>0,

2.1 Cvicenia

1+1—:1:2
1+ 2?2 1
1 —
T B [
1+ 22 z?
Vysledky:
x? xy+1 1
'a’)Eax%ya b)m,a#O,b%O, C) 7x7é07x7é§7
T+y 1
d)—yy%(—))x#_ya e)4’a7é07b7é07 f)—ay%oay%_zxa
Yy rT+y
222 b—a
0,b#3, b + o 0, b#0
a‘) ) % ) )(I+y)2(x—y)’x7é Y, C) ab 70’7'é ) # )
2 a+b Y
d) - + b#0 b, f) —— — 0
)37 x% y7 e) 3 ) % 7a# 7 )B(x_'_y)?x# y7 y# J

)y s, y>0, z#0,

d) —ai b7z, a>0,b>0, ¢) —b b>0, a#b, a>0,
%

7x#_y71‘207y207

19
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5. x_%yl_lzz%, r#0, y>0, z>0,
6. a%b?c7, a#0, b#0, c#0, d#0,
7.a%, a >0,
8.0, x>0,
2
9. , a>0, a#1,
1—a
1
10. , x>0, x#1,
11—z
-1 1
11, ——— +-
2a+30) 7 E3
2
12. —?‘L, a#4b, b0,
13.1, a#0, a#b,
3
14. Ma T 7é :i:yv Y 7& _2$a
r—y
15. -Y, 'T#Ou y#O, x%?ﬁ _27
b
16. 270 w20, b£0, a#b,
a—>b
a2
17. 7 a#0, b#0, a+# b,
a_
1—a 1
18. +1 -
8 1_20,7 a% ) a/% 27
19. Va2 -9, x#2, x#3,
2(x — 2
20. L), x#3, x#4,
r—4
21.a> -1, a#0, a#1,
1
22. 2_7 x#O, y7é07 l’?éj:y,
Y
b
23. 910 040, b£0, a+b
b—a
24.1, x#0.
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ROVNICE A SUSTAVY ROVNIC

Rovnica je matematické vyjadrenie rovnosti medzi hodnotami dvoch vyrazov. Vyrazy
modzu obsahovat jednu alebo viac premennych. Definiény obor rovnice je prienik definic-
nych oborov vSetkych vyrazov, ktoré sa v rovnici nachadzaju.

Stistava rovnic obsahuje dve, resp. viac rovnic, ktoré maju byt splnené stcasne.
Defini¢ny obor stustavy rovnic je prienik definiénych oborov jednotlivych rovnic ststavy.
Cislo z defini¢ného oboru rovnice s jednou premennou (L(z) = P(x), L - lava strana
rovnice, P - prava strana rovnice) sa nazyva korefiom (rieSenim) tejto rovnice, ak po
dosadeni tohto ¢isla do rovnice namiesto premennej dostaneme pravdivy vyrok. RieSenim
ststavy rovnic s dvoma premennymi st vSetky usporiadané dvojice ¢isiel [z,y] € R X R,
ktoré spliiaju kazda rovnicu ststavy. Vyriesif rovnicu, alebo ststavu rovnic znamen4 néjst
mnozinu K vSetkych rieseni.

Pri rieSeni rovnic pouZivame tpravy, ktoré nemenia mnozinu rieseni (ekvivalentné
upravy).

1. Nahradenie vyrazu L(z) alebo P(z) vyrazom, ktory sa mu rovna.
2. Nasobenie obidvoch stran rovnice ¢islom ¢ # 0.
3. Pripocitanie toho istého ¢isla k obidvom stranam rovnice.

Dalej pouzivame tpravy, ktoré mozu viest k rovnici s inou mnozinou rieSeni, ako mala
povodna rovnica (neekvivalentné upravy).

1. Pripocitanie vyrazu definovaného na celom definicnom obore rovnice k obidvom stra-
nam rovnice. (Ak definiény obor rovnice je celd mnozina R, potom tato tprava je
ekvivalentna).

2. Nasobenie obidvoch stran rovnice vyrazom definovanym na celom definicnom obore
rovnice. (Ak vyraz je nenulovy a definovany pre vsetky ¢isla z R, potom uprava je
ekvivalentnd).

3. Umocnenie obidvoch stran rovnice prirodzenym mocnitelom.

Pri pouziti neekvivalentnych tprav je nevyhnutnou stcastou rieSenia rovnice skuska
spravnosti. Skasku urobime tak, Ze vypocitané korene dosadime do pévodnej rovnice.
Ak po dosadeni dostaneme pravdivy vyrok, je vypocitané ¢islo korennom poévodnej rovnice.

Zakladné typy rovnic a sustav rovnic

Linearna rovnica s jednou neznamou ma tvar: axr +b =0, a, b € R, a # 0.
b

Rovnica ma jediny koren z = ——.
a
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Ststava dvoch rovnic
a1x + by = 1

asT + boy = o

kde ay, by, c1, as, ba, co € R, pricom aspon jedno z cisel a;, b; a aspon jedno z ci-
sel ay, by je rdzne od nuly, sa nazyva sustava dvoch linearnych rovnic s dvoma
neznamymi. Sustavu riesime dosadzovacou alebo s¢itacou metédou. Pri dosadzovacej
metdde vyjadrime jednu neznamu z jednej rovnice ststavy a dosadime do druhej rovnice,
¢im dostaneme rovnicu o jednej neznamej. Pri sc¢itacej metode vynasobime dané rovnice
vhodnymi c¢islami tak, aby sa po s¢itani rovnic jedna nezndma vyluacila.

Kvadraticka rovnica mé tvar: az®> + bx +c = 0, kde a, b, ¢ € R, a # 0. Cislo
D = V? — 4ac sa nazyva diskriminant kvadratickej rovnice.

e Pre D > 0 ma kvadraticka rovnica dva realne korene

—b++vD

T2 =
2a

e Pre D = 0 ma kvadraticka rovnica dvojnasobny redlny koren

b

X12 = —5 -
2a

e Pre D < O v mnozine realnych ¢isel kvadratickd rovnica nemé riesenie. Riesenie kvad-
ratickej rovnice pre D < 0 je uvedené v kapitole 9.

Rovnice s absolatnou hodnotou obsahuji neznamu v absoltitnej hodnote. Riesime
ich pomocou definicie absoliitnej hodnoty cisla, rozdelenim defini¢ného oboru rovnice na
mnoziny, na ktorych kazdy z vyrazov v absolitnej hodnote nemeni znamienko. Na kazdej
z tychto mnozin rieSime rovnicu, ktora je ekvivalentna s pévodnou rovnicou a neobsahuje
uz absolutne hodnoty. RieSenie potom dostaneme ako zjednotenie rieseni na jednotlivych
mnozinach.

Sustavu linearnej a kvadratickej rovnice, resp. dvoch kvadratickych rovnic
s dvoma neznamymi riesime zvycajne tiez dosadzovacou alebo s¢itacou metédou.

Priklad 1. Rieste v R rovnicu (2z — 3)? = (3z — 4)(3z + 4) — z(5z — 3).

Riesenie: Defini¢ny obor rovnice je R. Pri rieseni pouzijeme zakladné vzorce a ekvi-
valentné upravy.
42> — 122 +9 = 92° — 16 — 5z + 3z
5

—15x = —25, zcoho x=-—

3

5
Pretoze pouzité upravy boli ekvivalentné, K = {g}
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3(z — 3) 5 6
2e—2) we—2) -2

Riesenie: Rovnica je definovana pre x # 0, * # 2. Rovnicu vynasobime vyrazom

2x(x —2) # 0.

Priklad 2. RiesSte v R rovnicu 1 +

2z(x — 2) 4+ 3z(z — 3) + 30 = 12z
52° — 252 +30 =0
5(x —2)(x—3)=0
x=2 alebo x=3

Vykonané tpravy boli na definicnom obore rovnice ekvivalentné. Koren x = 2 nie je
z defini¢ného oboru rovnice, teda K = {3}.

Priklad 3. RieSte v R X R stistavu rovnic
36x + 8y = Txr — 21y

18 + 9y = 3z — 3y + 3.

RieSenie: Ststava rovnic je definovand pre kazdé [x,y] € R x R. Ststavu upravime na
jednoduchsi tvar

292+ 29y =0
152+ 12y = 3
Dalej riesime dosadzovacou metédou. Z prvej rovnice y = —z dosadime do druhej rovnice
a dostaneme
152 — 122 =3
r=1
Z podmienky y = —x vyplyva y = —1. Vsetky tupravy boli ekvivalentné, teda dvojica

[1, —1] vyhovuje danej ststave, K = {[1, —1]}.

Priklad 4. Rieste v R x R stuistavu rovnic

r—1 y—6
r+15  y+2
r—3 y—4

r  y—1

Riesenie: Stustava rovnic je definovand pre x # —15,  # 0, y # —2, y # 1. Prva
rovnicu ststavy vynasobime vyrazom (x + 15)(y + 2) a druht rovnicu vyrazom z(y — 1).
Oba vyrazy st definované pre kazdé redlne x, y a na definiénom obore rovnice st nenulové.
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(z = 1)(y+2) = (y — 6)(z + 15)
(r=3)y—1)=(—4)z
Po tprave dostaneme jednoduchu ststavu
r—2y=—11

r—y= _17
ktort riesime sc¢itacou metédou. Druht rovnicu odcitame od prvej a dostaneme
—y=—10, zcdoho y=10.

Po dosadeni y = 10 napr. do prvej rovnice dostaneme x — 20 = —11, =z = 9. Pouzité
tpravy boli ekvivalentné na defini¢nom obore rovnice, teda riesenim je K = {[9, 10]}.

Priklad 5. Stucet druhych mocnin dvoch po sebe idtcich neparnych prirodzenych ¢isel
je bl4. Vypocitajte obidve ¢isla.

Riesenie: Nech x € N, potom dve po sebe idlce neparne prirodzené ¢isla st napr.
2r — 1 a 2z + 1. Rovnica bude mat tvar

(2r — 1)+ (22 + 1)? = 514
4o — 4z +1+42 +42 +1 =514
822 = 512
I2 =64 T1,2 = +8.
Pretoze x € N, vyhovuje len x = 8. Hladané ¢isla s 22 — 1 =15 a 2z + 1 = 17.
7 3

2
Priklad 6. RieSte v R rovnicu — = —.
l—-2z 1+z2z =«

Riesenie: Rovnica je definovana pre z # —1, x # 0,  # 1. Rovnicu vynasobime
vyrazom (1 — z)(1 + z)x # 0 a upravime

20+ 2)r —7(1—2)z =3(1 —x)(1 + 2)

1222 — 52 — 3 = 0.

Diskriminant kvadratickej rovnice D = b%* — 4ac = 25+ 144 = 169 > 0 a korene rovnice st

—b+VD 5+13

2=, 24
3 1
Ir = Z, To = —g

14
Korene patria do definicného oboru rovnice, teda K = {—g, g}



3 ROVNICE A SUSTAVY ROVNIC 25

Priklad 7. Rieste v R rovnicu 3z + 10 — xz = 2.

10
Riesenie: Rovnica je definovana pre 3z + 10 > 0, teda na 3 oo ). Osamostatnime

odmocninu a okrem ekvivalentnych tprav pouzijeme aj 3. neekvivalentnt tpravu, preto
nakoniec vykoname skiuisku spravnosti riesenia.

V3r+10=2+=x

3z +10 = (2 +z)°
> +r—-6=0

Pretoze z1.29 = —6 a xy + o = —1, korennmi kvadratickej rovnice su ¢isla xy = —3
a Ty = 2.

Urobime skisku spravnosti riesenia.

Pre x; = —3: lava strana rovnice L = /—9 + 10 + 3 = 4, prava strana P = 2, L # P.
Pre x9 = 2: Tava strana rovnice L = /6 + 10 — 2 = 2, prava strana P =2, L = P.

Rovnici vyhovuje len zo = 2, teda K = {2}.

Priklad 8. Rieste v R rovnicu 2|z — 3| = 3z + 2.

RieSenie: Rovnica je definovana pre kazdé x € R. 7 definicie absolitnej hodnoty
realneho ¢isla vyplyva

a) pre r —3 > 0, teda na (3,00) plati |z — 3| =2 — 3
b) pre x — 3 < 0, teda na (—oc, 3) plati |z — 3| = —(x — 3)

Rovnicu riesime pre oba pripady.
a) Nech z > 3, potom rovnica 2|z — 3| = 3z + 2 je ekvivalentna s rovnicou
2(x —3)=3x+2, zktorej z=-8.
Toto ¢islo nevyhovuje podmienke z > 3, preto nie je koreniom povodnej rovnice na

(3, 00).

b) Nech = < 3, potom rovnica 2|z — 3| = 3z + 2 je ekvivalentnd s rovnicou

4
—2(x—3)=3x+2, zktorej —-br=-4 a T=g

Vypocitané cislo vyhovuje podmienke = < 3, preto je korenom danej rovnice na

(—00,3).
noff)- )

Teda
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Priklad 9. Rieste v R x R sustavu rovnic
2?22 -2 —4=0

20y —x = 0.

RieSenie: Sustava rovnic je definovand pre kazdé [z,y] € R x R. Riesime ju dosadzo-
vacou metodou. Druhil rovnicu upravime na tvar

1
r(2y—1)=0, zcého x=0 alebo y=3

e Pre =0 maprva rovnica ststavy tvar 2y?> —2y —4 =10, dize
2(y+1)(y—2)=0, zcho y=-1 -alebo y=2.
Pre =0 jerieSenim [0,—1] a [0,2].

e Pre y= - mé&prvarovnica ststavy tvar 2%+ 3~ 1-4=0, teda z°=—

2
3 3V2
a T12 = iﬁ = j:T\/_

2 2

r .,
Pre y= 3 je rieSenim 7 73

3v2 1] [_ﬂ 1]

3vV2 1 3v2 1
Pouzité upravy su ekvivalentné, teda K = {[0, —1J,10, 2], [T\/_’ 5] , [——f —] }

3.1 Cvicenia
1. Rieste v R rovnicu (2 —z)? — 222+ 10 = (3 — 2)(3 + z)z + (2x — 1)*.

9 Rieste v R . 2x—13+2x—12_10x—78+7
. Rieste v mvmcuzx_16 T8 " ss_o1 %

3. Rieste v R x R stustavu rovnic

3r—2y br—3y 12 3
a) ot T+ )y+2+x_y
20 — 3y 4xr — 3y ) 6
— 1 =4
5 T3 y+i —y  yro

o . 2 5
4. Rieste v R rovnicu 12 (1+2)? (Q—x)?

5. Obvod obdlznika je 42 ¢m, dlzka jeho uhlopriecky je 15 cm. Vypoditajte rozmery tohto
obdlZnika.



10.

11.

12.

13.

14.

15.

1.

2.

3.

. Rieste v R rovnice a)

3.1 Cvicenia 27

. Student mal prestudovat 480 stran skript. Stadium si rozdelil tak, Ze kazdy defi na-

studoval rovnaky pocet stran. Keby bol kazdy den prestudoval o 16 stran viac, ostalo
by mu 5 dni na zopakovanie. Kolko dni $tudoval skripta?

Najdite m tak, aby rovnica ma? — 4z +m — 2 = 0 mala jeden koreit z = 0. Vypocitajte
druhy koren.

. Rieste v R rovnice a) 622 — 132 =0, b) 922 -2=0, c) 3224232z —11=0,

d)3224+4=0, e)2502—32-28=0, f)z?+82v/2+32=0, g)42'-1322+3=0.
20+1 3x+3 x—4 T —2 4 x

— b — .
r—1 20-3 222-52+3 ) r  xzr—2) 2—x

Pre ktoré r méa rovnica 2(r + 2)2? — 24x + r + 3 = 0 dvojndsobny koren?

Aka hlboka je Sachta, ak dopad kamena na dno Sachty pocujeme za 8 sek. (Rychlost
zvuku vo vzduchu v = 340 m.s™!, zrychlenie volného padu g = 10 m.s™2, vy = 0.)

Napiste vsetky kvadratické rovnice, ktoré maji korene xy = —7, xo = 5.

Rieste v R rovnice a) v/3 —x —z = 3, b) 2v/x +2+4 =2z — 18,
rT+x+2 7
—_— = —— d —7—V5—x=3 100—2=2—z—8

C)x—\/m 5 )V Vb —x =3, e) v x Vo —8,

Y vV—zr—vV1—z=1, g) r+ Va2 -9 =21,

1 1 V3

h . _ V2
)1—\/1—;1:2 1++v1—22 22
. . 4—x
Rieste v R rovnice a) |x — 3| — 2z =2 — x, b) Br—2] =2r+1,
x_
¢) |z — 2| =3z — 4, d)4—z—2*= 22 —2+2|

Rieste v R x R stustavy rovnic
a)z? —y*—2x+3y+1=0 b) x> +y*+2r —4y+1=0

20 +3y — 6 =0, r—y+1=0,

c)y—z—2=0 d) 2> + 2y -2y —4=0

y? = 8z, 2zy —x = 0.
Vysledky:
K:{l}v
K = {12},

a) K ={[3,2]}, D) K ={[54]},
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

3 ROVNICE A SUSTAVY ROVNIC

{3

. 9cem, 12 em,

. 15 dni,

m=2x =2,

a)K:{OE} b) K {ig} )K:{—ﬁiz} d) K =
e)K:{—l,%} £) K = {—4v3}, g)K:{i— 3l

o) K= {4}, b)K—0

K ={-11,6},

h ~ 250 m,

ar® +2axr — 350 =0, a € R, a #0,

a) K ={-1}, b)K={34}, ¢ K:{

£) K = {-3}, g)K:{7—75}, h) K

a)K:{%}, b) K = {1}, @K:{%ﬁ}, d) K = {~1,1},

a) K= ®> b) K= {[_170]7 [1’2]}7 C) K= {[2a4}}>
PSRRI
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Pojem nerovnice s jednou premennou (L(z) < P(z), L(z) > P(z), L(z) < P(x),
L(z) > P(x)) vyplyva z rieSenia nasledujiicej matematickej tlohy. V danej ¢iselnej mno-
zine hladdme vsetky také prvky z, ktoré spliiaji nerovnosti medzi hodnotami vyrazov
L(z) a P(x).

Defini¢ny obor nerovnice je prienik defini¢nych oborov vyrazov L(z) a P(x). Cislo
z definiéného oboru nerovnice sa nazyva rieSenie (koren) tejto nerovnice, ak po dosadeni
tohto ¢isla za premennt do nerovnice dostaneme pravdivy vyrok. Riesit nerovnicu zna-
mend najst mnozinu K vSetkych jej rieseni.

Pri rieseni pouzivame najcastejSie nasledujice upravy, ktoré nemenia mnozinu rieseni
(ekvivalentné apravy).

1. Nahradenie vyrazu L(x) alebo P(z) vyrazom, ktory sa mu rovna.

2. Pripocitanie toho istého ¢isla k obidvom stranam nerovnice.

3. Pri nasobeni obidvoch stran nerovnice ¢islom ¢ # 0 plati:

a) ak ¢ > 0, potom L(z) < P(z) prave vtedy, ak cL(z) < c¢P(x),

b) ak ¢ < 0, potom L(x) < P(x) prave vtedy, ak cL(x) > cP(z).

Vlastnost plati podobne, ak v nerovnici namiesto znaku < je jeden zo znakov >, > <.
Teda po vynasobeni nerovnice ¢islom ¢ > 0 sa znak pévodnej nerovnice nezmeni, po
vynasobeni nerovnice ¢islom ¢ < 0 sa znak nerovnice zmeni na opacny.

4. Umocnenie (odmocnenie) obidvoch stran nerovnice, ak obidve strany nerovnice nado-
bidaji na celom definiénom obore nerovnice nezaporné hodnoty: L(z) > 0a P(x) > 0,
potom L(z) < P(zx) prave vtedy, ak [L(z)]* < [P(z)]* (\/L(z) < v/P(z)). Vlastnost
plati podobne, ked v nerovnici namiesto znaku < je jeden zo znakov >, >, <.

Poznamka: Pripocitanie lubovolného vyrazu obsahujiceho nezndmu k obom stranam
nerovnice, resp. nasobenie oboch stran nerovnice nenulovym vyrazom obsahujicim ne-
znamu, vSeobecne nie je ekvivalentna tprava. Tato tprava je ekvivalentna, ak defini¢ny
obor nerovnice aj defini¢ny obor vyrazu je celd mnozina R. Pri nasobeni oboch stran
nerovnice nenulovym vyrazom je potrebné uvazit znamienko vyrazu a postupovat podla
vlastnosti 3.

Zakladné typy nerovnic

Linearna nerovnica s jednou neznamou ma tvar: ax +b > 0, (ax +b < 0,
ar+b>0,axr+b<0), a be R, a#0.
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b b
Ak a > 0 je ax + b > 0 prave vtedy, ak x > —— a mnozina rieSeni K = (——, oo>.
a a

b b
Ak a < 0 je ax + b > 0 prave vtedy, ak * < —— a mnozina rieSeni K = (—oo, ——).
a a

Sustava linearnych nerovnic s jednou nezndmou mé tvar napr. ax + b > 0,
cx+d <0, abecdcR,a#0,c+#0.Cislo zy € R je koretiom stistavy nerovnic
prave vtedy, ak je korenom kazdej nerovnice tejto stistavy. Mnozinu rieseni ststavy
linedrnych nerovnic dostaneme ako prienik mnozin rieseni jednotlivych nerovnic stustavy.

Kvadratickou nerovnicou nazjvame nerovnicu az? +bzx+c >0, a,b,c€ R, a#0
(pripadne nerovnicu, kde namiesto znaku > je jeden zo znakov <, >, <).

Ak kvadraticka rovnica ax? +bx +c = 0 mé diskriminant D > 0, tak rozlozime kvadra-
ticky trojclen na sucin koretiovych éinitelov az? +bx + ¢ = a(x — 1) (x — 2), kde 21, 15 st
korene kvadratickej rovnice. Pri rieSeni kvadratickej nerovnice vyuzijeme vlastnost stic¢inu
dvoch (resp. troch) redlnych ¢isel. Sti¢in dvoch realnych ¢isel je ¢islo kladné (zaporné)
prave vtedy, ak st obidva ¢initele kladné alebo obidva ¢initele zaporné (jeden ¢initel je
kladny a druhy zaporny). Kvadraticki nerovnicu riesime potom ako sistavu linearnych
nerovnic.

Ak diskriminant kvadratickej rovnice D = 0, potom kvadratické rovnica ma dvojnasobny
korenl xp = x; = x5 a kvadraticky trojélen rozloZime na tvar ax? + bx + ¢ = a(x — xO)Q.
RieSenie prislusnej kvadratickej nerovnice zavisi od znamienka koeficientu a.

Ak kvadraticks rovnica az? — bx + ¢ = 0 méa diskriminant D < 0, tak rieSenim nerovnice
ar* +br +c > 0 je bud K = R alebo K = (). Mozno to dokazat metédou doplnenia
kvadratického trojclena na tplny stvorec:

2 s L b ? b2+ b > b —dac
axr X c=a\|\x - - — c=al|x -— _— .
2a 4a 2a 4a

b\? b2 — 4dac )
— — > 0, plati pre

Pretoze D = b* — 4ac < 0, pre a > 0 nerovnica a | x + —
2a 4a

vsetky redlne z, teda K = R.

b\> b —dac , . , )
— ———— > 0 neplati pre Ziadne realne cislo, teda

Ak D <0, a <0, tak a<x+—

2a 4a
K=1.
To, & nerovnica az® + bz + ¢ > 0 méa rieSenie K = R alebo K = ) (pre D < 0), mozno
najvyhodnejsie zistit, ak dosadime Tubovolné realne ¢islo do nerovnice. Ak toto ¢islo je ko-
refiom nerovnice, tak mnozina rieseni je R, ak nie je koreniom, tak nerovnica nema riesenie.

Kvadratické nerovnice mozno vyhodne riesit aj graficky. Grafom kvadratickej funkcie
y = ax®+bx + ¢ je parabola, ktorej os je rovnobeznd s osou y (obr. 4.1). Ak v kvadratickej
rovnici ax? + bx +c¢ = 0 je D > 0, tak rovnica ma dva rozne korene x1, x, ktoré
odpovedaju priese¢nikom tejto paraboly so stiradnicovou osou x a graf kvadratickej funkcie
y = ax? + bx + ¢ mdze mat tvar:
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a>0 a<0

mx2+bx+c
\_X»] X2
0 \/ X /0 - ) X

y=ax2+bx+c

Obr. 4.1

Z obr. 4.1a sa d4 hned ustdif, Ze pre x € (—oo,z1) plati y = ax? + bz + ¢ > 0, pre
x € (x1,22) plati y < 0 a pre x € (r3,00) plati y > 0. Podobne z obr. 4.1b je vidiet, pre
ktoré x je y > 0 a pre ktoré x plati y < 0.

Ak v kvadratickej rovnici az? + bx + ¢ = 0 je D < 0, tak rovnica nem4 realny koren,
graf kvadratickej funkcie y = ax? + bx + ¢ nepretina os z a mdze mat tvar:

y y
\ a>0 a<0
y=ax?+bx+c
0 X 0 X
/ y=ax?+bx+c
a) b)
Obr. 4.2

Z obr. 4.2a vyplyva, Ze pre kazdé x € R plati y = az? + bx + ¢ > 0, teda rieSenim
nerovnice ax? + bz + ¢ > 0 je K = R. Z obr. 4.2b vyplyva, Ze pre kazdé = € R plati
y = ax® + bx + ¢ < 0, teda rieSenim nerovnice az? + bx +c¢ > 0 je K = 0.

Ak v kvadratickej rovnici az? +bx +c¢ = 0 je D = 0, tak rovnica m4 jeden dvojnisobny
realny korent x; = x5, graf kvadratickej funkcie y = az? + bz + ¢ sa dotyka osi z a modze
mat tvar:
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a>0 a<0

\ y=ax2+bx+c

X4=X,

0 X1=X, X 0 X

/ y=ax?+bx+c

a) b)

Obr. 4.3

Z obr. 4.3a vyplyva, ze y = azx® + br + ¢ > 0 pre kazdé z € R — {x,}, teda riesenim
nerovnice az? + bz + ¢ > 0 je K = (—o0, z1) U (21, 00). Podobne z obr. 4.3b je zrejmé, Ze
y=ar’+br+c<0, Ve R, teda rieSenim nerovnice ax® + bx +c¢ > 0 je K = {1}

Pri rieSeni nerovnic s absolitnou hodnotou sa podobne ako pri rieSeni rovnic, vy-
uziva definicia absolutnej hodnoty realneho ¢isla. Defini¢ny obor nerovnice rozdelime na
intervaly, na ktorych vyrazy v absoliitnej hodnote nemenia znamienko. Na ziskanych inter-
valoch nahradime nerovnicu ekvivalentnou nerovnicou bez absolitnych hodnét. Riesenie
nerovnice s absolitnou hodnotou je zjednotenim rieseni nerovnic na jednotlivych interva-
loch.

Priklad 1. Rieste v R nerovnicu (3z — 5)% + (4z + 3)*> > (5z + 4)(5z — 1) + 5.

Riesenie: Nerovnica je definovana pre kazdé x € R. Po Gprave dostaneme

922 — 300+ 25+ 1622+ 240+ 9> 2502 + 200 — 5 — 4+ 5

—21x > —33
r < E
-7
D . 11
Riesenim nerovnice je K = (—oo, 7>
r—3

Priklad 2. Pre ktoré realne ¢isla plati 5 1 > 27

1 1
Riesenie: Defini¢ny obor nerovnice je D = (—oo, 5) U <§, oo) . Nerovnicu upravime

pomocou ekvivalentnych uprav na tvar



4 NEROVNICE 33

- 3r—1
73 950 seoho —2Tls)
2¢ — 1 20 — 1

Na definicnom obore upravime poslednti nerovnicu na ekvivalentnt ststavu nerovnic:

(<3z—-1>0 A 22—-1>0) V (-32-1<0 A 22-1<0),

<1/\ >1\/ >1/\ <1
x_3 332 33_3 xz.

11
Riesenim nerovnice je mnozina K = <—§, 3 )

Priklad 3. Rieste v R stistavu nerovnic

5 G-l detl 1
1" 1 12 6

2x+1_2—x<1.
5 3 =

RiesSenie: Sustava nerovnic je definovana pre kazdé x € R. Prvi nerovnicu vynasobime
¢islom 12, druht ¢islom 15 a dostaneme ekvivalentnu stustavu:

152 —18x+3 >4 +1—2

6x +3 — 10+ bz < 15,

7 ¢oho
—Tr>—-4 AN 1l <22

<4 A <2
T < = x
- =

- (e ()

Priklad 4: Rieste v R nerovnicu 3z2 — 5x — 2 > 0.

Riesenie: Nerovnica je definovana pre kazdé x € R. Najdeme korene rovnice
322 —5r —2=0.

5 4+ /49 1
$12:—\/_, teda x, =2, l’gz—g.

1
3#—5x—2:3<x+§)@—2)>0
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Nerovnica plati prave vtedy, ak

1 1

<x—|—§>0 N x—=2>0 \% $+§<0 A x—2<0)

1 1
T>—z N xT>2 \% r<—z N x<2

3 3
1 1

re K= <_§’ oo) N(2,00) alebo z€ Ky= (—oo, _§) N (—o0,2)

1
RieSenim nerovnice je mnozina K = K; U Ky = | —o0, ~3 U (2, 00).

Mnozinu rieSeni vieme najst hned, ak pozname korene zodpovedajicej kvadratickej rovnice
a nacrtneme graf kvadratickej funkcie y = 322 — 52 — 2 (obr. 4.4).

Obr. 4.4

1
Z obr. 4.4 vidiet, ze y > 0 plati pre = € <_OO’_§)’ alebo pre x € (2,00). Teda

P ER

Priklad 5. Rieste v R nerovnicu 5z2 — 2z + 3 < 0.

RieSenie: Nerovnica je definovana pre vietky x € R. Rovnica 522 — 2z + 3 = 0 nemé
realne korene, D = 4 — 60 < 0. Dosadenim napr. ¢isla z = 0 do nerovnice dostaneme
3 < 0. Dana nerovnica teda nem4 riesenie, t. j. K = ().

RieSenie mozeme dostat aj doplnenim kvadratického trojclena na tplny Stvorec:

2
5(x2—5x)+3<0
1\? 1
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Nerovnica neplati pre ziadne redlne z, teda K = (). RieSenie nerovnice mozeme ziskat aj
z nacrtu kvadratickej funkcie y = 522 — 22 + 3, kde a = 5 > 0 (obr. 4.5).

y
y=5x2-2x+3
3 1.14
v [E’ﬂ
0 X
Obr. 4.5

Z obr. 4.5 vidime, Ze pre kazdé x € R je y > 0, teda 5z? — 22 + 3 < 0 neplati pre ziadne
redlne ¢islo, teda K = 0.

Priklad 6. Rieste v R nerovnicu

Riesenie: Nerovnica je definovana pre x # 0 a x # —3, teda na
(—o0, —=3)U(—3,0)U(0, 00). Kvadratické vyrazy v ¢itateli a menovateli rozlozime na stcin
linedrnych ¢initelov a rieSime ekvivalentnii nerovnicu

(x 4+ 1)(x —2)
x(zr — 3) = 0.

RieSenie nerovnice mozno najst podobne ako v priklade 2. Prehladnejsi je vSak nasledujuci
sposob. Kladnost alebo zapornost ¢initelov postidime v otvorenych intervaloch, ktorych
krajné body st korene rovnic x +1 =0,z —2=0,2=0,2+3 =0, t. j. ¢isla x = —1,
x =2,z =0,z = —3. Vo vnutri intervalov (—oo,—-3), (=3,—-1), (—=1,0), (0,2), (2,00)
jednotlivé ¢initele nemenia znamienko. Znamienko ¢initelov na jednotlivych intervaloch
zistime po dosadeni jednej lubovolnej hodnoty premennej x z tohto intervalu do vyrazu.
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Znamienka vyznacime v tabulke:

(=00, =3)[(=3,—-1)|(—1,0)[(0,2)[(2, c0)
r—1 — — + + +
T —2 — — — — +

x — — — — +
x+3 — + + + +

Zlomok je kladny prave vtedy, ked zdporné hodnoty nadobtida parny pocet vyrazov a ani
jeden z vyrazov sa nerovna nule. Nule sa zlomok rovné vtedy, ked sa rovné nule ¢itatel
vyrazu, teda x € {—1,2}. RieSenim nerovnice je teda K = (—o0,—3) U (—1,0) U (2, 00).

Priklad 7: Rieste v R nerovnicu |2 — x| > 3 — 2x.
Riesenie: Defini¢ny obor nerovnice je R. Mnozinu R rozdelime na intervaly, na ktorych

2—x < 0alebo2—x >0, teda x > 2 alebo x < 2. Na intervaloch (—o0, 2), (2, 00) budeme
riesit ekvivalentné nerovnice.

a) Pre 2 < 2 je 2 —x > 0 a plati |2 — 2| = 2 — z. Dand nerovnica je ekvivalentna
S nerovnicou
2—x>3—2x
x> 1.

Vysledna nerovnica plati len pre z < 2, preto K; = (1,00) N (—o00,2) = (1, 2).

b) Pre z > 2 je 2 —x < 0 a plati |2 — 2| = —(2 — z). Dand nerovnica je ekvivalenta
S nerovnicou
—2+z>3-2z
5
3r >5, teda x> 3
5
Vysledné nerovnica plati len pre x > 2, preto Ky = 3 o0 o0) = (2, 00).
RieSenim nerovnice je K = K3 U Ky = (1,2) U (2,00) = (1, 00)

222 4+ 1| — 32 <1
4 -l 7

Priklad 8. Rieste v R nerovnicu

RieSenie: Nerovnica je definovand pre = # 4, teda na (—o0,4)U(4, 0c0). Najdeme body,

v ktorych 2r +1 =0a4 -2 =0, teda z = 53T = 4. Na jednotlivych intervaloch

1 1
(—oo, —§>, <—§,4), (4,00) vyrazy 2z + 1 a 4 — x uz nemenia znamienko. Na tychto

intervaloch rieSime nerovnicu, ktora je pre x # 4 ekvivalentna s danou nerovnicou

22c+1| -3z < |4 —z.
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1
a) Prex§—§ plati 2z +1<0ad4d—2>0,teda 2z + 1| =—-22+1), |4 —z| =4 —=x.

Danéa nerovnica je ekvivalentna s nerovnicou
2(—2r—1)—-3z<4—=x
—6x <6
rz>—1

1
Vysledna nerovnica plati len pre z < ——, preto

= tn (o) = (1)

1
b) Pre —5§x<4je2x+12034—x>0,teda 2c+ 1] =2x+1, [4—z| =4 — =z

Dana nerovnica je ekvivalentna s nerovnicou
22z +1) -3z <4 —ux,
teda 2x <2, =zdéoho x<1.
Vysledna nerovnica plati len pre —% < x < 4, preto

o e {-La) - (L)

c) Prex>4je2r+1>0ad4—2<0,teda |20+ 1| =22+1, |4 — 2| = —(4 — z). Dand
nerovnica je ekvivalentna s nerovnicou

22z 4+1) -3z < -4+

2< -4
Z posledného vzfahu vyplyva, Ze mnozina rieSeni nerovnice je prazdna, preto

1 1
RieSenim nerovnice je K = K; U Ko U K3 = <—1, —§> U <—§, 1> U =(-1,1).

3r—1
2—x

Priklad 9. RieSte v R nerovnicu < 1.

Riesenie: Nerovnica je definovana pre

-1
> 0, ak = # 2. Podmienky st splnené
x
prave vtedy, ak plati:

Bx—1>0 /\ —x>0) 33:—1<0 AN 2—x<0)

1
<= A > 2
x 3 x )

D1:<%,oo> N(—oc0 (—oo,%>ﬂ(2,oo)=@

Defini¢ny obor D = Dy U Dy = 2) up =

V
x>— T <2 V
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Na tomto definicnom obore rieSime pévodnti nerovnicu. Obidve strany nerovnice st neza-
porné, teda mozeme pouzit ipravu 4 a umocnit obe strany nerovnice.

< 1, teda
—
plati prave vtedy, ak

< 0. Posledné nerovnica

—1 <0, z ¢oho
— -

Dostaneme

(4r—3<0 A 2—2>0) V (4r—-3>0 A 2—-2<0)
3 3
(93<Z AN <2 Vv ($>Z A x>2)

Ki— <—oo, 2) A (=00, 2) = (—oo,% K> = Goo> A (2,00) = (2, 00)
K=K UK,= (—oo,%) U (2, 00)

RieSenie hladdame len na definicnom obore nerovnice, teda rieSenim je mnozina

p-pnic=(ha)n[(-= 2 v@eo] - (12).

4.1 Cvicenia

7— 932z
5

1. Riedte v R nerovnicu — —2(1—4x) >

e~ 8

2. Rieste v R sustavy nerovnic

11 1 13-
2235540 by L 43 Sr-l 13-e

3 3x+56 10 — 3z g 2x+72_

4 6 <x—2, > 8,

T+ T - + 5 3
c) Bz +1)2 <92 +2r+3 d) 7—2r <2x+13 -6z
2 + 1 < 4z + 3, 8+ Tx >2x—T.

3. Najdite vsetky realne ¢isla a, pre ktoré plati:

3a+7 5—2a
b
2—6a>0’ ) a—"7

<3.

a)

4. Pre ktoré realne hodnoty parametra m plati, Zze kvadraticka rovnica

a) 22 —2(m+4)zr +m?+6m =0 nemd realne korene?
b) (3—m)z*+2mxr+6—m =0 m4 redlne korene?
c) 2> —5x—2+m=0 ma obidva korene kladné?

5. Rieste v R nerovnice a) z®>—5r—24 <0, b)2z?-3x+1>0, c)20z—z*> 36,
d) 522 —2x+7>0, e)x?—4x+18<0, f)32°+2+12>0, g) 22—22—2<0,
h)1-z—622<0, 1)2:24+3<0, j)92>—-16<0, k)5—2><0.
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2 —br+4 3 1 2x
. Riest R i —_ < b < > —
1eiev nerovm(:(i a) x2—|—52x+7 9, )a:—l x—|—32’ c)5x_ .
x 4+ x 4+ xr —
d) — > < f) —— > 5 — <1
>x o e):c+3 r+6’ )S—x_x+ ’ g)x—?) r—1"

. Rieste v R nerovnice a) [z +3|<2, b)|z—2|>5, c¢)|[3z+1|> 2z,

|22 — 2|
d)3—2x > 1 - S—
)3-20> p41], o) o

. Rieste v R nerovnice a) |22+ 3z +2| <2zx+4, b)|z?—2z| > |z —2|

. Rieste v R nerovnice a)+vrx+1<z—1, b)+V222+2>3—u.

Vysledky
K = (—00,2),

L) K =0, b)K=(—00,2), C)K:<—1,1>, d) K = (=3,3),

a) K = (%%) b) K — (—00,2—56>U(7,oo),

Ca) K = (—00,-8), b) K = (2,3) U (3,00), C)K:(2,§>,

Ca) K = (=3,8), b)K:(—oo,%)U(l,oo), ) K = (2,18), d) K —

R
) K=0 f)K=R, g K=(1-v31+V3), h)K:(—oo,—1 U<%,oo>,

d) K = (—o00,—1 1

0 K= (13U (5.0).

a) K =(=5,-1), b) K= (—00,-3)U(7,00), ¢)K=R, d)K-= —oo,% :
o) K = (0.3) U (2,00) f)K:( oo,—%)U(%,oo), g) K = (~1,4),

39

<1, f)|zj+]z—=1]>2, g)|3z—2]-5<|z+1].






5
ANALYTICKA GEOMETRIA

5.1 Analyticka geometria v rovine

Nech A = [z 4,y4], B = [zp,ys] st dva [ubovolné body v pravouhlej stiradnicovej ststave.
Reélne ¢isla x4, g, resp. ya,yp nazyvame siuradnice bodu A, resp. B.

Orientovani tise¢ku v = AB = B — A nazyvame umiestnenie vektora v (obr. 5.1).
Stiradnicami vektora 7 = AB v pravouhlej stradnicovej stistave nazyvame usporiadant
dvojicu ¢isel (xg — x4,y — Ya), €0 zapisujeme U = (xp — Ta,Yp — Ya)-

y
B
/
A
0 X
Obr. 5.1

Velkost vektora v je [0] = /(x5 —24)2 + (yp — ya)?.
Vektor 0 = (0,0) nazyvame nulovy vektor, jeho velkost [0| = 0.
Vektor, ktorého velkost sa rovna 1 nazyvame jednotkovy vektor. Jednotkovy vektor

31
je napriklad vektor 7 = (1,0) ale aj vektor © = (%,§> Vektor 7 = (1,1) nie je
jednotkovy, pretoze jeho velkost |7] = v/2.
Skalarny stéin dvoch nenulovych vektorov @ a v: @.v = |ul.|[7]. cos ¢ , kde ¢ je uhol

vektorov u a v, 0° < ¢ < 180°.
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Pre kazdé dva nenulové vektory u a v plati:

a) u je kolmé nav: (u Lv) < u.v=0,
b) @ je rovnobezné s T prave vtedy, ak w= kv, k € R, k # 0.

V pravouhlej stradnicovej ststave pre kazdé dva vektory @ = (uq, uz), v = (v1, v2) plati:

u.v= ULV + UgVs.

Kazda priamku urcéentt bodmi A, B mozeme pomocou bodu A a vektora s =B — A
analyticky vyjadrit rovnicou X = A+ ts kde t € R, X je Tubovolny bod priamky. Vektor
5 # 0 sa nazyva smerovy vektor priamky. Dané rovnica sa nazyva parametrickym
vyjadrenim priamky (obr. 5.2).

y
0 X
Obr. 5.2
Ak v pravouhlom stradnicovom systéme v rovine A = [z4,y4], X = [z,y] st body

priamky a 5§ = (s1,$2) je smerovy vektor priamky, potom parametrické vyjadrenie
priamky v stradniciach je dané rovnicami:

$21‘A—|—t81

, teR.
Y =1ya+ts

Lubovolny bod X, ktory lezi na priamke uréenej parametrickymi rovnicami, dostaneme
vhodnou volbou parametra t.

Rovnicu azx 4 by + ¢ = 0, kde aspon jedno z ¢isel a, b je rozne od nuly, nazyvame vSe-
obecna rovnica priamky v rovine. Vektor 7 = (a,b) nazyvame normalovy vektor
priamky; je to vektor kolmy na danu priamku.

Ak 5 = (s1, $2) je smerovy vektor priamky, tak normalovy vektor priamky je kazdy vektor
n= (k?SQ, —]{781), k 7é 07 k € R.

Ak 7 = (a,b) je normélovy vektor priamky, tak smerovy vektor priamky je kazdy vektor
s = (kb,—ka), k#0, k€ R.
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Rovnica priamky prechadzajicej bodmi A = [z4,y4], B = [xp,ys], kde x4 # x5, ma
tvar:

Y — ya = yB_yA(x_xA), kde k— Y — Ya

= je smernica priamky.
T —TaA TR —TA

Nech ¢ (0° < ¢ < 180°) je uhol, ktory priamka zviera s kladnou poloosou x, potom pre
v # 90°, k = tanp a rovnica priamky je y = kz + ¢ (smernicovy tvar rovnice
priamky).

Pre ¢ = 90° k neexistuje a rovnica priamky je x =d, d € R (obr. 5.3).

y y y
¢=0° 9=90°
C y=e g
¢ m
0 X 0 X 0 d X
y=kx+q x=d
Obr. 5.3

Ak je v rovine dand priamka p so smernicou k; a priamka ¢ so smernicou ks, potom:

a) priamky st rovnobezné < ak k= ko,
b) priamky st kolmé << ak ky.ky=—1.

Rovnicu (z — m)? + (y — n)?> = r?, kde r > 0 nazyvame rovnicou kruZnice so
stredom S = [m, n| a polomerom r (obr. 5.4).

Obr. 5.4
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Parabola, ktord mé parameter p # 0 a vrchol V' = [v, v5] méa rovnicu:

e 2p(y —wvy) = (x —wv1)?,  ak os paraboly je rovnobezna s osou y (obr. 5.5),

y
p>0 p<0
0 \;1 X / v, |0 \ X
2p(y-v,)=(x-v;)*
Obr. 5.5
o 2p(x —v) = (y —v2)?, ak os paraboly je rovnobeZna s osou x (obr. 5.6).
y y
p>0 p<0
Va fe- v, Vv
0
° / Vi
2p(x-vy)=(y-v,)*

Obr. 5.6
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Elipsa, ktord m4 osi rovnobezné s osami z, y a stred S = [m,n] mé rovnicu:

)2 )2

om? o
) a b2

kde a > 0, b > 0 st dlzky poloosi rovnobeznych so stradnicovymi osami x, y (obr. 5.7).

(xm)® , (y-n)*_,
b2 =

a2

Obr. 5.7

Hyperbola, ktorej hlavné os je rovnobezna s osou x (osou y) a stred S = [m,n] ma
rovnicu:

(z—m)* (y—n) (y—n)®* (z—m)
= 1, R VR 1] a>0,b>0 (obr.5.38).
y
y
(y-nY _ (x-m)?
a2 b?
___shln_ _
|
m 0 X

Obr. 5.8
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Priklad 1. Priamka p je dand bodmi A = [3,2], B = [—1,4]. N4ajdite parametrické
rovnice a vSeobecnu rovnicu priamky p.

RieSenie: Smerovy vektor priamky p: 3= AB = (=1 — 3,4 — 2) = (—4,2).

r=3—4t

=242t kde t € R st parametrické rovnice priamky p.

Vseobecnt rovnicu priamky mozno najst z parametrického tvaru vyli¢enim parametra ¢:

r=3—4t
y=2+2t /2, posctitani z+2y=7T.

Vseobecnd rovnica priamky p je: x+2y—7=0 (obr. 5.9).

o
[SC) TS
x

Obr. 5.9

Priklad 2. Najdite v8eobecnti rovnicu priamky p, ktorad prechadza bodom A = |3, 5]
a je kolma na priamku ¢ urcenti rovnicou 2x — 7y + 3 = 0.

Riesenie: Priamku ¢ vyjadrime v smemicovom tvare.

q:2x—-Ty+3=0

2 3 2

Yy = ?x+?, teda k, = -

7

7 podmienky kolmosti dvoch priamok &, . k, = —1 vypocitame &, = —5

7 7 31
p:y—5:—§(9c—3) = y=-—grt5 = 2y = —Tr+ 31
Teda p: 7z + 2y —31 =0 je vSeobecna rovnica priamky p (obr. 5.10).
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~|w

p

7 1
e

Obr. 5.10

Priklad 3. Dana je priamka p o rovnici 4z — 3y +2 = 0 a bod A = [2, 1]. Najdite ¢isla
a, b tak, aby priamka ¢ o rovnici ax + by — 5 = 0 bola kolmé na priamku p a prechadzala
bodom A.

RieSenie: Normélovy vektor priamky p : 77 = (4,—3). Normélovy vektor priamky
q:7m3 = (a,b).
p L g, teda Ny 1L ngy, ny.ny =0, z ¢oho vyplyva 4a — 3b = 0.
A€q, teda 2a+b—5=0.

RieSenim tohto systému dostaneme a = —, b = 2. Hladan4 priamka mé vSeobecnii rovnicu

DN W

3
§x+2y—5:O, teda 3x+ 4y —10=0.

Priklad 4. Dany je trojuholnik s vrcholmi A = [-3,5], B = [2,3], C = [-1,6].
Néajdite parametrické vyjadrenie a velkost vysky, ktoréa prechadza vrcholom A trojuhol-
nika. Vypocitajte velkost vniatorného uhla trojuholnika pri vrchole B.

RieSenie: Vyska prechadzajica vrcholom A je kolméa na vektor BC.
BC =(-1-2,6—-3)=(-3,3) (obr.5.11).

Za smerovy vektor priamky BC' zoberieme vektor rovnobezny s vektorom BC,
s=(-1,1).
Rovnica priamky BC"

$:2—t1

, tER.
y:3—l—t1 !
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Obr. 5.11

Vyska je kolmé na vektor s, teda jej smerovy vektor w = (1, 1) a parametrické vyjadrenie
priamky v, na ktorej vyska lezi je:

$:—3+t2
y:5+t2 ’

Najdeme bod P ako priesec¢nik priamky v s priamkou BC', teda spolo¢né riesenie rovnic:

ta € R.

22—ty =—3+1,
34+t =5+t

Hladdme tt hodnotu parametra t; (¢2), ktord prislicha bodu P na priamke BC' (na
priamke v).

ti+ty=5 B § T 3
bty =2 = 2t =7, 1z c¢oho tlfi a t2—§.
Dosadenim t; do rovnice priamky BC alebo ty do rovnice vysky dostaneme pre bod
{ 3 13
P=|— —|.
272
) — 3 13 3 3 ) .
Velkost vektora AP = —3 + 3, 5 5) = 3’5 udava velkost vysky:

LS OROREES

Vntitorny uhol trojuholnika pri vrchole B je uhol vektorov BC = (—3,3) a BA = (—5,2).

BC.BA 1546 7
cosff = ——— = = , teda (3 =23°12.
= oA T VovE - Ve ’
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Priklad 5. Najdite sturadnice stredu a polomer kruznice danej rovnicou
422 + 4y* — 242 — 32y + 51 = 0.

Riesenie: Aby sme nasli suradnice stredu a polomer kruznice, potrebujeme vyraz na
lavej strane rovnice upravit na stredovy tvar rovnice kruznice. Najskor zdruzime vyrazy,
ktoré obsahuju = a y a potom pouzijeme tzv. ipravu na uplny stvorec.

4(x* — 62) + 4(y* — 8y) +51 =0

4(x* — 613 +9) — 36 +4(y* — 8y +16) — 64 + 51 =0
4(x —3)° +4(y —4)* =49

49

(r =3+ (y =4’ =7

7
P— 4 p— —_.
S=1[3,4 a r 5

2 2

Priklad 6: Dana je hyperbola o rovnici T o5 = 1 a priamka p o rovnici 3x—2y = 0.

Vysetrite vzajomni polohu hyperboly a priamky. Ulohu rieste graficky aj numericky.

RieSenie: Hladdme rieSenie sustavy linedrnej a kvadratickej rovnice:

2522 — 49* = 100

3
3r —2y =0, teda yzg.
2 3 ? v , 2 o 5
2bx° — 4 §x =100, =z ¢oho vyplyva 162 =100, takze x:ii.
Prez—> gy p_ 215 regp— 2 g By |5 15
_27y_47 1 — 274 ) p - 27y_ 47 2 — 27 4 .

Priamka pretina hyperbolu v bodoch P, a P, (obr. 5.12).
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y
3x-2y=0
P
X2y,
4 25
2 0 2 X
R
Obr. 5.12
Priklad 7. Najdite vrcholovi rovnicu paraboly, ktord prechddza bodom A = [—2, 4]
a ma os v osi z. Zistite y-ovi siradnicu bodu B =[-8, y], ktory je bodom paraboly.

RiesSenie: Rovnica paraboly ma tvar 3> = 2px. A je bodom paraboly, teda

16 = 2p(—2), 2p = —8. Rovnica paraboly je y? = —8z. Pre y-ovi suradnicu bodu
B plati y*> = —8.(—8) = 64, y;» = +8. Na parabole existuji dva body, ktorych z-ova
stradnica je = = —8, By = [—8,8|, By =[-8, —8] (obr. 5.13).

Obr. 5.13
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5.2 Analyticka geometria v priestore

Analytickd geometria v (trojrozmernom) priestore, v prvom rade vi¢sina zakladnych poj-
mov, je zovSeobecnenim analytickej geometrie v rovine. Preto tu nebudeme definicie tychto
zdkladnych pojmov uvadzat. Ide predovSetkym o pojem vektora, jeho umiestnenie, vel-
kost (vzdialenost dvoch bodov), skalarny sucin dvoch vektorov, podmienku kolmosti a
rovnobeznosti dvoch nenulovych vektorov.

Uplne analogické rovinnému pripadu je aj parametrické vyjadrenie priamky v trojroz-
mernom pripade. Uvedieme toto vyjadrenie, ako aj vyjadrenie dalsich dvoch zakladnych
Utvarov v priestore, roviny a gulovej plochy.

Ak v pravouhlom stradnicovom systéme v priestore je bod A = [x4,ya, 24] bodom
danej priamky a 5 = (s1, $2, 53) je jej smerovy vektor, potom parametrické vyjadrenie
tejto priamky je dané takto:

T =1xa+ 18
y=1ya+tsy, teR.
z=2zp+ts3

Ak aspon jedno z ¢isel a, b, ¢, d je rozne od nuly, potom mnozinu vsetkych bodov troj-
rozmerného priestoru, ktorych stiradnice vyhovuja rovnici ax+by+cz+d = 0 nazyvame

rovina a predchadzajica rovnica sa nazyva vSeobecna rovnica tejto roviny. Vektor
n = (a,b,c) je na nu kolmy a nazyva sa normalovy vektor tejto roviny.

Rovnicu (z —m)?+ (y —n)*+ (2 — p)> = r? kde r > 0 nazyvame rovnica gulovej
plochy so stredom v bode S = [m,n, p|] a polomerom .

Priklad 1. Priamka p je dand bodmi A = [1,2,-2]|, B = [2,1,0]. N4jdite jej para-
metrické vyjadrenie.

Riesenie: Ako smerovy vektor mozeme zobrat vektor
s=AB=(2-1,1-20-(-2)) =(1,—1,2) . Potom jedno z moznych parametrickych
vyjadreni tejto priamky je tvaru

r=1+1
y=2—-t , teR.
z=—=2+2t

Priklad 2. Napiste vseobecnt rovnicu roviny, ktora je kolma na priamku p z predcha-
dzajtceho prikladu a obsahuje bod A = [0, 2, 2].

Riesenie: Je zrejmé, ze smerovy vektor priamky p je normalovy vektor danej roviny.
Jej vSeobecna rovnica je teda tvaru

lx —1ly+22+d=0.

Vzhladom na to, Ze bod A patri do roviny, musi platit
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1.0-1.24+2.24d=0 = d=-2.
Z toho vyplyva, Ze rovnica tejto roviny ma tvar

T—y+2:—2=0.

Priklad 3. Najdite vzajomnu polohu roviny p: 2z +y — 10z 4+ 2 =0 a priamky p,
ktorej parametrické rovnice su:

r=3+2
y=5+3t, t€R.
z=1+1
RieSenie: Normalovy vektor roviny p, m = (2,1,—10) a smerovy vektor priamky

p, § = (2,3,1) nie st na seba kolmé, teda priamka p nie je rovnobeZné s rovinou p ani
v nej nelezi. To znamena, zZe maji prave jeden spolo¢ny bod. Najdime jeho sturadnice. Tieto
sturadnice musia vyhovovat tak rovnici roviny, ako aj parametrickym rovniciam priamky.
Ak dosadime tieto parametrické rovnice priamky do vSeobecnej rovnice roviny, najdeme
ti hodnotu parametra t, pre ktori je to splnené:

23420 +5+3t—101+t)+2=0 = t=1.

Ak dosadime vypocitant hodnotu do parametrického vyjadrenia, zistime, ze jedinym spo-
loénym bodom priamky a roviny je bod P =[34+2.1,5+3.1,1+ 1] = [5,8,2].

Priklad 4. Napiste rovnicu gulovej plochy, ktorej stredom je bod S = [—1, 1, 1] a ktora
obsahuje bod A = [3,—2,1].

Riesenie: Je zrejmé, ze polomer gulovej plochy r sa rovna vzdialenosti bodov A a S,
teda velkosti vektora AS.
r=|AS|=/(-1-32+(1—-(-2))2+(1—-12=5.
Potom rovnica gulovej plochy je

(e 12+ (y— 12+ (: - 1)* = 5%

Priklad 5. Néjdite stred a polomer gulovej plochy, ktora je dané rovnicou
2+ P+ 22 —62+2y—42—2=0.

Riesenie: Podobne ako pri rovnici kruznice, aj tu zdruzime vyrazy obsahujtce
x, Yy, z a pouZijeme opit Upravu na uplny Stvorec, aby sme dostali rovnicu tejto gulo-
vej plochy v stredovom tvare:
Pyt —6r 42y —4z—2=(—-37 -9+ (y+1)P—-14+(2—-2)*-4-2=0,
¢ize
(=32 +(y+1)>2+(2—2)%*=16.
Dostali sme, ze stredom gulovej plochy je bod S = [3, —1, 2] a jej polomer je r = 4.
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5.3 Cvicenia

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Napiste rovnicu priamky, ktora prechddza bodom M = [0, 6] a je rovnobezné s priam-
kou x + 3y — 1 = 0. Nakreslite obrazok.

. Napiste rovnicu priamky, ktora prechadza bodom A = [3, 1] a je rovnobezna a) s osou

x, b) s osou y. Nakreslite obrazok.

. Najdite rovnicu priamky, ktora prechddza bodom A = [2,1] a stredom usecky CD,

C=[1,3], D=[-1,1].

. Napiste rovnicu priamky, ktora prechddza bodom A = [2,1] a je kolm4 na priamku

2x 4+ 3y — 12 = 0. Dané priamky nakreslite.

. Pre ktoré ¢islo a je priamka ax + 2y — 1 = 0 a) rovnobeznd, b) kolméa na priamku

y—2r+2=0.

. Najdite rovnicu priamky, ktord prechadza priese¢nikom priamok bx — y + 10 = 0,

8r + 4y 4+ 9 = 0 a je rovnobezna s priamkou x + 3y = 0.

Najdite priese¢niky priamky so stiradnicovymi osami pravouhlého stiradnicového sys-
tému, ak rovnice priamky su:

a) r=3—1t, y=2+2t, t€R,

b) 4z — Ty + 14 = 0.

Nacrtnite obrazok.

. Zistite vzajomnu polohu priamok p:x =8+5t, y=6—10t, t € R, a ¢ :y = —2x+3.

. Najdite vzdialenost bodu A = [4, 3] od priamky 4z — 3y + 18 = 0. Nakreslite obrazok.

Strana stvorca lezi na priamke 4x — 3y + 15 = 0 a jeden vrchol Stvorca je v zaciatku
sturadnicovej ststavy. Vypocitajte obsah tohto Stvorca.

Ukézte, 7e priamky y + 2z = 0, 2y + 42 + 2/5 = 0 st rovnobezné a vypoditajte ich
vzdialenost.

Dany je trojuholnik ABC, A = [2,2], B = [0, —4], C' = [5, 1]. N4jdite rovnicu priamky,
na ktorej lezi vyska v, trojuholnika a vypocitajte jej velkost.

Dany je trojuholnik ABC, A = [4,—6|, B = [-2,-2], C' = [0,4]. Najdite suradnice
taziska trojuholnika ABC'. Nakreslite obrazok.

Néajdite rovnicu priamky, ktora prechadza priesecnikom dvoch priamok y = 7z — 4,
y = —2x + 5 a zviera s kladnym smerom osi z uhol 60°.

Néjdite rovnicu kruznice, ktord ma stred S = [—2, 1] a prechddza bodom L = [1, —3].
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16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.
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Néjdite rovnicu kruZnice, ktora prechddza bodmi A = [1, 3], B = [—3, 1] a ktorej stred
lezi na priamke 2z —y — 8 = 0.

Najdite stradnice stredu a polomer kruznice x? + y? — 2z + 4y + 1 = 0. Nakreslite
obrazok.

Néjdite rovnicu priamky, ktora prechddza bodom A = [0,0] a stredom kruznice
2% +y* — 62— 8y =0.

Néajdite rovnicu kruznice, ktora sa dotyka osi y v zaciatku pravouhlého stiradnicového
systému a pretina os v bode A = [—8,0]. Nakreslite obrazok.

Strany trojuholnika maja rovnice 4+ 7y —56 =0, * —3y+14=0, 2x —y+8 = 0.
Najdite rovnicu kruznice opisanej trojuholniku. Nakreslite obrazok.

Zistite vzadjomni polohu priamky a kruznice, ak ich rovnice si: + —y — 1 = 0,
2% +y* — 4z + 2y + 1 = 0. Nakreslite obrazok.

Pre ktoré ¢islo a méa priamka x + y + a = 0 prave jeden spolocny bod s kruznicou
2% 4+ y? =47

Akt krivku predstavuje v pravouhlom stiradnicovom systéme rovnica y? = 8x? Na-
kreslite ju. Aka dlha tetivu vytina tato krivka na priamke y — z + 2 = 07

Ak krivku predstavuje v pravouhlom stradnicovom systéme rovnica
2% — 6x + 6y + 21 = 07 Nakreslite obrazok.

Najdite rovnicu paraboly, ktora méa vrchol v zaciatku stiradnicového systému a pre-
chadza bodmi A = [-5,2|, B = [-5, —2|. Nakreslite obrazok.

Zistite, ¢i rovnica z2 4+ 16y — 162 — 32y + 64 = 0 je rovnicou elipsy. Ak 4no, néjdite
jej stred, vrcholy a dizky poloosi. Nakreslite obrazok.

Vysetrite vzajomnt polohu elipsy 422 + 9y? = 36 a priamky 3y — 2z + 6 = 0.

Zistite sturadnice stredu poloosi a, b kuZelosecky, ktorej analytickym vyjadrenim je
rovnica 922 — 16y? — 36z — 32y — 124 = 0. Nakreslite obrazok.

Zistite vzadjomnt polohu hyperboly a priamky, ak ich rovnice si: 22 — y? — 22 = 0,
x — 2y = 0. Nakreslite obrazok.

Zobrazte mnozinu vsetkych bodov, ktora vyhovuje nerovnostiam:

a)3z+y<0, y—x+1>0, bjz—y<0, 22+3>°<4, c)y<—-a?+4,
d)yéﬁa 9207 £L‘§3, e)yzoa ySVl_x27 f)$_y207 nyZ_Q*I
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Néajdite rovnicu roviny, ktora

a) obsahuje bod A =[5, —2, 3] a je rovnobezna s rovinou Ry, : z = 0,

b) obsahuje bod A = [2, —1, 1] a stradnicovt os z,

c) obsahuje body A = [3,1,1], B = 0,2, 3] a je rovnobezna so stradnicovou osou y.

Néjdite parametrické rovnice priamky, ktora

a) obsahuje bod A = [—1,2, 3] a je kolm4 na rovinu R,, : © = 0,

b) obsahuje bod A =[5, —2, 3] a je rovnobeznd so suradnicovou osou z,
c) lezi vrovindch x +2y —z+1=0ax—y—22+6=0.

Néjdite kolmy priemet bodu A = [0, 3,2] do roviny = +y + 3z +2 = 0.

Néjdite rovnicu priamky, ktord prechddza bodom A = [—1,2,3|, pretina priamku
p:x=1+4+t y=—-1+4+2t, z=1t, t € R aje na nu kolma.

Né&jdite rovnicu roviny, ktora obsahuje priamku
prx=24+Tt, y=—-1-4t, z=1—-6t, t € R a je kolmé na rovinu z — 2y — 2+ 8 = 0.

Néjdite bod simerny k bodu A = [5,2, —6] vzhladom na rovinu z —y — 42 — 9 = 0.

Néjdite rovnicu gulovej plochy, ak

a) ma stred S = [—1,2, —5] a prechddza zac¢iatkom suradnicovej sustavy,
b) koncové body jedného jej priemeru st A = [3,—5,2] a B =19, 7, 6],
c) mé stred S = [—7,3,4] a dotyka sa suradnicovej osi y.

Zistite, aké4 je vzdjomnd poloha gulovej plochy 2% + % + 22 — 120 — 2y — 42+ 16 =0
a priamky p:x=-5+4+7t, y=—-3+4t, 2=8—-3t, teR

Najdite a zobrazte mnozinu vsSetkych bodov v priestore, ktoré vyhovuji nerovnostiam:
a) 0<z<1,0<y<2 0<z2<3,

b) >0, y>0, 2>0, x+y+2<1,

c)z>0,y>0, x+y<1 0<2<2

d) 22 +9y*+22<4, ©>0,

e) 2 +y*+22>9 y <0,

f)1<a?+y?+22<4, 2=0.

Vysledky:

1.

3.

4.

xz+ 3y — 18 =0,

ca)y=1, b)z=3,

r+2y—4=0,

v —2y—4=0,
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

5 ANALYTICKA GEOMETRIA

.x+3y—2=0,

a) P=[4,0], @=1[0,8], b) P= {—5,0}, Q10,2],

. rovnobezné rozne,

V31 —y+3 -3 =0,
(z+2)*+ (y — 1)? = 25,

(v —2)* + (y +4)* = 50,
S=[1-2], r=2

4r — 3y = 0,

(z +4)* + y* = 16,

(x —3)% + (y — 4)% = 25,
sefnica, A =[2,1], B=[0,—1],
a= 422,

parabola, d = 16,

parabola, V = [3,—2|, os rovnobezna s osou y, p = —3,

5y% 4+ 4z = 0,

S=1[81,a=4,b=1 A=[4,1], B=[12,1], C =[8,2], D

priamka pretina elipsu v bodoch M = [3,0], N

[07 _2]7

[870]7



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

5.3 Cvicenia
S =1[2,-1], a=4, b= 3, hyperbola s hlavnou osou rovnobeznou s osou z,

priamka pretina hyperbolu v dvoch bodoch A =[0,0], B = E, %} ,
graficky vystup,

a)z—3=0, b)y+2z2=0, c¢)2r+32-9=0,

jedno z moznych rieseni je:

a)x=—-14+t, y=2,2=3,teR, b)x=5 y=-22z=3+t1t€R,
c)r=—-1+bty=1—tz2=2+43t tE€R,

A =1]-1,2,—-1],

r=4+3t, y=1-2t, 2=2+1t tE€R,

8r —y+ 10z — 27 =0,

B =[3,4,2],

a) (z+ 12+ (y—2°+(2+5)>=30, b)(z—06)*+(y—1)*+(z—4)* =49,
) (x+7)2+ (y —3)* + (2 — 4)? = 65,

priamka pretina gulovi plochu v bodoch A =[2,1,5] a B = [9,5, 2],

graficky vystup.

57






6
FUNKCIA A JEJ GRAF

Nech neprazdna mnozina M je podmnozinou R: M C R. Predpis f, ktory kazdému x € M
priradi prave jedno y € R (piSeme y = f(x)) sa nazyva funkcia f. Mnozinu M nazyvame
defini¢ny obor funkcie f (piseme D(f) = M), ¢islo y = f(x) nazyvame hodnota funkcie
f v ¢isle . Mnozinu H(f) vSetkych hodnot funkcie f nazyvame obor hodnét funkcie f.
Ak je dand funkcia f predpisom y = f(z), tak definiény obor tejto funkcie je mnozina
v8etkych redlnych éisiel, pre ktoré je hodnota vyrazu f(x) redlne ¢islo.

Grafom funkcie f rozumieme mnozinu vSetkych bodov [z, y] v rovine, pre ktoré plati

zeD(f)ay=f(z)

Funkcia f sa na mnozine M C D(f) nazyva ohrani¢ena zhora (zdola), ak existuje
také redlne ¢islo K, ze pre kazdé x € M je f(x) < K (f(z) > K). Ak funkcia f je na

mnozine M ohrani¢end zhora aj zdola, hovorime Ze je na M ohranicena.

Funkcia f sa nazyva rastica (klesajica) na mnozine M C D(f) prave vtedy, ked
pre kazdé dve ¢isla z1, 29 € M plati: ak x; < xq, tak f(z1) < f(x2) (f(x1) > f(22)). Ak
funkcia f je rasttica (klesajica) na definicnom obore, hovorime, Ze funkcia f je rastica
(klesajica).

Funkcia f sa na mnozine M C D(f) nazyva prosta (jednojednoznacna), ak pre
kazda dvojicu bodov x1,x9 € M plati xy # x9, tak aj f(z1) # f(x2). Teda roznym
bodom priraduje rozne hodnoty, inak povedané, kazda svoju hodnotu nadobtda iba raz.

Je zrejmé, ze ak je funkcia na nejakej mnozine rastica alebo klesajica, je aj prosta.
Opak neplati.

Na rozdiel od prostych funkcii, ktoré kazda svoju hodnotu nadobudaji iba raz, existuje
trieda funkcii, ktoré naopak, kazda svoju hodnotu nadobiidaji nekonecne velakrat. St to
periodické funkcie.

Funkcia f sa nazyva periodicka, ak existuje také ¢islo p # 0, ze ak
x € D(f) = x+pe D(f) apre kazdé = € D(f) plati

f(x+p) = f(z).
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Kazdé ¢islo p s touto vlastnostou sa nazyva peridoda funkcie f. Ak existuje najmensie
kladné ¢islo s takouto vlastnostou, nazyva sa takéto Cislo zakladna periéda.

Nech funkcia f je definovana na takej mnozine D(f), ktora s kazdym ¢islom x obsahuje
aj ¢islo —z, t. j. ak € D(f) aj —z € D(f).
Hovorime, ze funkcia f je parna, ak pre kazdé x € D(f) plati: f(—x) = f(z), [ je
neparna, ak pre kazdé x € D(f) plati: f(—z) = —f(z).
Graf parnej funkcie je symetricky vzhladom na os y, graf neparnej funkcie je symetricky
vzhladom na zaciatok stradnicovej ststavy.

Nech f je funkcia jednojednozna¢nd na svojom definicnom obore D(f), s oborom hod-
not H(f). Potom funkcia f~!, ktora je definovand na H(f), s oborom hodnot D(f) tak,
ze pre kazdé y € H(f) plati:

Ty =z & fl@)=y

sa nazyva inverzna k funkcii f.

Ak f je rastuca (klesajuca), existuje k nej inverzné funkcia, ktora je tiez rastica (klesa-
juca). Grafy funkcii f a f~! st symetrické podla priamky y = x. Z definicie vyplyva, Ze
inverznd funkcia k funkcii f~! je povodnd funkcia f. Teda (f~!)~! = f.

Pri vySetrovani vlastnosti a priebehu funkcii a kresleni ich grafov méZeme casto vyuzit
nasledujtce vlastnosti:

Ak pozname graf funkcie f : y = f(z) a funkcia g je definovana g : y = f(x) + k, kde
k je TubovoIna nenulova konstanta, potom jej graf dostaneme posunutim grafu funkcie f
pozdlz osi y o k jednotiek nahor, ak k > 0, resp. nadol, ak k < 0.

Ak funkcia h je definovand h : y = f(z + k), kde k je opit lubovolna nenulova kon-
Stanta, potom jej graf dostaneme posunutim grafu funkcie f pozdlz osi z o k jednotiek
nalavo, ak k > 0, resp. napravo, ak k < 0.

Linearna funkcia je dand rovnicou y = ax+b, a, b € R D(f) = R. Grafom linedrnej
funkcie je priamka. Ak a = 0, linearna funkcia y = b sa nazyva konstantna funkcia. Jej
grafom je priamka rovnobezna s osou z (obr. 6.1).

y y y
a=0 a>0

a<0
y=b éﬁb \
b
\\\\\\\ )

0 X 7 0 X 0 N

y=ax+b

Obr. 6.1
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Kvadraticka funkcia je dana rovnicou y = ax? +bx +c¢, a, b, cE R, a # 0,
D(f) = R. Jej grafom je parabola, ktorej vrchol V' dostaneme nasledujticou tpravou:

b\> v b2 b\ 2
y:a(x—i—%) —g—i—c, teda y_(c_ﬁ):a(x—i_%) ,

e V|2 (0br.6.2)
Cize = 2a,c 1l obr.6.2).

a>0 a<0

Nepriama timernost je funkcia dani rovnicou y = —, k € R, k # 0. Jej
D(f) = R — {0} a grafom je rovnoosa hyperbola (obr. 6.3).

k
T

k>0

k<0

Obr. 6.3

Funkcia y = 2", pre x > 0, kde r je Iubovolné redlne ¢islo, sa nazyva mocninova
funkcia.

Ak r je prirodzené ¢islo (r = n), tak y = 2 je mocninova funkcia definovana na
intervale (—o0, 00).

Ak n je parne, H(f) = (0,00), funkcia je parna, na intervale (—oo,0) klesajica a na
(0,00) rastuca. Ak n je neparne, H(f) = R, funkcia je neparna a rastica (obr. 6.4).
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y y
n neparne n parne
y:)(n y=Xn
0 X 0 X
Obr. 6.4
1 ) 1 . . . . ,
Ak r = =, g € N tak rovnicou y =z« = Jx, ak ¢ je nepérne, je funkcia definovana

na intervale (—oo, 00), ak ¢ je parne, je funkcia definovana na intervale (0, c0) (napr. pre
q =2, q = 3 grafy funkcii st na obr. 6.5).

y=Jx

y=3x

Obr. 6.5

Funkcia y = |z| je definovana na intervale (—oo, c0). Grafom funkcie je Cast priamky

y =« na intervale (0, 00) a ¢ast priamky y = —z na intervale (—o0,0) (obr. 6.6).
y
y=Ix|
0 X
Obr. 6.6

A T™ + Q1™+ a4 ag

bpx™ 4+ b1+ ...+ bz + by )
dzené cisla, a,,, @m_1, ..., ag, bn, bu_1, ..., bg st redlne ¢isla, b,, # 0 sa nazyva racionalna
funkcia.

Funkcia dana rovnicou y = , kde m, n st priro-
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Specidlnym pripadom racionalnej funkcie je polyném
Y = ™ + Q1™ L+ L+ a1+ ap.

Casto sa vyskytuju a délezita tlohu majt funkcie, ktorych grafom je ¢ast kuzelosecky
(pripadne cela kuzelosecka). Zo spomenutych je to napriklad kvadraticka funkcia, funkcia
vyjadrujica nepriamu timeru, ako aj funkcia y = /x, ktorej graf je hornou ¢astou paraboly
x =y

UkéZeme si eSte niektoré dalsie pripady, pricom sa vZdy jednd o kuzelosecku, ktorej
osou symetrie je niektora zo sturadnicovych osi, pripadne priamka rovnobezna s niektorou
z nich. Uvedomenie si tejto skutocnosti nam podstatne zjednodusuje napriklad nakre-
slenie grafu danej funkcie, bez toho, aby sme museli podrobne vysetrovat jej jednotlivé
vlastnosti. Naopak, mozeme ich z grafu funkcie lahko ,vycitat“.

Kvadraticka funkcia je prikladom funkcie, ktorej grafom je parabola s osou stmernosti
rovnobeznou s osou y. V pripade, Ze ide o parabolu, ktorej osou je os x (alebo priamka
s flou rovnobeznd), tato nemoze byt celd grafom funkcie, vzdy iba jej horna alebo dolna
Cast.

Uvazujme napriklad o funkcidch f; : y = Ve—1a fo : y = 1 — /x. Lahko sa
presvedéime, Ze graf funkcie f; je hornou ¢astou paraboly 3> = x — 1 a graf funkcie
f2 je dolnou ¢astou paraboly (y —1)? = x. Na zdklade toho, bez dalsieho vySetrovania
vlastnosti, mozeme nakreslit ich grafy (obr. 6.7).

Obr. 6.7

k
Grafom funkcie y = —, ktora vyjadruje nepriamu timernost, je hyperbola. Ide o hyper-
x

bolu, ktorej osami stimernosti st priamky y = x a y = —x, teda nie si to rovnobezky
so suradnicovymi osami. Uvazujeme teraz dve funkcie, definované pomocou jednoduchych
analytickych vyjadreni: f3:y=+va22—1a fy:y=—va22+ 1. Opit sa mdzeme (umoc-
nenim prislusného analytického vyjadrenia danej funkcie) presvedcit, ze graf funkcie f3
je hornou ¢astou hyperboly 22 — y? = 1 a graf funkcie f; je dolnou ¢astou hyperboly
y? — 22 = 1. Osami stimernosti oboch st stiradnicové osi, pricom reélna a imaginirna os
st navzajom vymenené. Teda zase mozeme pomocou tohto zistenia jednoducho nakreslit
ich grafy (obr. 6.8).
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y N y ,
N 7
N ’
y=Jx2-1 N\ ’
N s,
N ,
N -
i

1

170 Al X 0 X
/ \
/ \ 3
/ \
/ \
4 \
/ - _[x2
/ h N y=-Jx2+1
Obr. 6.8

Zostava nam este treti typ funkcii, ktorych graf je casfou elipsy, pripadne kruznice.
Zoberme si funkcie f5:y =+v1—22a fs:y = —2v1— 22 Zrejme sa jedna o funkcie,

ktorych graf je v pripade funkcie fs hornou éastou kruznice 22 4+ y?> = 1 a v pripade
2

funkcie fg dolnou ¢astou elipsy % + yz = 1. Nasleduju ich grafy (obr. 6.9).

y
/2—‘ ~
N
/7
y / \\
1 ! \
y= [1_X2 / \
1
\
! \
! 1
! |
)| i .
- 0 M1 x -1 0 1 x
\ )
\ /
\ /
\ /
~ 7
~ 7
A
i y=-2J1-x%
-2
Obr. 6.9
r+1

Priklad 1. Néajdite defini¢ny obor funkcie f(z) =

3 + v + 1 a vypocitajte
f(=1), f(5), f(a).

Riesenie Defini¢ny obor danej funkcie je mnozina vsetkych takych ¢isel x, pre ktoré
plati t =3 #0 a z+1 > 0. To znamena, ze = € D(f) prave vtedy, ak z # 3
a x>—1. Teda D(f)=(—1,3)U(3,00),
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f(—1):jj;+\/—1+ =040=0, f(5):g+\/5:3+\/6,
f(a):a+;+\/a+1 pre kazdé a € D(f).

|+ 1
x4 1

Prildad 2. N&jdite definiény obor a nacrtnite graf funkcie f(z)

65

Riesenie Defini¢ny obor danej funkcie je mnozina vsetkych realnych ¢isel z, pre ktoré

plati 41 # 0. To znamend D(f) = (—o0,—1)U (-1, 00).

Pre > -1 je |[x+1=x+1, pre x < —1 je |z+ 1] = —z — 1. Teda funkciu f

mozme definovat takto:

_/ 1prex > —1 -
f(z) = <_1 bre 7 < —1 Graf funkcie je na obr. 6.10.
y
H 1
-1 0 X
H _ 1 pre x>-1
—é -1 )= < -1 pre x<-1
Obr. 6.10

Priklad 3. Dokazte, ze funkcia f: y = —2x + 5 je klesajlica a nacrtnite jej graf.

RieSenie: Defini¢ny obor danej funkcie je D(f) = R. Mame dokazat, Ze pre kazdé
1,22 € D(f), v1 < z2 je f(x1) > f(xz). Nech x1, x5 st také Tubovolné redlne ¢isla,
ze x7 < To. Potom postupne pomocou ekvivalentnych tprav dostaneme —2x; > —2x,
a —2r1+5>—21+5 t.j. f(x1) > f(x2). To znamend, ze dana funkcia je klesajica.
Grafom tejto funkcie je priamka, ktort zostrojime tak, ze ndjdeme dva rozne body A, B,
ktorych stradnice vyhovuju rovnici priamky. Ak = = 0, potom y = 5. Ak z = 1,
tak y = 3. Teda A = [0,5], B = [1,3]. Priamka dand bodmi A, B je grafom funkcie

y=—2x+5 (obr.6.11).
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y
5% A
3 B
y=-2x+5
1
0 1 \ X
Obr. 6.11

Priklad 4. Zistite, ¢i je dana funkcia parna alebo neparna a nacrtnite jej graf, ak:

a) f(x)=1—22 D) f(x)=22*>—-42 -3, ¢) f(z)= M, d) f(z) =v2+z.
Riesenie:

a) Defini¢ny obor funkcie f(x) =1—2? je D(f) = R, teda mnozina s kazdym x obsahuje

aj —x. Pre kazdé x € D(f) plati: f(—z)=1—(—2)> =1— 2% = f(x), funkcia je
parna, graf funkcie je na obr. 6.12a.

b) Defini¢ny obor funkcie f(z) = 22?2 —4x +3 je D(f) = R, teda mnozina s kazdym x
obsahuje aj —z. Pre kazdé x € D(f) je:
f(—z) =2(—x)?—4(—2)+3 = 22° +42+3 a —f(x) = — (202 —42+3) = —22%+42—3.
Z toho je zrejmé, Ze pre kazdé x € D(f) nie je splnené Ziadna z rovnosti:
f(=z) = f(z), f(—z) = —f(z). Dana funkcia nie je parna ani neparna. Je to kvad-
ratickd funkcia (a = 2), ktorej grafom je parabola. V predpise funkcie urobime upravu
doplnenia na tplny Stvorec a najdeme vrchol prislusnej paraboly.

y=2(2*-2r)+3=2(r—1)>-2+3=2(x—-1)*+1

y—1=2(x—1)% teda V =[1,1] (obr.6.12b).
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y
y y=2x%-4x+3
V|1 Lo
yd \Y= X2+ :
-1 0 1 X 0 1 X
a) b)
Obr. 6.12

c¢) Defini¢ny obor funkcie f(z) = Il je D(f) = (—00,0)U(0,00). Pre kazdé x € D(f)
T
plati: ak x € D(f) aj —x € D(f) a tiez

f(=z) = [~ 2] = I = el = —f(x). Teda funkcia je neparna, graf funkcie je na
—r —r x
obr. 6.13c.

d) Defini¢ny obor funkcie f(x) = +/2+ x je mnoZina vSetkych ¢isiel x, pre ktoré plati:
r+2>0, t.j. x> -2 Teda D(f) = (—2,00). Pre vSetky = € D(f) nie je
splnend podmienka, ze ak © € D(f) aj —x € D(f), napr. 3 € D(f), ale =3 &€ D(f),
¢ize funkcia nie je parna ani neparna. Graf funkcie je na obr. 6.13d.

y=J2+x
_JLL \/5 /

c) d)

Obr. 6.13
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Priklad 5. Ukazte, ze funkcia f:y =14+1/4 — 2 je jednojednoznacna, najdite k nej
inverznii funkciu f~! a nakreslite grafy tychto dvoch funkcii.

Riesenie: Najprv ndjdeme defini¢ny obor danej funkcie:
D(f)={x:4—x >0} = (—00,4). Nech teraz x1,z2 € D(f), x1 # 3, potom

—131%—1’2 = 4—1’1754—.1’2 = \/4—371% 4—xy =
= 1+\/4—.’E1#1—|—\/4—SE2.

Funkcia je teda jednojednoznacné (klesajica) a fahko vidime, Ze jej obor hodnot je
H(f) = (1,00). Z toho vyplyva, Ze existuje k nej inverzna funkcia f~!, pricom jej obor
definicie je D(f™!)) = (1,00) a obor hodnét je H(f™') = (—o0, 4).

Standardny postup pre néajdenie analytického vyjadrenia inverznej funkcie spoéiva vo
formalnej zamene x a y vo vyjadreni funkcie f a opdtovnom explicitnom vyjadreni y ako
funkcie x:

fry=1+Vd—2z = f_l:le—i—\/él—y = f_lzx—1:\/4—y =
= flie-1)l2=4—y = fliy=4—(z-1)>

Vsimnime si, Ze inverzna funkcia nie je definovana na svojom prirodzenom (maximalnom)
definiénom obore. Grafy funkcii f a f~! st na obr. 6.14.

y=4-(x-1)?

y=1 +J4-x

Obr. 6.14
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6.1 Cvicenia

1.

10.

11.

12.

Najdite f(—1), f(0), f(=t), f(a+10b), f(x*), ak st dané funkcie
a) fry=2—x, b)f:y=3r2—-2x+1.
1 oy . T z—3
. Najdite defini¢ny obor funkcii f: a)y = T b)y=+vr—2+ 7
T — T —
2+ NG 1
= 2-2 ) d = ) e f = ’
y=vat-2, dy=4/7— ey=—mt Dy TR

1

rz—1 22% — 4z +3
=i, hy=y/ T2 Dy=A— 1], )y= .
8y Py )y . )y =, 3y T

. N4jdite definiény obor a nacrtnite grafy funkcii f: a)y=3—x, b)y=4— 22

3
c)y=(x—3)2+5 d)y=222+2r-3, e)y=+/(v—1)2 f)y:—;,
: : z+1)?
Dy=3+vT Wy=vi=2, Jy=vi-@ jy="tL gy

. Najdite linedrnu funkciu, pre ktora f(1) =3, f(2) = 0. Nacrtnite graf.

. Najdite kvadraticka funkciu, pre ktora f(0) = 0, f(2) =0, f(1) = —1. Nacrtnite

graf.

. VySetrite ohrani¢enost (ohrani¢enost zhora, resp. zdola) funkcii f na D(f):

a)y=12° bly=+vr+2, c)y=1-22 d)y=+v4—a2a2

1
VySetrite parnost a nepamost funkcii f:  a) y=2z, b)y=4, c)y=—,
T
2 3
d)y=5 =—- fy= 3 =|lr—2 h)y = .
Jy=5+z, e)y FERE Jy=lzl+3, gy=le-2 hy=_—

)y=4+v3zx, d)y=lz]-=, e

. VySetrite monoténnost funkcii f: a)y=3x—2, b)y=+2— bz,
1
y=—.
x

1
. Ukézte, ze funkcia f:y = — je na svojom D(f) prostd, ale nie je na iom ani rastica
x

ani klesajuca.

Néajdite a nakreslite kuzelosecku, ktorej cast je grafom nasledujicej funkcie. Vyznacte
na nej ta cast, ktord je grafom danej funkcie.

a)y=—vVr+2, bly=2+z, c)y=4+va2-1 d)y=2-—+va2+1,
e)y=—v9—a2 f)y=+1-—4a2

Ukazte, ze dana funkcia je jednojednoznac¢né, najdite k nej inverznt funkciu a nakres-
lite grafy oboch funkcii.

a) fry=-2x+4, b)f:y=3+x, ¢ fry= , o d) fry=(z+1)%

Najdite priesecniky grafov funkcii. Ulohu rieste numericky aj graficky:

1
a)y=2r—12% y=z, bly=-, y=3-2ux,
x
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13.

. a

6 FUNKCIA A JEJ GRAF
c)y=a>—x2—6, y=—a?+5xr+14.

Néjdite defini¢ny obor funkcii a zistite pre ktoré z plati f(x) = 0:

a)y=+v2rx+1l—2—4, b)y=1—a++1+4x 522, c)y= — 3.

Vysledky:

La)3, 2, 2+t 2—a—b, 2-—21%

b)6, 1, 3t2+2t+1, 3(a+b)?>—2(a+b)+1, 3z*—22%+1,

ca) (—00,1) U (1,00), b)(2,4)U(4,00), ¢)(—00,0)U(2,00), d)(~2,1),

0 (08). DEe-mU(z0). B Mo, b (a3 D) (-4,

. a) nie je ohrani¢end ani zhora ani zdola,  b) ohranicené len zdola,

c) ohranicend len zhora,  d) ohranicena.

. a), ¢) neparna,

b)? e)a f) pérna,
), g), h) ani parna ani neparna,

o,

), ¢) rastica,
b) klesajuca,
d) nerastica,
e) nie je monoténna,

. Navod: pri vySetrovani monoténnosti porovnajte funkéné hodnoty f(x1), f(x2), ak

napr. r1 =1, zo =2 ax; = —1, 15 =1,



10.

11.

12.

13.

6.1 Cvicenia

a) dolné cast paraboly y? =z + 2,
b) hornd ¢ast paraboly (y — 2)? = x,
c) horna ¢ast hyperboly (y —4)? — z? =1,
d) dolna ¢ast hyperboly z? — (y — 2)? =1,
e) dolna ¢ast kruznice z*+ y? =9,
f) hornd cast elipsy 42% +y? = 1.
~1 z ~1 1
a) f :y:2—§, D(f~)=H(f ) = (—00,00),
b) f~liy=(x —23)2, D(f™) =(3,00), H(f!)=(0,00),
C) f_l;y:1+;’ D(f_l):(—O0,0)U<0,00), H(f_l):(—OO,I)U(l,OO),
1
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EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA
FUNKCIA

Funkcie exponencialne a logaritmické predstavuju dve triedy funkcii, ktoré sa k sebe na-
vzajom inverzné.

Funkcia f : y = a®, kde a > 0, a # 1 je exponencialna funkcia, pricom
D(f) = (—o00,00), H(f) = (0,00). Ak a > 1 je exponencidlna funkcia rastica, ak
0 < a <1, je exponencialna funkcia klesajica (obr. 7.1).

y=a*, 0<a<1 y=a*, a>1

Obr. 7.1

Inverzna funkcia k exponencialnej funkcii je logaritmicka funkcia y = log, z, kde
a >0 a # 1. Defini¢ny obor logaritmickej funkcie D(f) = (0,00), obor hodnot
H(f) = (—00,00), pre a>1 je funkcia rastica, pre 0 <a <1 je logaritmicka funkcia
klesajica (obr. 7.2).

Pre kazdé a >0, a #1 akazdé = >0, y >0 plati:
loga Ty = loga T+ loga Y, loga z - loga T — loga Y,
Yy

log,z" =r.log,z, r € R, x = ql°8?,

Pre kazdé a > 0, a # 1 plati: a" = v préave vtedy, ak u =log,v, kde v e R, v > 0.
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a)

b)

7 EXPONENCIALNA A LOGARITMICKA FUNKCIA
y
y=logax, a>1
0 1 X

y=loga x, 0<a<1

Obr. 7.2

Z istych dovodov, ktoré sa stant zrejmé az pri $tadiu dal$ich oblasti matematiky, ako

je napriklad diferencidlny a integralny pocet, najvyznamnejsiu tlohu spomedzi logarit-
mickych funkcii hra logaritmus pri zéklade e. e je iracionélne ¢islo, jeho priblizna hodnota
je e = 2,71828. Tento logaritmus sa nazyva prirodzeny a obycajne sa znaci Inz. Teda
Inz = log, x.

Predovsetkym v technickych vypoctoch sa casto pouziva aj logaritmus pri zaklade 10,
ktory sa nazyva dekadicky a obycajne ho zapisujeme log z. Teda log x = log;, .

Priklad 1. Najdite definicny obor funkcie f, zistite, ¢i je rastuca alebo klesajuca

a nakreslite jej graf, ak: a) f(z) =In(3 —2z), b) f(x) =213,

RieSenie:

Defini¢ny obor funkcie f(z) =1In(3 —2x) je mnozina vSetkych x € R, pre ktoré plati:
3 3

3—2x>0, teda x < 3 ¢ize D(f) = —00,5 |-

Nech x;, x5 st Iubovolné ¢isla z definicného oboru a nech x; < xo, potom plati:

—2x1 > 219 = 3—2x1 > 3—2x9. Pretoze Inx = log, z, je zaklad logaritmickej

Z toho vyplyva, Ze dana funkcia je klesajica (obr. 7.3a).

Defini¢ny obor funkcie f(z) = 2'"* je mnoZina vSetkych redlnych ¢isel, teda

D(f) = R. Nech x;, x5 st [ubovolné realne ¢isla a nech z; < x9, potom plati:

3r;1 < 3y = 1431 < 1+3z, = 2195 < 218822 45 f(r)) < f(x).
Z toho vyplyva, ze dané funkcia je rasttca (obr. 7.3b).
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y
y=21+3x
y
y=In(3-2x)
\ 2
0 X 0 X
a) b)

Obr. 7.3

Priklad 2. Ukazte, Ze funkcia f je jednojednoznacnd, najdite k nej inverznu funkciu

41
1 a nakreslite grafy tychto dvoch funkcii. a) f:y =1In(z +3), b) f:y= (5) .

RieSenie:

Najprv najdeme definiény obor danej funkcie: D(f) = {z :  +3 > 0} = (—3,00).
Nech teraz

x1,To GD(f), 1'17££C2 = Q31+37£l'2+3 = ln(a:1+3)7éln(x2+3)

Funkcia je teda jednojednozna¢nd (rastica) a lahko vidime, Ze jej obor hodnot je
H(f) = (—00,00). Z toho vyplyva, 7e existuje k nej inverzna funkcia f~!, pricom jej
obor definicie je D(f™!)) = (—00,00) a obor hodnét je H(f™!) = (—3,00). Ndjdime
Standardnym sposobom analytické vyjadrenie inverznej funkcie:

flfioa=hy+3) = [fliy+3=¢" = [fliy=e -3
Grafy funkcii f a f~! st na obr. 7.4.

Defini¢ny obor danej funkcie je zrejme D(f) = (—o0,c0). Nech
1 x1+1 1 zro+1
X1,T9 ED(f), 1’1751’2 = $1+17él’2+1 = <§) 75 (5) .

Funkcia je teda jednojednozna¢né (klesajica) a Tahko vidime, Ze jej obor hodndt
je H(f) = (0,00). Teda existuje k nej inverzna funkcia f~! a jej obor definicie je
D(f™")) = (0,00) obor hodnot H(f ') = (—o00,00). Najdime analytické vyjadrenie
inverznej funkcie:

1 y+1
flzx—(§> = f’l:y+1:10g%x = fﬁlzyzlog%x—l.

Grafy funkcii f a f~! st na obr. 7.5.
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y=e*-3

Obr. 7.5

Priklad 3. Zistite, ¢i je funkcia f parna alebo neparna, ak

&) f@)=ls—, ) f) =37, ) @)= ——.

RieSenie:

2—x
2+«x
ak © € D(f), aj —z € D(f) a tiez:

2= (=) 24x 2—x _1_ 2—x
f(—z)=In e —ln2_x—ln<2+x) =—1 = —f(x).

a) Defini¢ny obor funkcie f(z)=In je D(f)=(-2,2). Prekazdé x € D(f) plati:
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Teda funkcia je neparna.

b) Definiény obor funkcie f(z) = 3'"*" je D(f) = R, teda mnozina s kazdym = obsahuje
aj —z. Pre kazdé © € D(f) plati: f(—z) = 3'"?". Dan4 funkcia je parna.

T

c¢) Definiény obor funkcie f(z) = je D(f) = (—o00,—1) U (—1,00). V tomto

pripade pre kazdé = € D(f) neplati, ze aj —x € D(f), lebo 1 € D(f), ale —1 & D(f).
Teda dana funkcia nie je parna ani neparna.

Priklad 4. Vypocitajte ¢islo x, ak:
1
a) x = logs v/ 125, b) log s = —4, c) log, 9= —2.

RieSenie:
3

3
a) z = logs(5%)2 = log; 52 = §log55 =3

b) Vztah log 52 = —4 je ekvivalentny so vztahom x = (v/3)™*. Pretoze
1 1

(\/g)_4:3_% :3_2: § je xr = §

1 1
c¢) Vztah log, 9= —2 je ekvivalentny so vzfahom x72 = g Z ¢oho 272 =372, teda
T =3.

Priklad 5. Rieste rovnicu 251 4+ 2772 4 2773 — 448 s neznédmou z € R.

RiesSenie: Obe strany rovnice upravime tak, aby boli vyjadrené v tvare mocnin
s rovnakym zakladom:

2°73(22 428 +1) =448, ztoho 7.2°% =448 teda 2°%=64 alebo 2773 =2

Cize x—3=6 aztoho z=09.

Skugka spravnosti: L = 28 4+27 420 =26(4 +2+1) =257 =64.7 = 448 = P.
Mnozina rieSeni danej rovnice je K = {9}.

1
Priklad 6. Rieste rovnicu 2log(z — 1) = 3 log 2° —log+/z v obore realnych é&isel.

RieSenie: Rovnica je definovand pre kazdé x > 1. Ak pouzijeme pravidla o loga-
5

ritmoch a ekvivalentné tipravy v rovniciach, dostaneme: log(x — 1)? = logx—, alebo
x
log(z — 1) =log2?, ztoho (z —1)2=2a? ¢ize 2> -2z +1=12?% teda z=

bl

DO | =]

Ale ¢islo 2 < 1, teda nie je riesenim danej rovnice, lebo rovnica je definovana iba pre

x > 1. Teda mnozina rieseni danej rovnice je prazdna.
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Priklad 7. Rieste rovnicu z'°*~! =100 v obore realnych ¢isel.

Riesenie: Rovnica je definovana pre kazdé x > 0. Logaritmujeme dand rovnicu pri
zéklade a = 10 a upravime obe strany rovnice: (logz — 1).logz = 2, z ¢oho dostaneme
(logz)? —logz —2 =10 alebo
(logz —2)(logz + 1) =0, toto plati prave vtedy, ak logxz —2 =0 alebo logz+1 =0,

¢ize x =10> =100, z =107 = —
Urobime skusku spravnosti dosadenim do danej rovnice:

L = 10081901 — 100271 = 100 = P,

1 log 151 1 -1-1
L=(= == =(100)2=10>=100= P.
(m) (10) (10-1)-2 = 10° = 100

1
Mnozina rieseni danej rovnice je K = {100 10}

7.1 Cvicenia

1
1. Vypocitajte logaritmy danych ¢isel pri danych zakladoch: — a) logs V3, b) log /3 77

1
c) log, 51 d) logs 0,008, e)log 749, f)log2.

1 1
2. Vypocitajte ¢islo x, ak  a) logox = =3, b) log,z = ~3 c) loggx = ~3
d) log% r=0, e) log% r=-1, f)logzr=—4

1
3. Vypoditajte zéklad z, aby platilo:  a) log, 1= -2, b) log, 100 = 2,
1
c)log,1=0, d)log,8= 37 e) log, i -3, f)log,3=-1.

4. Ak a, b, ¢, x, y sa kladné ¢isla, logaritmujte:

a)v—a%zc3 b) v = @ C)?}_aW
2%y Ve Cwad

1 1
5. Vypoditajte x, ak  a) logz = 3 (2 loga — 2logb + 3 log c) ,

1
gla+0b) — —log(a—b)+3loga—3logb

b) logx—g
1
logx—gl (log2 —log3) + 3(log2+log3)},
1 1
d) logz = 3 {log (b+10) — §log(b— 1)1

6. Najdite defini¢ny obor funkcie danej rovnicou:

i
—14+lh——, b)y= =1
a) y +ln—, )y ¢) y = log

T —2 1
d) v =
z+1’ )y 3 —logs(x — 3)’

log x’
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e) y =log(logz), f)y=log(z®—5z+6), g)y=log(a®+z+1).

. Najdite defini¢ny obor a nakreslite graf funkcie: a)y=4"% b))y =In(x +1).

2 +1

. Zistite, ¢ je funkcia parna alebo neparna: a) f(z) =In(1 —2?), b) f(z) = :

2z —1

. Zistite, ¢ st dané funkcie rydzo monoténne: a) f(z) =In(z —3), b) f(z)=2""".

c—1
c+1

Pre ktoré ¢islo ¢ je funkcia f(x) = < ) rasttca?

Ukazte, ze dana funkcia je jednojednoznac¢né, najdite k nej inverznt funkciu a nakres-
lite grafy oboch funkcii.

1 x
a) f:y=1—Inz, b)f:y=log2—x), ¢)f:y= (5) +1, d)f:y=3—¢".

1 T
Rieste rovnice v obore realnych ¢isel: a) 3" =81, D) (—) = 64,

4\* 3\°
<) <—) — (—) ,d) 332772 =81%F3 ) 5T 4501 =750, f) 2% 3"+ =18,

9 2
1
8)zmmr = 125, h) 2757 =0,1(10771)7, i) 3 =37 =6,

J) 32:1:71 + 32:1:72 . 32:)374 — 315’ k) 41273:(:712 — 16, 1) 4\/m — 642\/m,
AT 21\"" log4
5.27H2 — 6.3+ = 3ot 4 9 gt ) (5) ==
m) * o) (9) (8) log 8’
0) 24+l 48 = 17.2%,

1
—l—x:2’
1—=zx

c)log’x —2logz —8 =0, d) log(z —3) + log(x + 3) = 2log(3 — ),

Rieste rovnice v obore redlnych ¢éisel: a) logx =2 —logh, b) log

log(z + 3
g) logle +3) )=1,

1+logx

2+logxr

1
log2 + -1 2)=1, f =
) log2 + jlog(r +2) =1, ) ;157

h) log>x — 6logz +5 =0, i) log(z +2) —log(x — 1) =2 — log 4,

10
j) log(x + 3) +log(x — 3) = log(x +11), k) 1 +loga® = -—,
og T
2logx N o
1) log, 19=2+log, ;3, m) log(5z — 4) 1, n)log,(9 — 2%) = 108G,

1 €T
14. Nacrtnite grafy funkcii: a) y =2%, b)y= (—) , oy=logsz, d)y= logs .
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Vysledky
1 1
a) =, b)—6, c¢) -3, d)-3, e4, f)-,
2 4
1 1 1 1
-, b) = - d)1 f) =
a) 87 ) 27 C) 37 ) ) e) 57 ) 9’

3 1 5
.a)4loga+2logb+ 3loge —log2 —5logz —logy, b) =loga+ =logh— Qlogc,

] 1 2 2
c) —=loga— glogb,

2
2 3 b L
a) \3/ab\2[, a,b,c >0, b)%\3/3tb,b>0,a>b, c)21_783ﬁ,
b+1
Q222 s,
b—1

. a) ((—2,00), b) (0,1) U (1,00), ¢) (—00,—1)U(2,00), d) (3,30) U (30,00),

e) 1700)? f) (_00’2) U (3700)7 g) (_OO?OO)a

. a) (—oo0,0), b)(—1,00),

c € (—o0,—1),

W5 y= (1) DU = (es), B = (0,00),

b) f7hiy=2-10", D(f™) = (-00,00), H(f')=(-00,2),

C) f_l y—log%(x—l), D(f_l):(l’oo)a H(f_l)Z(—OO,OO),

d) fil y—ln(S—x), D(fil): _OO’S)’ H(ffl):(—oo,oo),

) K= {4), b)K={-6}, o K={-4}, d)K={-15}, o K= {4},
1 3 |

DE-() oKx={31. wE={3} VK- K=

KK ={-52}, D)K={35}, m)K-={-4}, n)K={2},

13

o) K :{—575}

a) K — {20}, b)K:{%}, O K ={10210), d)K =0, e K= {23},

£) K = {10}, o) K — %} h) K = {10,10°}, 1)K={§, i) K = {5},

k)K:{m—?,m%}, DK ={1+v3)}, m)K=1{4)}, n)Kk=1{0},

graficky vystup.
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GONIOMETRIA

Goniometrické funkcie v pravouhlom trojuholniku ABC' s ostrym uhlom « st definované
) a a a . . g
takto: sina = —, cosa = —, tg a = —, cotg a = —, kde a je velkost protilahlej odvesny
c c c c
k uhlu «, b je velkost prilahlej odvesny k uhlu «, ¢ je prepona (obr. 8.1).

B
c
a
a
c b A
Obr. 8.1

Pre kazdé realne cislo x existuje prave jedno celé ¢islo k£ a prave jedno redlne cislo
s € (0,27) tak, ze plati: z = k27+s. Kazdému redlnemu ¢islu x priradime na jednotkove;
kruznici prave jeden bod M = [z, yn], ktory dostaneme tak, Zze z bodu A = [1,0]
nanesieme na jednotkovi kruznicu oblik dizky s proti smeru hodinovych rudiciek
(obr. 8.2).

Obr. 8.2
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Funkcia sinus, y = sinz (obr. 8.3a) priraduje kazdému redlnemu éislu x y-ovi
stradnicu yy; bodu M, D(f) =R, H(f) = (—1,1).

Funkcia kosinus, y = cosx (obr. 8.3b) priraduje kazdému redlnemu ¢islu = xz-ovi
stradnicu xp; bodu M, D(f) = R, H(f) = (—1,1).

11----— : 3 y=sin X
! 2

b)
Obr. 8.3
. . , . sin o
Funkcia tangens, y =tg = (obr. 8.4a) je dand rovnicou y = pre kazdé
cos
x;«é(Zk—l—l)g, kde k€ Z, D(f) = {IGR: x;é(2k+1)g, keZ}, H(f) = R.
Cos T

Funkcia kotangens, y = cotg = (obr. 8.4b) je dana rovnicou y = pre kazdé

r#kn, kdeke Z, D(f)={x€R: x#kn, ke Z}, H(f)=R.

sinx
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a)

b)

Obr. 8.4

V tabulke uvddzame hodnoty goniometrickych funkcii v niektorych bodoch intervalu

(0,27).

Sk

_A_3ﬁ72

2 S ]e

W_4ﬂ;2

< |
N —
Ne
N PN IR E )
o
o — o |
S & ) B
| 2] 8| w| &
%) ) + m
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Typickou vlastnostou funkcii sinus a kosinus je ich periodi¢nost. Z definicie vyplyva,
ze ich zakladna peridda je 27. To znamend, ze pre kazdé k € Z a kazdé x € R plati:

sin(z + k27) =sinx, cos(x + k27) = cos .
Funkcia sinus je neparna, t. j. plati:
sin(—z) = —sinz,

funkcia kosinus je parna, teda
cos(—x) = cos .

7 vlastnosti funkcii sinus a kosinus a z definicie funkcii tangens a kotangens vyplyva,
ze su tiez periodické, pricom ich zakladna peridéda je 7 a pre kazdé k € Z a

xr # (2k + 1)% plati:  tg(z + km) = tg z,

x # krn  platli:  cotg(z + km) = cotg x.

Funkcie tangens a kotangens st neparne, a preto

tg(—x) = —tgx a cotg(—x) = —cotg .

Pre Tubovolné redlne ¢isla x, y plati:

sin(x + y) = sinz. cosy + siny. cos x, cos(x + y) = cosx.cosy F sinx.siny,
. - . . 2 . 9 .92 2 .
sin 2z = 2sinx. cosx, cos2x = cos“x — sin‘x, sin“x 4+ cos“z = 1,
o 1 — cos2z 9 1+ cos2z
sin“ g = ——, cos“r = ——.
2 2

Nech a, b, ¢ st velkosti stran fubovolného trojuholnika ABC' a « (3, ) je uhol tohto
trojuholnika leziaci oproti strane a (b, ¢), potom plati:

1. Kosinusova veta: a® = b* + ¢ — 2bccosa (b* = a® + ¢* — 2accos 3,
c? = a® +b* — 2abcos ). Ak trojuholnik je pravouhly a v = g, dostaneme Pytagorovu

vetu ¢ = a? + b2,
b c

2. Sinusova veta: — = — = —.
sinaw  sinf#  sinvy

; fe . 4 . 3
Priklad 1. Vypocitajte sinx, tg z, cotg z ak cosx = 5 pricom 7w <z < §7r.

RieSenie: Zo vzfahu sin?z 4 cos?z =1 vyplyva

16 3
|sinz] = v1—cos?z = 4/1— % = F Pretoze = je z tretieho kvadrantu, plati
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3 i - 3 1
sinx:—g. Teda tgmzsmx:—zi, a cotgr =—— =

3
)

cos T 4 tg
)

Priklad 2. Rieste rovnicu 2sin®z + 3sinz — 2 = 0.

Riesenie: Dant rovnicu riesime ako kvadraticktl rovnicu pre sin x.

. —-3+v9+ 16 . 1 .
sing = —— = sinx=—, alebo sinz=-2
4 2
Funkcia sin z nemoze mat hodnotu —2, rovnica sinz = —2 nema4 rieSenie.

1 5
7 rovnice sinx = 3 dostaneme x; = % + 2km, 19 = 67? + 2km, ke Z.

Priklad 3. V trojuholniku ABC' pozname a = 16, b = 6, v = 60°. Vypocitajte os-
tatné zakladné prvky trojuholnika.

RieSenie: Z kosinusovej vety c? = a? + b?> — 2abcosy = 196, ¢ = 14.
Zo sinusovej vety plati: sin(:siny =b:c teda
6v/3
bsiny o9 3V3

= = 0,372, B=21°50, a+fB+~ = 180°, teda a = 98°10.
c 14 14

sin § =

8.1 Cvicenia

3 T
1. Ak viete, Ze sinx = 5 O0<x< 5 najdite cosz, tg x, cotg x.

2
2. Vypocitajte sin2x , ak viete, ze cosx = %

3
3. Ak sinx = 5 cosx > 0 vypocitajte sin2z, cos2z, tg 2x.
o 1
4. Vypocitajte cos2z, ak cosz = 3

5. Nacrtnite grafy funkecii:

a)y:cos2x, b)y:sing7 C)yzsin(m—i—g),
d) y = cos(x — m), e) y = 2tg , f) 3 = cotg g

6. Najdite vsetky redlne ¢isla, pre ktoré plati:

V3

1 1
a) sinxzﬁ, b) cosT = —7, c) cosT = ——

?

d) tg z =1, e) cotg x =1, f) tg x = —/3.
Nacrtnite grafy funkcii a vyznacte niektoré najdené hodnoty.
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Néajdite obor definicie funkcie:

t
a) y = , b) y = Vsinz, c)y:&,
Ccos T ) %—tg:c
sin —sinz
d)y=1 __sme gy, lTsme
)y =Incosz, ey 4cos?x —1’ )y cotg x

. Vypocitajte bez tabuliek hodnotu vyrazu sin 330° — cos 240°.

. Pre pripustné hodnoty x upravte:

) 1 — cos2x sin 2z b) 1 sin 1 ) 1—tg?a
a - - c) ———
sin 2z 1+ cos2x’ 1—sinzx cos’zx 1+sinz’ cos 2x

Dokéazte, ze pre pripustné hodnoty plati:
. 5 sin 7 — sin 2
2) (1+tg 2)° + (1 — tg 2)? — b) sinz  2sinz —sin2e

cos?z’ 1+ cosx 2sin’

Dokéazte, ze plati: sin(30° 4 x) + cos(60° 4+ x) = cos x.

V2

Néjdite vSetky uhly, ktorych velkosti vyhovuji rovnici sin(2x + 15°) = — 5
Zjednoduste: cos(30° — x) — cos(30° + z).

Rieste rovnicu:

a) 3sinx + 1 =sinz, b) 4cosz — /2 = 2cosz, c) sin?r —sinz = 0,
1
d)cos(x—%)zé, e) 2cos’z —cosx — 1 =0, f)tg? x —1=0,
3
g) cotg? x —3 =0, h)sin2x—7008$—120.

Rieste rovnicu:
a)sin? z — V/3sinz. cosx = 0, b)2sin® r = sinz + 1, c) cosx + cos 2z = 0.

Vypocditajte velkost najvic¢sieho vniatorného uhla trojuholnika, ak jeho strany st
a=13, b="17, c=8.

Vypocitajte v trojuholniku strany a, b, ak viete, ze ¢ = 55, a = 30°, [ = 45°.

Pomocou kosinusovej vety rozhodnite, ¢i trojuholnik so stranami a =3, b=4,¢c=6
ma tupy uhol.

Pre velkosti uhlov trojuholnika plati «: 3 :~v=3:4:5 a strana oproti uhlu a@ mé
dlzku /2. Uréte velkosti uhlov trojuholnika a dlzky stran b, c.

Uréte stranu a, uhly «, 8 v trojuholniku ABC, ak b =25, ¢ = 25v/2, v = 45°.

Vypodéitajte plosng obsah ostrouhlého trojuholnika, ktorého strany maja dizku
a:5\/§, b =53 auhol a=45°.
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. graficky vystup,

5 2 4
a) ry = z+2l€7r, Ty = 67r—|—2k7r, ke Z, b)x = §7r+2k:7r, To = §7T+2k‘71', ke Z,

6
c)x1:%+2kﬂ,x2:%ﬂ+2kmk‘EZ, d)x:Zij‘ﬂ,k:GZ,
e) x =Z+k7r keZ f)x:§7r+k7r,keZ,
a)  # (2k+1)g,k:eZ, b) x € (2kn, (2k + 1)), k € Z,
o) x# (2 +1 )fax;&fwm,kez, d)xe(—§+2k7r —|—2k7r>,k:€Z,
)x#g—l—kﬂ a x # 7r+k7r ke Z, f):z:#kg,kEZ,
. 0, . .
a) 2tgr, ) cogsxzz:’ °) cos?z’
)prex#(Zk—i—l) k € Z plati, D) prex # kn plati,
Navod: pouzite suctové vzorce,

21 = 105° + k180°, x5 = 150° + k180°, k € Z,

87

7 11 7
a) Ty = 67T+2k7r, To = E?T—{—Q]{IT(, keZ, Db)x = %+2k7r, To = ZW—I—Q]C?T, ke Z,

11
c)xlzkw,x2:g+2kw,keZ, d)x1=g+2k7r,x2:€7r—l—2k:7r,k:eZ,
2 4
e) vy = 2km, w9 = —mw + 2km, x3 = -7+ 2km, k € Z,
3 5 3 .
f)l‘1:£+kﬂ,x2:—ﬂ+kﬂ,kez, g)$1:g+kﬂ,$2:6ﬂ'+kﬂ',kez,

5 7
g, To = 67T+2]€7T,.T3: 67T+2k'71', ke Z,

7 11
b) x1:%+2k37r, x2:%+2k7r, x3:7ﬂ'+2k57r ke Z,



88

16.

17.

18.

19.

20.

21.

8 GONIOMETRIA

)
c)x1:g+2k7r, x2=§+2k‘7r, x3 =7+ 2km, k€ Z,

120°,
a = 28,47, b = 40, 26,
11

cosy = o1 = trojuholnik mé tupy uhol,
2
a=45° B=160°, v="75° b=1+/3, c:g(\/g—i—l),

a=105°, B =230°, a= 48,3,

p=2
4

(3+V3).



9
KOMPLEXNE CISLA

Mnohé matematické tilohy nemaju rieSenie v mnozine redlnych ¢isel. Vieme napriklad, ze
v mnozine realnych ¢isel nema rieSenie kvadraticka rovnica s readlnymi koeficientmi, ktorej
diskriminant je zadporny. Najjednoduchsia rovnica, ktora nemaé riesenie v R je

22 +1=0.

Preto bolo potrebné rozsirit mnozinu redlnych ¢isel. Takouto mnoZinou je mnozina kom-
plexnych ¢isel (ozn. C'), ktord je vybudovand pomocou mnoziny realnych ¢isel.

Kazdé komplexné ¢islo z € C' modzeme vyjadrit v algebrickom tvare z = a + bi, kde
a, b su redlne ¢isla, i je imaginarna jednotka, pre ktort plati 2 = —1. Reélne &islo
a sa nazyva realna ¢ast, redlne ¢islo b imaginarna éast komplexného ¢islo a + bi.
Komplexné ¢isla sa s¢itaji, odc¢itaji a nasobia ako dvojcleny. Pri ndsobeni vyuzivame:

7:4/4: — 17 Z'4]€+1 — Z.,

= 1 M= kel
To znamena, ze ak mame dve komplexné ¢isla z; = a; + b1, 2o = as + byi, potom
21 + Z9 = (Cll + CLQ) + (b1 + bQ)Z s 21 .29 = (alag — blbg) —+ (CleQ + blag)i.

Komplexne zdruzenym cislom k ¢islu 2z = a + bi je ¢islo Z = a — bi. Plati:

2.Z=a®+b* je redlne dislo.

Delenie komplexnych &isel z; = a; + b1, 2z = ay + byi, kde a2 + b3 # 0:

a_ AZ (ar + b1i)(ag — byi)  arag +biby | axby — aiby .

29 2.7 a3 + b3 a3 + b3 a3 + b3

Znazornenie komplexnych ¢éisel

Kazdému komplexnému ¢islu 2z = a + bi, a, b € R mdzeme jednoznacne priradit bod
so stradnicami A = [a, b] v rovine, v ktorej je zvoleny pravouhly siradnicovy systém so
zaciatkom O = [0,0]. Pri znézortiovani komplexnych ¢isel os = nazyvame redlnou osou
a os y imaginarnou osou. Bod A je obrazom komplexného ¢isla z.

Absolatna hodnota komplexného ¢isla z = a + bi je nezdporné realne ¢islo
|z| = Va2 + b2.

Zapis nenulového komplexného ¢isla z = a+bi v tvare z = |z|(cos p+isiny) nazyvame
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goniometricky tvar komplexného ¢isla. Redlne ¢islo ¢ sa nazyva amplitida (argument)
komplexného ¢isla z, pricom
a a ) b b
COSp = — = ———, sinp = — = ——.
TR Vere TR Vere
Cislo ¢ € (0,27) nazyvame hlavnou amplitiidou komplexného &isla 2. Ak z = 0, potom
|z| =0, ¢ =0 (obr. 9.1).

S
Q== mmm===

Obr. 9.1

Nasobenie komplexnych ¢isel v goniometrickom tvare
Ak z1,29 € C, z1 = |z1|(cos g1 +isinyy), 22 = |22|(cos pa + isingsy), potom

21 . 29 = | 21||22|[cos(p1 + @2) + isin(¢1 + 2)].

Moivreova veta
Pre kazdé z € C, z = |z|(cos¢p +isiny), n € N plati

2" = |z|"(cosny + isinny).

RieSenie kvadratickych rovnic v obore komplexnych ¢éisel
Kvadratick4 rovnica ax? +bx +c¢=0, a, b, c € R, a # 0 maé riefenie v obore realnych
~b+ VD

Cisel len vtedy, ked diskriminant D > 0. Potom korene rovnice stz = 5
a

V obore komplexnych cisel existuje riesenie aj v pripade D < 0 a plati

—b+i\/[D]

T2 = —(7_ -
2a

Teda kvadraticka rovnica pre D < 0 mé& komplexne zdruzené korene.

3
Priklad 1. Vypocitajte + Z,.
1 -2
Riesenie: Citatela aj menovatela vynasobime komplexnym é&islom zdruZenym k me-
novatelu, teda
3+i  (B+9)(1+2i) 3+i4+6i+2* 1+7 1 T

= = — + —i.

1—2i  (1—2i)(1+2i0) 1 — 442 5 5
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1—3
+1i

Priklad 2. Napiste goniometricky tvar komplexného ¢isla z = 5i

Riesenie: Najprv vypocitame

-3 (i=3)2-i) _—5+5i

5 _ -
v ere-) T s

= —3 — Ju.

Z definicie absolitnej hodnoty komplexného ¢isla vyplyva
2| = V/(=5)2 + (=5)2 = V50 = 5v2.
Podla definicie amplitidy komplexného ¢isla vypocitame ¢ tak, aby platilo

—5 V2 . —5 V2
— = singp = —— = ———,
5v2 2 T2 2

cos p =

5
z ¢oho ¢ = Zﬂ’ teda

3 5 5
i 2 — 5 —5i=5v2 [ cos & +isin X ) .
2+ 4 1

Priklad 3. Vypocitajte (v/3 — i)'

3 1 11
\/7_, singpz—i, z toho g0:330°:—7r.

RieSenie: |z| =3 +1=2, cosp = 5

Podla Moivreovej vety plati:

11 11 5 5
(V3—i)1 = o1 (Cos 14?” +isin 14%) — gl {cos (247r + g) +isin (247r + —”)} -

3
5 5 1 3
= ot (cos —; + 2 sin ?ﬂ) =2l (5 - Z%) = 21%(1 - “/g)

Priklad 4. Rieste rovnice a) 52?2 —6x+2=0, b)z?+4=0, c¢)2®—-8=0.

Riesenie:
a) Pretoze diskriminant kvadratickej rovnice 51% —6x+2 =0 je D = —4 < 0, pouZijeme
—b+1i\/|D 6+ —4 6+ 21 3+
vzorec Iig = —oEWIE 1D a dostaneme w15 = v | = L Lo
’ 2a ’ 10 10 5
3 1.
= -4 —i.

5 3
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i.

ol w
ot =

3 1
Korene rovnice sit komplexne zdruzené cisla z; = 5 + g@', Ty =
b) Z rovnice 2*>+4 =0 vyplyva 2? = —4, z ¢oho 15 = +i /| — 4] = £2i.

c) Vyraz z* — 8 rozlozime podla vzorca a® — b*. Teda z° — 8 = (v — 2)(2* 4+ 2z + 4).
Potom plati: 22> —8 =0 prave vtedy, ak = —2 =0 alebo z?+2x+4=0.
Ak x—2=0, tak x =2,
—2+4-16 —2+i/12
_2EVR2 L

ak 22 +2x+4=0, tak zy3 =

Korenom rovnice je redlne ¢islo x = 2 a komplexne zdruzené cisla

Ty =—14iV3, 5 =—1—1iV3.

9.1 Cvicenia

1. 21 =1—21, 29 =3+ 1. Vypocitajte 21 + 2o, 21. 29, i.
)
o 1 —1 i . . .
2. Vypocitajte | —— + - 1 (4i — 6) — (i — 1)2i.
) i—
1+4\'" 3—i

3. Vypocitajte : .

yPOa] < NG ) 1+ 3i

-2 —3)i
4. Pre aké redlne ¢isla z, y plati ? i (y )i =1- 3.
1+

5. Dokézte, ze plati cosatrsma cos(aw — B) + isin(a — ).

cos 3 4 isin (3

6. Vyjadrite v goniometrickom tvare komplexné ¢isla, najdite ich obrazy v rovine kom-

1 3
plexnych &isel a)i, b) —14+4v3, c) 5 + gi, d) —2.

1
7. Vypocitajte suc¢in komplexnych cisel z; = 6 (cos g + 7 sin g) , 2y = 3 (cos g + ¢ sin g) )
Vysledok vyjadrite v algebrickom tvare.

8. Vypocitajte (1 +14)%.
9. Vypoditajte (1 —iv/3)15.

10. Rieste rovnice: a) 5z —4x+6=0, b)222+32=0, c)23—-1=0,
d) z* — 81 =0.

Vysledky
1.4—4, 5— 57 L x
. 1, ETIETL
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-9 + 51,
i:
=06, y=1,
. Navod: pouzite operaciu delenia komplexnych cisel a stictové vzorce pre goniometrické

funkcie,

2
d) (cosm +isin),

3 3 3

T .7 2r .. 27w T .. T
.a)cos§+zsm—, b) 2 COS?—{—ZSIH— , ¢) <cos——|—zsm—>,

_\/§_|_Z"
. 32,
_215’
2 6 . 1, V3
a) rig = E j:zg, b) x10=%4i, c¢)x1 =1, 293 = ~3 izT,

d) T2 = :i:?), X34 = +3.
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KOMBINATORIKA

Pre kazdé nezaporné celé ¢islo n znakom n! (Citame n faktorial) rozumieme ¢islo, ktoré
ma tieto vlastnosti:

1.0 =1,
2. Akn>0,tak nl=n(n-1).
n

k
kombina¢nym d¢islom.

ny\ n! _nn—1)..(n—-k+1)
(k) Ckl(n—k)! k!

Symbol < (¢itame n nad k), kde n, k st celé nezdporné ¢isla, & < n, nazyvame

o (n\ [ n
Pre kombinacné cisla plati ( k) = (n B k:)

Binomicka veta
Pre vSetky redlne ¢isla a, b a celé nezaporné cislo n plati:

n __ n n n n—1 n n—212 n n—1 n n
(a+ ) —(0>a —{—(1)a b+(2)a b—l—...—{—(n_l)ab +(n)b.

Nech k, n st prirodzené ¢isla, M je konend mnozina, ktora ma n prvkov. Kazda
usporiadané k-tica zostavend z prvkov mnoziny M sa nazyva variacia k-tej triedy
z n prvkov mnoziny M. Definicia variicii pripusta v jednotlivych usporiadanych
k-ticiach opakovanie prvkov mnoziny M, takto definované variadcie nazyvame niekedy
variacie s opakovanim. Pocet variacii k-tej triedy z n prvkov s opakovanim pre vsetky

prirodzené ¢isla k, n je V'(k,n) = n*.

Nech k, n su prirodzené cisla, k < n. M je konetna mnozina, ktord ma n prvkov.
Kazda usporiadana k-tica zostavena z prvkov mnoziny M tak, Ze sa v nej ani jeden pr-
vok neopakuje, sa nazyva variacia k-tej triedy z n prvkov bez opakovania. Pocet
variacii k-tej triedy z n prvkov bez opakovania pre vSetky prirodzené ¢isla k, n, k < n je

V(k,n)=nn—-1)..(n—k+1) = (ni—‘k)'
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Variacie n-tej triedy z n prvkov bez opakovania nazyvame permutacie. Pocet vset-
kych permutécii z n prvkov pre vSetky prirodzené ¢isla n je P(n) = nl.

Nech k, n st nezaporné celé ¢isla k£ < n. M je konecnd mnozina, ktora ma n prv-
kov. Kazda podmnozina tejto mnoziny, ktord mé k prvkov, sa nazyva kombinacia k-tej
triedy z n prvkov. Kombinécia k-tej triedy z n prvkov je taka skupina prvkov mnoziny
M, 7Ze sa v nej ani jeden prvok neopakuje, pricom nezalezi na poradi prvkov v skupine.
Pocet kombinacii k-tej triedy z n prvkov, kde n, k st celé nezaporné cisla, k < n je

C(k,n) = (Z)

7'+ 5!
Priklad 1. Vypocitajte +

5!

RieSenie:

7'+5!  7.6.5!4+5! 5l(42+1)
51 5! a 5!

N=7.6.5.4.3.2.1=7.6.5, = 43.

! !
Priklad 2. Upravte (n+1) S L
n! (n—1)!
RieSenie: Aby vyraz mal zmysel, musi platit n > 1. Podla definicie faktorialu
! ! 1 —1)! —1)!
(n+1)!  nl (@t Dn-1! n(n >:n—|—1—n:1.
n! (n—1)! n(n —1)! (n—1)!

Priklad 3. RieSte v Z rovnicu (x B 1) + (x B 2) =
r—2 T

RieSenie: Rovnica mé zmysel pre x € N a z > 4. Vyuzijeme definiciu kombina¢ného
¢isla, potom zjednodusime zlomky:

(z —1)! (x —2)!
($—2)!($—1—x+2)!+(x_4>!(x_2_x+4)! =4

(x —1)(z —2)! N (x —2)(z —3)(z — 4)!

=1
(x —2)! (x —4)12
x_1+(x—2)(x—3) 4
2
2> —3r—4=0,

teda z; =4, v = —1. Podmienkam tlohy vyhovuje len ¢islo x; = 4.
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Priklad 4. Vypocitajte desiaty ¢len mnohoé¢lena, ktory vznikne pri vypocte (1 — 4)'2
pouzitim binomickej vety.

RieSenie: Binomicki vetu moézme pouzit aj v pripade, Ze a, b st komplexné d¢isla.
12 . 12 . . .
Desiaty ¢len je ( 9 ) (—1)? = < 5 ) (—1)3(—1i) = —220i.

Priklad 5. Kolko 5-cifemych ¢isel mozno napisat pomocou dislic 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7,
ak sa ziadne z nich v ¢isle nemé opakovat?

Riesenie: 7Z definicie variacie bez opakovania je zrejmé, ze pocet Cislic sa rovna poctu
variacii b-tej triedy zo 7 prvkov bez opakovania. Pouzijeme vzorec

V(k,n)= pre n=7, k=5,

(n — k)’

teda .
V(5,7 = - =7.6.5.4.3 =2520.

Priklad 6. Zamka na heslo mé na spoloc¢nej osi 5 kotucov. Kazdy z nich je rozdeleny
na 8 vysekov oznacenych pismenami a, b, ¢, d, e, f. Zamka sa otvori, ak kazdy kotuc
zaujme jednu uréiti polohu oznac¢enii pismenom vzhladom k telesu zamky. Kolko hesiel
ma moznost volit majitel zamky?

Riesenie: Heslo je usporiadana 5-tica prvkov zo 6 prvkov, pricom prvky v 5-tici sa
modzu opakovat. St to teda varidcie 5-tej triedy zo 6 prvkov s opakovanim. PouZijeme

vzorec

V'(k,n) =n", pre n=6, k=5, vypocitame V'(5,6)=6°="7776.

Priklad 7. Kolko trojuholnikov je urcenych siedmimi bodmi v rovine, ak Ziadne tri
z nich nelezia na jednej priamke?

Riesenie: Trojuholnik je urc¢eny troma roéznymi bodmi, ktoré nelezia na jednej priamke.

Z mnoziny 7 prvkov tvorime trojice roznych prvkov, v ktorych nezalezi na poradi, su to
kombinacie tretej triedy zo siedmich prvkov. Pouzijeme vzorec

C(k,n) = <Z>, kde n=7 k=3, teda C(3,7)= (7> _ 35
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Priklad 8. Ak sa zmensi poc¢et prvkov o dva, zmensi sa pocet permutécii dvadsatkrat.
Urcte pévodny pocet prvkov.

RieSenie: Pocet permutécii n — 2 prvkov je P(n —2) = (n — 2)!l. Teda plati rov-

n!
nost (n —2)! = 20’ ak n > 2, n € N, tpravou dostaneme n? —n —20 = 0, teda

ny = 5, ng = —4. Danej tlohe vyhovuje len ¢islo n = 5.

Priklad 9. Kolkymi spésobmi mozno usporiadat 6 stih réznych farieb, ak na prvom
mieste mé byt stuha s ur¢itou zvolenou farbou?

Riesenie: Pri usporiadani stih tvorime skupiny po 6 prvkoch, pricom 1. prvok
v skupine je pevny, 2. az 6. prvok moze mat vSetky mozné poradia, s to permutécie
piatich prvkov.
P(5) = 5! =120.

10.1 Cvicenia

LU ) 1 1 1
. r Lo = — .
PV 0 " - (n—2)

. . x r—1 T\
2. Rieste v Z rovnicu (2> -2 (x—Z) + (0> =0.

1 ° /1 °
3. Vypocitajte: (5 +v> + (5 — v) .

4. Vypoditajte: (1 +14)% — (2i)%

5. Zistite treti ¢len mnohoclena, ktory vznikne pri vypocte (a® — 2b*)* pouZitim bino-
mickej vety.

6. Vypocitajte treti realny ¢len mnohoélena (2 4 i+/3)° pouzitim binomickej vety.
7. Presvedcte sa, ze ¢islo 1119 — 1 je delitelné &slom 100.

8. Kolkymi sposobmi mozno v triede s 25 ziakmi zvolif trojélenny vybor: predsedu, po-
kladnika a referenta?

9. Dané su ¢islice 1, 2, 3. Kolko roznych a) dvojcifernych, b) pitcifernych ¢isel mozno
pomocou nich napisat?

10. Trezor sa otvara po spravnom zoskupeni piatich pismen v otvore kotuca, na ktorom je
12 pismen. Kolko je moznych réznych pokusov na otvorenie tohto trezoru?



11.

12.

10.

11.

12.

Urcte pocet uhlopriecok v konvexnom n-uholniku.

V kolkych bodoch sa pretina 9 priamok v rovine, z ktorych 4 st navzajom rovnobezné?

Vysledky:

1 —n?

)

n!

..73'1:2, 1’2:3,

1+ 40v* + 80v*
16 ’

. 0,

. 24a*008,

. 36288,

. 11 =10 + 1, pouzite binomicku vetu,

. 13800,

a)9, b) 243,

248 832,

n(n —3)
2 )
30.

10.1 Cvicenia






11
POSTUPNOST A LIMITA POSTUPNOSTI

Postupnostou nazyvame kazdu funkciu, ktorej definiénym oborom je mnoZina prirodze-
nych ¢isel. Hodnoty tejto funkcie nazyvame ¢lenmi postupnosti a oznac¢ujeme f(n) = a,.
Ak a, € R, hovorime o ¢iselnej postupnosti. Grafom ¢iselnej postupnosti je mnozina
izolovanych bodov A, = [n,a,).

Postupnost je ohrani¢ena zdola (zhora), ak existuje d € R (h € R), Ze pre kazdé
n € N plati a, > d (a, < h). Ak je postupnost ohrani¢end zhora aj zdola, hovorime, ze
je ohranicena.

Postupnost je rastica (klesjaca), ak pre kazdé n € N plati a, < ani1 (@ > apy1).

Postupnost {a,}°, je aritmeticka, ak existuje také ¢islo d (diferencia), ze pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati a,.1 = a, + d. Pre n-ty ¢len aritmetickej postupnosti plati
a, = a; + (n —1)d. Pre sacet s, prvych n ¢lenov aritmetickej postupnosti plati
Sp = 5((11 + ay,).

Postupnost {a, }°°; je geometricka, ak existuje také ¢islo ¢ (kvocient), ze pre kazdé
prirodzené ¢islo n plati a,.1 = a,q. Pre n-ty ¢len geometrickej postupnostyil plziti

q" —

g—1’

a, = a;q"t. Pre stcet s, prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti plati s, = a;

ak ¢+#1, s, =na;, ak ¢=1.

oo
} . Aké vlastnosti ma

n=1

» v /. 0e )0 v . n
Priklad 1. Napiste prvych pét ¢lenov postupnosti {2 T
n —

dana postupnost?

RiesSenie: Zo zadania postupnosti vidime, Ze predpis pre n-ty clen je a, = %L—I—l
Prvych pif clenov ziskame tak, Ze postupne za n dosadime ¢isla 1, 2, ..., 5. Potom
1 2 2 3 3
“Tyro1 b ®Ta2 173 “Ta3 1 5
4 4 5 5
“T9a-1T T "Tas-1 9

Lahko sa odhadne, Ze
ap > ao > a3z > a4 > A5

Na zéklade tohto mozeme vyslovit hypotézu, Ze postupnost je klesajica. Ukazme to. Kedze

Qp > Apa1 & Qp — Apy1 > 0,
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sta¢i ukézat splnenie druhej nerovnosti.

n (n+1) n n+1l n@2n+1)—(n+1)(2n—-1)
an—an pry — ey — = ey
T o -1 2m4+1)—-1 2n—1 2n+1 (2n—1)(2n+1)

2 +n-2n*-2n4+n+1 1

= >0 kazdé eEN
2n—1)(2n + 1) 2n—1)(2n+1) pre faude
Teda, postupnost je klesajica. Z tejto vlasnosti vSak vyplyva, Ze pre kazdé n plati

a; > a,, tj 12>a,

z C¢oho vyplyva, Ze postupnost je zhora ohranicend (h = 1). Pre kazdé n € N plati

2n — 1 > 0, z ¢oho vyplyva, ze aj a, = > 0, teda postupnost je ohranicend aj

2n —1
zdola (d = 0). KedZe postupnost je ohrani¢end aj zdola aj zhora, je ohranicena.

Priklad 2. Napiste prvych péf ¢lenov postupnosti {1+ (—1)"} 7 . Aké vlastnosti ma
dané postupnost?

Riesenie: Vypocitajme prvych pit ¢lenov postupnosti.
a =14+ (-1)'=0, aa=1+(-1)*=2, a3=1+(-1P=0, ay=1+(-1*=2,

as =1+ (-1)°=0

Postupnost nie je rastiica, pretoze as > as a nie je klesajica, lebo a; < ao. Postupnost je
ohranicena, pre kazdé n € N plati
0<a, <2

Priklad 3. V aritmetickej postupnosti a; = 450, d = 24, a, = 210. Najdite n a s,,.

RieSenie: Pouzijeme vzorce pre aritmeticki postupnost a, = a; + (n — 1)d

n
as, = §(a1 + a,). Dosadime do vzorcov zadané hodnoty a dostaneme

210 =450 + (n — 1)24
24n = 264, =z toho n =11

11
a8, = (450 + 210) = 3630.

Priklad 4. Medzi ¢isla 1 a 25 vlozte tolko ¢isel, aby s danymi ¢islami tvorili aritme-
tickl postupnost so suc¢tom 117. Zistite vloZzené ¢isla a ich pocet.

RiesSenie: Zvolime a; = 1, a, = 25. Zo vztahu pre s, dostaneme 117 = g(l + 25),

teda n=9. Zo vzorca a, =a; + (n—1)d vypocitame diferenciu d: 25 =1+ 8d,
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z ¢coho d = 3. Vlozené ¢isla su 4, 7, 10, 13, 16, 19, 22.

Priklad 5. Zelezné rury sa skladaji do vrstiev tak, Ze rary hornej vrstvy zapadaja do
medzier dolnej vrstvy. Do kolkych vrstiev sa zlozi 75 rar, ak vrchnd vrstva mé 3 rary?
Kolko rur je v najspodnejsej vrstve?

RieSenie: V priklade mame dané s, = 75, a1 = 3, d = 1, treba vypocitat n. Pri
rieSeni pouzijeme vzorec a, a s, aritmetickej postupnosti:

a, =a;+ (n—1)d, ¢ize a,=3+n-1,
b = g(a1 tay), CiZe T5= g(s +3+n—1),
z ¢oho tpravou dostaneme kvadratickii rovnicu pre neznamu n:
150 = n(n + 5)

n?45n—150 =0
(n+15)(n — 10) = 0.

Korenn ny; = —15 nevyhovuje, ny = 10 vyhovuje podmienkam prikladu. Rury sa zlozia
do desiatich vrstiev. V najspodnejsej vrstve je 12 rur.
, S . 1 L
Priklad 6. V geometrickej postupnosti a; = 6144, q = 37 n = 48. Zistite n a s,.

Riesenie: Pri rieseni pouzijeme vzorce a, a s, geometrickej postupnosti. Dosadenim
do a,, dostévame:

" 6144
48 = 6144 ( = , zfho 2"'=—""=2" teda n=S_8.
2 48
Dosadenim do s,, dostavame:
1 8
(3) - I
=6144—"—— = —12288 | — — 1) = 12240.
s I (256 >

2

Teda n =8 a sg5=12240.

Priklad 7. V geometrickej postupnosti a; + a5 = 51, as + ag = 102. Kolko ¢lenov
tejto postupnosti treba zobrat, aby ich sucet bol 3 0697

Riesenie: Pomocou vzorca pre a, geometrickej postupnosti vyjadrime v danjch rov-
niciach as = a1q, a5 = a1¢*, ag = a1¢°. Dostaneme dve rovnice s nezndmymi a; a ¢:

51
ar(1+¢*) =51, a1q(1 + ¢*) = 102. Z prvej rovnice vyjadrime a; = g a dosadime
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do druhej rovnice. Dostaneme 51¢ = 102, teda ¢ =2 a a; = 3. Zo vztahu pre s,
vyplyva 3069 = 3(2" —1), teda 2" =1024 a n = 10. V danej postupnosti treba zobrat
10 ¢lenov, aby ich stucet bol 3 069.

11.1 Limita postupnosti

Hovorime, ze ¢islo a je limitou postupnosti {a, }7°; (piSeme lim a, = a), ak ku kazdému
n—oo

e > 0 existuje ny také, Ze pre vSetky prirodzené ¢isla n > ng plati: |a, — a| < € alebo
symbolicky
lima,=a < VYe>03ny, Yn>ng: |a,—al]<e

V tomto pripade hovorime o vlastnej limite postupnosti.
Pomocou tejto definicie sa d4 dokézat:

1. Ak a, = c pre vSetky n € N, tak lim a, = c.

n—oo
1

2. lim — =0.

n—oo M,

Limitu postupnosti poc¢itame pomocou pravidiel:
ak lim a, =a, lim b, =b, tak plati lim (a, £b,) =a+b, lim (a,.b,) =a.b,

ak lim a, = a, lim b, = b, a pre vSetky priridzené ¢isla n je b, # 0 a b # 0, tak plati

n—od n—oo

2
3 ) ) n*(l —n)
Priklad 8. Vypocitajte lim .
yP e i (3n —2)(1 — n?)
Riesenie: Postupnost, ktorej limitu mame vypocitat, sa snazime upravit tak, aby sme
v Citateli a v menovateli dostali postupnosti, ktoré maju limitu a aby limita menovatela
bola rozna od nuly. Potom podla pravidiel o vypoéte limit, limitu vypocitame.

1
. n*(1 —n) ) —n3 4+ n? ) _1"’_5
hm = 1l1m = hm =
n—oc (3n — 2)(1 —n?) n—oo =303+ 2n2+3n—2 n—oo 2 3 2
non n
1 1
li -1+ = i (— i
s ( i n) B Jim (1) + lim — B
L 2 3 2\ . 2 .3 2
i (—3+ ntwE T n—) A A T R
B —-14+0 B
a ) .1 ) ) ) ) . ) o1
-3+ lim 2. lim — + lim 3. lim —. lim — — lim 2. lim —. lim —. lim —
n—oo n—oo M n—oo n—oo 1, n—oo N, n—oo n—oo 1, n—oo 1, n—oo N,
—1 -1 1

T 3120430-20 -3 3
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11.2 Cvicenia

1.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

X . 2n > % 7
Napiste prvych pat clenov postupnosti {?} . Je dana postupnost rastiica alebo
n

n=1
klesajuca? Je ohranic¢ena?

. NapiSte prvych pif ¢lenov postupnosti {1 — 2"} . Je dana postupnost rastica alebo

klesajuca? Je ohranic¢ena?

. NapiSte prvych pift ¢lenov postupnosti {cos(nm)}. > ;. Je dand postupnost rastica alebo

klesajuca? Je ohrani¢ena?

. 'V aritmetickej postupnosti a; = 6, sy9 = 195. Najdite ay( a d.
.V aritmetickej postupnosti s, = 245, d =5, a, = 47. Najdite n a a;.

. Néjdite aritmeticka postupnost, v ktorej stcet prvych troch ¢lenov je 27 a stucet Stvor-

cov tychto ¢lenov je 275.

Aké je teplota v nasich baniach 1015 m pod povrchom, ak je zname, Ze teplota Zeme
sa zvysuje o 1°C na 33 m hibky a ak je v hibke 25 m stéla teplota +9°C.

. 'V aritmetickej postupnosti je a; = 3, d = 2. Kolko ¢lenov dava sucet s, = 1207

. Scitajte prvych 20 clenov aritmetickej postupnosti, v ktorej ag = —2, a9 = 0.

Dlzky stran pravouhlého trojuholnika tvoria za sebou idice ¢leny aritmetickej postup-
nosti, pri¢om prepona mé dizku 5 em. Vypoditajte dizky odvesien.

16 . <L
S, = —. Zistite pocet Clenov.

V geometrickej postupnosti je ¢ =2, a, = 3 5

V geometrickej postupnosti ay; —a; = 15, az — ay = 60. Zistite ay.

Zistite kvocient geometrickej postupnosti, ak a3 = —3, ag = —192.

1
Zistite sucet prvych n ¢lenov geometrickej postupnosti, ak je dané: a;; = 3’

a3:2, n = 11.

Medzi ¢isla 5 a 640 vlozte tolko Cisel, aby vznikla geometrickd postupnost, v ktorej
sucet vlozenych cisel je 630. Vypocitajte ich.

Vitacka ma 4 rychlosti, ktoré st za sebou nasledujicimi ¢lenmi geometrickej postup-
nosti. Najviicsia rychlost je 1200 otédcok za minttu, najmensia rychlost je 150 otdcok
za minuatu. Zistite vSetky rychlosti.
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17.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

11 POSTUPNOST A LIMITA POSTUPNOSTI

24 3n—1 S 1-— 2 4 3n?
Vypocitajte limitu postupnosti: a) 712—71;2—_7171, b) %, c) ( Zz’(—i——il_ n ),
(2n —1)(n —1)? (n+1)? (n—2)*(1 —n)
d) 2 o ) e) _ 37 ) 2 °
n(n?+2n—1) (n—1) (n+2)2(1+n)
Vysledky
4 3 8 5
Lap =1, ap = 3 B=5 W=y, G5=73, rasttca, ohranifend (d = 1, h = 2),
.ap = —1, ag = =3, a3 = =7, ay = —15, a5 = —31, klesajuca, zhora ohranicena
(h=-1),
a1 =-1, aa =1, a3 = —1, ag = —1, a5 = —1, ani rastuca, ani klesajica, ohrani¢ena
(d=—1, h=1),
. CL10:33, d:?),
. n = 10, ay = 2,
.ak d=—4 je a; =13, ay =9, az =5,

ak d=14 je CL1:5, CL2:97 (13:13,

. 39°C,

1
s11 = g(63 + 31v/2),
10, 20, 40, 80, 160, 320,
150, 300, 600, 1200,

a) 3 b)0, ¢) -3, d)2, )0, f)-—1.
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