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Pripravit sa! Pozor! Zaiiname! Klapka &1, prosim!

Milé¢ studentky, mili Studenti!

Drzite vrukach skriptd ur¢ené na S$tddium predmetu Numericka matematika v druhom
ro¢niku bakalarskeho §tudia na SjF STU v Bratislave. Pri ich pisani sme sledovali dva zakladné
ciele. Prvy z nich je zoznamit’ Vés so zakladmi principov numerickej matematiky a ukazat’ Vam,
ako ich pouzit’ pri rieSeni technickych problémov, pri ktorych bezné analytické metody matematiky
zlyhéavaju, alebo sa daju riesit’ len s vel'kou namahou. Druhy ciel’, priamo nadvézujlci na prvy, je
ulah¢it Vam §tddium tohto predmetu odstranenim roky pretrvavajuceho problému nedostatku
vhodnej literatury.

Do skript sme zahrnuli vyklad tych zakladnych metéd Numerickej matematiky, ktoré su
potrebné na stadium odbornych predmetov a zaroven zodpovedaju rozsahu ucebnych planov na
bakalarskom stupni $tudia. Na zvySenie trovne pochopenia a schopnosti rieSit ulohy z oblasti
Specifického a neSpecifického transferu sme na koniec kazdej kapitoly pridali aj rieSené priklady.
Preco? Pretoze prave rieSené priklady su casto najlep$i zdroj na pochopenie a osvojenie si
preberaného uciva. I ked’ su metdody numerickej matematiky preduréené na pocitacové spracovanie,
snazili sme sa odputat’ od narokov na vstupné vedomosti z programovania a sustredili sme sa viac
na samotné principy. V kl'aicovych momentoch sme vSak zaradili aj algoritmy prisluSnych metod.
Ich podrobnejSie rozpracovanie néjdete v ucebnych materidloch uréenych na cvicenia z tohto
predmetu. Obrazky a niektoré Ciastkové rieSenia tiloh boli generované v algebraickom systéme
Mathematica.

Zvladnutie vysvetlenej problematiky a rieSenia uloh su stavebny zaklad na rieSenie
matematickych modelov technickych problémov vo Vasich bakalarskych ¢i diplomovych pracach.
Skriptd st vhodné aj pre Studentov externé¢ho Stidia a aj pre d’alSich zdujemcov o numericka

matematiku.

Podnetné pripomienky recenzentov doc. RNDr. Ladislava Haladu, PhD. a doc. RNDr. Jany
Dobrakovovej, PhD. prispeli k zlepSeniu odbornej a metodickej urovne skript. Dakujeme Vam!
Zaroven d’'akujeme za pomoc aj Mgr. Marii Makove;.

Prajeme Vam tspesné zvladnutie ,,numeriky* a celého d’alSieho Studia!

Bratislava 2011
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Numericka matematika

1 NUMERICKA MATEMATIKA

Numerickd matematika (numerickd analyza) patri do skupiny matematickych vied,
ktora na rieSenie matematickych uloh pouziva iba aritmetické operacie (scitanie, odc¢itanie,
nasobenie, delenie) a porovnavanie dvoch realnych ¢isel. Na rozdiel od ostatnych disciplin,
vysledok vo vSeobecnosti nie je vyjadreny presne, ale iba priblizne, prostrednictvom kon-
krétnych Cisel s urcitou kone¢nou presnostou. Dévodov je niekol’ko. V praktickom Zivote
obycajne potrebujeme hodnoty ¢isel vyjadrit’ numericky, t. j. pomocou ¢islic. Je zname, ze
niektoré hodnoty (napriklad iracionélne ¢isla =, e, J5,sin 7, log 2 a pod.) sa nedaju vyjadrit’
pomocou kone&ného poétu &islic. Dalsi dovod je fakt, Ze presné rieSenia matematickych uloh
nie vzdy su dostupné, niektoré neexistuju alebo su také zlozité, ze sa v podstate nedaju pou-
Zit.

Histéria numerickej matematiky siaha do ¢ias Babylonskej riSe, odkial’ pochadza prva

numericka aproximacia, priblizné vyjadrenie dizky uhlopriecky $tvorca so stranou 1 — hodno-

ta &isla 2 . Vyvijala sa v su¢innosti s ostatnymi matematickymi disciplinami, najmi s algeb-
rou a analyzou. Bola a je uzko spéta so sidobou vypoctovou technikou, pracujicou aj teraz na
baze aritmetickych a relacnych operacii, pre ktort hl'ada, vyvija a analyzuje metody umoziu-
juce ostatnym vednym a technickym disciplinam ziskat’ relevantné, v praxi pouziteI'né vy-
sledky. Az do nastupu samostatnych pocitacich strojov jej praca bola zalozena na rozsiahlych,
ruéne pocitanych interpolacnych tabulkach a vzorcoch. Dnes su tabulky, ako aj algoritmické
postupy numerickych vypoctov, sicastou matematickych casti softvérov a numerickd mate-

matika je samostatny vedny odbor.

Obr. 1.1. Analyticky pocitaci stroj Obr. 1.2. Procesor v sucasnosti
Ch. Babbaga, z roku 1833
Numericka matematika je vedna disciplina, ktora skiima, vyvija, analyzuje a aplikuje
metody vypoctov s Cislami s kone¢nou presnostou, pricom sa opiera 0 moderni vypoctovu
techniku. Stru¢ne povedané — numericka matematika:
a) transformuje matematicku tlohu na tlohu numericku,
b) vytvara algoritmy a metddy numerickych tloh, pri¢om na ich rieSenie pouziva vypoctovi

techniku.
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RieSenie redlnych problémov praxe obycajne zacina formuladciou odborného problé-
mu, pokracuje rozdelenim na podproblémy, ktoré sa d’alej formuluji ako matematické tlohy.
Po ich uspokojivom vyrieSeni sa vysledky spitne interpretuji v danom odbore a zaclenia sa
do postupu celkového rieSenia. Numerickd matematika v pripade potreby vstupuje do procesu
vo faze rieSenia matematického problému a jej ulohou je matematickymi prostriedkami do-
siahnut’ vysledky, ktoré su pre prax pouziteI'né. V danom procese dochadza v zdujme riesitel’-
nosti a efektivity rieSenia k zdmernym zjednoduSeniam a zanedbaniu réznych minoritnych
vplyvov, ¢o prirodzene zatazuje vysledok chybou. Aby bol vysledok pouziteny, je nutné
vediet’ chybu vycislit), t. j. vypocitat’ alebo kvalifikovane odhadntt’.

1.1 NUMERICKE METODY

Spdsoby hladania numerickych rieSeni nazyvame numerické metédy. Realizuju sa
pomocou pocitacovych programov. Na zaciatku, do procesu numerického rieSenia vstupuju
vstupné udaje, vysledkom su vystupné udaje a proces sa da algoritmicky opisat’. Napriklad.
pri rieSeni kvadratickej rovnice ax’+bx+c=0vstupnymi udajmi st koeficienty
a,b,ceR, a#0 a vystupnymi udajmi su 2 rieSenia x,,x,. Algoritmom je presny postup
jednotlivych krokov, ako z koeficientov a, b, ¢ vypoc€itame rieSenia rovnice. V numerickej
ulohe
« vstupné udaje reprezentuje konecnd mnozina Cisel, ktora je potrebnéd na jednoznacné rie-

Senie danej numerickej ulohy,

« vystupné udaje algoritmu reprezentuje konecnd mnozina Cisel, ktord predstavuje rieSenie
danej ulohy,

« algoritmus je kone¢na postupnost’ aritmetickych a logickych operécii, ktoré vstupnym uda-
jom jednoznacne priradia Udaje vystupné. Da sa opisat’ slovne, graficky (vyvojovy dia-
gram) alebo priamo programom prostrednictvom niektorého programovacieho jazyka. Zlo-
zitejSia uloha sa riesi ako postupnost’ jednoduchsich uloh.

Mnohé matematické ulohy sa z r6znych dovodov nedaju presne riesit’ aritmetickymi
prostriedkami. Spojité ulohy, ktoré sa rieSia na spojitych mnozinach, napriklad vypocet deri-
vacii, integralov, rieSenie diferencidlnych rovnic, a pod. nahradzame ulohami diskrétneho
charakteru, t. j.

a) spojité intervaly nahrddzame postupnost’ou izolovanych bodov:

(a, by ~ {x1, X2, X3, .0, Xp1},
b) spojité dvojrozmerné oblasti typu (a, b)x{c, d) nahrddzame sietou izolovanych bodov
[xi, i), kde

<a9 b> ~ {xla X2y X3y ouey xn+1} a <C, d> ~ {Vl, V2, V35 ees ym+1}'
Riesenie ulohy diskrétneho charakteru potom s istou malou chybou aproximuje rieSenie po-

vodnej ulohy a da sa vypocitat’ pomocou aritmetickych operacii.
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d=Ym1 |

: : ‘ | Yay
a=x; X3 X3 X4 b=x,4 3T

yat
c=y1t

| | | | | | | | x
a=xi Xy X3 X4 b=x,11

Obr. 1.3. Diskretizdcia intervalu {a, b) Obr. 1.4. Diskretizacia oblasti {a, b)x{c, d)

Pri numerickych rieSeniach pouzivame dva zdkladné druhy vypoctov, podla ktorych
potom metddy delime na priame a iteracné.

1.1.1 PRIAME METODY

Pri priamych metddach dostaneme vysledok po koneénom pocte krokov a ak v pro-
cese nepouzijeme zaokruhlenie, tak vysledok je presné ¢islo. Takmer vSetky vypocty, s kto-
rymi sme sa stretli v zdkladnom kurze matematiky, su priame. Napriklad rieSenie nasledujuce;j
rovnice pozostava z krokov:

1. 4x*=7
2 x2=Z
4
R
2
7 V7
4. x,=—, X, =———
2 2

Uloha ma dve rieSenia, ktoré dostaneme vo 4. kroku.

Inym prikladom moze byt rieSenie systému linearnych rovnic dosadzovacou metddou.
V prvom kroku z prvej rovnice vypocitame x;. V druhom kroku dosadime x; do druhej rovni-
ce a vypocitame x,, v tretom kroku dosadime x; a x, do tretej rovnice a vypocitame x3 atd’.

1
1. a,x =b = x=—0b
all
1
2. a,x, +a,x, =b = x :—(b2 —azlxl)
ay
1
3. ayx, +a,x, +agx, =b = x :—(b3 —a,X, —a32x2)
as;
b —1 b
n. a,x,+a,x,+..+a,x, =b =>ux, = ( —a, X, —a,Xx, —...ann_lxn_l)

Na zaciatku st zname hodnoty koeficientov a; a b;, a;; #0,1=1, 2, .., n a postupne
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vypocitame n hodnot x; pomocou vSeobecného vzorca

X, =L(bl. —a,X, —a;,Xx, _---anfle) = L(bl. - Zayij ,i=1,2,..,n (1.1)
aii

ii

alebo este vSeobecnejsie:
X, =q(X_,X_5,.0x,,),i=1,2,..,n (1.2)

Riesenim je n hodnét x;, postupnost {x;, xz, ..., x,}. Vztah (1.1) resp. (1.2) nazyvame
rekurentny vzorec. VSetky vypocitané hodnoty x; st sucastou vysledku. V tomto pripade je

to rieSenie systému rovnic, suradnice vektora x = (x,, xz,...,xn)T

1.1.2 ITERACNE METODY

Iteracné metody pracuji na podobnej baze ako rekurentné procesy, avsak s tym roz-

dielom, Ze proces vypoctu

X = f(x) (1.3)
kdei=0,1, ..,k ..a f(x)jerealna funkcia, vo vSeobecnosti nie je kone¢ny. Vysledkom nie
je postupnost’ {xi, x2, ..., Xk, ...} ale iba jedna hodnota Xy, ktord s istou presnostou aproximu-
je riesenie. Proces sa zacina v Startovacom bode xy, ktory musi byt na zaciatku procesu zna-
my. Postupne pocitame

x = f(x)
x, = f(x)
x; = f(x,), atd’.

Vypocet jednej hodnoty x;+; nazyvame jeden krok iteraéného procesu, resp. jedna iteracia.
Vysledok, ktory je vystupom v jednom kroku, v dalSom kroku vstupuje do iteraného procesu
ako vstupna hodnota, premenna x;. Napriklad hodnotu x, v rekurzivnom (spdtnom) zapise

dostaneme ako
=)= f(f(x)),

vSeobecne:

Graficky modzeme tento proces zaznamenat takto. Zobrazime graf funkcie f(x)
a priamku y = x. Budeme kreslit’ lomenu ¢iaru (Obr. 1.5). Za¢neme v bode [x, 0] na osi x
alebo v bode Ag[xo, xo] na priamke y =x a kreslime priamku rovnobeznl s osou y, najdeme
priesecnik s grafom f{x), bod By[xo, f(xo)]. Bodom By vedieme priamku rovnobeznu s osou x a
najdeme priesecnik s priamkou y = x, bod 4;[xi, x;]. Bodom 4, vedieme priamku rovnobeznu
s osou y a najdeme priesecnik s grafom f(x), bod B;[x;, f(x1)] atd’.

10
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y y y=x
@z @ -
y=/®) 7
) . 5
fx) B :
JSx) E
A e Bi lAH'l H
S(xo) : :
Ry v :Ai E E
H H H
4 : H :
: : : :
X0 X1 X X3 a X ).Cl‘ Xivl a X

Obr. 1.5. Konvergentny iteracny proces

Ak je proces konvergentny, tak postupnost’ {xo, x1, X2, ..., X, ...} konverguje k Cislu ¢, t. j.

limx, =«

a postupnost’ bodov grafu {A, ..., 4s,...} ako aj {By, ..., Bi,...} (Obr. 1.5) konverguje k bodu
Rl a, al —prieseéniku grafu funkcie f{(x) a priamky y = x:
lim4, =limB, =R.

i—0 i—0
Cislo « je presnym riesenim x = f{x), t.j. a= f(a). Cislax;, i=0, 1, ..., k, ... nazyvame po-
stupné aproximacie (priblizenia) alebo postupné iteracie Cisla o (nulta, prva, druhd, i-ta apro-
ximacia).
Poznamka. Termin aproximacia, resp. iteracia pouzivame tak pre jeden krok itera¢ného procesu ako aj

pre jeho vysledok, hodnotu x;.

Je prirodzené, Ze na pocitacich zariadeniach vykonavame len kone¢ny pocet iteracii. Cyklus
vypoctov konc¢i bud’ vykonanim pevného, dopredu stanoveného poctu iteracii alebo ukonco-
vacou (vystupnou) podmienkou. Ostatni vypocitant iteraciu x; tak obvykle povazujeme za

numerické rieSenie x = f(x), t.j. a =x,.
ULOHA

Vypocitajte hodnotu J5 pomocou iteracného predpisu x,,, = %(x[ + ﬁ} , kde a je zéklad dru-
X.

hej odmocniny a plati v/a = lim x, pre 'ubovolnt Startovaciu hodnotu xo > 0. Pocitajte
1—>0
a) 4 iteracie,

b) s toleranciou |xl.+1 - xl.| <g =107,

11
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RIESENIE

a) Vypocet 4 iterdcii
Zvolime Startovaci bod xo, xo > 0 a vypocitame postupnost’ hodndt xi, x2, x3 a x4.

x, =1

X, zé[x0+iJ:3
%o

X, 1 X, +2J:2,333333333
2 X,
1 5

X, =—| X, +—j:2,238095238
2 X,
1 5

X, =—| x, +—j =2,236068896
2 X,

Vypocet konci Stvrtou iteraciou. Hodnota Cisla J5= x,=2,236068896.

4’)/ \
24—
y=x —
3t / 2321 1
230+ 1
y=fx

2r ! 228}
| 2261
1 . :
' ' 224+
! ! X 2
! L ‘ 22 224 226 228 230 232 234
X0 X4 X1 4 5
a) b) detail

Obr. 1.6. Grafické zobrazenie iteracného procesu

b) Vypocet s toleranciou |xl.+1 - xl.| <g =107,
Pocitame podobne ako v a) len s tym rozdielom, Ze vypocet ukon¢ime, ked’ ostatné dve itera-

cie budu dostato¢ne blizko, t. j. budu sa liSit’ o0 menej ako predpisané &:

X0= 1

X1 =3 Ax = | x1— xo| = 2,000000000 ........... > ¢
X2 =2,333333333 AX = | x2—x1| = 0,666666667 ............ >¢&
x3=2,238095238 AX = | x3— X2/ = 0,095238095 ............ >¢&
x4 =2,236068896 AX = | x4~ x3] =0,002026342 ............ >¢&

Xs=2,236067977  Ax=|xs— x4 =9,181433855x107.. < ¢

Pre piatu iteréciu je rozdiel |x; — x,|=9,181433855x10”" <10, podmienka je splnend, a tym

sa iteratny proces kon&i. /5 = x,=2,236067977

12
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Nie vsetky iteraéné procesy konverguju. Ukdzky dvoch divergentnych procesov vidi-
me na Obr. 1.7 a) a b). Na Obr. 1.7 a) ¢isla x; nadobudaju od istého i po¢nuc striedavo dve

hodnoty &) a ;. Na Obr. 1.7 b) Cisla x; nadobtidaju hodnoty neusporiadane, chaoticky.

y _ y
=X
y=fx) Y N
y=/x)
x|
: 7
M : : - . - X
X0 X1 @y X4 X3 @ \ X0 X2 X X1 X3
a) b)

Obr. 1.7. Divergentny iteracny proces

Pred pouzitim iteracnej metdody budeme vzdy zistovat’ jej konvergenciu. Zakladnou vetou,
o ktoru sa opierame pri zistovani konvergencie iteracného procesu (1.3) je Banachova veta
o pevnom bode.

Veta 1.1 (Banachova veta o pevnom bode)
Nech funkcia f(x) je

o realna funkcia zobrazujica mnozinu M do seba, t.j. funkcia, ktord kazdému vzoru
x € M < R priradi prave jedno y € M,

« kontraktivna funkcia s koeficientom s, t. j. existuje také realne Cislo s € (0, 1), ze pre I'u-
bovolnt dvojicu ¢isel x; , x; z M plati

VIEARVICH EX e

(vzdialenost’ obrazov je mensSia nanajvys rovna s nasobku vzdialenosti vzorov, t. j. vzdiale-
nosti bodov sa po zobrazeni funkciou f zmensia (Obr. 1.8)).

Potom existuje prave jeden pevny bod « € M funkcie f(x), t. j. také Cislo «, pre ktoré
fla)=a.

Zaroven plati: ak x,,, = f(x;), potom }Lrg X, =a pre vietky x; € M.

Poznamka. Bod  nazyvame tiez atraktorom funkcie f{x).

Veta 1.2 Nech funkcia f{x) je diferencovatelna (existuje derivacia) na mnozine M a nech
existuje s < 1 také, Ze pre vietky x € M plati | /'(x,)| < s . Potom funkcia f{x) je na mnozine M

kontraktivna a koeficient kontrakcie je s.
13
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y
hpemnnn- e mmm e :
N e
bl . I S B
xi‘ Vx/ a a b
Obr. 1.8. Kontraktivna funkcia f{(x). Obr. 1.9. Pevny bod « funkcie f(x) na
‘f(x[) ~ f(xj)‘ < ‘xi - xj‘ intervale (a, b)

1.2 CHYBY

1.2.1 TYPY CHYB

Podl’a toho, kde a ako chyby vznikaji, méZeme ich rozdelit’ do skupin.

1. Chyby matematického modelu
Pri vytvarani matematického modelu, napr. fyzikalnych, chemickych ¢i mechanickych
procesov Casto zanedbdvame vplyvy, ktoré maji nepodstatny vyznam alebo zjednodusuju
formulaciu uloh. Vznikne matematicky model, ktory idealizuje redlny problém. Chyby, ktoré
pramenia z rozdielov medzi idealizujucim modelom a redlnym problémom, st chybami ma-
tematického modelu. Napriklad:
o ideéalny plyn je matematickym modelom redlneho plynu (v idedlnom plyne predpokladame,
ze molekuly nezaberaju ziadny objem, nepdsobia na seba silami, a pod.),
« hmotny bod nahradza teleso. Zanedbavame rozmery, tvar, objem telesa atd’. Hmotnost’ tele-
sa je sustredend do jediného bodu.

« pri vypoéte velkosti povrchu Zeme uvazujeme povrch gule (S=47-7"), i ked vieme, Ze
Zem ma komplikovanejsi tvar aj povrch,
« pri opise pohybu fyzikalneho kyvadla neuvazujeme odpor prostredia atd’.
2. Chyby vstupnych adajov
Viacsinou su spdsobené nepresnost'ou pri merani fyzikdlnych veli¢in (chyba meracieho
pristroja, chyby merania, ndhodné chyby, ...). Meranim ziskavame len pribliznii hodnotu me-

ranej veli¢iny. Novym meranim vo v§eobecnosti dostavame novy vysledok.

3. Chyby numerickej metédy
Pri rieSeni konkrétnych matematickych uloh je nutné robit’ urc¢ité zjednoduSenia a isté

aproximacie. Napriklad
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o derivacie aintegraly funkcie nahradzame vyrazom obsahujicim stcet konecného poctu
funkénych hodndt,

o v okoli skimanych bodov elementarne funkcie (goniometrické, logaritmické, ...) nahré-
dzame kone¢nym poctom ¢lenov Taylorovho radu,

o limitu postupnosti nahrddzame niektorym (dostato¢ne velkym) clenom postupnosti:

lima, = a, .

i—o©
Chyby metody vznikaji pri rieSeni matematickej ulohy, ked’ zvolena metdda neposkytuje
presné teoretické rieSenie, presny vysledok.

4. Chyby zaokruhl’ovania
Pri vypoctoch redlne ¢isla nahrddzame ich aproximdciami, t. j. ¢islami s koneénym
poctom platnych €islic. Stvisi to s reprezentaciou Cisla v pocitacich zariadeniach. Tieto chyby

sa pri vypoctoch mozu kumulovat’ ale aj navzajom eliminovat’. Ich velkost zavisi od poctu

¢islic pouzitych na ich vyjadrenie, napr. /655 =25,59296... = 25,6, 7=3,14159...=3,14.

5. Sirenie chyb

Pod Sirenim chyb rozumieme chybu, ktord vznika v priebehu vypoctov v ddsledku
predchéadzajucich chyb. Je to chyba, ktoréd aditivnym sposobom zvicsuje lokalnu chybu, t. j. k
ostatnym chybam sa pripocitava. Nebezpecné su situdcie, ked’ chyba vypoctami nekontrolo-
vane rastie a jej vel'kost’ uplne zatieni samotné rieSenie a kompletne znehodnoti vysledok.

6. Hrubé chyby a Pudské chyby

Pocitacie stroje robia chyby vel'mi zriedkavo. Hrubé chyby ako aj I'udské chyby vzni-
kaju posobenim c¢loveka. Pramenia z omylu, nepozornosti, nepreciznosti, a pod. Odhal'uju sa
testovanim programov a roznymi kontrolnymi mechanizmami. Kontrola vkladanych tdajov
sa Casto robi eSte aj dnes pomocou tzv. kontrolnych stctov (ndgjdeme ich v tabulkach pre Sta-
tistické, dafiové a iné urady).

Kazda z uvedenych chyb sa méze pri rieSeni redlneho problému vyskytovat’ samostat-
ne bez vplyvu ostatnych chyb, no zvyc€ajne sa vyskytuju vSetky chyby stucasne.
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1.2.2 DEFINICIE CHYB
Oznagme x — presnt hodnotu &isla a x” — jej pribliznti hodnotu (aproximaciu). Na vy-
jadrenie ich odli$nosti zavadzame tieto pojmy:

1. Absolutna chyba
Absolutnou chybou aproximacie Cisla x nazyvame rozdiel

(1.4)

kS
Ax=‘x—x

Pre presna hodnotu x potom plati x =x" +ax prex>x alebo x=x"—ax prex <x .
Absolutna chyba aproximécie ddva informéciu o absolutnej velkosti rozdielu presnej
a pribliznej hodnoty skiimaného ¢isla. Ak napriklad meriame fyzikalnu veli¢inu v nejakych
jednotkéch, potom aj absolutna chyba sa bude udavat’ v tychto jednotkach.

2. Odhad absolitnej chyby
Odhadom absolutnej chyby nazyvame I'ubovol'né nezdporné Cislo, pre ktoré plati:

ax<eg(x), e(x)=0. (1.5)
Odhad absolutnej chyby zavadzame, pretoze zvycCajne presni hodnotu cCisla x nepozname
a teda nevieme vypo¢itat' ani presnii hodnotu absolutnej chyby ax . Cislo &(x) nemdze byt

mensie ako skuto¢nd chyba, ale nemalo by byt ani ovel'a vicsie. Z ‘x—x*‘ﬁ &(x) dostavame
x —&(x) < x < x +e&(x), v skratenom zépise x=x"* &(x). Odhad chyby &(x) uréuje diz-
ku intervalu, v ktorom sa nachédza presna hodnota x: x € <x* —&(x), x + g(x)>. Cim je od-

had chyby mensi, tym je interval v ktorom garantujeme presnit hodnotu x mensi, a teda tym je
aj odhad lepsi. Ocakava sa, ze odhadom chyby vyjadrime najmensi mozny odhad.
Nech je chyba vaziaceho zariadenia 2 kg. Znamena to, Ze presna hodnota m (hmot-

nost’) bude z intervalu m € <m* —2kg, m + 2kg>. Je to vela alebo mélo? Z hodnoty absolut-

nej chyby a ani z jej odhadu nevieme usudit’, ¢i je chyba malé alebo velka. Ak p6jde o vazia-
ce zariadenie ndkladnych 4ut, potom je toto vaziace zariadenie vel'mi presné. Ak vSak budeme
hovorit’ o osobnej vahe, potom tato vaha je zna¢ne nepresna.

3. Relativna chyba:

.
‘x_x AX

—_— = (1.6)
S

Relativna chyba je pomerové Cislo, vyjadruje pomer absolutnej chyby vo vztahu ku skuto¢ne;j

hodnote daného ¢isla a teda udava kolkokrat je absolitna chyba aproximacie ax vicsia ako

skuto¢na hodnota x. Na jej zédklade uz vieme posudit,, ¢i ide o chybu vel’ku alebo mall, zane-

dbatelnu alebo nie.

KedZe je to pomerové Cislo, Casto sa vyjadruje v percentéach:
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2% 100%
]

Vzhl'adom na to, Ze presnll hodnotu ¢isla x zvy¢ajne nepozname, nahrddzame vo vzorci abso-
, . . , .. .o, * .
lutnu chybu jej odhadom a presnt hodnotu x jej aproximéaciou x , t. j.

ax  ax &)
g

*

*
X X

4. Odhad relativnej chyby

Odhadom relativnej chyby nazyvame I'ubovolné nezaporné ¢islo &(x), pre ktoré plati:

|A—)|CS5(x), 5(x)>0, x#0 (1.7)
X

Analogicky ako pri odhade absolttnej chyby, o(x)je Cislo, ktoré nemdze byt mensie ako

*
‘x—x

skutocné relativna chyba, ale nemalo by byt ani o vela vécsie. Z < 0(x) dostdvame

x —‘x*‘-é'(x) <x<x +‘x*‘-5(x) , v skratenom zapise x=x"(1£ 5(x)).

. S * * v v e 14 4 r e 4
Z dvoch aproximdcii x, a x, povazujeme za presnejSiu ti, ktord ma menSiu relativnu chybu.

typ

VZorec

poznamka

absolutna chyba

*
AX:‘X—X

odhad absolutnej chyby

‘x—x*‘ <ée(x)

£(x) =0, vel'mi malé

relativna chyba ‘x |;|x =ﬁ ‘x |;|x =ﬁ < 8|(xx) ,
relativna chyba v % ﬁ 100 % x#0
odhad relativnej chyby o(x Zﬁ 0(x)=0, vel'mi malé, x#0

Tabulka 1.1. Prehlad typov chyb, ich odhadov a vzorcov

1.2.3 CHYBY ARITMETICKYCH OPERACII

Na aritmetické operacie budeme nahliadat’ ako na funkcie viac premennych, napr. pre

sucet n s¢itancov budeme uvazovat’ funkciu: f(x,,x,,...,x,) =x, +x, +...+x, .

17



Numericka matematika

1.2.3.1 Odhad chyby funkcie viac premennych

Nech x,,x,,...,x, st presné &isla a x,,x,,...,x, st ich aproximécie. Nech na oblasti
GcR, ma funkcia f(X)=f(x,x,,...,x,) deriviciu, pricom X =(x,X,,...,X,)
ax = (xf JXyyerrs X, ) lezia v oblasti G. V pripade, Ze sa funkcia f(¥) v okoli aproximacie X
malo meni a absolutne chyby stradnic ax,, resp. ich odhady ¢(x;) st dostato¢ne malé, potom

absolutnu chybu mézeme priblizne vyjadrit’ pomocou diferencialu funkcie f(x)a plati:

o) =l @)@ < XLy (1.8)
tj.
G e R e
X axz axn

Pri praktickych vypoctoch, ked” presni hodnotu X nepoznédme, odhad absolutnej
chyby budeme pocitat’ pomocou diferencidlu funkcie df(x,x") a odhadu absolutnych chyb

premennych &(x;). Parcidlne derivacie ako aj odhady chyb jednotlivych premennych
poditame v pribliznej hodnote X"

e(x’) = Z

i=1

af(X)

i

&(x)) (1.9)

tj.
af(X)

n

of(x)|
0

X

oS,
Ox

X,

e(x") ~ ce(x)) | e (X)) + o+ [ g(x)

V praxi sa ¢asto vyskytuje tlloha — s akymi absolutnymi chybami treba vziat’ priblizné
hodnoty premennych funkcie, aby absolutna chyba pribliznej hodnoty funkcie so rovnala vo-
pred predpisanej hodnote. Ttto ulohu nazyvame ,,obratena tiloha“ teorie chyb. Pri rieSeni
obratenej ulohy tedrie chyb sa pouziva ,,princip rovnakého vplyvu®. Podla tohto principu sa

df(x)

ox.

1

predpoklada, Ze vsetky ¢leny .aX,,i=1,2, ..., n maji rovnaky vplyvna a f(x").

1

1. Sucet
Pre sucet dvoch ¢isel ma funkcia tvar f(x,,x,)=x, +x,. Parcidlne derivicie st

0fF) _, o)

ox, " 0Ox,

=1. Odhad absolutnej chyby vyjadrime podla (1.8) a (1.9) ako

/@)
0

1

e(x, +x,)= ‘aX, =aX, +ax, 2 &(x,)+&(x,). (1.10)

. +‘8f(f)
0x,

Odhad relativnej chyby bude
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e(x +x,)  ax +ax, &(x)+eé(x,)

o(x, +x,)= = ~ (1.11)
e [x, + x5,
Ked’ vo vzt'ahu (1.11) chceme pouzit’ relativne chyby séitancov, potom ax = | | |x|
X
S +x) = Axl +Ax2 L ey | x| ax 6[800) +|n[6,)
X +x|  |x+ ‘ |x,| ‘x1+x2‘ |x2| lx, + x, |
2. Nasobok
Nech m je je prirodzené ¢islo. Potom

e(m x,)=¢(x,) (1.12)
o(mx)=0(x,)). (1.13)

3. Rozdiel

Rozdiel x, —x, mdZeme povazovat za stcet x, +(—x,). Potom odhad absolutnej chy-
by vypocitame ako
e(x, —x,) =ax,+ax, 2 &(x,)+&(x,). (1.14)

Odhad relativnej chyby bude

5(x —x,)= e(x,—x,) ax; +ax, &(x)+e&(x,)

(1.15)

=x| - [, = x,|
Ked’ vo vzt'ahu (1.15) pouzijeme relativne chyby argumentov, potom

AX1+A)C2_| X, |AX1 | X, |Ax2 |x1|5(x1)+|x2|5(x2)

O(x,—x,) =

|x1 x2 ‘xl xz‘ |x1 ‘xl xz‘ |x2| |x x2|
Velkost relativnej chyby zdsadnym spdsobom ovplyviiuje vel’kost’, resp. malost’ menovatel’a.
Nebezpecnou je situicia, ked” menovatel’ x; —x, je velmi malé &islo, t.j. hodnoty x,=x,.
Vtedy odhad relativnej chyby rozdielu zna¢ne prevysi odhady relativnych chyb argumentov.
4. Sucin

Pre sucin dvoch cisel bude mat’ funkcia tvar f(x,,x,) = x, - x, . Parcialne derivécie st

Of® _ . ofE) _

2
ox, ox,

. Odhad absolutnej chyby vyjadrime podl'a (1.8) a (1.9) ako

e(x, -xz)=|xz|~Ax1 +|x1|-Ax2 ~ |x2|-g(x1) +|x1|~8(x2) (1.16)
a odhad relativnej chyby bude
X, ANy e(x;) &(xy)
x| |xz| | |

pri vyjadreni relativnych chyb argumentov

O(x,-x,) = 6(x)+0(x,).

o(x,-x,) = (1.17)
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5. Podiel
. . ., . L,0f(x) 1
Teraz funkcia f bude mat tvar f(x,,x,) =2 Parcialne derivacie suﬂz—,
X X X,
0 g () _ ~%1 x, #0. Priblizny odhad absoltitnej chyby vyjadrime podra (1.8) a (1.9) ako
X, X,
g[ﬁjzi-Axl+x—;-Ax2z—-g(xl)+x—;-g(x2), (1.18)
X, X, 2 2 2
odhad relativnej chyby bude
X, X, 1 X, 1 X,
O — |=|—=| |—|-ax, +|—|-ax, |=|—]| &(x))+|=]- &(x,) (1.19)
1 2 2 1 2 2
X, X \U*2 X, X, X,
a pri pouZiti relativnych chyb argumentov
5(ﬁ =5(x,)+3(x,).
Xy
operacia | absolutna chyba a jej odhad relativna chyba a jej odhad
a(, £ 1) < o, +ax snn) | lenl,| 5 |lon
sucet, s : x +x, | |xlix2 x1| ‘xlix2||x2|
rozdiel
g(xl + xz) = €(x1) + g(xz) 5(x1 + xz) ~ 5(3|Cl) i g(|)€2) _ |x1|§()|61) :|X2||5(X2)
X, tx, X, tx,
a(m-x,)=a(x,) a(m-x) _ a(x)
nasobok |m ) x1| |x1|
e(m-x;)=é&(x,) S(m-x))=0(x,)
a(x, - x,)| _ ax, ax
A(xl-xz)S|xz|-Axl+|x1|-Ax2 xl-xz < m ﬁ
Y2 1 2 1 2
sucin
x)  &(x
£, %)= o)+l ()| 80 x) = |(x i) v |(x 2|) = 5(x)+ 5(x,)
1 2
X
A ﬁ < =[— Axl+ ; .sz x2 < Axl ﬁﬂ
. Xy Xy X Rl |x1| X5 |x2|
podiel | X,
g[ﬁ] ~|—|-e(x,)+ x; e(x,) |
S : S |- 2(x)+ 75 - 2(x,) = 8(x,)+ 5(x,)
Xy X X

Tabulka 1.2. Prehlad vzorcov na vypocet odhadov chyb aritmetickych operacii
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1.2.4 REPREZENTACIA CISEL

Pri numerickych vypoctoch nepracujeme na pocitacich zariadeniach (kalkulacky, poci-
taCe) s presnymi Cislami, ale s ich reprezentdciami. Zakladné vychodiska prace s ¢islami si
ukazeme na dekadickom systéme, ktory je najpouzivanejsi tak vo vede, technike ako aj v ob-
¢ianskom zivote. Redlne Cisla v desiatkovej ststave st reprezentované v nasledujucom tvare:
Arlostsy,
kde ¢; a d; sit z mnoziny ¢islic (cifier) {0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}, n je nezaporné celé Cislo

_ n n—1 1 0
x=xc, -10"+c, - 10" +...4+¢,-10 +¢,-10" + ,

apre x #0 je prva z uvedenych ¢islic nenulova. Na desatinnych miestach obyc¢ajne uvddzame
Cislice d; az po poslednti nenulovu Cislicu. Mocniny desiatok jednoznac¢ne urcuju pozicie ¢is-
lic a pri zapise sa nevypisuju:

x=tcc, ,..cc,dd,d,.. (1.20)

n-n-1°
Ciarka medzi ¢islicami sa nazyva desatinna Ciarka a oddeluje celu cast’ ¢isla od desatinne;.
V anglicky hovoriacich krajinach ako aj vo velkej Casti Azie sa ako oddel'ovac pouziva desa-
tinnd bodka.

Pri uréovani presnosti ¢isla mé vel’ky vyznam pocet platnych ¢islic. Za platné Cislice
povazujeme vsetky Cislice posudzovaného cCisla okrem nul nachadzajtcich sa pred prvou ne-
nulovou C¢islicou s vynimkou celych Cisel, ked’ nuly za poslednou nenulovou cislicou mézu
byt platné ale aj neplatné. Napriklad 4,320 ma 4 platné Cislice, 0,00365 ma 3 platné ¢islice
a ¢islo 4300 mdze mat’ 2, 3 ale aj vSetky 4 platné ¢islice. Pri celych Cislach sa v pripade po-
treby pocet platnych ¢islic uvadza v komentari alebo sa oznacuje dohovorenou znackou, na-
priklad vodorovnou ¢iarkou pod, alebo nad poslednou platnou Cislicou: 4300 oznacuje 3 plat-
né ¢islice. Pocet platnych Cislic sa pouziva najmé v spojeni so zaokrihl'ovanim.

1.2.4.1 ZakruhlPovanie

Pri zaokrahl'ovani ¢isla (1.20) na £ platnych ¢islic postupujeme takto:
1. Ak ¢islica nachadzajuca sa na (k+1)-vom platnom mieste je Cislica v celej Casti Cisla
a) c¢; <5 potom zaokruhl'ujeme smerom nadol, t.j. ¢islica na k-tom mieste sa nemeni
a zvy$né nasledujlce Cislice ¢; polozime rovné 0. Napriklad pri zaokrahl'ovani na
2 platné ¢islice ¢islo 7842,6=7800.
b) ¢, 25 potom zaokruhlujeme smerom nahor, t.]j. ¢islica na k-tom mieste sa zvacsi
o 1 a zvys$né nasledujtce Cislice ¢; polozime rovné 0. Napriklad pri zaokruhl'ovani na
2 platné Cislice ¢islo 7862,6=7900 alebo ¢islo 797 =800.
2. Ak cislica nachadzajuca sa na (k+1)-vom platnom mieste je Cislica v desatinnej Casti ¢isla

a) d; <5 potom zaokrihl'ujeme smerom nadol, t. . ¢islica na k-tom mieste sa nement
a zvy$né nasledujuce Cislice d; neuvaddzame. Napriklad pri zaokrtthl'ovani na 2 platné
¢islice ¢islo 19,3=19alebo 0,734 =0,73.
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b) d, =5 potom zaokrihl'ujeme smerom nahor, t. j. ¢islica na k-tom mieste sa zvacsi o 1

a zvy$né nasledujuce Cislice d; neuvadzame. Napriklad pri zaokruhl'ovani na 2 platné
Cislice ¢islo 18,5=19 alebo ¢islo 0,798 =0,80.
Zaokruhl'ovanie na isty pocet platnych Cislic ma pri praci s presnost'ou ovela va¢si vyznam
ako zaokrihl'ovanie na isty pocet desatinnych miest. Napriklad ak zaokrthlime C¢isla
x=0,2365 a y=23650 na 3 platné ¢&islice, potom x" =0,237 a y" =23700 maju takd istd

relativnu chybu. Presved¢te sa o tom.

1.2.4.2 Semilogaritmicky tvar cCisla

Existuje vel'a spdsobov zapisu redlneho Cisla, napr.

-273,16 = —2,7316-10°
-0,27316-10°
—27316-107
= -2,7316€2,

pri¢om —2,7316¢2 je analogickym zapisom —2,7316-10%, kde namiesto ,,10* uvadzame iba
exponent 2, ,,e2*.

Jednotlivé zapisy sa od seba liSia umiestnenim desatinnej Ciarky. V takomto pripade
hovorime o tvare ¢isla s pohyblivou alebo plavajucou desatinnou ¢iarkou. V snahe zjednotit’
zapis realnych ¢isel bol zavedeny (najmi na pracu s pocitacimi zariadeniami) semilogaritmic-
ky tvar ¢isla s normalizovanou mantisou.

Oznaéme M(Q) systém normalizovanych cisel s pohyblivou (plavajucou) rddovou
¢iarkou, kde ¢islo g > 2 je zaklad c¢iselnej sustavy (g € N). Podla pouzitého zékladu (radu)
¢iselnej sustavy ¢ pouzivame prislusny nazov Ciselnej sustavy:
napr. pre q = 2 —binarna (dvojkova) sustava,

g = 10 — dekadicka (desiatkova) sustava,

q = 16 — hexadecimalna (Sestnastkova) ststava,
ako aj nazov radovej Ciarky:

g = 2 —binarna Ciarka,

q = 10 — desatinna ¢iarka,

q = 16 — hexadecimalna Ciarka.

Kazdé ¢islo x € M(Q) ma tvar

i=1 q9 49 (9
kde

 a je normalizovand mantisa (d, #0), obsahujuca ¢islice d,€{0,1,2,..<b-1}, i=L2,...,p,
p €N jepocet Cislic (miest pre Cislice) v mantise,
e g 22je zéklad ciselnej ststavy,

o be Zjeexponent.
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Napriklad v ¢isle x =-273,16 =—0,27316 - 10° normalizovana mantisa jea=0,27316, zéklad
Ciselnej ststavy je g = 10 a exponent b = 3.

y . * * . . ;. vr . . , .
Definicia 1.1 Nech x =«"-10" je aproximéaciou ¢&isla x =a-10° (a je normalizovana manti-

sa). Hovorime, 7e j-ta dekadicka &islica aproximacie x* je platnd, ak plati
x—x"|<0,5:10"7 alebo |a—a’|<0,5-107.

Ak uvedené nerovnosti platia pre j = 1, 2, ..., t, ale neplatia uz pre j = t+1, potom hovorime, Ze
x mé ¢ platnych &islic.
Poznamka. Po&et platnych ¢&islic pribliznej hodnoty x~ vieme uréit’ z absolitnej chyby ‘x—x*‘ jedno-
duchym od¢itanim poctu nul ¢ za desatinnou Ciarkou (pocinanych zl'ava), za ktorymi nasleduje jedna z
gislic 0 az 5 (napriklad ak x =0,320-10° a x =0,31842-10°, potom |0,320—O,31842| =0,0168, za desa-
tinnou &iarkou sa nachadza jedna 0, za ktorou je &islica 1 (jedna z &islic 0 aZ 5), t. j. x” mé jednu platn@
&islicu: 0,0168 < 0,5-10™".
Poznamka
e V spravne zaokruhlenom ¢isle je kazda cCislica platna.
e Ugisel x =a’-10", kde a" nie je normalizovana mantisa, sa ¢asto pouZiva termin platné desatinné

miesto.

Nasledujuca veta pojednava o tom, ako suvisi velkost’ relativnej chyby aproximacie x"

¢isla x s poctom jeho platnych Cislic.

Veta 1.3 Nech aproximacia x* &isla x je kladna a ma ¢ platnych &islic. Potom pre jej rela-
tivnu chybu plati

*
‘x—x
— <

<—.10",
[+

1
dl
kde d, je prva platna ¢islica aproximacie X

Dosledok. Ak aproximécia x &sla x ma aspon 2 platné Cislice, t. j. t>2, potom

‘x__x < L.]OH
|x| 2d,

1.2.4.3 Reprezentacia ¢isla v pocitaci

Readlne Cisla st v pocitaci reprezentované v systéme cCisel s plavajicou radovou ciar-
kou (pocet ¢islic mantisy je konsStantny). Niekedy, ak je to vyhodnejsie, pouziva sa na repre-
zentaciu urcitej skupiny cisel systém s pevnou radovou ciarkou (pocet miest za Ciarkou je
konStantny). Sem patria napr. ¢isla typu ,,INTEGER* v programovacom jazyku Fortran.
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Rozsirme systém M(Q) normalizovanych ¢isel s plavajiicou rddovou Ciarkou na systém
M(q, p, L, U), skratene M(q, p), kde
e p>1 jepocet ¢islic mantisy (p e N ),
e L, U st hranice rozsahu exponentu (L <0 < U).

Parametre p, L a U st dan¢é konStrukciou pocitaca.

Kazdé¢ ¢islo x e M(Q, p) ma potom tvar
x=*a-q +(qu)q +(1 d2 d3++p)q d #0.
=1 ¢ 9 q q"

Pocitac, ktory pracuje s ¢islami z M(q, p), volame g-adicky p-miestny pocitac.

Pri vkladani vstupnych udajov do pocitaca pocita¢ kazdému Cislu x € R priradi Cislo
x € M(q, p). Poet &isel, ktoré tvoria systém M(g, p) je koneény (&isla maju koneény rozvoj
dany po&tom miest mantisy). Ak &islo x medzi nimi nie je, potom x sa aproximuje &islom x .
Priradenie sa realizuje orezanim alebo zaokruhlenim ¢isla x, ¢im dochéadza k chybe zobraze-
nia.

1. Orezanie cisla X

Ak ¢islo
d
x=%a-q _+(Zd q-q" +(—+d—§+d—+ AL t) g
i=1 q q q
orezeme na kone¢ny pocet p Cislic, dostaneme 01510
d,
:ia Zd q") q +(_+£+£+ _|__) q ,
i1 ¢ q q"

napr. &islu x=14,5714732=0,145714732-10° bude v M(10,6) priradené orezanim Cislo
x'=0,145714-10*=14,5714 .
Uprava &isel orezanim je typicka napriklad pre procesory AMD.
2. Zaokruhlenie ¢isla x
Ak ¢islo
dz d3 dp dp+l b

x=ta-q' +(;:d q)q" +(—+q2 +q3 +...+q—p+ e g

zaokrihlime na kone¢ny pocet p Eislic, potom

ak Cislica d <3 dostaneme ¢islo

~
&
X
=

L , d
Zi(Zdi'qil)'qbZi —1+—2+—3+...+q—p)'q .
i=1
ak Cislica d,,, > >4 dostaneme &islo
2

d d,+1
X'=+a :J_r(Zd g +d,+)-q")q" +( 1+d2+d3+ AL g,
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t.j. Cislica d, sa zaokruhli Cislicou d ., podl'a pravidiel zaokrihl'ovania.
napr. &islu x=14,5714732=0,145714732-10> bude v M(10,6) priradené zaokrahlenim &islo
x =0,145715-10°=14,5715.
Uprava &isel zaokrahlenim je typické napriklad pre procesory Intel.

Mnozina cisel M(q, p, L, U), s ktorymi pracuje dne$ny pocitac je sice velka, ale vzdy
je konec¢na. Jej velkost je ur€end architektirou procesnej jednotky pocitaca.
Pocet Cisel v M(q, p, L, U) sa da vyjadrit’ ako

2-(g=1)-¢*"-(U-L+1)+1

lebo
« mdzeme mat’ 2 znamienka (+, —),
e (g — 1) moznosti pre prvu ¢islicu mantisy,
e g moznosti pre ostatné Cislice mantisy,
e (U-L + 1) moznosti hodnot exponentu b,

(+1) je jedna nula.

Hardvér pocitaca pracuje v binarnej (dvojkovej) ststave. V tejto ststave su Ciselné
udaje reprezentované najjednoduchs$im spésobom — pomocou 2 symbolov sustavy, ¢islic 0
a 1, napr.

729,,=1011011001,
729,,=7-10°+2-10"+9-10°
1011011001,=1-2°+0-2°+1-27+ 1-2°+ 0-2°+ 1-2*+ 1-2°+ 0-2°+ 0- 2"+ 1. 2°
Reprezentécia ¢isel v pocitaci je ovplyvnend viacerymi vlastnostami, napriklad
« celkovym disponibilnym poctom bitov,
 sposobom priradenia mantisy a exponentu,
« rozdelenim bitov pre mantisu a exponent,

« poradim mantisy a exponentu atd’.

Pri vol'be poctu bitov pre zobrazenie mantisy a exponentu rozhoduje pozadovany:
1. rozsah (angl. range) systému M(q, p), t. j. najmensie a najvécsie Cislo v absoltutnej hodno-
te, rozne od nuly, ktoré sa da zobrazit’.

a) najmensSie kladné ¢islo v M(q, p) sa zvy€ajne oznacuje ako UFL (z angl. underflow le-
vel), hranica podtecenia. Prva cislica mantisy sa rovna jednej, ostatné st nulové, pri-
¢om exponent je najmensi mozny.

UFL = ¢*

b) najvicsie kladné ¢islo v M(q, p) sa zvycajne oznaCuje ako OFL (z angl. overflow le-
vel), hranica preteCenia. VSetky Cislice mantisy méa rovné g—1, priCom exponent je
najvacsi mozny.

OFL = (¢g—q'")-q"
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2. presnost’ (angl. accuracy), ktora hovori o blizkosti aproximacie &isla x” k presnej hodnote

x, napr. ¢islo 7 mdze byt zobrazené ako 3,142 alebo 3,14159. Ich absolutne chyby potom
S0 |7 —3,142|=0,0004073... a |7—3,14159|=0,000002654....

3. pocet platnych ¢islic (angl. precision), tzv. rozliSovacia schopnost. Je to presnost’ zobra-
zenia Cisla, napr. 7=3,142 (pocet platnych ¢islic 4) alebo 7=3,14159 (pocet platnych ¢is-
lic 6).

Redlne Cisla, ktoré sa daju v systéme M(q, p) zobrazit’ presne sa nazyvaju strojové cisla.

Ostatné Cisla sa musia aproximovat ,,blizkymi‘ strojovymi ¢islami. Strojovi presnost’ — tzv.

strojové epsilon udava ¢islog, =¢q'”.

Pri numerickych vypoctoch vzdy pracujeme s ¢islami vyjadrenymi na prislusny pocet
desatinnych (radovych) miest. Prvé verzie pocitacov prebytocné miesta odstranovali, ¢o vied-
lo k nepresnostiam. Snahou bolo presadit’ lepSiu manipuldciu s redlnymi cislami. V pocita-
¢och vyvinutych od roku 1985 sa reélne ¢isla zobrazuji podl'a Standardu IEEE 754.

Standard IEEE 754 (IEEE Standard for Floating Point Arithmetic) je najrozsirenejsi
Standard na vypocty v plavajucej radovej Ciarke, ktory poziva vel'a mikroprocesorov a jedno-
tiek FPU. Aktualna verzia Standardu je IEEE 754 - 2008, ktora bola zverejnena v auguste
2008. Zahtna takmer vSetky povodné verzie IEEE 754 do r. 1985 a IEEE S§tandard pre RA-
DIX - independent floating point.

IEEE 754 definuje 5 formatov Cisla, 3 binarne (pouzivajice 32, 64 a 128 bitov) pre
dvojkovu aritmetiku v plavajicej bindrnej Ciarke a 2 dekadické (pouzivajuce 64 a 128 bitov)
pre desiatkovu aritmetiku v plavajicej desatinnej ¢iarke. NajCastejSie su pouzivané nasledov-

né dva binarne formaty:

1. Jednoducha presnost’ (single precision, 32 bitov)
Pouziva 4 bajty, t.j. 32 bitov, z toho je 23 bitov rezervovanych pre mantisu, 8 bitov

pre exponent, 1 bit pre znamienko. Pretoze mantisa je normalizovand, pre x#0je d, =1.

Tato Cislica sa neuklada. Mantisa ma priblizne 7 dekadickych ¢islic presnosti.

Jednoducha presnost’ (Single Precision)
Pocet bitov mantisy p =24 (7 miest v dek. ststave)
Rozsah exponentu -126 <56 <127
Strojova presnost g,=2"=1,2.107
Hranica podtecenia UFL=27"=1,2-10""*
Hranica pretecenia OFL = (2-27%)-2"=3,4.10*

Tabulka 1.3. Parametre pre jednoduchu presnost
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2. Dvojnasobna presnost’ (double precision, 64 bitov)
Pouziva 8 bajtov, t. j. 64 bitov, z toho je 52 bitov rezervovanych pre mantisu, 11 bitov

pre exponent, 1 bit pre znamienko. Mantisa je normalizovana, pre x # 0je d, =1. Tato Cislica

sa neuklada. Mantisa ma priblizne 17 dekadickych ¢islic presnosti.

Dvojnasobna presnost’ (Double Precision)
Pocet bitov mantisy p =53 (17 miest v dek. sustave)
Rozsah exponentu -1022 <5 <1023
Strojova presnost’ £, =2"7=2210"
Hranica podtecenia UFL= 27"%=2,2.107"
Hranica pretecenia OFL = (2-27%)-2""7=1,8-10°"

Tabulka 1.4. Parametre pre dvojnasobnu presnost

Splnenie Standardu vyzaduje implementaciu najmenej jedného zo zakladnych piatich
formatov, ostatné st volitel'né.
Standard definuje aj d’alsie kodovania pre reprezentaciu &isel v plavajucej radove;j &iarke:
o INF pre vyraz typu + oo ,vysledok operacie 1/0,
e —INF pre vyraz typu —o, vysledok operacie —1/0,
« NaN (not a number) pre ,,nie je Cislo®, vysledok operacie 0/0,

o UFLs pre denormalizované ¢isla (subnormalne, nenulové nenormalizované) s moznym ex-
ponentom b =L, UFLs = ¢ -UFL.

Pocditacova aritmetika podl’a Standardu IEEE:
« Vysledok aritmetickej operadcie vykonanej v pocitaci je rovnaky ako ked’ operaciu vykona-
me presne a potom ziskany vysledok vlozime do pocitaca.

« Ak je absolutna hodnota vysledku aritmetickej operacie je vacsia ako OFL, dochadza k tzv.
preteceniu (overflow, vysledok je INF).

o Ak je absolutna hodnota vysledku aritmetickej operacie je menSia ako UFL, dochadza
k tzv. podteceniu (underflow, vysledok je —INF).
Dosledky pouzivania Standardu pre vypocty v plavajucej radovej Ciarke:
1. Pripocitanie malého nenulové Cisla k ¢islu nemd vplyv na vysledok
5,18:10° +4,37-10"" = 5,18-10° + 0,00437-10% = 5,18437-10> = 5,18-10°".
2. Strojové epsilon (najvicsie epsilon, pre ktoré plati 1+ & =1) udava, aky je maximalny
pocet platnych ¢islic pre €islo, ktoré je vyjadrené pohyblivou radovou ¢iarkou.
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3. Vo vSeobecnosti neplati:

a) asociativny zakon (a+b)+c#a+(b+c).
b) rovnosti typu: xl =1, (1+x)-1=x,apod.
X

4. Pri aritmetickych operaciach dochadza ku strate platnych ¢islic.

1.2.5 PODMIENENOST NUMERICKYCH ULOH A NUMERICKA STABILITA
ALGORITMOV

Medzi numerickymi lohami sa vyskytuju ulohy, ktoré st citlivé na zmeny vstupnych
udajov. Prejavuje sa to vel'kym rozptylom rieSeni (vystupnych tdajov), t. j. mala zmena na
vstupe sposobuje vel'ki zmenu na vystupe. Preto v numerickych postupoch je nutna analyza
zévislosti vstupnych a vystupnych udajov.

Definicia 1.2 Nech 4 je mnoZina vstupnych udajov a B je mnozina vystupnych udajov. Ho-

vorime, Ze numerickd tloha y = f(x) , kde x € 4 a y € Bje korektna na dvojici mnozin (4, B),

ak

a) pre kazdé x € 4 existuje jediné rieSenie y € B,

b) toto rieSenie spojito zdvisi na vstupnych udajoch, t.j. ked x, —>x, U(x,)=y,, potom
U(xn) -> U(x)’ t'j'yn_>y'

V opacnom pripade hovorime o nekorektnych ulohach. Velkt skupinu nekorektnych tloh

tvoria nejednoznacne riesitel'né tlohy. My budeme skiimat’ len korektné ulohy.

Definicia 1.3 Hovorime, ze korektna tloha je dobre podmienend, ak mala zmena vo vstup-

nych udajoch vyvola mali zmenu rieSenia (vystupnych tdajov).

Definicia 1.4 Cislo ¢ , » ktor¢ urcuje velkost tychto zmien, nazyvame ¢islom podmienenosti

ulohy a definujeme ho ako

o = relativna chyba navystupe  6(vystup)
relativna chyba navstupe — O(vstup)
Presna hodnota relativnej chyby zvycajne nie je zndma. Na jej urCenie pouzivame od-

had. Ak ¢, ~1, je loha dobre podmienena, pre velké ¢, (>100) je loha zle podmienena.

Podmienenost’ ulohy vyjadruje zavislost’ nepresnosti vysledku ulohy od nepresnosti vstup-

o(vystup)

nych udajov: ¢, = S(ustup)

=> o(vystup) = c,-O(vstup).
Pri realizacii algoritmu na pocitaci pri vykonavani aritmetickych operacii vzdy docha-
dza k zaokrahl'ovacim chybam, pretoze pocita¢ pracuje s €islami zo systému M(q, p). Tieto

chyby nemozno vylucit’ aj keby vstupné tdaje boli presné. Otazkou je ako posudit’ citlivost’
kazdého konkrétneho algoritmu na zaokrihl'ovacie chyby a chyby vstupnych udajov. Ked’ sa
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chceme vyvarovat nezmyselnym vysledkom, musime vyberat’ algoritmy malo citlivé na uve-

dené vplyvy, tzv. stabilné algoritmy.

Aby bol algoritmus stabilny, musi byt

a) dobre podmieneny, t. j. malo citlivy na poruchy vo vstupnych tidajoch,

b) numericky stabilny, t. j. jeho numericka realizdcia musi byt’ malo citliva na vplyv zaok-
rahl'ovacich chyb pocas vypoctu.

Predstavu o stabilite algoritmu a presnosti ziskanych vysledkov moéZeme okrem teore-
tického spdsobu dostat’ napriklad metédou pocitacovych experimentov, ked’ rieSime nie-
kol'ko rovnakych tloh so zmenenymi vstupnymi udajmi (mala zmena) a sledujeme, ako sa
prejavia poruchy vo vstupnych tdajoch na vysledku (vystupnych udajoch). Takyto postup
nazyvame metoda experimentalnych perturbacii.

Sledovanie stability algoritmov je v numerickej matematike jedna z kl'aCovych uloh.

1.3 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1

Nech x"=2,71je pribliznou hodnotou (aproximéaciou) &isla x=e=2,7182818.... (Vzniklo
orezanim.)
1. Vypocitajte
a) absolutnu chybu aproximacie X,
b) relativhu chybu aproximacie X,
2. Navrhnite dva odhady absolutnej chyby.

3. Na zaklade odhadov absoliitnej chyby stanovte interval a jeho dizku, v ktorom musi lezat’
presna hodnota e. Overte. Ktory z odhadov je lepsi?

4. Overte vetu 1.3 a jej dosledok.

RIESENIE
1. Vypocet chyb
a) absolutna chyba aproximacie X
ax=|x—x|=|e-2,71/=0,0082818...

b) relativna chyba aproximécie x :

ax _ 0,0082818...  0,0082818...
x| 2,7182818..

=0,00304671=0,304671%

2. Navrh dvoch odhadov absolutnej chyby.
Pre odhad absolttnej chyby plati: ax < &(x). Navrhneme:

prvy odhad: & (x)=0,01. Odhad je spravny, 0,0082...<0,01.

druhy odhad: &,(x)=0,009. Odhad je spravny, 0,0082...<0,0009.
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3. Stanovenie intervalov v ktorom lezi presna hodnota e.
Pre presnti hodnotu x plati: x € <x* —e(x), x + g(x)>.
Prvy odhad: £(x)=0,01; ee(x" 0,01, x"+0,01)=(2,70; 2,72).
DiZku intervalu vypo¢itame ako: d =2- & (x)=0,02 alebo ako rozdiel hornej
a dolnej hranice intervalu: d = 2,72 — 2,70 = 0,02.
Presna hodnota x=e¢=2,7182818... <2, 70; 2, 72>
Druhy odhad: &,(x)=0,009; ee(x"~0,009, x"+0,009)=(2,701; 2,719).
Dizka intervalujed = 2-£,(x)=0,018=2,719-2,701.
Presna hodnota x=e =2,7182818...€(2,701; 2,719)

Druhy odhad je lepsi, pretoze je mensi ako prvy odhad. PresnejSie urcuje presnu hodnotu e.
DiZka intervalu (0,018), v ktorom lezi presnd hodnota e je menSia, ako dizka intervalu urde-
ného 1. odhadom (0,02).

4. Overenie vety Veta 1.3.

x *
Podl'a vety Veta 1.3 pre odhad relativnej chyby plati ‘ | | di 10", kde x° je kladna ap-
X
roximacia ¢isla x a ma ¢ platnych Cislic.

Najskor zistime pocet platnych &islic aproximacie x =2,71.

Na zistenie poctu platnych ¢islic moéZeme pouzit' definiciu Definicia 1.1 alebo poznamku
k tejto definicii. Cislax a x vyjadrime s normalizovanou mantisou.
x=e=0,27182818..-10",x =0,271-10"".

Podl'a poznamky: sz‘x—x*‘ =0,00082818... . Za desatinnou ¢iarkou sa nachddzaju dve nu-
ly, za nimi je &islica 0 (jedna z &islic 0 az 5), t. j. x_ ma dve platné &islice.

Podrla definicie : 0,00082818... <0,005., t. j. 0,00082818... < 0,5-102. x méa dve platné Cisli-
ce.

Overenie vety:

x =2,71 ma dve platné &islice, t. j. vo vzorci

x=x| 1 . . .
‘— < 5 107, t.j. 0,00304671< 0,05, &o je pravdivy vyrok a veta Veta 1.3 plati.

[
Overenie dosledku vety Veta 1.3.
Cislo x'=2,71 ma aspon dve platné Cislice a podla dosledku vety Veta 1.3 by malo platit”:

M < L 1o ¢ 1 L 102
< . ,t]. 07, 0,00304671< 0,025, o takisto plati.
x| 24, x| 22

‘X—X
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PRIKLAD &.2

Na kolko desatinnych miest treba vypoé&itat’ priblizna hodnotu x"=+/30, aby jej relativna

chyba bola mensia alebo rovna 0,001?

RIESENIE

‘X—X
<

) e 1 - , s , . e e
Aby sme mohli pouzit’ vzorec | | E.IOl ', musime zistit' prva platnu &islicu d;
X 1

v aproximacii x = J30=5,477....,t. j. d,=5.Potom podl'a uvedeného vzorca dostdvame

<—-10"" < 0,001

1-101” <10
5

1-¢t<-3
t>4
Ak priblizna hodnotu x° =30 vypocitame aspoii na 4 platné &islice, t.j. x =5,477 bude
mat’ aspon 3 desatinné miesta, potom jej relativna chyba bude mensia alebo rovna 0,001. Ove-

rime:

' :‘\/%—5,477‘_

=0,0000411842 < 0,001.

‘X—X
ERNT

V pripade, 7e &islo x” =+/30 bude mat’ viac ako 2 platné ¢islice, mézeme odhad relativnej

chyby zmensit’ na zéklade vzt'ahu

L o
|x| 2d,

oL 0 < 0,001
WSz =0

Pocitame

107 <107
—t<-3
t>3
Ak vezmeme pribliznii hodnotu x~ =30 aspon na 3 platné &islice, t.j. x*=5,48 bude mat
aspoil 2 desatinné miesta, potom jej relativna chyba by mala byt tieZ mensSia alebo sa rovnat’
0,001. Overime:

' :‘@—5,48‘_

=0,000506538 < 0,001.

‘X—X

ERES
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PRIKLAD ¢&. 3
Cisla x=2,372 a y=2,370 s spravne zaokrihlené. Néjdite odhad absolutnej chyby, odhad

relativnej chyby rozdielu (x—y) a dizku najmensicho z intervalov, o ktorych viete, e v fiom
lezi presna hodnota rozdielu (x — y).

RIESENIE

Obidve ¢isla su spravne zaokrihlené na tri desatinné miesta, preto ich odhad absolutnej chyby

je &x) = &y) =0,0005.
Rozdiel (x— y) vyjadrime ako funkciu dvoch premennych: /' (x, y) = x — y . Hodnoty jej par-

ooy Fny) _

Ox oy
rozdielu °potom podl'a (1.8) a (1.9) bude

0f(x,y) 0f(x,y)
o0y

cidlnych derivacii sua —1 pre vsetky x, y. Odhad absolutnej chyby

o ce(x)+

e(x—y)= -&(y) = &(x)+&(y) =0,0005+0,0005 = 0,001

Pretoze hodnota rozdielu x —y =2,372 — 2,370 = 0,002, bude odhad relativnej chyby rozdielu

() +e(y) _ 0,001 5 500,

&
== 0,002

*

X =Yy

Presna hodnota skiimaného rozdielu bude lezat’ v intervale:
(x—y)€(0,002-0,001; 0,002+0,001)=(0,001;0,003),

ktorého dizka je 0,002.
PRIKLAD ¢&. 4

Vysetrite podmienenost’ tlohy, v ktorej treba vypocitat’ hodnotu funkcie f(x)=

re
10—-7x P

x* z blizkeho okolia bodu bodu x:
a) x= J2 , ak x* je hodnota x = V2 zaokrthlena na dve a tri platné Cislice.

b) x=10,ak x"=10,1 a x" =10,01.
Zdovodnite.

RIESENIE

Podmienenost tillohy zistime pomocou ¢isla podmienenosti

_ relativna chyba na vystupe  S(vystup)

P

relativna chyba na vstupe S(vstup)

a) Podmienenost ulohy v okoli bodu x = V2

V okoli bodu x = V2 vysetrime podmienenost’ tlohy pre x = V2 zaokrtihlenu na dve a tri

platné Eislice.
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05

-05

-10 -

Obr. 1.10. Graf funkcie f(x)v okoli skumanych bodov x = J2ax=10

x =14
Relativna chyba na vstupe:
‘x—x* ‘\/5—1,4‘
o(vstup) = = =0,0100505...=1%
ER—
Relativna chyba na vystupe:
@ [ r )| (904975, 5 o
o(vystup) = = = =0,497475...=49,75%
£ ()] ‘ f(2 )‘ 9,94975...

Cislo podmienenosti:

_relativna chyba na vystupe  0,497475...

¢, =49,49747...= 49,50,

relativna chyba navstupe  0,010050...
ateda o(vystup)=49,50-S(vstup) .

x =1,41

Relativna chyba na vstupe:

‘x—x* _‘\/5—1,41‘
EREE

=0,002979...=0,30%

Relativna chyba na vystupe:

-G |- 7 (L4D| 19.94975..-7,69230...
/()] ‘ f(\/i)‘ 9,94975...

Cislo podmienenosti:

=0,226884...=22,69%

_relativna chyba na vystupe  0,226884...

¢, =76,14996...=76,15,

relativna chyba navstupe  0,002979...
t.j. o(vystup) =76,15-6(vstup)

33



Numericka matematika

V okoli bodu x = +/2 je tloha zle podmienena. Pre x* =1,4 ¢&islo podmienenosti c,=49,50

dosahuje hodnotu takmer 50 a pre x =1,41 je ¢islo podmienenosti este vicsie c,=76,15.
Mala chyba na vstupe spdsobuje velktl chybu na vystupe. Graf funkcie je v okoli bodu

x = /2 velmi strmy (Obr. 1.10). Pri¢inou je ve'mi mald hodnota menovatel’a funkcie f(x)

v danej oblasti, ked’ sa v menovateli nachddza rozdiel dvoch blizkych ¢isel: pre x = NOX

10-7x =10-72 = 10 —9,89949=0,100505...

b) Podmienenost ulohy v okoli bodu x =10

V okoli bodu x = 10 vysetrime podmienenost tilohy pre x* =10,1 a pre x* =10,01

x =10,1

Relativna chyba na vstupe:

[x=x| [10-10,1

X o

O(vstup) = =0,01=1%

Relativna chyba na vystupe:

\f(X)—f(x*)\_ | £(10)— f£(10,1)] [-0,01666...+0,01647..
/@) £(10) [-0,01666..]

Cislo podmienenosti:

o(vystup) = =0,01153...=1,15%

o - relativna chyba na vystupe _ 0,01153... _1.153. =115
?" relativna chyba navstupe 0,01

t.j. o(wystup) =1,15- 5 (vstup).

x =10,01
Relativna chyba na vstupe:
e=x| [10-10,01]

M o

o(vstup) = =0,001=0,10%

Relativna chyba na vystupe:

S-S ()| £10)- £(10,01)] | -0,01666...+0.0166472|
f () £(10) [-0,01666...

Cislo podmienenosti:

S(vystup) = =0,001165...=0,12%

_ relativna chyba na vystupe _ 0,001165...

c =1,165=1,17
P relativna chyba navstupe 0,001

t.j. o(vystup) =1,17- S(vstup).

V okoli bodu x = 10 je tiloha dobre podmienena. Pre x* =10,1 ¢&islo podmienenosti dosahuje

hodnotu ¢, =115 a pre x =10,01 je &islo podmienenosti c,=1,17. Mala chyba na vstupe
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sposobuje malil chybu na vystupe. Graf funkcie je v okoli bodu x =10 primerane strmy
(Obr. 1.10).

PRIKLAD &. 5

Dand je polynomicka funkcia realnej premennej x vyjadrena:
f(x)=x"+0,345x" = 5,67x —1,46 a jej vnoreny (Hornerov) tvar
g(x)=-1,46+ x(-5,67 + x(0,345+ x)).
1. Ukazte, ze f(x)=g(x).
2. Vypocitajte f(4,56) a g(4,56).
a) presne,
b) priblizne, s presnostou na 3 platné ¢islice zaokrihlenim, t. j. vSetky vysledky aj me-
dzivysledky zaokruhlite na 3 platné Cislice,
¢) pribliZne, s presnost’ou na 3 platné Cislice orezanim, t. j. vSetky vysledky aj medzivys-
ledky orezete na 3 platné Cislice.
Pre priblizné hodnoty f(4,56) a g"(4,56) vypoditajte absolutnu chybu, relativnu chybu
a pocet platnych cislic.
Ktory tvar polynomickej funkcie je vhodnejsi na vypocet hodnoty funkcie v istom bode?
Zddvodnite (VSimajte si pocet a druh aritmetickych operacii).

RIESENIE

1. Rovnost funkcii f(x)=g(x): Dve funkcie sa rovnaju, ak sa rovnaju ich defini¢né obory
a ak pre kazdé x z defini¢ného oboru je f(x)=g(x).
D, =R =D, . Defini¢né obory sa rovnaji.
Upravme:
g(x)=-1,46+ x(=5,67 + x(0,345+ x)) = 1,46 + x(=5,67 + 0,345x + x°)
=—1,46-5,67x+0,345x> + x° = f(x)
Boli pouzité ekvivalentné tipravy, f(x)=g(x)pre vSetky x € R.
2. Na vypocet hodnot f(4,56) pouzijeme nasledujucu tabul’ku (Tabulka 1.5):

hodnota X x2 x-x2=x 0,345 x’ -5,67x

presna 4,56 | 20,7936 94,818816 7,173792 -25,8552

zaokruhlena na

L 4,56 20,8 94,848=94,8 | 7,176=7,18 | -25,8552=25,9
3 platné ¢islice

orezana na

s 4,56 20,7 94,392=94,3 | 7,1415=7,14 | -25,8552=-25,8
3 platné Cislice

Tabulka 1.5
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a) presny vypocet:
£(4,56) = (4,56)" +0,345-(4,56)" —5,67-4,56 — 1,46 = 94,818816 + 7,173792 — 25,8552

=74,677408
b) priblizny vypocet so zaokrihlenim:
17(4,56) = (4,56)3 +0,345- (4,56)2 —5,67-4,56-1,46=94,8+7,18 25,9 -1,46=
=102 5,05y — 25,9 -1,46 =76,1-1,46 = 74,6 5, c4,

— absolttna chyba: &, (4,56) = \ £(4,56) - fj(4,56)\ =|74,677408 - 74,6| = 0,077408

£.(4,56) _ 0.077408 _ ) )103656...%0.1%

— relativna chyba: =
f(4,56) 74,677408

— pocet platnych ¢islic:
f(4,56) vyjadrime ako &islo s normalizovanou mantisou: f'(4,56) =0,74677408-107
1. (4,56) vyjadrime ako ¢islo s rovnakym exponentom: £, (4,56) =0,746-107

pocet platnych Cislic: (podl'a definicie Definicia 1.1):
0,74677408-0, 746| =0,00077408 <0,005<0,5-107=> £ (4,56) ma 2 platné &islice
0,74677408-0, 746| =0,00077408 sa za desatinnou ¢iarkou nacha-

(podl'a pozndmky: v
dzaju 2 nuly, za nimi je &islica 0 (jedna z ¢islic 0 az 5), t.j. £, (4,56) ma 2 platné &islice).
c) priblizny vypocet s orezanim:
£7(4,56) =(4,56)" +0,345-(4,56)" —5,67-4,56—1,46 = 94,3+ 7,14 — 25,8 —1,46=
=101,9, 44 —25,8-1,46=75,2-1,46 =73,7 ;, .,

absoliitna chyba: &,(4,56) =| (4,56) - £, (4,56)| =|74,677408 - 73,7 = 0,977408

£,(4,56) _ 0977408 _ 130884, . = 1.3%

relativna chyba: =
f(4,56) 74,677408

pocet platnych ¢islic:
e £(4,56) vyjadrime ako ¢&islo s normalizovanou mantisou: f(4,56) = 0,74677408-10
« f (4,56) vyjadrime ako &islo s rovnakym exponentom: f, (4,56)=0,737-107

« pocet platnych ¢islic: (podl'a definicie Definicia 1.1):
O,74677408—O,737| =0,00977408<0,05<0,5-10"'=> £ (4,56) ma 1 platnu &islicu
0,74677408—-0,737| =0,00977408 sa za desatinnou &iarkou nacha-

(podla poznédmky: v

dza 1 nula, za fiou je &islica 0 (jedna z ¢islic 0 az 5), t.j. £, (4,56) ma 1 platni &islicu).
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2. Na vypocet hodnot g(4,56) pouzijeme nasledujucu tabul’ku (Tabulka 1.6):
2(x) =—1,46 + x(=5,67 + x(0,345 + x)).

hodnota x | b =0345+x b, =x-b b, =-5,67+b, b, =x-b,
presna 4,56 4,905 22,3668 16,6868 76,137408
zaokrthlendna | ¢ 491 22.3896=22,4 | 16,73=16,7 | 76,152=762
3 platné Cislice
orezanana 4,56 4,90 223442223 | 16,63=16,6 | 75,696=75,6
3 platné Cislice

Tabulka 1.6

g(x)=-1,46+x(-5,67+x(0,345+ x)) =—1,46 + b,
a) presny vypocet:
2(4,56) = —1,46 +76,137408 = 74,677408 = £ (4,56)
b) priblizny vypocet so zaokriuhlenim:
g.(4,56) =—1,46+ 76,2 =74,7 ;, .,
absoliitna chyba: &,.(4,56) = |g(4,56) - g(4,56)| =[74.677408 - 74,7 = 0,022592

£,.(4,56) 0,022592
2(4,56)  74,677408

relativna chyba: =0.000302527....=0,03%

pocet platnych ¢islic:

« g(4,56) vyjadrime ako &islo s normalizovanou mantisou: g(4,56) = 0,74677408-107

+ g.(4,56) vyjadrime ako &islo s rovnakym exponentom: g.(4,56)=0,747-107

« pocet platnych ¢islic: (podl'a definicie Definicia 1.1):

0,74677408-0, 747| =0,00022592 <0,0005<0,5-10° => g.(4,56) ma 3 platné &islice

(podla poznamky: v

0,74677408—-0,747 | =0,00022592 sa za desatinnou ¢iarkou nacha-
dzaju 3 nuly, za nimi je &islica 2 (jedna z &islic 0 az 5), t. j. g.(4,56) ma 3 platné &islice).
c) priblizny vypocet s orezanim:
g(4,56)=-1,46+75,6 =74,1,, ,,
absolutna chyba: &,,(4,56) = \ g(4,56)— g (4,56)\ =[74,677408 - 74,1/ = 0,577408

£,,(4,56)  0,577408
2(4,56)  74,677408

relativna chyba: =0,00773203...=0,7%

pocet platnych ¢islic:

« g(4,56) vyjadrime ako ¢&islo s normalizovanou mantisou: g(4,56) = 0,74677408 .10~
+ g2.(4,56) vyjadrime ako &islo s rovnakym exponentom: g.(4,56)=0,741-10"
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« pocet platnych cislic: (podl'a definicie Definicia 1.1):

(podl'a pozndmky: v

0,74677408—0,741| = 0,00577408 < 0,05<0,5-107' => g (4,56) ma 1 platni &islicu
0,74677408—-0, 741| =0,00577408 sa za desatinnou ¢iarkou nacha-

dzaju 1 nula, za fiou je &islica 0 (jedna z ¢islic 0 az 5), t. j. g, (4,56) ma 1 platnu &islicu).

Vypocet |/f(4,56)|g(4,56)| absolutna chyba | relativna chyba podet plat. &islic
presne 74,677408 | f7(4,56)| g (4,56) | £ (4,56) | g (4,56) | £ (4,56) | g (4,56)
paokr.ma 3 | oy 6| 949 10077408| 0022592 | 0,1% | 0,03% | 2 3
platné Cislice
orezany na 31 53 5| 741 10.977408|0, 577408| 13% | 0,7% 1 1
platné Cislice

Tabulka 1.7. Prehlad vysledkov — priklad ¢. 5

Z porovnania vysledkov (Tabulka 1.7) vyplyva, Ze na vypocet hodnoty polynomicke;j

funkcie v istom bode je z numerického hl'adiska vyhodnej$i vnoreny tvar polynému. Pri

pocitani s platnostou na 3 platné ¢islice vnoreny tvar polynému dosiahol tak pri zaokruhleni

ako aj orezani menSiu absolutnu chybu, mensiu relativau chybu a mensi nanajvys rovny pocet

platnych ¢islic.

Zdovodnenie. Zakladny tvar f(x)=x" +0,345x> —5,67x —1,46 vyzaduje 3 s¢itania a 5 na-

sobeni, zatial' ¢o vnoreny tvar polynému g(x)=-1,46+ x(-5,67 + x(0,345 + x)) vyzaduje iba

3 s¢itania a 2 ndsobenia, Sirenie zaokrihl'ovacich chyb je tak ovel'a menSie.

"http://www.sciencemuseum.org.uk/
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2 NUMERICKE RIESENIE NELINEARNYCH ROVNIC

V strojarskej praxi sa Casto stretdvame s ilohami, rieSenim ktorych je najst maximalny

priehyb prizmatického nosnika, kriticki vzpernu silu, maximalnu rychlost’ na hranici prevra-

tenia sa automobilu atd’.

2.1 ZAKLADNE POJMY

Matematickd formulécia vyssie uvedenych problémov znie:

N4jdite rieSenie rovnice

f(x)=0,

kde fje redlna funkcia reélnej premenne;j x.

(2.1)

Riesit rovnicu (2.1) znamena ndjst’ vSetky také ¢isla a, pre ktoré plati f(a)=0.
Cislo @ nazyvame korefiom alebo rieSenim rovnice (2.1).

Ak v rovnici (2.1)

1. f(x)=P (x), potom rovnicu (2.1) nazgvame algebrickou rovnicou stupna n,

2. f(x)#P (x), potom hovorime o transcendentnej rovnici,

kde P (x)=a,x" +a, x"" +a, ,x" +..+ax' +a, je polyném n-tého stupiia,

ne N je stupeil polynomu,

a,€R su koeficienty polynomu, pricom a,#0,i=0,1,2, ..., n.

Pre algebrické rovnice stupiia n <5 a niektoré¢ transcendentné rovnice pozname algo-

ritmy presného rieSenia, t. j. vzorce a postupy vediice po konecnom pocte krokov k urceniu

presnej hodnoty korena « (Tabulka 2.1).

stupeil typ tvar rieSenie poznamka
., b a,be R,
n=1 linearna ax+b=0 X=——t
a a#0
. , —b +./ 2 a,b,CER,
n=2 | kvadraticka ax* +bx+c=0 X, 5 =u
’ 2a a#0
a*=b x=log, b abeR",a=#1
a,b,ce R,
- transcendentna log,(x—c)=b x=a’+c¢
x>c,a>0,a#1
cosx=a X = tarccosa ae(-1, 1)

Tabulka 2.1. RieSenia niektorych typov rovnic
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Vzorce pre presné rieSenie algebrickych rovnic 3. a 4. stupiia sa pre ich zlozitost’ pouZzivaji
zriedkavo, maju skor teoreticky vyznam. Korene (presné rieSenie) algebrickych rovnic stupiia
n >4 alebo zlozitejSich transcendentnych rovnic nemozno vo vSeobecnosti ziskat’ kone¢nym
poctom aritmetickych operacii a odmocnin, na ich urcenie sa pouzivaji numerické metody.
Blizsie sa budeme venovat’ numerickym metédam rieSenia rovnic typu f(x)=0 na

mnozine redlnych ¢isel.

2.2 NUMERICKE RIESENIE ROVNIC TYPU f(x) =0

Rovnica (2.1) moze mat’ v oblasti redlnych ¢isel ziadne, jedno, viac (konecny pocet)
alebo nekonecne vel’a rieSeni. Numerickymi metoédami hl'adame vzdy konecny pocet rieSeni,

t. j. rovnicu rieSime na uzavretom intervale a kazdé¢ rieSenie rovnice hl'adame osobitne.

ULOHA

N4jdite rieSenie rovnice g(x) = A(x) na intervale (a, b), kde g a & st redlne funkcie redlnej

premennej x, ktord je definovand na mnozine M.

RIESENIE
Rovnicu
g(x)=h(x) (2.2)
upravime na typovy tvar (2.1):
f(x)=0,

kde f(x) = g(x) — h(x), alebo f{x) = h(x) — g(x).

g(x)=h(x) f(x)=g(x)—h(x)=0
h(x)_ -~ ” 1)
g(x) -
; _ - - I
a - - (!yj b ¥ a /Q; a; b *

Obr. 2.1. Graficke riesenie rovnice g(x)=h(x) a f(x)=g(x)—h(x)=0

Ekvivalentnou upravou na typovy tvar f(x)=0 ziskame moznost’ vyuzit’ pri rieSeni

vlastnosti funkcie f{x). Korefimi rovnice (2.1) a teda aj zadanej rovnice (2.2) st potom nulové
body f(x), t. j. body, v ktorych funkcia f{x) nadobuda nulové hodnoty. K urceniu numerického
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rieSenia rovnice f(x)=0 budeme potrebovat informécie o pocte koretiov rovnice na danom
intervale, o ich polohe a o priebehu funkcie f(x) v okoli hl'adaného korena. V pripade, Ze pro-
ces nie je automatizovany a rieSenie hl'ada ¢lovek, ziadané informécie najlahSie ziska z grafu
funkcie. Na Obr. 2.1 je zobrazené grafické rieSenie rovnice. Pri hl'adani korenov rovnice
g(x)=h(x) uréujeme x-ové suradnice priesecnikov grafov funkcii, pri hl'adani korenov rovni-
ce f(x)=0 uréujeme x-ové suradnice priesecnikov grafu funkcie f(x) s osou x. Na danom ob-
razku rovnica nadobuda na intervale (a, b) dva korene ¢; a ¢;. Pri pocitacovom spracovani na
lokalizaciu redlnych koreniov (2.1) spravidla vyuzivame tabelaciu f(x) (pozri odsek 2.2.1 b))
a pocet koretiov vyhodnotime ako pocet zmien znamienka hodnot f(x;).

Numerické rieSenie rovnice (2.1) pozostava:
1. zo separacie korenov rovnice,

2. z vypoctu korenov rovnice numerickou metddou,

3. z odhadu absolutnej chyby jednotlivych korenov.

2.2.1 SEPARACIA KORENOV ROVNICE

Pod separaciou korenov rovnice (2.1) rozumieme uréenie intervalov <ai ,bi> , v ktorych
leZi prave jeden jej koreni ,,i=1, 2, ... (Obr. 2.2).
Separaciu koreniov danej rovnice vykonavame tromi sposobmi:
a) analyzou priebehu f{x), ¢o je zvy&ajne zdihavé a naroéné na vypodet,
b) tabelaciou f{x). Interval <a ,b> rozdelime (n+1) deliacimi bodmi a = xy< x;<... <x,=bnan

—a

¢iastkovych intervalov <xl.,xl.+1>, i=0,1,2, ..., n s dizkou h= = konst., pricom

n
skimame hodnoty f(x;), i=0,1,2,...,n. Korefl ae<ux,x,, >ak f(x,)-f(x,,)<0
(Obr. 2.3).

fo)

S i)

| ) )

Obr. 2.2 Obr. 2.3

41



Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

Napriklad rozdeI'me interval <a,b> na 6 &iastkovych intervalov s konstantnou dizkou # a vy-
konajme tabelaciu funkcie f(x)(Obr. 2.4). Zmena znamienka f{x) nastdva medzi deliacimi
bodmi xp a x1, X1 a x, a medzi x5 a x¢ . Znamena to, ze v kazdom z intervalov <x0, X > , <x1, x2>

a <x5, x6> existuje minimalne jeden korenl a1, @ a os.

x| f(x)
a=x,|f(x,)<0
a e<x0;xl>
x| f(x)>0
a, e<xl;x2> .
X, |f(x,)<0 i~ .
x| £(x)<0 ’ \\
Xy | f(x)<0
xs | f(x5)<0
a, e<x5;x6>
b=xg|f(x)>0

Obr. 2.4. Tabelacia funkcie f(x) a jej graf

Nevyhodou tabelacie f{x) je mozna strata jednoduchych (Obr. 2.5) alebo viacnasobnych (Obr.
2.6) korenov, ku ktorej dochadza vtedy, ked’ je sice splnend podmienka f(x,)-f(x,,)<0,

avSak v intervale <xt ,xi+1> leZi viacero korenov ¢;.

y
------------------------------------- J@i) e
)Cl' g ay E
E Q/z = Q/3 ;CiJrl o
E J(x)
: fa)
Obr. 2.5. Strata jednoduchych korernov Obr. 2.6. Strata viacndasobného korena
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V danej situacii ndm pomdze znalost’ intervalov monotdénnosti pripadne ak mame podozrenie,

Ze v intervale <x[ ,le> existuje viacnasobny korenl, méZeme vyuzit’ nasledujicu vetu:

Veta 2.1 Ak funkcia f(x) ma viacnadsobné korene, potom funkcia u(x) = ma tie isté

VAC))
l(x

korene ako funkcia f(x), ale kazdy korei je jednoduchy (Obr. 2.7, Obr. 2.8).

y
y
o) .
S :
i X;
L X i | X
] o = Xi+l [ ) Xiy
f&)
---------------- [ f'@)
Obr. 2.7. Jednoduchy koren a; a dvojndasobny Obr. 2.8. Jednoduché korene o a an
koren oy = as rovnice f(x) = 0 rovnice f(x) -0
/(%)

¢) Graficky. Intervaly, v ktorych lezi prave jeden koren rovnice, uréime z grafu.

Pri separécii korenov rovnice st uzito¢né nasledujuce vety:

Veta 2.2 (Veta o existencii korefia) Nech funkcia f(x) je spojita na (a, b) a plati

Aa)-f(b) <0, potom existuje aspon jedno « € (a,b) také, ze fla) = 0.

Veta nehovori ni¢ o pocte korenov v intervale (a, b). Jej platnost’ dokazuje len existenciu ko-
refia v tomto intervale. Moze nastat’ pripad, ze f(a):f(b) <0, a v intervale (a, b) lezia napr.
3 korene rovnice (Obr. 2.9). Z grafu je zrejmé, Ze koren rovnice bude jediny, ak na (a, b) bude
funkcia rydzomonotdénna.

y
f(ay- i )
i a b
o 1 " a3 i X
fB)p=mmrmmmmmm oo |
Obr. 2.9
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Veta 2.3 (Veta o jednoznacnosti korefia) Nech na (a, b) existuje koreni rovnice f(x)=0.
Nech funkcia f(x) je na (a, b) rydzomonotonna, t. j. nech existuje derivacia f'(x), ktora na

tomto intervale nemeni znamienko, Cize:

a) Vx e<a,b>:f '(x)>0; f(x) je rastuca na (a, b) alebo

b) Vx<a,b> :f'(x)<0; f(x) je klesajtca na {a, b).

Potom existuje prave jedno « € (a,b) také, ze fla) = 0.

ZHRNUTIE

Nech:

a) f(x)je spojitd na (a, b),

b) fla)fib) <0,

c) Vxe<a,b>:f '(x)>0 alebo f'(x)<0,

potom na intervale (a, b) lezi prave jeden koreii rovnice f(x)=0.
VSimnite si!
Ak funkcia f(x) je na (a, b) rastlica, potom [ '(x) > 0a graf funkcie f/'(x) lezi nad osou x.

y y

i X
; @ b M
70 :

Obr. 2.10. Graf rastucej funkcie a jej derivdcie

Ak funkcia f(x) je na (a, b) klesajuca, potom f'(x) < 0a graf funkcie f'(x) leZi pod osou x.

Obr. 2.11. Graf klesajucej funkcie a jej derivacie
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2.2.2 VYPOCET KORENA ROVNICE

Na vypocet korena rovnice f(x) = 0 pouzijeme numerické metoddy. Je znamych viace-
ro numerickych metéd, my sa blizSie budeme venovat’ dvom, ktoré spocivaja v jednoduchych,
pocitacom realizovateI'nych postupoch.

2.2.2.1 Numerické metody — zakladné pojmy

Predpokladame, Ze na intervale (a, b) lezi prave jeden koren rovnice (2.1). Pod nume-
rickou metodou riesSenia rovnice f(x)=0 rozumieme algoritmus postupného vypoctu postup-
nosti aproximacii x,,x,,...,X,,... korefla rovnice . Zakladom je iteracny, rekurzivny predpis,
ktory pri vypocte nasledovnika x;1; vyuziva n predchodcov x;, x;.i, ..., Xo. Postupnost’ aproxi-
macii korefia zostrojime podla itera¢nej formuly:

X =4(X; oy XinaysesXi)s M=12,, i=n—Ln,n+l,.. (2.3)
i=n-1 => X=X, =9(X,%,%,,....X, ;)
i=n => X =X, = 4(X), %, X5,.0,X,)
i=ntl = x,,=x,,=9(x,,%;,%,,...,%,,,) atd’,

kde

o g je iteracna funkcia,

« cleny postupnosti {x,,x,,xX,,...,X,,... } hazyvame postupné aproximacie alebo iteracie ko-
rena «,

« vypocet postupnosti aproximacii nazyvame iteracny proces,

« iteracny proces zapisany iteracnou formulou (2.3) nazyvame n-krokovy iteraény proces
(vopred treba poznat’ » hodndt x,,x,,....,x, ;) a X,,X,,...,x, , su zaciatoné (Startovacie)
hodnoty itera¢ného procesu.

« numerickd metdda je staciondrna, ak na vypocet vSetkych iteracii x,,, pouZivame tl isti
iteracnu funkciu g.

Ak iteraény proces (2.3) konverguje,

tak konverguje k presnému rieSeniu f{(x)=0. 7@

tolerancia x

Numerickou metédou nehladdme presné rie- iF SRR LEE
T tolerancia f(x)

Senie. Jej ciel'om je n4jst’ ,,dostatocne presné*

@ X
rieSenie, ktoré sa od presné¢ho rieSenia liSi N

najviac o vopred stanovent hodnotu — tole-

rancia, presnost’( Obr. 2.12).
Obr. 2.12

Postup vypoctu pribliznej hodnoty korena « spoc¢iva v 3 zakladnych krokoch:

1. definovanie Startovacich hodnot xo, xi,..., X 5.1,
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2. postupny vypocet jednotlivych aproximacii x,, X +1,. X pt2, ... , kKorefla & rovnice (2.1) pod-
I'a iterac¢nej formuly (2.3),
3. ukoncenie iteratného procesu.
V pripade, Ze iterany proces konverguje, vypocet sa ukoncuje:
a) tzv. zastavovacou podmienkou. Vypocet aproximacii x,, X »+1, ..., Xk, sa ukon¢i, ked’ je
splnend jedna z nasledovnych testovacich podmienok:

1) | f(x,)|<e,kde £>0 je vopred stanovend dostato¢ne mald hodnota, (napr. 107,
10"°). Nazyvame ju aj poZzadovana chyba (tolerancia) korefia o vzhl'adom na
| f(x,)|. Tiez hovorime, Ze presné rieSenie « rovnice (2.1) je ur€ené aproxima-
ciou x, s toleranciou &, x, =a. Toleranciu vzhl'adom na | f(x, ) | volime vtedy, ak
funkcia je v okoli h'adaného korena dostato¢ne strma, t. j. interval hodnot xy, pre
ktoré | f(x,)|<e& nie je prili§ dlhy.

i) |x,—x,,|<¢&,kde £>0 je vopred stanovena tolerancia vzhl'adom na vzdialenost’
dvoch po sebe iducich iteracii; x, = « . Tuto toleranciu volime vtedy, ked’ vzdia-
lenost’ dvoch po sebe idtcich iteracii sa dostato¢ne rychlo skracuje.

1) &(xp) < & kde &(x) je odhad absolttnej chyby pribliznej hodnoty koreiia x; (pozri

Veta 2.4). Toleranciu vzhl'adom na odhad absolutnej chyby volime vtedy, ak po-
zadujeme vypocet korena s vopred ur¢enou maximalnou chybou, s danou pres-

nost'ou &
b) vopred stanovenym, dostato¢ne velkym, poctom iteracii pit = k—(n—1), priCom x,.; je
posledny Startovaci bod.
Ostatnll vypocitant iteraciu x; potom prehldsime za numerické rieSenie korenia rovnice (2.1),

napr. k=50, x, = .
V pripade, Ze itera¢ny proces diverguje, vypocet sa ukoncuje bez uréenia a.

Postup vypoctu jednotlivych aproximacii x,, X ,+1,. X »+2 atd’., korena « :

i=(n-1), x,,=x, =q(x,,x,,%,,...,x, ;) azistujeme, i plati zastavovacia podmienka

neplati

neplati

i=(ntl), x,,=x,,,=9(x,,%;,X,,...,X,,,) azistujeme, ¢i plati zastavovacia podmienka atd’.
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Poznamka. Pri pocitacovom spracovani z bezpecnostnych dovodov odpora¢ame pracovat
s konecnym, vopred urenym poctom iteracii. Pri korektnom zadani sa tak vypocet vzdy ukonci a to
bud’ zastavovacou podmienkou alebo poctom iteracii. Pri stanovovani zastavovacej podmienky je
vhodné si uvedomit’, Ze ak by sme ako zastavovaciu podmienku zvolili f(x;)=0 alebo x; = x4+, dostali
by sme presné rieSenie x; = a. AvSak, vzhl'adom na fakt, ze vypocty sa vzdy realizuju s konecnou
presnost'ou a su zat'azené chybou (pozri odsek 1.2.4.3), testovacia podmienka dana rovnost'ou je spl-
nend iba ojedinele. Preto pri stanovovani zastavovacej podmienky pouzivame niektora z vysSie uve-
denych moZnosti 1) az iii).
Algoritmus vypoctu Xx bez zastavovacej podmienky, s vopred stanovenym poctom iteracii
pit:
1. ur¢ime vhodné Startovacie body xo, x1,..., X1,
2. prei=(n—1) az pit+(n-2) s krokom 1 pocitame
X =Xy X (naysees X5
3. spolu so Startovacimi hodnotami dostaneme postupnost’ {xo, X1, .., Xu, .., Xk},
k= pit + (n—1). Vysledkom je x, = a.
Algoritmus vypoctu Xy so zastavovacou podmienkou:
1. urc¢ime vhodné Startovacie body xo, xi,..., X ».1, @ zvolime dostatocne vel'ky pocet iteracii
pit,
2. prei=(n—1) az pit+(n—2), s krokom 1 postupne pocitame
a) xi+1:q(xi—(n—l)’xi—(n—Z)""’xi)’
b) testujeme platnost’ danej zastavovacej podmienky
(| f(x,,)|<e alebo |x,, —x |<& alebo e&(x;)<¢):
» Ak podmienka neplati, pokracujeme vypoctom d’alsej iteracie.
= Ak podmienka plati, vypocet je ukonéeny. Spolu so Startovacimi hodnotami dosta-
neme postupnost’ {Xo, X1, ..., Xny..., Xk}, k =i+1.
Vysledkom, numerickym rieSenim je x, = a.
V pripade, ze iteracny vypocet nie je ukonceny podmienkou, ale pevnym poctom zvole-
nych iteracii, pocet iteracii zvySime a pokracujeme vo vypoctoch, az kym nie je splnend
zastavovacia podmienka.

Pri itera¢nych metodach, ktoré konverguju k presnému rieseniu f{x)=0, nahradzujeme presné

rieSenie o niektorou aproximaciou x;. V suvislosti s hladanim numerického rieSenia x, = o
nas zaujimaju dve zakladné otazky:
1. Kedy je numericka metdoda konvergentna?

Numericka metoda je konvergentna, ak konverguje postupnost’ aproximacii korena

Xy>X5--0s X, ... Vytvorend iteratnou formulou (2.3) k presnému rieSeniu o rovnice (2.1), t. j.
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lim x, =a. (2.4)

k—o

Kazdt z aproximacii x, ktora spliia (2.4), méZzeme povazovat’ za priblizni hodnotu korena «.

Za numerické rieSenie rovnice (2.1) budeme povazovat taku aproximaciu x;, zo vztahu

(2.4), ktorad sa od presného rieSenia « 1iSi o dostatocne malt hodnotu & &> 0, xk—a| <é&,
resp. je splnend jedna z vyssie uvedenych zastavovacich podmienok.

Rychlost konvergencie numerickej metody (tzv. rad metoddy) vyjadruje r e R A r > 1, pre kto-
ré plati

-al ..

. X, €
lim | X ; m| k“},'zC, C#0,
koo | x —al ko g |

kde C je chybova konStanta, &, je chyba k-tej iterdcie, o je presnd hodnota korena. Ak r =1,

potom C < 1. Rad konvergencie metody takto definujeme len pre konvergentné numerické
metody.

2. AKkej chyby sa dopustime pri najdeni numerického rieSenia rovnice (2.1)?

Pri numerickom rieSeni rovnic hlavnym zdrojom chyb st:

e chyba numerickej metody, kedy presné rieSenie nahradzame rieSenim pribliznym (limitu
nekonecnej postupnosti nahrddzame niektorym jej ¢lenom x;, napr. ¢lenom s dostatocne
vel’kym indexom k),

o zaokruhlovacie chyby, nepresnosti sposobené vypoctom postupnosti aproximacii maju
spravidla mens$i vyznam, preto ich zvy¢ajne mozno zanedbat’.

Odhad chyby k-tej aproximacie korena

Veta 2.4 Nech « je presnd hodnota korefia a x, je priblizna hodnota korena rovnice

f(x):O. Nech pre Vxe<a,b> jelf'(x)|2m>0,kde m= n%ii}7>|f'(x)|, potom pre odhad

absolitnej chyby &(x,) pribliznej hodnoty x, korefia o rovnice (2.1) plati:

|x, —a|<e(x,) A e(xk):M. (2.5)
m

NajcastejSie pouzZivané metdody v praxi:

1. metoda bisekcie — polenia intervalu,

2. Newtonova metoda — metodda dotycnic,
metddy linearnej interpolacie — metddy secnic. Sem patri napr. metoda Regula Falsi, Se-
cant metoda.

BliZsie sa budeme venovat’ Newtonovej metdde a Secant metode.
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2.2.2.2 Newtonova metdoda

Nazyva sa aj metdda doty¢nic. Jej podstata spoc¢iva v tom, Ze v okoli hl'adaného kore-
fa « nahradzujeme graf funkcie y = f(x) jeho doty€nicou. Predpoklada sa, Ze funkcia je na
(a, b) spojita a diferencovatelna, f '(x) #0.
Itera¢na formula ma tvar
X, =x, - f'(xf) L i=0,1,2,..., (2.6)

S'(x)

¢o je vlastne vypocet priesecnika x;;; dotyCnice grafu f(x) s osou x, vedenej bodom grafu
funkcie [x;, f(x;)] (overte). (Obr. 2.13).

Obr. 2.13. Metdda dotycnic (Newtonova metoda)

Metoda je jednokrokova, v iteracnej formule vystupuje jeden predchodca x;. Vypocet
sa zacina vol'bou vhodného Startovacieho bodu x¢ a pokracuje vypoctom nasledovnikov x;;1:

i=0 = X=X, _% ; navypocet x, (prva vypocitand aproximadcia) je potrebné poznat’
jednu (predchadzajiucu) hodnotu x
0 jednu (predchéadzajucu) hod 0
i=1 = X,=x-— J{'(();‘ )) ; navypocet x, je potrebné poznat’ jednu hodnotu x;,
1
: S, o : . .
i=2 = X=X ) na vypocet x, je potrebné poznat’ jednu hodnotu x,
2
. . S(x) . . . , ,. R
i=k-1 =X =X, —f'(x ) na vypocet x, je potrebné poznat’ jednu hodnotu x,_, atd
k-1

Dostavame tak postupnost’ iteracii { x,,x,,...,X,,... }, ktord pri zabezpeceni podmienok

konvergencie metody, konverguje k hladanému koreiiu «.
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DalSie vlastnosti

Ak metoda na danom intervale konverguje, Startovacim bodom moéze byt 'ubovolny bod
intervalu {a, b). Zvyc€ajne volime krajny bod intervalu a alebo b, resp. bod ktory lezi o
mozno najblizsie k hl'adanému koreiiu c.

Metdda je stacionarna — kazdu iteraciu poc¢itame podla tej istej iteracnej funkcie (2.6).

Rad konvergencie Newtonovej metddy je » = 2. Pre jednoduchy koren Newtonova metdda
konverguje kvadraticky.

Z hladiska rychlosti konvergencie metddy je metédu vhodné pouzit’ vtedy, ked je graf
funkcie f(x)v okoli korena strmy.

Na vypocet odhadu chyby k-tej aproximécie korefia existuje viacero vzorcov, my budeme
pouzivat’ vztah (2.5).

Geometricka interpretacia metody

y

Zvolime zafiatocnll aproximaciu x,

S

koretta a. Bodom [x,, f(x,)] vedieme do-
ty¢nicu ku grafu funkcie f(x). Jej priese¢nik

s osou x oznac¢ime x,. Potom vedieme do-
ty¢nicu bodom [x,, f(x,)] ajej priesecnik

s osou x oznatime x, atd. Dostdvame po-

«  stupnost’ aproximadcii korena { x,,x,,x,,... },

Obr. 2.14 ktord, ak metdoda konverguje, konverguje

k hadanému koretiu «.

,,Uskalia” metody

Newtonova metodda si vyZaduje v kazdom kroku okrem vypoctu f(x;) aj vypocet de-

rivacie f'(x;) (pozri vztah (2.6)). Problémy sposobuju:
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tzv. kritické body x;, kde f'(x,) = 0. Su to stacionarne body funkcie f(x), pre ktoré vzt'ah

(2.6) nie je definovany. Doty¢nica v tychto bodoch je rovnobezna s osou x. M6zu nastat’
dva pripady: stacionarny bod nie je koreniom (2.1) a doty¢nica nema s osou x ziadny vlast-
ny priesecnik (Obr. 2.15), alebo stacionarny bod je korefiom a doty¢nica ma s osou x neko-
necne vela vlastnych spoloénych bodov, dotyénica a os x splyvaji (Obr. 2.17, korefi &' na
Obr. 2.15).

Nebezpecné st nielen samotné stacionarne body f(x), ale aj body v ich blizkom okoli.
V takych pripadoch doty¢nica ku grafu funkcie f(x) zviera s osou x ve'mi maly uhol. Jej

priesecnik s osou x lezi d’aleko od hl'adaného koretla «;, mimo intervalu {a;, b; (pozri

kap. 2.2.1). Ak rovnica ma viac koreniov, metéda moze skonvergovat’ k inému korenu ale-
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bo moéze divergovat. Nie nepodstatnou je tieZ skutoCnost, ze hodnota | f'(x,)| je
v takychto bodoch vel'mi mala a bude spdsobovat’ vel'k zaokrihl'ovaciu chybu vo vypocte
(2.6). Z tohto dovodu sa pokial’ mozno vyhybame vSetkym stacionarnym bodom funkcie
a intervaly (a;, b;) volime bez lokalnych extrémov (minimum, maximum), inflexnych bo-
dov a bodov, ktoré lezia v ich blizkom okoli.

fx)

—————--C

x=t'

f)

Obr. 2.15. Dotycnice v staciondrnych bodoch

) @3
&)
Obr. 2.16. Dotycnica v bode blizkom stacionarnemu bodu

Typicky priklad, kde Newtonova metdda y
zlyhava, je rieSenie kubickych rovnic typu x* = 0
(Obr. 2.17). fx)
Riesenie:
Funkcia f(x)=x" @ x=t

Stacionarne body funkcie:
f'(x)=3x"; f'(x)=0 => x=0
Inflexné body funkcie:
£1(0=6x; f7(x)=0 => x=0

Obr. 2.17
Doty¢nica ¢ ku grafu funkcie f(x)vedena bodom [0,0] je totoZnd s osou x a ma s fiou neko-

necne vela priesecnikov.

51



Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

Vol'ba Starovacej hodnoty x, klI'icovym sposobom ovplyviiuje konvergenciu Newto-
novej metddy a to tak, ze metoda moze:
« konvergovat’ k h'adanému korefiu rovnice,
« konvergovat’ k inému korefiu rovnice,

« divergovat’ (nekonverguje k Ziadnemu koreniu rovnice).

2.2.2.3 Secant metoda

Nazyva sa aj metoda se¢nic (tetiv). Patri do skupiny metod linearnej interpolacie (Se-
cant, Regula Falsi), ktoré vyuzivaji v okoli hl'adaného korena o aproximaciu grafu funkcie
y = f(x) priamkou, jej secnicou. Predpoklada sa, Ze funkcia f(x) je na (a, b) spojita
a neobsahuje body s rovnakou funk¢énou hodnotou.

Itera¢na formula ma tvar

— X i=1,2,.., 2.7
=5 S )f(,l) 1) @D

¢o je vlastne vypocet prieseénika x;:; secnice grafu funkcie f(x) s osou x, prechadzajucej
bodmi grafu funkcie [x;, f(x;)] a [xi1, f(x:i-1)] (overte). (Obr. 2.18).

y

f(xie1)

(Pemmmmecme——-

---
1S3
=

T

Obr. 2.18. Metoda secnic (Secant metoda)

Metdda je dvojkrokova. V iteracnej formule vystupuja dva predchadzajuce body x;
a x;., preto vypocet zacina vol'bou dvoch vhodnych Startovacich bodov x¢ a x; a pokracuje
vypoc¢tom nasledovnikov x;;1:

X, C , o TN
i=0 = X, =x—f(x )ﬁ na vypocet x, (prva vypocitana aproximacia) je po-
S (%) =/ (x trebné poznat’ 2 (predchadzajuce) hodnoty x,, x,,
X, . .
= X —————— , navypocet x, je potrebné poznat’ 2 hodnoty x,, x,,
i=1 = X= f(z)f()f(xz) vyp s Jep poz Y Xy, %
X

i=2 = x,=x-f(x;)

; navypocet x, je potrebné poznat’ 2 hodnoty x; , x,,

f(xz) f(x3)
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Mg T X ; na vypocet x, je potrebné poznat’ 2 predchadza-

S ) = (%) ,

i=k-1=%=X%_—f(x_)
juce hodnoty x, ,,x,_,,

Dostavame tak postupnost’ iteracii { x,,x,,..., X, ,... } , ktora (pri zabezpeceni podmienok

konvergencie metddy) konverguje k hladanému koreiu «.

DalSie vlastnosti

o Ak metoda na danom intervale konverguje, Startovacimi bodmi mézu byt I'ubovolné dva
body intervalu {a, b). Zvycajne volime krajné¢ body intervalu a alebo b, resp. body, ktoré
leZia ¢o mozno najblizsie k h'adanému koretiu o

o Metoda je staciondrna — kazdu iteraciu pocitame podla tej istej iteracnej funkcie q.
: . . 1 .
o Da sa odvodit, ze rychlost’ konvergencie metody je radu 25 1+ J5 )=1,618.

o Metoda konverguje pomalSie ako Newtonova metoda.
o Metodda si nevyzaduje v kazdom kroku vypocet f'(x,), staci poznat len f(x, ;) a f(x,).

f(‘xi—l) _f(xi) , dosta-

Xiog =%

« Ak v Newtonovej metode nahradime f'(x,) pomernou diferenciou

neme Secant metodu.

Geometricka interpretacia metody

y Zvolime zaCiato¢né aproximacie x,, x, kore-
na a. Bodmi [x,, f(x,)], [x,,f(x,)]vedieme
secnicu. Jej prieseCnik s osou x ozna¢ime x, .
Potom vedieme sec¢nicu bodmi [x,,f(x,)],

[x,,f(x,)] ajej priesenik s osou x oznacime

x;, atd. Dostadvame postupnost’ aproximacii

korena {x,,x,,x,,x,...}, ktora, ak metdda

Obr. 2.19. Metéda secnic konverguje, konverguje k hl'adanému kore-
u « (Obr. 2.19).

,,Uskalia ” metody
Metdda je zradna, ak:
. |f(xl.71)—f(xl.)|= 0, t.j. f(x_)=f(x),ale x,#x,,, seCnica je rovnobezna s osou x, 0S x

nepretina vo vlastnom bode.

53



Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

|f(xl._1)—f(xi)|—)0, t.j. f(x)=f(x_), ale x,#x,, (pozri (2.7)). Potom se¢nica grafu
funkcie f(x) zviera s osou x vel'mi maly uhol (Obr. 2.20). Jej priesecnik s osou x lezi d’ale-
ko od hl'adaného koreiia, mimo intervalu {a;, b;) (pozri kap.2.2.1). Ak rovnica ma viac ko-
renov, metoda skonverguje k inému koreiiu alebo bude divergovat’. Podobne ako v pripade
Newtonovej metdody mald hodnota menovatel'a v itera¢nej formule bude sposobovat’ vel'ka
chybu vo vypocte. Z tohto dovodu sa pokial’ mozno vyhybame vSetkym stacionarnym bo-
dom funkcie a intervaly (a;, b;) volime bez lokalnych extrémov (minimum, maximum), in-
flexnych bodov a bodov, ktoré¢ lezia v ich blizkom okoli.

Interval {a;, b;) obsahuje lokalne extrémy, minimum alebo maximum. Extrém leziaci medzi
X; a x;.1 moze spdsobit’, Ze seCnica nepretne os x v blizkom okoli korena a iteracny proces

skonverguje bud’ k inému koreniu alebo bude divergovat’ (Obr. 2.21).

fo) f)

Obr. 2.20 Obr. 2.21

2.2.2.4 Konvergencia Newtonovej a Secant metody

Konvergenciu oboch metdd na {(a, b) zarucuje tato veta:

Veta 2.5 Nech:

l.
2.

3.

f(x)je spojita na (a, b),

Aa)Ab) <0,

na (a, b) je f'(x,)spojitd a nemeni znamienko, t. j. preVx e <a,b>je f'(x)>0 alebo
f'(x)<0 ( f(x)je rydzomonotdnna — rastuca alebo klesajuca),

na (a, b) je f"(x,)spojitd a nemeni znamienko, t. j. pre Vx <a,b>je je f"(x)>0 alebo

f"(x)<0 ( f(x)je rydzonkonvexna alebo rydzokonkavna),

potom Newtonova aj Secant metdda konverguje ku koretiu o rovnice f(x)=0 pre l'ubovol'né

Startovacie body z intervalu (a, b).(pozri literataru [3])
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Rastuca konvexna funkcia Rastuca konkdavna funkcia

£'(x)>0 A £"(x)>0 Fx)>0 A £'(x)<0

Klesajuca konvexnd funkcia Klesajuca konkavna funkcia

f'(x)<0 A f"(x)>0 f'(x)<0 A f'"(x)<0

Obr. 2.22. Konvergencia Newtonovej a Secant metody — priebeh funkcie

2.3 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD ¢&. 1

Jeden z koretiov rovnice X-2" =1 lezi v intervale <O, 1>.

1. Overte podmienky existencie a jednoznacnosti tohto korefia na danom intervale.

2. Newtonovou metddou vypocitajte prvé dve iteracie x;,x, korefia rovnice pre Startovaci
bod x, =0,8.
Mozeme iteraciu x, povazovat za hladany korenn rovnice pri volbe tolerancie

£(xz) < 107 (t.j. za numerické rieSenie s prenostou 107)? Svoje tvrdenie zdovodnite.
3. Metodou linedrnej interpolécie — Secant metddou vypocitajte iterdciu x, korefia rovnice

pre Startovacie body x, =0,7, x,=0,75.

Mozeme iteraciu x, povazovat’ za hl'adany koren rovnice pri vol'be tolerancie

e(xp) < 10739 Svoje tvrdenie zdovodnite.
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RIESENIE

Rovnicu najskor upravime na tvar f{x) = 0:
x-2"=1
x-2"-1=0 = f(x)=x-2"-1

1. Podmienky existencie a jednoznacnosti korena na
danom intervale
Z grafu funkcie f{x) (Obr. 2.23) vidime, ze f(x)
je na danom intervale spojita, rastiuca a konvexna, graf f{x) pretina os x, ¢o zarucuje existenciu
a jednoznacnost’ koreia na danom intervale. Overime analyticky:

Spojitost f(x) na <0,1>: D(f)=R => <0,1> c D(f)y => fix)je spojita aj na <O,1>.

Obr. 2.23. Graf f(x)

Existencia korena na <0, 1> :
A0)A1) <0
(0-2°=1)-(1-2' =1)=(=1)-1=-1<0 => na (0,1)existuje koreii rovnice
Jednoznacnost korena rovnice:
Stacionarne body:
f'(x)=0
1-2°+x-2"-1n(2)-0 =0
2°(I+x-In(2)) =0 => 1+x-In(2)=0 (preVxeR je2" >0)
1

In(2)
x=-1,4427

x=-1,4427 ¢ <O,1> a ani nelezi v blizkosti tohto intervalu => f'(x)nemeni na <O,1> zna-

mienko, t. j v intervale <O,1> nelezi Ziadny staciondrny bod, f(x) je na <O,1> rydzomonotonna
(funkcia je rastuca (pozri graf f{x), Obr. 2.23).

Inflexné body funkcie:
f'(x)=0
2" In(2)+2" -In(2) + x-In(2) - 2" - In(2)=0
2" In(2)-(2+x-In(2))=0=>2+x-In(2)=0 (preVx e R je 2" -In(2) > 0)
2
n(2)
x =-2,88539

x=-2,88539¢ <0,l> a ani nelezi v blizkosti intervalu => f "(x) nemeni na <0,1> znamienko,

f"(0)=2In2>0, t.jfix)jena <0, 1> rydzokonvexna (pozri graf f{x), Obr. 2.23).
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2. Newtonova metoda

xo =x - L) Lf() =327 -1 £ =2 (14 xIn(2))

f(xi)
x,=0,8 (Startovaci bod)

08

g SO g 0BTl 03988 e

1(x,) 2% (140,8.1n(2)) 2,70657

0,65484

SO0 sy OESSEATEL o 031011

(x,) 206553 (1 40,65484.In(2)) 2,28909

Dana je tolerancia: &(x;) < 107,

Odhad chyby pre iterdaciu korena x,:
|f (x)]

|x2 —0!|S€ ) A &(xy)=

b

Z grafu (Obr. 2.24):
m=|f'(0)|=[2"(1+0.In(2))| =1

|f(x2 )| 064129 _ 1‘
1
=0,00024 =0,24. 1072 <1073 st

e(x,)=

Obr. 2.24. Graf |f"(x)| pre x(0,1)

Zaver. Pri vol'be Starovacieho bodu x,=0,8 a tolerancie vzhl'adom na odhad chyby

£(xp) < 10™ modZeme iteraciu x,=0,64129 povazovat’ za hl'adany korefi « s presnostou 107,
tj. a20,64129, a€(x, —¢, x, +&)=(0,65384;0,65584)
alebo zapiseme a = 0,65484 +10°.

3. Secant metoda

—X

T : L2,..., =x2 -1
=x,— f(x )f(ll) f() f(x) =x
x,=0,7, x,=0,5 (Startovacie body)
—X
A )f( x,) = f(x)
=0,5-(0,5-2% —1)- 070,7—0,5 _
(0,7-2%7 =1)-(0,5-2°° - 1)
0,7-0,5

=0,7—-(~0,29289)-
0,13715—(~0,29289)

=0,63621
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Dana je tolerancia: &(xy) < 107

Odhad chyby pre iterdciu korena x,:

|x2 —a| <e(x,) A e(x,) =M, m=min|/f"(x)

Z grafu (Obr. 2.24): "

m=|£(0)|=[2".(1+0.In(2))[=1

S| [0.63621.20¢ —1\
m 1

Zaver. Pri volbe 3tartovacich bodov x,=0,7a x,=0,5 a tolerancie &(x;) <10~ iteraciu

, xe(0,1)

&(x,)

=0,01116=11,16.10°>10"°

x,=0,63621 nemdZeme povazovat’ za hl'adany koren, numerické rieSenie rovnice x-2* =1.
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3 VLASTNE CISLA, VLASTNE VEKTORY MATICE

S vlastnymi ¢islami a vlastnymi vektormi matice sa stretdvame vo viacerych oblas-
tiach technickej praxe. Napriklad v mechanike motorov sa kazdé zo zalomeni kl'ukového
hriadel’a piestového spalovacieho motora nahradza torznou sustavou. RieSenim tejto sustavy
(budenie neuvazujeme) su vlastné frekvencie (vlastné ¢isla) a zaroven aj vlastné tvary kmita-
nia (vlastné vektory). Dalej sa snimi modzeme stretnat pri chveni fyzikalnych sustav,
v pruznosti pri vzperoch ¢i v tlohach z kvantovej fyziky.

3.1 ZAKLADNE POJMY LINEARNEJ ALGEBRY

V tejto Casti strucne uvadzame tie zdkladné pojmy linedrnej algebry, ktoré su potrebné

na osvojenie si problematiky uvedenej v tejto kapitole a v kapitole ¢.4.

Matica

Definicia 3.1 Matica 4 typu mxn, m,n € N je mnozina m-n vo vSeobecnosti komplexnych

Cisel a, usporiadanych do m riadkov a n stlpcov

a, a, a;...4a

n

a, 4y Ay ... d,

n

A=|a; ay ay ... a4

n

a,a,,a,,..da

Strucne zapisujeme A=A =(a[j) =(a,.’j), a;€R Vv a,e C,i=12,..m, j=1,2,..,n.

Prvky a., i=1,2,...,min(m, n) nazyvame diagonalnymi prvkami matice A .

Tieto prvky lezia na hlavnej diagondle (hlavnej uhlopriecke) matice 4.

Prvky a,,,a,,,a;, ,,...,a,lezia na vedlajSej diagonale (vedlajSej uhlopriecke) matice 4.
Poznamka. Budeme pracovat’ len s maticami, ktorych prvky su realne cisla.

Definicia 3.2 Maticu x typu (1, n), n € N, nazyvame riadkovym vektorom a oznacujeme

X=(X,%Xy,...,X,).

Definicia 3.3 Maticu X typu (n, 1), n € N, nazyvame stipcovym vektorom a oznacujeme
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Operacie s maticami:
mxn ij

o sudet 2 matic: 4 +Bmxn:(aij+b.,) , i=12,...m; j=12,...,n,

o rozdiel 2 matic: 4, , - B, , =(ai/. - b, )mxn, i=12,..m; j=12,..,n,

n 1

o saCin 2 matic: 4,,,-B,.,=C,.,; ¢, = kZ:al.k by,
=1
resp. ¢; =iR, - jSy, kde iR, je i-ty riadok matice 4, jS,je -ty stipec matice B,
« nasobenie matice konStantou: ¢- 4= (c-al.j) ,ceR,i=12,..m; j=12,...n.

3

Poznamka. Na oznacenie si¢inu matic ako aj nasobenia Cisel (skalarov) je pouzity ten isty symbol ,,-*.

Upozoriiujeme vSak, ze operacia nasobenia matic je ind ako ndsobenie Cisel!

Typy matic a jej prvkov

Definicia 3.4 Matica A=A __ sa nazyva obdiZnikov4, ak ma rozny pocet stipcov a riadkov,

L_[(1-2-3
o 4-7)

Definicia 3.5 Matica 4= 4 __ sanazyva §tvorcova matica stupia alebo radu n, ak ma taky

mxn

t.j. m #n, napr.

isty pocet riadkov ako stipcov, t. j. ked plati m = n ; oznadujeme A

Y 12
23 0)

Definicia 3.6 Stvorcova matica D = D, sa nazyva diagonalna matica, ak ma vsetky prvky

alebo iba stru¢ne 4, ,

napr.

okrem prvkov hlavnej diagonaly rovné 0, t.j ked’ pre jej prvky plati &, , =0 pre vSetky i+ j,
i,j=12,...,n, napr.
-200
D,=| 080
001

Definicia 3.7 Matica 4= A4 sanazyva nulova matica, ked vSetky jej prvky sa rovnaji

mxn

nule, t. j. a; = 0,i=L2,...,m, j=12,...,n, napr.

L (000
2x3 000

Definicia 3.8 Stvorcova matica E = E, sa nazyva jednotkova matica, ak matica E, je dia-
gonalna a vSetky prvky na hlavnej diagonale st rovné 1, t. j. ked’ pre jej prvky plati

e. =1, e =0,i#j,1i,j=12,..,n; napr.
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100
E,=010|
001
Poznamka. Plati £ -4 =A -E =A,.

Definicia 3.9 Matica A" = 4] sanazyva transponovana matica k matici 4

nxm mxn %

ked’ plati

T _
a;=a,, napr.

14

123 .
A= = A"=|25
456

36

Determinant matice

Definicia 3.10 Nech 4= A, je Stvorcovd matica stupna n. Determinantom matice A nazy-

vame Cislo det(A) = |A

, ktoré je matici A priradené jednoznacne a vypocita sa takto:
 pre maticu stupia n = 1: |A| = |a”| =a,,

a, a

. N > i - 1. % 2|

 pre maticu stupna n =2 podla tzv. kriZového pravidla: |A| =l .l a,, Ay —a, "y,
21 722

 pre maticu stupna n =3 podl’a tzv. Sarrusovho pravidla:
ayy Ay Ay
|A| =y Gy | = (a0 055 + Q505 + AyA30,5) = (43,5015 + Q150,053 + ya54,,)
as, Ay, Qs
Na vypocet mozeme pouzit’ schému sucinov. Pod determinant podpiSeme prvé 2 riadky
alebo k determinantu pripiSeme sprava prvé 2 stipce, pomocnymi priamkami spojime &ini-
tele v jednotlivych suc¢inoch. Suciny orientované zl'ava doprava smerom dolu maji zna-

mienko + a suciny orientované zl'ava doprava smerom hore maju znamienko —.

4y g s |4y Ay
|A| =9 %

ay ay, Ay |y Ay

2 G|y Ay

 pre maticu stupiia n > 4 pouzijeme

= rozvoj podla i-teho riadku: |4|= i(—l)”-’ -a, -‘Ay.

J=1

b

.

= rozvoj podla j-teho stipca: | 4] = Zn:(—l)”-/ -a, -‘A
i=1
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Matica A4; sa nazyva submatica matice 4 a ‘Aij‘ je subdeterminantom matice A.

Definicia 3.11 Subdeterminantom (minorom) matice 4=4,,n22 k prvku a;, nazyvame

determinant submatice ‘Ay‘ stupiia (n—1), ktort dostaneme vynechanim i-teho riadku a j-teho

stipca matice A .

DalSie typy matic

Definicia 3.12 Stvorcova matica 4= A4, sa nazyva regulidrna matica, ked’
4] =0 (det(4)=0).

Definicia 3.13 Stvorcova matica A™' sa nazyva inverzna matica k (regularnej) matici 4,

ked’ plati

a, o ..o

nl
a_ 1 jop oy, .a,
|4

a, O, ... 0

nn

kde a, =(~1)"

4;|, je algebraicky doplnok k prvku a, matice A.

Poznamka.

e Pre regularne matice A, B plati:

(47) =4,

A-A'=A4"-A=E,

(4-B) =B 47,

-1 -1
47| =4
Na ngjdenie inverznej matice existuje viac metdd, napr.

e Gauss-Jordanova metdda: (A | E ) ~ekviv. tipravy ~ (E| A™") alebo,

) ab | d-b
e pre maticu druhého stupna plati: 4 = = 4 =—- ,
cd |A| —-c a
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1
— 0 . 0
dll
0 : 0
« pre diagonalnu maticu stupiia n plati: D' = d,, ,d,#0.
1
0 0..cc... —
d

Definicia 3.14 Stvorcovi maticu 4 = A, povazujeme za riedku, ked’ ma rddovo n nenulovych

prvkov.

Poznamka. Ak maticu 4= A4, roz¢lenime na 4 submatice Mm, Nysns Prsm @ R xns

mxm mxn v ’ : r
Amenyeimny = ( j , potom asponi jedna z matic Ny, Ppwm je nulova => |A| = |M | : |R| ,

P R.
napr.
211000
141000 11 210
A, ;"1__1?_2_1_6",-M2=(12ij, Nyy=0, P, =01 |,R,=|141|=>|4|=|M,|-|R|=7-12=84.
01141 00 012
00012

Definicia 3.15 Opakom riedkej matice je plna (vSeobecnd) matica 4, .

Definicia 3.16 Matica 4 sa nazyva Specialna matica, ak ma aspoi jednu z nasledujucich
vlastnosti:

Definicia 3.17 Stvorcova matica 4= A, je pasova matica radu n, ked’ existuji také ¢isla
p.qeN, ze a; =0 pre j>i+paleboi> j+gq,t. j. ma:
= p pasov nenulovych prvkov nad hlavnou diagondlou,

e ¢ pasov nenulovych prvkov pod hlavnou diagonalou,

Cislo w = p+¢+1 sa nazyva §irka pasu.

Pasova matica je Specidlnym pripadom riedkej matice.

all***o

Napr. pasova matica 4, = , w=ptwtl =3+2+1 =6.

0 o o ag

S o o O O
O
O
<
£
*
*

0 0 o O ag
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Definicia 3.18 Stvorcova matica 4= 4, je ostro diagonilne dominantna matica (ODD),

ked’ pre jej diagonalne prvky a, plati |aﬁ| > i‘% ,i=1,2, .., n,napr.
1
J#l
-5 21
A=| 2 4-1]|.

1 0 3

Definicia 3.19 Stvorcovd matica 4= A4, sa nazyva symetricka prave vtedy, ked 4" =4,

t.j. ked a; =a pre vSetky dvojice indexov i, j, napr.

31-2
A=| 1 0 4]
2 4-7

Definicia 3.20 Symetrickd matica 4= 4, je pozitivne definitna, ked’ pre kazdy nenulovy

stipcovy vektor X =(x,,x, ,...,x,)" plati:

n
X' A4-x= in-aij-xj>0.
i,j=1
Je zreymé, ze vysledkom je ¢islo. Priamo overit’ tuto podmienku nie je 'ahké. Inua, lahSiu
moznost’ overenia, €i je symetricka matica 4 pozitivne definitnd, pontka Casto uvadzana
(nutna a postacujuca) podmienka pozitivnej definitnosti zndma ako Sylvesterovo krité-
rium:

Veta 3.1 (Sylvesterovo kritérium) Stvorcovii maticu 4= 4, nazveme pozitivne definitnou

prave vtedy, ked’ vSetky jej hlavné subdeterminanty A4; su kladné, t. j. ked’ plati

a a @i o a13 a a a a
| 4,=|a,, [>0, |4, |= e >0, |4y [=|ay, ay apl>0, ... |4, |= doe s 150
Ay, Ayl 7T T T T e
ay; dz dig
anl an2 an3 ann
Napr.
1 2 1 1 2 1
A=|2 5 2|, |4|=]1]=1, |A2|:‘ ‘ L, |4|=[2 5 2[=2
1 2 3 1 2 3
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Norma matice

Readlne ¢islo ||A|| priradené matici A4, ktoré je v ur¢itom zmysle mierou jej vel'kosti, sa nazy-
va norma matice 4. Existuje vel'a moznosti ako definovat’ normu matice. Obmedzime sa na

niz8ie uvedené definicie:

Definicia 3.21 Nech A je redlna matica. Potom pre tito maticu st definované normy:

n
a) riadkova: ||A||R = max Z| a; | — (maximalny sucet v riadkoch),
Jj=1

i=1,2,....n

b) stipcova: ||A|| = max Zn:| a; | — (maximalny sucet v stipcoch),

? i=1

S =12

¢) euklidovska: ||A||E -

Definicia 3.22 Pre normy redlneho stipcového vektora X = (x,,x,,...,x,)" plati:

a) riadkova: ||)_c||R: max

i=1,2,...,n

X;

b

b) stipcova: ||)?||S:Zn:|xi
i=1

c) cuklidovska: x|, = /i X7
i=1

Vlastnosti normy matice:

0 [4]20,

b

A|| =0, ak 4 je nulova matica,

b) fa-4|=|al]|4

,kde x e R,

©) [4+8] <|4+[z

, trojuholnikové nerovnost,

d) |4.8] <45

2

e) |4-%]|<]4]-|*

, podmienka konzistencie.
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3.2 ZAKLADNE POJMY PRE VLASTNE CISLA, VEKTORY MATICE

Definicia 3.23 Nech 4= 4, je Stvorcova matica. Cislo A €C (vo vieobecnosti), pre ktoré

ma systém
Av=1-v 3.1

nenulové rieSeniev = 0, sa nazyva vlastné ¢islo matice 4.

Definicia 3.24 Nenulovy vektor

V0, V=(v,Vy0v,) =

v

prisluchajtci vlastnému cislu A, ktory je rieSenim (3.1), sa nazyva vlastny vektor matice A.
Veta 3.2 Vlastné vektory prisluchajiice réznym vlastnym ¢islam st linearne nezavislé.
Definicia 3.25 Mnozinu vlastnych ¢isel matice 4 voldme spektrom matice A4.

Definicia 3.26 Maticu A, nazyvame spektralnou maticou prislichajlicou matici 4, pricom
A, i=1,2, .., nstvSetky vlastné ¢isla matice 4 (vratane ich nasobnosti):

20 00..0
04,00..0
A,=0040..0

Definicia 3.27 Nech A,,4,,...,4, st vietky vlastné &isla matice 4. Cislo p(A4) nazyvame

spektralny polomerom matice 4, kde p(A4)=max{|4, |,[4, |, ..., |4, |} .

Veta 3.3 Nech p(A4) je spektralny polomer matice 4 a ||A|| je l'ubovol'nad norma matice 4.
Potom plati p(A4) < ||A||
Hl'adanie vlastnych ¢isel a vlastnych vektorov sa Casto nazyva ako uplny alebo Cias-

to¢ny problém vlastnych Cisel.
1. Uplny problém vlastnych &isel spoéiva v uréeni vietkych vlastnych &isel, a to:

a) metddami zalozenymi na vypocte vlastnych ¢isel z charakteristického polynému alebo,

b) metodami vyuzivajicimi vzt'ah podobnosti matic.
2. Ciastoény problém vlastnych ¢isel spoéiva v uréeni len niektorych vlastnych &isel, napr.

dominantného (najvéacsieho) resp. najmensieho vlastného cisla, alebo vlastného ¢isla le-
ziaceho v urcitom intervale.
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33 VYPOCET VLASTNYCH CISEL MATICE
Z CHARAKTERISTICKEHO POLYNOMU

Pri vypocte vlastnych Cisel matice vychadzajme z rovnosti (3.1). Pripominame, Ze ma-
tica 4 je stupia n, 1 € C. Upravami dostaneme:

AV =1V
Av-1-v=0
(A-1-E)-v =0,

kde E je jednotkova matica radu n.
Systém (A—A-E)-X =0je homogénny systém, ktory ma nenulové riesenie, ked’ determinant
matice tohto systému sa rovna nule, t. j.

| A-2-E| =0. (3.2)
Rovnicu (3.2) nazyvame charakteristicka rovnica.

Vsimnime si 'avl stranu charakteristickej rovnice

a, a,, a; ... a, 1000..0
|A—/”L-E|: Ay Ay Gy ... Gy, _ . 0100..0 _
a, a,, Q. ..a,, 00060..1
ay, a, a ... a, A000..0 a, -4 a, a; a,,
|| @ @ Ay a, | 0200..0 _ | a,,— A  a,, a,, =P(A)
anlanzan3ann 00001 anl ........... anza,ﬂa’m_ﬂ

Polynom P,(1) =|4, — A E,| sa nazyva charakteristicky polyném. Je stupiia n, n € N.

Z definicie Definicia 3.23 vyplyva, Ze vlastné ¢isla matice 4 st korene charakteristic-

kého polynéomu P, (4).

Poznamka. Korene polynomu P (A1) st vo vSeobecnosti komplexné ¢isla. Komplexné ¢isla majt tvar
z=a+bi, kde a, b su reilne &isla a i je imaginarna (komplexna) jednotka, i*=—1. Zobrazuji sa
v komplexnej rovine ako body z so suradnicami [a, b]. V mnozine komplexnych Cisel rozliSujeme:
a) realne Cislaz=a + bi, b =0,
b) imaginarne Cislaz=a + bi, b # 0.
Cislazy=a+biaz,=a—bi nazyvame komplexne zdruzené ¢isla.

Ak matica 4 ma n vlastnych ¢isel (4,,4,,...,4,), potom polynom P, (1) mdéZeme roz-

lozit’ na stcin korenovych Cinitel'ov takto:
B(D)=(A=-4)-(A=4)-(A=4)-(A=4) ... - (A=4,) - (A=4,).
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Zo stupiia polynému vieme potom urcit’ kol'ko redlnych a kol’ko imaginarnych (komplexne

zdruzenych) vlastnych ¢isel moZe mat’ matica 4. Pomdze ndm v tom nasledujuca uvaha:

« Ak n je parne Cislo, potom P (4) = M,(1)-N,(A) - ... -R,(1), kde
My(D)=(2=2)(A=1). Ny(D=(A= 1) (A=A es Re(D)=(A=2,.)-(A=12,).

o Ak n je neparne Cislo, potom P (4) = M,(1)-N,(4) - ... -R,(1)-G,(4), kde
My(AD)=(A=4) (A=4), ... Ry (D) =(A~4,,) - (A-4,), G(D)=(A-4,).

D4 sa ukazat’, Ze absolutny Clen charakteristického polynomu P (1) sa rovna deter-

minantu matice 4 a zaroven sucinu vlastnych ¢isel. Pripominame, ze korene polynému 2.
stupfia mo6Zu byt’ 2 redlne alebo 2 komplexne zdruZené ¢isla. Polyném 1. stupiia (G, (1)) ma

len 1 realny koren.

Priklad 1.

Matici 4, , bude prisluchat’ 7 vlastnych ¢isel, ktoré st rieSenim charakteristickej rovnice (3.2)

. Charakteristicky polyném bude 7. stupiia, pricom
P (A)=M,(4)-N,(4)-R,(1)-G,(1).

Vlastné c¢isla matice 4, , preto mozu byt

moznosti 1 ) 3. 4
typ
realne 7 5 3 1
imagindrne (komplexne zdruzené) 0 2 4
)y 7 7 7 7

Priklad 2.
Matici A4, bude prislichat’ 6 vlastnych cisel, ktoré su rieSenim (3.2). Charakteristicky poly-
nom bude 6. stupnia, priCom F,(1)=M,(A)-N,(4)-R,(4).

Vlastné ¢isla matice A4, , preto mézu byt

moznosti 1 ) 3. 4
typ
realne 6 4 2 0
imaginarne (komplexne zdruzené) 0 2 4 6
> 6 6 6 6

Vlastnosti vlastnych ¢isel
« Nasobnostou vlastného ¢isla nazyvame nasobnost’ korena rovnice (3.2).
« Ak matica A4 je stupnia n, potom ma n vlastnych ¢isel (4,,4,,...,4,) vratane ich nasobnosti.

o Vlastné ¢isla redlnej a symetrickej matice 4 st realne ¢isla.
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» Vlastné Cisla redlnej (nie symetrickej) matice 4 moZu byt aj redlne aj komplexne zdruzené
¢isla.

« Ak matica A4 je symetricka a pozitivne definitna, potom vsetky jej vlastné ¢isla su kladné
¢isla.

o Ak matica 4 je trojuholnikova (pozri definicie 4.2 a 4.3 v kapitole 4), potom jej vlastné
¢isla st prvky hlavnej diagonaly.

3.4 ODHAD POLOHY VLASTNYCH CISEL MATICE

Vypocet vlastnych ¢isel matice 4 z charakteristickej rovnice (3.2) nie je jednoduchy,
najmi ak ide o rozsiahlejSie matice vysSieho radu. Preto vlastné Cisla matice, ako aj hodnotu
jej spektralneho polomeru p(4) véa¢sinou odhadujeme. Na vypocet odhadu existuju rézne nu-
merické metody.

Na odhad polohy vlastnych ¢isel v komplexnej rovine mézeme pouzit' niektoru
z nasledovnych viet:

Veta 3.4 (GERSGORINOVA VETA 1)

Nech je dand Stvorcova matica 4 = 4, . Potom vSetky jej vlastné Cisla lezia v oblasti D =UC[
i=1

,i=1,2,.,n}, t. j. C je kruh so stredom S§,=(q,,0)

2

n
, kde C ={z,zeC,|z—q,|<)|a,
y

n
a polomerom 7, = Z| a

i=1
i#j

1l

Polomer 7, sa rovna suctu absoliitnych hodn6t prvkov @, okrem prvku a, v i-tom riadku.

Veta 3.5 (GERSGORINOVA VETA 2)
Ked zjednotenie kruhov z vety Veta 3.4 tvori niekol’ko suvislych mnozin, potom v kazdej

z nich lezi tol’ko vlastnych ¢isel, kol’ko kruhov ju tvori.
Poznamka. Veta nehovori ni¢ o tom, v ktorej Casti suvislej] mnoziny vlastné Cisla lezia. Moze to byt
tak prienik kruhov ako aj oblast’ mimo neho.

2-2
Napriklad matici A=(4 7} prisluchaju dve vlastné ¢isla. Ich polohu v komplexne;j

2
rovine vieme odhadnit’ pomocou oblasti D:UC,- a ich presné hodnoty ziskame rieSenim

i=1

charakteristickej rovnice 1°—94+22=0,(Obr. 3.1).
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2-2 J
A= nt
4 7

Charakteristicka rovnica:
A*=94+22=0
A=45-132 —> z, =[4,5:-1,32]
A,=4,5+1,32i —> z,=[4,5; 1,32]

JzE4.51.32]

s P
/ iz =4.5:132]

Obr. 3.1. Presné rieSenie a graf polohy viastnych cisel matice A

2
Matici A=(4 7] prislichaju tiez dve vlastné Cisla, tentoraz realne (Obr. 3.2).

2 2 ¥
A=

4 7 I
Charakteristicka rovnica:
AP =91+6=0
4,=0,725 —>z =[0,725;0]
A,=8275 —> z,=[8,275; 0]
Poznadmka. A4, =0,725=0,725+0-i

Realne vlastné Cisla lezia na osi x.

Obr. 3.2. Presné rieSenie a graf polohy vlastnych cisel matice A

3.5 CIASTOCNY PROBLEM VLASTNYCH CISEL

Ciastoény problém vlastnych &isel spoéiva v uréeni len niektorych vlastnych &isel.

Definicia 3.28 Dominantnym (najvacsim v absolutnej hodnote) vlastnym ¢islom matice 4

nazyvame vlastné ¢islo 4, s najvacsou absoliitnou hodnotou:

paE—)

4

2/f’l

AL AL, - }, kde A; su vlastné ¢isla matice 4.

Definicia 3.29 Najmensim vlastnym ¢islom matice 4 nazyvame vlastné ¢islo Ay, s najmen-
Sou absolutnou hodnotou:

A

4 n

) 9 ses

| A, |=min{|4

2|, |4}

Polohu najmensieho vlastného c¢isla vieme odhadnuit’ na zaklade tejto vety:

70



Viastné cisla, vlastné vektory matice

Veta 3.6 Pre najmensSie vlastné ¢islo matice A plati odhad:

| A| < 2l hey ey - oK, de K= /Zaf ,i=1,2,..,n.
Jj=1

V praxi viacSinou h'adame dominantné vlastné ¢islo matice. Na jeho vypocet sa pouZiva via-

cero metod. Najznadmejsia z nich je mocninovd metdda a jej modifikacie (napr. Rayleigho
podiel).

3.5.1 MOCNINOVA METODA

Veta 3.7 Predpoklady:

a) Nech matica 4 = A4, ma n linedrne nezavislych vlastnych vektorov v,,i=1,2, ..., n.
b) Nech pre vlastné ¢isla matice 4 plati:

4> |42 |4 2.2

ﬂ’ﬂ

: (3.3)

a teda existuje jediné dominantné vlastné Cislo 4, = A, matice A4.

Zostrojme postupnost’ vektorov { 3} taku, Ze

y =459, k=0,1,2,..(iteracie),

t].
y(l) — A_y(())
y(z) =4. y(l)
atd’,

n
kde startovaci vektor ¥ =Y a, v, =, -V, +a, -V, +.. 4@, -,

n’
i=l1

pricom ¢; € R a o, #0. Na
zaklade definicie (3.1):

n n
=) _ =(0) _ = _ =
y'=4y —Zai'A'Vi_zai'/li'vi’
-1 im1

n n
—2) _ =) _ 42 5(0) _ 2 = _ 2 =
yi=4-y ' =4"y _Zai'A 'vi_zai'ﬂ'i Vi
i=1 i=1

n n
—(k) _ —(k=1) _ 4k —=(0) _ ko= _ k=
Yy _A'y =4 ©y _Zai'A 'vi_zai'ﬂ? Vi
i=1 i=1

k k
_ _ A
:Ak[al-vl+a2 -%-v2+...+an- L -vn},

ﬂ,Ik
k
c A N _
dalej llm—’kzo a llm—kyk =q,v, pre vietky i =2, 3, ..., n.
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(k)

Potom pre T'ubovol'ny vektor z , pre ktory z' -3 #0 a pre najvicsie vlastné ¢islo matice

A plati

—T  —(k+l)

a2y

Poznamka. Dominantnému vlastnému ¢islu 4, = 4, zodpoveda vlastny vektor v, .

Algoritmus vypocétu dominantného ¢isla matice A mocninovou metédou

1.

Bez zastavovacej podmienky, s vopred stanovenym poctom iterdcii pit:
a) Ur&ime vhodny $tartovaci vektor 3 a dostatoény pocet iterdcii pit. (Najcastejsie sa
pouziva 3 = (1,1,..,1)".)
b) Pre k=0 az pit poCitame:
PN = 450
i) AMY.
¢) Vysledkom je A, = A/*.
So zastavovacou podmienkou | A" —2\"| < &, kde & >0 (vel'mi malé) je pozadovana
presnost’ (tolerancia) vypoctu:
a) Uréime vhodny $tartovaci vektor 7” a dostatoény podet iterécii pit.
b) Pre k=0 az pit pocitame:
1) )—/(k+1) — A . )—;(k) ,
i)y A,
ii1) zistujeme platnost’ danej zastavovacej podmienky:
» ak podmienka neplati, pokracujeme vypoctom d’alsej iteracie,
» ak podmienka plati, vypocet je ukonceny.

¢) Vysledkom je 4, = A", posledna vypogitand aproximacia.

Vzhl'adom na to, Ze na vypocet dominantného vlastného ¢isla (3.4) mézeme pouzit’ 'ubovol-

ny

vektor z , existuje vela spdsobov, ako ur€it’ (k+1)-vl iterdciu dominantného vlastného

gisla AV Najcastejsie:

« vo vektore ") ndjdeme stradnicu s najvi¢sou absoltitnou hodnotou a vo vektore z zvoli-

me odpovedajucu siradnicu rovnu 1, ostatné stradnice sa rovnaju 0:
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a zaroven sa dosiahne rychla konvergencia metdody.
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—(0)T —(k+l) =T —(k+l)
= _ =k ey _ Y Y Yoy

e vektor z=y", A7 = e Ty
yoy y

E

Vlastny vektor prislachajici dominantnému vlastnému &islu A, = %" vypoéitame:

T

—(k+1) (k+1) (k+1) (k+1)

FUD Yy N 3P Y

P P e e P S
Hy E Yole e Y le

kde H)‘/(k)“E je kladné &islo, euklidovskd norma vektora 3.

,,Uskalia“ metody
Hlavny problém metody je, Ze nevieme vopred zarucit jej konvergenciu, rozhodnut’, ¢i
su splnené pozadované predpoklady vety Veta 3.7. V pripade, Ze:

« vlastné vektory nie st linedrne nezavislé, matica 4 je singuldrna, metdda zvycajne konver-
guje vel'mi pomaly, najméd ak zavislé vektory odpovedajii dvom najvacsim vlastnym ¢islam
A, A, v zmysle zoradenia (3.3).

o |4 |=|4,|, vtedy vysledkom iteracného procesu je trieda vektorov, ktoré s linedrnou
kombinaciou 4,a4,,

« vektor 3 je takou linedrnou kombindciou vlastnych vektorov v,,

n
y :Zai-vi:al-ﬂ+a2-\72+ .o ta, v,

n n
i=l1

ze koeficient ¢, pri vlastnom vektore v,, ktorému prislicha dominantné vlastné ¢islo 4, sa
rovna 0, potom metdda neskoverguje ku spravnemu vlastnému cislu. Tato situdcia nastdva
najmi v pripade, ak stradnice vektora 3” volime celé ¢isla. Najjednoduchsou cestou, ako
sa tomuto problému vyhnut’, je volit’ suradnice ndhodné desatinné Cisla, ktoré, ak by aj spo-
sobili, ze a,=0(Co je veI'mi malo pravdepodobné), obycajne v dosledku zaokruhl'ovacich

chyb v iteracnom procese skonverguju tak, ze o, #0.

3.6 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1

Vypogitajte riadkovi, stipcovii a euklidovska normu

1 2 3
a) matice A=|-4 5 -6/,
7 8 9

b) vektorov x =(1,—2,3)" , ¥ =(0,2,3)".
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RIESENIE
a) ||A||R = max {[l|+ 2| +[3

—4|+3|+|-6

7|+(8|+|9} = max {6;15;24} = 24

b

3

3

||A||S = max {[l|+|-4|+|7 8

2|+[5]+

; ;|3 +|-6] +|9] } = max {12;15;18} =18

||, = JE 42243 4(<4) 57 +(=6)’ +7 +8" +9? =/285 = 16,882
b) x|, = max{1,2,3}=3 7], = max{0,2,3} =3
[l =1 +[2/+/3| =6 |71 =lol+{2/+[3]=5

%], =1+ (27 +3 =14 23,742 3], =V/0* +27+3* = /13 =3,606

Poznamka. VSimnite si, Ze ||f||R = ||§||R . Z tejto skuto¢nosti ale nevyplyva, Ze X =y (pozri zadanie).

PRIKLAD &. 2

Dana je matica 4.

1. Kolko vlastnych ¢isel bude prislichat’ matici 4? 1 1 3

2. Korlko redlnych a kol’ko imaginarnych vlastnych ¢isel méze mat’ A= 0-2 3
matica 4? -2 3 -16

3. Pouzitim GerSgorinovych viet:

a) zobrazte oblast’ D =UD , v ktorej lezia vSetky vlastné Cisla matice 4,

b) urcCte tie oblasti D,, v ktorych urcite lezia redlne vlastné ¢isla matice 4, stanovte ich
pocet a blizSie odhadnite ich polohu,

c) urcte tie oblasti D,, v ktorych mozu lezat’ redlne vlastné ¢isla matice 4, bliZSie od-
hadnite ich polohu a stanovte ich pocet,

d) urcte tie oblasti D,, v ktorych mo6Zu lezat’ vlastné imaginarne Cisla matice 4 a urcte
ich pocet v prislusnej oblasti D,,

e) pomocou charakteristickej rovnice vypocitajte vSetky vlastné ¢isla matice A4,

f) pre jedno redlne vlastné ¢islo matice 4 najdite odpovedajuci vlastny vektor,

g) najdite spektralny polomer matice A4,

h) urcte dominantné vlastné ¢islo matice 4 a overte ho Mocninovou metddou.

Potitajte s toleranciou | 4™ =11 | <&, 6=0,1a 7@ =(1,1,-3)".

RIESENIE

1. Pocet viastnych cisel matice A

Matica 4 je typu 3x3, budu jej prislachat’ 3 vlastné Cisla.

74



Viastné cisla, vlastné vektory matice

2. Typ viastnych cisel matice A
Matica 4 ma vSetky prvky reélne ¢isla, nie je symetricka => vlastné ¢isla matice 4 mo6zu byt
aj redlne aj imaginarne, a to bud’ vSetky redlne (0 komplexne zdruZzenych) alebo 1 realne

vlastné ¢islo a 2 komplexne zdruzené vlastné ¢isla

3. GerSgorinove vety:

a) oblast’ D =UDi :

kruh  stred polomer Dy o
2
G §=[10], =4 /_\ ﬁé;\gl
CZ: Sz =[_2)O]) rZ :3 —a0 —15 =10 - / *
C: S,=[-16,0], =5 - O

Obr. 3.3. Oblast viastnych cisel D=D,UD,

Vsetky vlastné ¢isla matice 4 lezia v oblasti D=D, UD, (Obr. 3.3).
Redlne vlastné ¢islo urcite lezi v oblasti D, . Tvori ju jeden kruh — C, , to znamena, Ze v nej
lezi jedno vlastné ¢islo, ktoré moze byt iba redlne. Redlne vlastné Cislo bude lezat’ v intervale
(21, -11).
Realne vlastné ¢isla mozu lezat’ eSte v oblasti D, =C,UC,. Oblast’ D, tvoria 2 kruhy, t. j. lezia
v nej dve vlastné ¢isla. Ak budu redlne, potom budu lezat’ v intervale (-5, 5).

Imaginarne vlastné ¢isla moézu lezat’ v oblasti D, =C, UC, . Imaginarne vlastné ¢isla mozu byt

iba komplexne zdruzené. Oblast’ D, tvoria 2 kruhy, moze v nej lezat’ dvojica komplexne zdru-

zenych vlastnych ¢isel (mimo osi x).

Vlastné ¢isla matice 4 vypocitame z charakteristickej rovnice:
1-4 1 3
|[A-2E|=0 <= |0 -2-2 3 |=0
-2 3 -16-4

(1=2)-(2=2)- (=16 =) +1-3-(=2) +0-3-3—(=2) -(-2) - 3-3-3- (1= A)=1-0- (=16 = 1)=0
-2 =174 =111+5=0

A =17A% =164+51+5=0

~AUA* +174+16)+5(A+1)=0

—AA+D)(A+16)+5(A+1)=0

~(A+D(A(A+16)-5)=0
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Vilastné cisla, vlastné vektory matice

~(A+1)(2* +162-5)=0
~(A+1)(A—(~8+69))(A—(-8-+/69))=0
Ah==1, ,=-8+69 , 4,=—8-,/69

Vlastny vektor v, prisluchajici vlastnému ¢islu 4, =—1 vypocitame nasledovne:

(A-AE)-v, =0
I-(-) 1 3 v) (0 2 1 3)vw) (0
0 -2-(-D 30 |{wml=[0] <= | 0 -1 3|50
-2 3 -16-(-1)) (v, ) |0 =2 3 -15){v,;) |0

2vi+ v, + 3v,=0
- v+ 3v,=0
—2v, +3v, —15v,=0
Sc¢itanim 1. a 3. rovnice dostavame:
4v, —12v,=0
- v,+ 3v,=0
Vidime, Ze rovnice st linedrne zavislé (1. rovnica je (—4)-ndsobok 2. rovnice. Jednu z nich
preto vynechdme. Volime jednoduchs$iu z rovnic:
-v, + 3v,=0 => v,=3,
vyjadrime v, =1, te R—{0} —parameter
v, =3t
-v,—=3v, —-3t-3t
2 2

Zaver. Vlastnému Cislu 4, =—1 prislicha (nenulovy) vlastny vektor:

Zrovnice 2v,+ v,+ 3v,=0 => vy= —3t

12 =3t} (-3
Vo=, |=| 3t|=| 3|-t=t-(-3,3,1)", teR-{0}.
Vv, t 1

Spektralny polomer matice A:
p(A) = max{4, 2|y =max{~1,|-8 +/69 —8—\/@‘}:
=max{l ; 0,3066 ; 16,3066}=16,3066=|1,].
Dominantnym vlastnym ¢islom matice 4 je vlastné ¢islo matice 4 s najvacsou absolitnou

|} V nasej ulohe je to 4, =4, =—8-/69 =-16,3066.

9 b b 2

b 9

hodnotou, |4, |= max{|/?1

Overime ho mocninovou metédou (Tabulka 3.1).
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(k+1

o Y ety _ Y © | _ =)

Vo vypocte pouzijeme A4, —W,kde‘yj ‘_Hy ‘
j

o zastavovacia podmienka ma tvar

A0 =20 <e, kde £=0,1a 3 = (1,1,-3)", 4" =0.

postupnost’ vektorov dominantné vl. ¢islo zastav. podmienka
FED = 4. 55 5O = (1,1,-3)7 AL ‘/1;’”” —ﬂ,y)‘ <0,1
y0=4-5° 0 49
_ m_ Vs _
11 3)(1 7 A —%—_—3 |4 = 2| =16,333
0= 0-2 3| 1|4 -1 ¥
10 - _16.333 16,333>0,1
-2 3 -16)\-3 49 d ’
3O = 4. 30 o
~ o ¥ —803
1 1 3 7 129 A, _W—T ‘/152)—/151)‘20’054422
yP = 0-2 3 ||-11|=| 169 )
10 - _16.3878 0,054422<0,1
-2 3 -16 49 —-803 d ’

Tabulka 3.1. Urcenie dominantného cisla mocninovou metodou

Zaver. Pri volbe $tartovacieho vektora ¥y =(1, 1,—3)Ta tolerancie ¢ =0,1 dominantnym

vlastnym &islom matice 4 je 2. iteracia A\” =—16,3878.

PRIKLAD &. 2

Ukazte, ze matica A je symetricka a pozitivne definitna.
Vyuzitim tychto vlastnosti matice 4, GerSgorinovych viet

aodhadu pre A . urcte interval, v ktorom lezi najmensie

n

_— )
whn = O

vlastné ¢islo matice 4.

RIESENIE
Matica 4 = (ay) je realna (a; € R) a symetricka (A=A"): 1. riadok = 1. stipec

2. riadok = 2. stipec
3. riadok = 3. stipec

=> vietky jej vlastné ¢isla budu redlne ¢isla ( pozri vlastnosti vlastnych cisel).

Zistime, ¢i matica A4 je aj pozitivne definitna, t. j. ¢i vSetky jej hlavné subdeterminanty

|4 ,i=1,2,3 st kladné &isla:
. 110
4|=|1]=1>0 , |A2|:‘03‘:1.3—0.1=3>0 , [4|=|4]=]t 3 1|=9>0.
015
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Vilastné cisla, vlastné vektory matice

Vsetky hlavné subdeterminanty |A,.|> 0, matica 4 je symetricka a pozitivne definitnad => vset-

ky jej vlastné Cisla st kladné redlne cisla.
Zobrazme oblast’ D =UQ , v ktorej lezia vSetky vlastné ¢isla matice 4 (Obr. 3.4).

Vsetky vlastné ¢isla matice 4 lezia v oblasti D=C,UC, UC, . Vzhl'adom na to, Ze st to klad-

né realne Cisla, su z intervalu (0, 6).

¥
D
kruh stred polomer :
C: =[L0], rn=1 1 o
C,: §,=[3,0], r, =2 i > x
C,:  §5,=[50], r, =1 A
2 02

Obr. 3.4. Oblast viastnych ¢isel D=C,UC, UC,

Pre velkost najmensieho vlastného ¢isla 4 _matice A plati odhad:

Zalj ,i=1,2,..n
k—\/12+32+12 =11

=N+ +0* =2 | =V0? +12 +5° =26
|2, |<3k, Ky ok,

|4, |<I2A11.426

<}572

|2,|<8572, {572=2,88115...

4,]<2,89 <=> -2,89<1, <289 <=> 1, e(-2,89;2,89)

suCasne 1, >0 => 1, €(0;2,89).
Zaver. Vzhl'adom na oblast’ D, v ktorej lezia vSetky vlastné ¢isla matice 4 a vlastnosti matice

A, m6ézeme tvrdit’, ze A, €(0;2,89).
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Metddy rieSenia systémov linedrnych rovnic

4 METODY RIESENIA SYSTEMOV LINEARNYCH ROVNIC

Velka Cast’ problémov v praxi sa transformuje na systém » linedrnych rovnic o # ne-
znamych, napr. prutové sustavy v statike, pradenie vzduchu okolo karosérie automobilu, Sire-
nie, prestupy a prenosy tepla; v pruznosti a technickej mechanike — Metdda kone¢nych prv-
kov a Metoda konecnych diferencii atd’.

Definicia 4.1 Systém rovnic

a, X, +a,X, +aXx, +...+a,x, = b, ., 4 x =05
maticovy b
_ a, a, a,;..a x

Ay X, +ayX, +ayx;+...+a,,x, =b, - 1 Gy Gz -y, | |
7| ay ay ay...a x b
Ay X, +a,pX, +asx; +...+a, x, = b, 21 Gy o3 ---ty, 2 2

tvar =
............ ay Ay Ayy...0, || Xy |=| by

a,x, +a,x,+a,x;+..+a,x, =b, | e

nazyvame systémom # linearnych rovnic o n neznamych (SLR), kde:

a ayp 4.4y,

a21 a22 a23 "'a2n

A, je reguldrna matica systému (|A| #0),, a,€R,
anl anZ an3 "'ann
X
x
— 2 T . . W r
= =(x,,X,,....x,) je vektor riesen,
X}’l
1
— b, T. , .
L= =(b,,b,,...,b,) je vektor pravych stran, b, eR.
b

Na rieSenie systémov linearnych rovnic sa pouzivaju metddy priame a iteracné.

4.1 PRIAME METODY RIESENIA SLR

Davaju rieSenie po konecnom pocte elementarnych aritmetickych operacii. Zalozené
st na eliminacii nezndmych. Prvé tri z uvadzanych metod st zname zo zékladného kurzu ma-

tematiky, v tejto kapitole budeme venovat’ pozornost’ najma 4. metode.

79



Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

1. RieSenie SLR pomocou inverznej matice 4 k matici systému 4
Metodu mozeme pouzit’ len vtedy, ked” 47"k matici systému A existuje, t. j. ked’ matica sys-
tému A je regularna (|4]=0).

Hrl'adané rieSenie:

oy
&y DA EN

ST

Il Il

|
I

@| SUISH

b
A
A
=4
2. RieSenie SLR pomocou Cramerovho pravidla

4] |4]

geeey

T
"J , kde |4|#0, |4

4

subdeterminanty, ktoré dostaneme z |A| tak, ze v |A| i-ty stipec nahradime b, napriklad:
b a, 4] _|4]

A:(Cln a12j’b—=(b1j’ Al‘: ’ ,x =y = '
a, Ay b, b, ay, |A |A|

RieSenie SLR pomocou Cramerovho pravidla sa vzh'adom na ndro¢nost’ vypoctov pouziva

Hl'adané rieSenie X =(x,,x,,...,X, ) :[

_|9n b,

.| =

a,, b,

ojedinele, ma skor teoreticky vyznam.

Osobitnt skupinu metdd tvoria metody, ktoré st zalozené na uprave daného systému
ekvivalentnymi upravami na l'ahko rieSite'ny systém s trojuholnikovou maticou.

3. Gaussova elimina¢na metéda (GEM)
Jej zdkladom je uprava rozsirenej matice systému na horny trojuholnikovy tvar. Ten dostane-
me pomocou ekvivalentnych uprav, pri¢itanim vhodnych nasobkov vybranych riadkov matice
k ostatnym riadkom matice. Napr.
4 b u |y

ay, a,, aslb Uy Uy U] Yy

a, a,, a,, |b, | = ekvivalentnéupravy = | 0 u,, uyly,

a3 ay, sy |bs 0 0 uyly,

) TR _ _ _
Hladané rieSenie: uy; x;=y; —> Uy X, HUyy X;=Y, —> Uy X+ Uy X, HUpi X, =Y.

RieSenie SLR pomocou inverznej matice, Gaussova eliminacna metoda ako aj Crame-
rovo pravidlo vedu priamo k rieSeniu SLR. Keby sme sa nedopustali chyb zaokruhl'ovania,
nasli by sme presné rieSenie SLR. Avsak pre pracu s va¢$imi maticami (v praxi sa ¢asto poci-
ta s maticami stupiia 100 a viac) priame metody 1. — 3. nie st pre ich naro¢nost’ vel'mi pouzi-
tel'né. Napriklad GEM je narocna tak z Casového, ako aj pamitového hl'adiska. Ak matica
systému je stupiia n, potom metdda ,,potrebuje* na najdenie rieSenia radovo n’ aritmetickych
operacii. V dosledku velkého poctu aritmetickych operacii dochddza k mohutnému Sireniu
chyb, a tak v snahe eliminovat’ tento nepriaznivy jav, sa vypocty realizuji az na dvojnasobny
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Metddy rieSenia systémov linedrnych rovnic

pocet desatinnych miest ako je pocet aritmetickych operacii potrebnych na néajdenie rieSenia
SLR, napr. ak matica 4 je stupiia 100, potom ,,potrebujeme** vykonat' rddovo 100° =10° arit-
metickych operacii a vypocty realizovat’ na 6-12 desatinnych miest. GEM je vhodna na hl'a-
danie rieSenia nie prili§ rozsiahlych systémov s plnou maticou. Vyznamne mensi pocet arit-
metickych operacii ako GEM ,,potrebuje® metdda LU rozkladu matice systému a iterané
metddy. Tieto metddy s I'ahko naprogramovatelné a pouZite'né pri d’alSom spracovani po-
mocou pocitaca, avSak ich pouzitie je limitované kapacitou paméte pocitaca.

4. LU rozklad matice systému A
Metoda LU rozkladu je zalozena na rozklade matice systému na trojuholnikové matice.

4.1.1 TROJUHOLNIKOVE MATICE

Definicia 4.2 Matica U =U,_, , ktord ma vSetky prvky pod hlavnou diagonalou rovné nule,

nxn 2
sa nazyva hornd trojuholnikova matica, ¢o zapiSeme: U = (u;), u; #O0pre i < j a u; =Opre
[> j,napr.

Uy Uy Uy
U=|0 u, u,

0 0 uy

Definicia 4.3 Matica L=L

nxn

ktord ma vSetky prvky nad hlavnou diagonélou rovné nule, sa

nazyva dolna trojuholnikova matica, o zapiSeme: L=(/;), [, #0pre i > j a [, =0pre i< j,

napr.
[, 00
L=\, L, 0
Ly Ly L
Poznamka. Diagonalna matica je si¢asne horna aj dolna trojuholnikova matica.
Napr.
d, 0 0
D=0 d,, 0
0 0d

Dolezité vlastnosti trojuholnikovych matic radu n:

o Ak Tia T, su horné (dolné) trojuholnikové matice, potom st opét horné (dolné) trojuholni-
kové matice aj matice 7, +7,, I, -1,, T, - T,, T, - T,.

o Ak T je trojuholnikova matica, potom determinant matice 7" je rovny suc¢inu prvkov na

hlavnej diagonile, t. j. |T|=t11 by tlyy et

nn*
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Numerické rieSenie nelinedrnych rovnic

o Ak |T | #0, potom T ~'existuje a je to opit horna (dolnd) trojuholnikovéa matica, ak 7 bola

horna (dolnd) trojuholnikové matica.

4.1.2 RIESENIE SLR S TROJUHOLNIKOVYMI MATICAMI

Princip rieSenia SLR s trojuholnikovymi maticami ukdzeme pre systém 3 linearnych
rovnic o 3 nezndmych. Pre vicsie systémy bude postup analogicky, len rozsah vypocétov bude

VACSi.

4.1.2.1 RieSenie SLR s dolnou trojuholnikovou maticou

L . f = 5
Lx+ 0+ 0 =h 1

[, 00 X b
l” L, 0 | bl <=> Lix+l,x,+ 0 =b, (2)
S Y2 7| Ly x, +13,x, + 1330, =Dy 3)

Ly Ly Ly )\ x b,

Hradané riesenie X =(x,,x,,x,)" najdeme za predpokladu, ze /. #Opre i = 1, 2, 3. Z rovnice

, b ) =, b. —1
(1) dostivame x,= —-, z rovnice (2) vypo&itame x,=—2—2"1 2%

11 22

a zrovnice (3) vypocitame

_ by = (L, x, +15,x,)
=
Ly

definujeme:

. VSeobecne pre SLR typu nxn za predpokladu /. #0pre i =1, 2, ..., n

4.1.2.2 RieSenie SLR s hornou trojuholnikovou maticou

U . X = b
o i A Uy X, + U X, + X =b, M
ntha s ) p A <= 0 Uy, =b, (2)
0wy uy || X, |=| by 0 0 =h 3
+ 0 +wugx,=b, (3

0 0 uy)x b,

Hradané rieSenie x=(x,,x,,x;)" najdeme za predpokladu, Ze u, = Opre i = 1, 2, 3. Z rovnice

. b . » b, —uyx
(3) dostavame x,= —-, z rovnice (2) vypocitame x,=—2—2==2

Usz Uy

a z rovnice (3) vypocitame

_ b = (uyx) +uysx;)
=

. V8eobecne pre SLR typu nxn za predpokladu u, #0prei=1,2, .., n

Uy,
definujeme:

b= 3w ke

Kk s=k+1
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Metddy rieSenia systémov linedrnych rovnic

Poznamka. Inverzni maticu k trojuholnikovej matici mozno najst pomocou rieSenia SLR
s trojuholnikovymi maticami. Princip vypoctu nazna¢ime v nasledujucej tilohe pre maticu stupiia n =

3. Pre maticu stupiia n > 3 by postup vypoctu bol analogicky, len rozsah vypoctov by bol vacsi.

ULOHA
L, 00

N4jdite inverznu maticu L' k matici L= Ly L, 0|, [,#0,i=1,2,3.
131 Z32 133

RIESENIE

Vieme, z¢ L k matici L existuje vtedy a len vtedy, ked’ matica L je regularna, t. j. |L| #0.
PretoZe matica L ma na hlavnej diagonale nenulové prvky, jej determinant |L|: L, Lyl #0,

t. j. k matici L existuje inverzna matica L.

b 000
Nech L'= l~21 l~22 0 |je hl'adan4d matica. Vzhl'adom k tomu, Ze L je dolna trojuholnikova
Ly Ly Ly

matica, tak aj L' bude dolna trojuholnikova matica. Pretoze L-L ' =E , dostdvame:

[, 0 0Y[4y0O 0) (100
L, L, O||L, L, 0|=[010],
Ly Ly L)\, I, I, ] 001

kde:

o prvky l~11 ,l~21 ,L,, vypogitame pomocou stiéinov vietkych riadkov matice L a 1. stipca matice
L—l

o prvky l~22 ,l;z vypoéitame pomocou siéinov vetkych riadkov matice L s 2. stipcom matice
L—l

 posledny prvok l; vypoditame pomocou stéinov vietkych riadkov matice L s 3. stipcom

matice L.
100 1 0 0
Napriklad ak L=| 6 2 0 |, potom k nej inverzna maticaje L'=| -3 0,5 0 |.Overte.
440 4 -1 0,5
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4.1.3 LU ROZKLAD MATICE SYSTEMU

RieSenie systémov s hornou, resp. dolnou trojuholnikovou maticou je velmi vyhodné
a zloZitost'ou nendrocné. Vyhodou je najmé efektivnost’ pouzitia tohto rozkladu. Pre 4, ; je
efektivnost’ LU rozkladu porovnatel'na s Gaussovou eliminacnou metddou, pri maticiach vys-
Sieho radu (n > 3) efektivnost’ narasta.

LU rozklad matice systému je vyhodné pouzit’ pri rieSeni systémov, ktorych matica je
symetricka a pozitivne definitnd alebo pasova ako aj pre systémy, ktoré maji rovnakd maticu
systému A, ale r6zne matice pravych stran b. Takéto systémy najdeme pri rieSeni parcialnych
diferencialnych rovnic v Metéde konecnych prvkov alebo v Metdde konecnych diferencii.

Uvazujme systém linearnych rovnic, ktory ma prave jedno rieSenie. Matica systému 4

je regularna, t. j. |4|#0.

Otazka: Modzeme maticu systému A4 rozlozit’ na hornit U a dolnt L trojuholnikovll maticu,
a tak zjednodusit’ naro¢nost’ rieSenia systému?

Odpoved’: Ano, za istych podmienok existuje rozklad matice systému 4 na hornti U a dolna L
trojuholnikova maticu, t. j. 4 = L-U.
V nasledujucej vete uvadzame podmienky pre LU rozklad matice systému 4.

Veta 4.1 Ak A je regularna Stvorcova matica, ktord ma vSetky hlavné subdeterminanty nenu-

lové, potom existuje taka dolna L a taka horna U trojuholnikova matica, Ze plati 4 = L-U.

Poznamka. Prv nez pristapime k LU rozkladu matice systému A4, upravime maticu 4 (sucasne aj vektor

pravych stran b ) tak, aby na hlavnej diagonale nemala nulové prvky.

Pre jednoduchost’ uvazujme o systéme 3 linedrnych rovnic o 3 nezndmych.

X, +a,%, +a;;%, = b,

A . X = b
b

N N _h matlcovy ~ a,, a, a; X
Ay Xy TAxpXy Ty X3 =0, >

a, a, ad,, |.| x, |=| b
_ tvar 21 Gy A3 2 )
a3 X, +a5,X, + a3, X, = b, b
Q3 A3y A3z ) \ X3 3

Rozlozme maticu systému 4 na dolnt L a horn U trojuholnikovi maticu, t. j.

A = L ) U
a, 4y a4 L, 0 0 Uy Uy U
Ay Gy Ay |=| Ly Ly 0 1 0wy, uy
;. 4y Ay Ly Ly, L 0 0 uy

Tu je potrebné si uvedomit’, ze prvky matice 4 pozname, prvky matic L, U nepozname, chce-
me ich vypocitat’.

84
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Pre prvky matice A4 plati:

« prvoka,, vypolitame, ked vynasobime 1. riadok matice L s 1. stipcom matice U, t. j.
a,, =1R, -1S,,

« prvoka,, vypoditame, ked vynasobime 1. riadok matice L s2. stipcom matice U, t. j.

a,=1R, -2S,,

PRy

» prvoka,,vypocitame, ked’ vynasobime 3. riadok matice L s 3. stipcom matice U, t. j.
a,, =3R, -3S,,
Dostaneme systém 9 linearnych rovnic o 12 neznamych — 6 nezndmych v matici L (/,,,1,,,1,,,

Ly, 1,15, ) a 6 neznamych v matici U (uy, , Uy, , Uy, Uy, 5 Uyy, Uy ):

allzlll Uy
a12:lll U,
a =l -y (4.1)

Ay =l s+ Lyt Ly 1y,

Aby mal systém (4.1) jednoznacné rieSenie, treba v iom pocet neznamych zmensSit’ na
devit’. Tri nezndme zvolime. MozZnosti vol'by 3 nezndmych je vela, pre jednoduchost’ vypo-
¢tu poloZime prvky leZiace na hlavnej diagonale bud’ v matici L alebo v matici U rovné 1. Tak
bude LU rozklad matice 4 dany jednoznacne:

o Ak v matici L volime diagonalne prvky /, =1, potom hovorime o DOOLITTLOVOM roz-

klade:

A = L U

Ay Ay A 10 0 Uy Uy U

Ay Ay Gy = L 100wy, uy,

a3 Az dsy Ly L 1 0 0 uy

Postup vypoctu prvkov matice L a U:

a, = 1R, x 1S,,: a,=1-u, +0-0+0-0=u, = u,
a, =2R, x1§,: ay =L, -u, +1-0 +0-0=1,-u, = I,
a, =3R, x1S,: a,=L,-1 +1,-0+1-0=/, - I
a,=1R, x 2§,: a,=1-u, +0-uy, +0-0=u, = U,
a,=2R, x2S, : ay,=bL,-u,+1-u,, +0-0=0, -u,+u,, = U,
a3 = 3R, x28, gy =Ly ttyy + 1yt +1-0=13 - upy + 1y -1y - Iy
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a,=1R, x 3§, : ay=1-u; +0-uy; +0-u; =u, => U,
dy; =2R; X35, Ay =y + 1wy +0-uy =1, - uy; +uy, => Uy
a3y =3R, x38,: Ay =l vy + Ly gy + Lty =1ty + Ly 1y + Uy = Uy

« Ak v matici U volime diagonélne prvky u,=1, potom hovorime o CROUTOVOM rozkla-
de:

A = L ) U

a, a4 d4p L, 0 0 1w, wug,

Ay Ay Gy |=| Ly L, 0 | 0 1 uy

ay 4y 4y Ly L, L 0 1

Postup vypoctu prvkov matice L a U:

a,=1R, x 1§, : a,=l,-1 +0-0 +0-0=/, = [,
a,=1R, x2§,: a,=lu, +0-1 +0-1=/u, = U,
a,=1R, x3§,: ay =l u; +0-uy +0-1=1, -uy, — U
a, =2R, x1S,: a,=1,-1 +1,-0 +0-0=1, = I,
a,=2R, x28,: a,=0L,-u, +5,-1 +0-0=1,-u, - 1,
Ay, =2R, X3S, 1 ay =l uy +lyuy +0-1=0 uy +1, -uy, = Uy
a, =3R, x1S,: ay;=L,-1+1L,-0 +1,-0=[, = [
a,=3R, x2S,:  ap=L,-u,+1, 1+1,-0=0,u,+1,, - [
as;=3R, x3§,: Ayy =Ly + Ly ctgy + Ly =1y - upy + 1wy, + 1 => L

Riesenie systému A4-x =b najdeme postupom:

A-x=b
LU-Xx=b = 1. L-y=b, y=?
2. U-x=y, x=7? —hladané rieSeniesystému,
kde:
Ly=b U-x=y
je systém s dolnou trojuholnikovou maticou  je systém s hornou trojuholnikovou maticou

N b, X bg

Ly, |=|b U Xy 1= 3
Vs b, X3 Y3
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Poznamka

« Viimnime si, Ze v Doolittlovom rozklade st prvky matic L a U poéitané po stipcoch — najskor vy-
po¢itame vsetky prvky, ktoré lezia v 1. stipci v matici L a U, potom vsetky prvky, ktoré lezia v 2.
stipci v matici L a U a nakoniec vsetky prvky leziace v 3. stipci v matici L a U. V Croutovom roz-
klade st zasa prvky matic L a U pocitané po riadkoch. Vo vSeobecnosti nie je nutné dodrzat’ toto
poradie. Poradie pocitania jednotlivych prvkov neovplyvni vysledok, avsak treba dbat’ na to, aby pri

vypocte jednotlivych prvkov boli zndme vsetky potrebné hodnoty.

o Ked porovname prvky matic 4, L a U, zistime, Ze v Doolittlovom rozklade matica 4 a matica U
maju rovnaky prvy riadok (a;1=uyi, a;,=u, a;z=u3), v Croutovom rozklade matica 4 a matica L
maja rovnaky prvy stipec (a1, =111, as1 =hy, as; =l31). Z vypoétu je zrejmé, Ze je tak tomu vzdy a vy-
pocet mozeme obmedzit’ iba na vypocet zostavajucich, v nasom pripade, Siestich prvkov.

Okrem rieSenia systémov linearnych rovnic LU rozklad efektivne vyuzivame aj pri

4 W . . . . . . -1
vypoc¢te determinantu matice 4 a determinantu inverznej matice A  :

o |4|=|L|{U|. Determinant matice 4 je rovny suginu determinantov matice L a matice U.
. ‘A_l‘:‘L_IHU _1‘. Za predpokladu, Ze matice L a U st regularne matice, determinant inverz-

. . q . ;e . . , P S
nej matice 4~ je rovny stcinu determinantov inverznych matic L~ U™ .

4.1.4 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1

Je dany systém linearnych rovnic:

2 2 1)(x 5
Ax=b <= | 1 1 1||x|=|3
I 2 =2 )\x 1

a) Je tento systém riesSitelny metédou LU rozkladu matice systému? Svoje tvrdenie zdovod-
nite. Ak systém nie je rieSiteI'ny metodou LU rozkladu matice, upravte ho ekvivalentnymi

upravami tak, aby bol riesitelny touto metddou.
b) N4jdite rieSenie systému Doolittlovym rozkladom.

¢) Najdite rieSenie systému Croutovym rozkladom.

RIESENIE

a) Overme predpoklady existencie LU rozkladu matice systéemu A.

o Jednoznacnost riesenia SLR — overujeme regularnost’ matice 4:

2 2 1
|A| =1 1 1|=—1#£0 => systém rovnic ma péave jedno rieSenie.
1 2 -2
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o Existencia LU rozkladu matice A — overujeme, ¢€i hlavné subdeterminanty matice 4 st roz-
ne od nuly:

2
|4,|=2%0, |A2|=1

2
1‘:2-1—12:0, |4;|=]4 =10

Subdeterminant |A2| =0, matica 4 sa v tomto tvare neda rozlozit' na matice L a U. Systém sa

pokusime upravit’ ekvivalentnymi Gpravami tak, aby vSetky hlavné subdeterminanty matice
systému boli nenulové. Vymeiime v systéme 1. a 3. rovnicu, t. j. majme zmeneny systém:
1 2 -2 X, 1
Ax=b <= | 1 1 1 ||x|=| 3]
2 2 1 X, 5
Opit’ overme predpoklad existencie LU rozkladu matice systému 4: S vSetky hlavné subde-
terminanty v 4 rozne od nuly?

1 2 -2
12
|4,|=120, |A2|:‘1 1‘:1.1—1.2:—17&0, 4]=[ 1 1 1 |=1=0
2 2 1

Predpoklady su splnené, vykondme LU rozklad matice systému 4.

b) Doolittlov rozklad:

A = L U

1 2 -2 1 0 O Uy, Uy, Uy

1 1 1 |= L, 1 0 || 0 u, u,

2 2 1 Ly L, 1 0 0 wuy
Postup vypoctu prvkov matice L a U:
a, =1R, x 15, : I=1-u, +0-0 +0-0 l=u, => u,=1
a, =2R, x1§,: =0, -u, +1-0 +0-0 1=/,-1 = [,=1
a, =3R, x1S,: 2=l -u,+1,-0+1-0 2=1,-1 = [,=2
a,=1R, x 2§, 2=1-u, +0-u,, +0-0 2=u, => u,= 2
a,,=2R, x28,: =0, -u,+1-uy, +0-0 1=1-2+1.u,, = u,, =—1
a,,=3R, x2S, : 2=1 u, +1y uy +1-0 2=22+1,-(-1) = [, =2
a,=1R, x3§,: —2=l-uy +0-uyy; +0-uy;; 2=u, = U, =-2
a,,=2R, x3S,: 1=0,-u,+1luy, +0-u,, I1=1-(-2)+1-u, => U, = 3
ay;;=3R, x3S8,: =0, uy+ 1L, cuyy +1ouyy, 1=2-(2)+2-3+u;; = uy; =—1
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A = L U
1 2 -2 1 0 0 1 2 -2
I 1 =1 1 0 || 0-1 3
2 2 1 2 2 1 0 0 -1
ieSenie systému
A-xX=b
LU-Xx=b =>1. L-y=b, y=?
2. U-x=y, x=?
1. L-y =b —systém s dolnou trojuholnikovou maticou
1 0 0 Y 1y = y =1 = y=1 1
1 1 0 |.|» |=3 »n+ » =3 =y=2 = y=| 2
2 2 Vs 5 2y, 42y, +y, =5 = y,=-1 -1
2. U-x=Yy —systém s hornou trojuholnikovou maticou
1 2 -2)(x 1 =>x +2x, =2x;,= 1 => x =1 1
0 -1 3 ||x,|=|2 - X, +3x; = 2 = x,=1 =>x=[1[=(L1L1"
0 0 -1)\x -1 - x, =—1 = x;=1 1
hladané rieSenie
c) Croutov rozklad:
A = L U
1 2 -2 L, 0 0 1w, u;,
1 1 1 |= L, I, 0 0 1 uy,
2 2 1 Ly L, L 0 0 1

Postup vypoctu prvkov matice L a U:

a,=1R, x 1§, : 1=/,-1 +0-0 +0-0 1=/, =1, =1
a,=1R, x2§,: 2=l,-u, +0.1 +0-1 2=1u, = u, = 2
a,,=1R, x3§,: —2=[,u; +0-u, +0-1 2=1u, =y, =-2
a, =2R, x 1§, : 1=04,-1 +1,-0 +0-0 1=/, = [, =1
a,,=2R, x2S, : =04, -u, +5,-1 +0-0 1=1-2+41, => [, =-1
a,,=2R, x3§, : 1=0, uy +1,-uyy +0-1  1=1-(=2)+(=Duy, => U,, =3
a, =3R, x1S,: 2=0,-1+1,-0 +1,,-0 2=1, = L, = 2
a,,= 3R, x2S, : 2=0, uy, +1, 1+0L,-0  2=2-2+41, = [,=-2
a,;=3R, x3S,,: 1=0,uy + - uyy+ 0,1 1=2-(2)+(=2)-(B)+L; = [;=—1



Numerické rieSenie nelinedrnych rovnic

4 = L U
1 2 -2 1 0 0 1 2 -2
11 1 |=sf1-1 0 0 1 -3
2 2 1 2 -2 -1 0 0 1
Riesenie systému:
A-x=b
LU-x=b = 1. L-y=b, y=?
2. U-x=y, x=?
L-y =b —systém s dolnou trojuholnikovou maticou
0 0 N 1 == N =1 = y= 1 1
I -1 0 |.| vy |53 VW= =3 = y,=-2 = y=|-2
2 -2 -1 V3 S 2y =2y,=y; =5 = y= 1 1
U-x=y —systém s hornou trojuholnikovou maticou
1 2 =2 X, 1y = x+2x, 2x;, =1 = x=1 1
0 1 -3 |.x |52 x, “3x,=-2 = x=1 = x=|1|=(111)"
0 0 1 X, 1 =1 = x=1 1

hladané riesenie

4.2 ITERACNE METODY RIESENIA SYSTEMOV LINEARNYCH
ROVNIC

Princip iteracnych metod ukdzeme pre systém 3 linearnych rovnic o 3 neznamych. Pre
vicsie systémy bude postup analogicky, len rozsah vypoctov bude vacsi.
Majme teda systém 3 linedrnych rovnic o 3 neznamych:

5 A - x = b
a, X, +a,, X, +a,. X, = . ,
X TapX, T apX;s = b maticovy a, a, a, ) (% b
Ay X, + Ay X, + Ay X, = b, > 0 a g < l=ls (4.2)
_ tvar 21 Ay Qoz || X5 || 0y |5
Ay X, + 03X, + Ay X, = by b
a3 A3 A3z ) \ X3 3

a; ap dj

kde A=A4,,=|a, a, a,, |]jeregularna matica systému, (

A|¢O), a;€R , a,#0,

> i

Qs A3y ds;

_ _ T . k oy ,
X0 =| X% |=(x,,%,,x;) je vektor rieSeni,
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S

by, = =(b;,b,,b,)" je vektor pravych stran, b,eR.

iR~

Na zéklade predpokladu ma systém A-¥ =b jediné presné riesenie x”=A" b =(X,,%,,%;)" .
Preved’me systém A-X =b ekvivalentnymi Gpravami na systém x=H -X +g tak, aby jeho

rieSenim bolo rieSenie x?. Dostavame:

X = H X + g
X =hyx + X, + hyxs+ g, o hohoh
"y h i maticovy X TRCERCER NI &
Xy =My X, 15X + N3 X3+ &) > b b
tvar Xy |Z| gy Ny Mz 1] Xy | F] & |-
Xy =Ry X+ Dy x5 + hyyx + g5 X hohe h . 2
3 31 M3 N33 3 3

Zostrojme postupnost’ aproximacii vektora x: {x*}7 = {x",x",x*,..,x",..} podra

iteracnej formuly:

V=g .x%+g, k= 0,12,.. (4.3)
xV=H-x"+g
XV=H-x"+g

¥P=H-x%Y+g, .. ad,
kde: H= H, , jeiterand matica,
g =g, je stipcovy vektor,

(k) je k-ta iteracia i—tej zlozky (suradnice) vektora X, napr.

(2)

X hyy hyy by X &

xP=H.x?% +g <= xf) =| hy, hy, hy |. xgz) +l g,
3 2

X§ ) Iy hyy o x; ) &3

Ak iteracny proces (4.3) konverguje, tak konverguje k rieSeniu systému x = H -X + g atiez aj

k rieSeniu systému 4-x=5> .

—(k+1) _

Ak existuje limx*) =x" , potom zrejme aj limx**" =x", a teda

k—o0 k—o

X —hmx(k”)—hm(l-[ ¥ +g)=H- hmx(k)+g H-Xx'+g = X =H-X +g

k—
Zaver:
A-x=b > X'=4"b
. , A|#0
ekviv. l upravy | | =5
X=H X+8 > X =H-Xx +g
¥ =g .x% +g, limx*"

k—o0

Ak sa matica H a vektor gpocas iteracn¢ho procesu nemenia, jedna sa o stacionarnu iterac-

nua metodu.
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K spusteniu itera¢ného procesu je nutné poznat’:

« itera¢nt formulu, v naSom pripade (4.3),

—(0)

« Startovaci vektor x'” (volime l'ubovolne, zvy&ajne ¥ = (0, 0, ...,0)", resp. ¥ = g),

« sposob ukoncenia:

a) vopred stanovenym (dostato¢ne velkym) poctom iteracii pit, ktory chceme vypocitat,

b) pomocou tzv. zastavovacej podmienky.

Numerickym riesenim x"" systému (4.2) je pri konvergentnych procesoch ostatna vypoéitana

()

*D =X napr. pre n =50, X0 =x7.

iteracia X
Pri numerickych metddach nas vzdy zaujima velkost’ chyby, ktorej sa dopustime pri

(k

vypotte. Pre presné riesenie x” plati: b — A-X” =0=(0,0,0)", pre aproximéaciu x*’ zrejme

h—A4-x% 20.0znaémeb —A4-x*% =70,

Definicia 4.4 Vektor 7* =b—A4-x©, resp. 7@ =4-x® —b , k=0, 1,2, ... sanazyva
reziduum (rezidualny vektor) k-tej iteracie rieSenia SLR.

Je to polohovy vektor odchylky od Ziadaného nulového vektora. Jeho norma (euklidovska)
udava jeho velkost’, vzdialenost’, o ktorua je jeho koncovy bod vzdialeny od 0 (zaciatok surad-
nicovej sustavy).

(n) (n)

Vektor chyby numerického riesenia oznaéme e’ = x” —x" . Potom x” =x" +e

|

Pocitajme: A-x' =
A-(x" +e")=
Ax"+4-e"=b
Ae"=b-4-x" kde 7" =b—-A4-x"
A-e™=r" (4.4)
e"=4"7" (4.5)

V pripade dobre podmienenych SLR (pozri kapitolu 1) je reziduum dobrym reprezentantom

Sl

chyby numerického rieSenia. Ak sa z rovnice (4.4) da vypoéitat’ vektor chyby e, potom ho

vieme efektivne pouZit na spresnenie kazdého numerického riefenia, vektora x):

xP=x" 4.

Porovnanim noriem matic v rovniciach (4.4) a (4.5) dostaneme dolné a horné ohranicenie pre

&iselné vyjadrenie chyby numerického riesenia — normy vektora e

-
z rovnice (4.4) dostaneme: ||A||~HE(”) 2”7(”) =>HE(”) ZW’
z rovnice (4.5) dostaneme HE(") < HA_IH-HF(") )
HF(M)
VP il P
4]
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Zastavovacia podmienka

Zastavovacia podmienka v iteracnom procese je kI'icovym prostriedkom na ovplyv-
nenie presnosti vysledku. Ur€ujeme fou, akym kritériom sa ma iteracny proces ukoncit,
a tym aj aku presnost’ dosiahne vypocitany vysledok. Priamy vypocet vektora chyby jednotli-
vych aproximacii rieSenia SLR nie je jednoduchy — vyzaduje inverzni maticu. Na urcenie
vystupnej podmienky obyc¢ajne pouzivame tieto zjednodusenia:

FkD

a) rozdiel presného riesenia a ostatnej iteracie e =x* — nahradime rozdielom ostat-

nych dvoch iteracii x** —x*, absolutnu chybu (normu vektora HE("”) ) normou vektora
H)T(kﬂ) _5® “
—(k+1) _ =(k) ; .
x"=x"| arelativnu chybu podielom
]
: g - : =(kt1) _ = (k) HE(M) _ f“””
Vystupntl podmienku formulujeme ako Hx -X H < & alebo H_(T <g, £>0.
|

Hovorime, ze presné rieSenie x” je urCené aproximaciou (iteraciou, numerickym riese-

—(k+1)

nim) x”, X" =x"*"" s pozadovanou presnostou (chybou, toleranciou) & vzhl’'adom na

rozdiel dvoch ostatnych iteracii, resp. vzhl'adom na podiel uvedeny vyssie; x" =x7.

—(k+1)

b) rozdiel presného riesenia a ostatnej iteracie e’ = x” — x**)

nahradime reziduom ostat-

nej iteracie 7* =b—A4-x*V resp. 7 =4.x*" —p. Absolutnu chybu nahradime

(k+1)

normou rezidua. Vystupna podmienka je tvaru H? ‘ <eg.

Hovorime, ze presné rieSenie x” je uréené aproximaciou (iteraciou, numerickym rieSenim)
¥, (x" =x*") s pozadovanou presnostou (chybou, toleranciou) & vzhladom na reziduum
ostatnej iteracie; X" =Xx”.

. , v o ~r . , — T v
Poznamka. Vo vypoctoch zvycajne pouzivame euklidovskii normu vektora. Pre X =(x,,x,,x,) poci-

. _ 2 2 2 _ — —T v r - — |3~
tame ||)C||E_\/x1 +X + X, _\/x X, pri¢om plati ||x||E—|x|.

Algoritmus vypoctu rieSenia SLR iteraénymi metédami:
1. bez zastavovacej podmienky s vopred stanovenym poctom iterdcii pit:

a) uréime vhodny $tartovaci vektor x” a vhodny podet iteracii pit,
b) pre k=0 az pit, s krokom 1 pocitame:
x"M=H-x"+g,

¢) vysledkom je x" =x"" x" = x7.
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2. so zastavovacou podmienkou:
a) uréime vhodny $tartovaci vektor x'” a vhodny poget iteracii pit,
b) pre k=0 az pit, s krokom 1 pocitame:
) x"=H.x"+g,
i1) pomocné vypocty k zastavovacej podmienke,
ii1) zistujeme platnost’ danej zastavovacej podmienky:
FD _ 50

‘x ‘7<k+1)

(Hf("“) —)?(k)u < ¢ alebo H — <€ alebo ‘ ‘ <¢),ak:
]

podmienka neplati, pokracujeme vypoctom d’alSej iteracie,

— podmienka plati, vypocet je ukonceny;

, . =) _ =(k+1) _ .o
¢) vysledkomije X =X x" =¥’

V pripade, Ze itera¢ny vypocet nie je ukonceny podmienkou, ale po¢tom zvolenych itera-
cii, pocet iteracii navySime a pokracujeme vo vypoctoch, az pokym nie je zastavovacia

podmienka splnena.
Poznamka. Iteracny proces moézeme vykonavat’ aj sposobom: Opakuj, kym plati ... .

Schéma podmieneného itera¢ného procesu:

a) zvolime (P'ubovolne) §tartovaci vektor x*,

b) pocitame:
¥ =H X+ g azistujeme, ¢i plati zastavovacia podmienka

neplati
()~ z=p
X=X

¥¥=H-x" +g azistujeme, ¢ plati zastavovacia podmienka

neplati
+(2) ~—p
X=X

¥ =H-x* +g azistujeme, ¢ plati zastavovacia podmienka atd’.

Existuje viacero sposobov prevedenia systému A4-X =b na systém x=H-X+g, ale
nie kazdy tvar Xx=H -Xx+g konverguje k hl'adanému rieSeniu x”. Odli$nosti st v iteracnej

matici H a vektore g. Napriklad systém:

2x+ y = 2
x+4y+z= 0
y+2z==-2
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mozeme previest na tvar x =H -x+g takto:

1
xX= Ox—Ey +0z+1 x=—x— y+0y+2

yz—%x +0.y —%Z +0 aleaj y=-x-3y—- z+0

z= Ox—%y+02—l z=0x—y— z-2

My sa budeme zaoberat’ 2 numerickymi metédami na rieSenie SLR, a to Jacobiho metdédou
a Gauss-Seidlovou metodou.

4.2.1 JACOBIHO METODA

Opit’ uvazujme o systéme 3 linearnych rovnic o 3 neznamych:

X, +a,X%, +a;;%,= by
Ay X, + X, +ayX, = by,

A3, X; + A3 X, + Ay X, = by
kde a, #0.
Upravme systém A-X =b ekvivalentnymi upravami na systém x =H -X + g takto:
« z 1. rovnice vyjadrime x, za predpokladu, ze a,, #0,
» z2.rovnice vyjadrime x, za predpokladu, ze a,, #0,

» z3.rovnice vyjadrime x; za predpokladu, ze a,; #0.

Dostavame:
a, X, +apx, +a,x;=b /a;, #0 Y = b —ay,x, —a,3x,
=
ap,
Ay X, +ayX,+ayx,=b, /a,, #0 = x,= b, —a,x, —a,;x, o
Ay
_ b,—a, x, —a,x
Ay X, +a3X, +ayX, = b, [a,;, #0 x, =2t = o’
Qy3
a a b b
_ 4y 4y | a, a; )
x= 0x-——=x . x3+—a 0 B P A
11 11 11 a a a
i X, 1 1 X, 11
a a — a a b
—_ 21 _ 23 2 => 21 23 2
X = x +0x Xy + X =l-—— 0 —-——=||x, |+ —=
Ay 22 Ay ay, ay, ay,
X X
3 3
a a b a a b
—_ 31, _ 732 23 31 32 3
X, = X, x, + 0 x;+ ) B 2 0 =3
s Az a3 Ay Ay s,
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Itera¢nu formulu mézeme jednoznaéne zapisat’ v maticovom tvare:

f(k+1) :HJ -f(k) +§J , k= O, 1, 2,

0 % _9 b
1 a a a
xl(k+ ) 11 11 xl(k) 11
a a b
K+l k
X, |=| -2 0 I |lx® |4 2
(k+1) ay, ay *) ay
X5 X3 b
_ 4y a; 0 3
a3 a3 a3
resp. v tvare rovnic:
a a b
x1(k+1) — 0 X, 12 2(k) 13 x3(k)+ 1
ap 1 ap
k+1 a k k b
x2(+):—ixl()+0x2 23x3()+_2
ay ay ay

a a b
x(k+1) __ % x1(k) _ Y3 xz(k) +0 xgk) +-23 ,

33 A3 A3

0 ap, a3 b

a a a

1" 1" 0 h, h, b11

a a
o - _ 21 3 |_ s _| D>
kde iteratna matica H , = . 0 | hy 0 hy|ag, = .
22 22 22
hy hy, O

b

as as 0 3

A3 a3 43

Vsimnite si! Iteracnd matica H, pre Jacobiho metddu je Specifickd tym, Ze ma na hlavnej

diagonale samé nuly — prvky /4, sa musia rovnat’ nule. Prvky matice H,, ktoré nelezia na

hlavnej diagonale, mOzu aj nemusia sa rovnat’ nule.
) diag ) 1

Uvazovany systém zovSeobecnime na systém # linearnych rovnic o n neznamych.

Z i-tej rovnice vyjadrime x; (a, # 0 ), dostaneme

1
x,=—(b,—(a,x, +a,x, +...+ AiyXig + Ay Xiy ot a,x, ),
il
ey _ 1 S o X )
- .
X, :—(bl.—z ax, —Z ax; ") ,i=12,.,n, k=0,1,..
i J=1 J=i+l

’ « r v . , . k+1 ’ ’ ’ [ ;e k
Vypocet prave pocitanej stradnice xf ”prostredmctvom ostatnych suradnic iteracie ¥

symbolicky vyjadrime takto:

k+1 k k k k k
xi( ) =q(xl( ),xz( ),...,xH( x| )...,xn( ).

i+l
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Ak matica systétmu A=L,+D+U,,kde L,, D aU, si matice:

0 00 a, 00 0 a, a,
L, =a, 0 0 D=0 a, 0 U,=[0 0 a,]|
a,, a;, 0 0 0 ay 0 0 O
ostro dolna trojuholnikova diagonalna ostro horna trojuholnikova

potom po prevedeni systému A4-¥ =b (ekvivalentnymi upravami) na systém x=H, -X+g,,

dostavame:
A

(L,+D+U,
D-x+(L,+U,
D-x

=> X=H,-X+g,

=|

=|

$=h
$=h
Xx=b

)
)

=|

~(L,+U,)-x+b

Xx=-D"'-(L,+U,)-x+D"-b = H,=—D"-(L,+U,)

g,=D"b
Poznamka. Ak D = D, , je diagonalna matica, ktorej prvky hlavnej diagonaly d, # 0, potom inverzna
1
— 0 0
dll
. 4 1
matica D = 0 — O
d22
1
0 0 —
d

4.2.2 GAUSS-SEIDLOVA METODA

Podobne ako u Jacobiho metdde uvazujme o systéme 3 linearnych rovnic o 3 nezna-

mych:

a, X, +a,x, +a;,x;,= b,
Ay X +apX, + Ay Xy = bz

Ay X, +a3X, +ayX; = by

Upravme systém A4-X =b ekvivalentnymi ipravami na systém x=H -X+g .

Za predpokladu, ze a, # 0, vyjadrime x, z i-tej rovnice, i = 1, 2, 3, dostadvame:

a a b

x= 0x-——x,——Lx,+—+

1 ap ap

a a b
x,=——2tx, + 0 x,——2x, +—=
ay ay ay

a

_ 31 32 3

Xy=——=x, ——=x, + 0 x; +—
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Gauss-Seidlova metdda je podobna Jacobiho metdde, avSak na vypocet iteracii jednot-

livych sturadnic vektora rieSeni pouziva predchddzajice stradnice ihned’ po ich vypocitani, t.

J. pri vypocte (k+1)-vej iteracie i-tej stradnice xl.k+1 pouziva vSetky predchadzajice suradnice

z prave poéitanej iteracie (k+1): x'*", xI™V, .., x%™ . Ostatné suradnice, ktoré vystupujii vo
dchad k (k) ,.(k) (k)
vypocte, si z predchadzajicej iteracie (k): X;.;, X35 s X, -
a a b
x M= 0x - 2x® BB 4
a ay a,
(e+1) _ Qo1 (kD) dy, ) , b
X, =——=x + 0x, = 4.7)
ay s s

a a b

1 k+1 1

X. (k) —_ 31 .Xfl( W _ 52 XZ(]H) +0 X3 +—3
033 a33 033

(k+1) (k+1) (k)

V (4.7) vidime, Ze napr. x, ' poc¢itame pomocou X, a X,

Uvazovany systém opét’ zovSeobecnime na systém n linedrnych rovnic o n nezna-

mych. Z i-tej rovnice vyjadrime x, (a, #0), dostaneme:

1
Xy =—- (bi _(ailxl T Xy et @)X T a

1

+..+a,x,))

iGi+1) i1
i

n
k+1 k+1 k .
x 1 = (b Zau j( D _ Z aijxj( N, i=1,2,..,n,k=0,1,..

J=i+l

(k+1)

Symbolicky zapis vypoctu prave pocitanej siradnice x;" ' pomocou ostatnych stradnic itera-

cie x**" vyzera takto:

xi(k+1) _ Q(xl(k+l),Xg(k+1),---,x,-_1(k+1),x,-+1(k)---,xn(k)) .
V tejto stvislosti je potrebné si uvedomit, ze x“*,x,**",...x_“"su stradnice iteracie
x*“*Y nachadzajtice sa pred stradnicou x,"" a x,,“,x, ,“,...,x st stradnice iteracie x**’

r . , . k
nachadzajuce sa za stradnicou x,*.

Ak chceme iteraCni formulu pre Gauss-Seidlovu metdédu tiez zapisat’ v tvare
¥ =H.x%+g,k=0,1,2,..., potom postupujeme takto.

Vychédzajme zo zjednoduseného tvaru systému (4.7):

(k+1) _ (k) (k)

x=0x, 4+ Bx, +Cx;" +D, )]
x5 = 4% + 0x, +C,x, " +D, (2)
6= A4+ B, + 0x,  + D, (3)

(k+1)

Dosad'me x," "’ z rovnice (1) do rovnice (2) a po Uprave dostavame:

x*M=0x, +Bx," +Cx* +D, 1)
o= 0x, +Bx,* +Cx,Y +D, (2)
6= Ax " + Bx, " + 0x,  +D, (3)
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(k+1) +1)

. . k . , ’
Do rovnice (3) dosadme x;" "’ z rovnice (1) a xz( z rovnice (2). Po Gprave dostadvame:

"V =0x, + Bx,") +Cx, +D, (1)

" = 0x, + Byx," +Cyx, +D, (2)
(k+1) _ B LA R

x, =0x +Bx,” +Cx;" +D, 3)

v maticovom tvare:

—(k+1) __ —(k) — _
X =H,-x"+g,, k=0,1,2,..,

0 hy, hy &
kde iteracnd matica Hg={ 0 h,, h,, | a g,=| g,
0 hy &3

Vsimnite si! Iteratnd matica H; pre Gauss-Seidlovu metédu je Specifickd tym, Zze ma
v 1 stipci nuly, prvky a,,, i = 1, 2, 3 sa musia rovnat’ nule. Prvky matice H,, ktoré neleZia
v 1. stipci, mozu aj nemusia sa rovnat’ nule.

Nech matica systému 4, ,=L,+D +U,,, kde Ly, D a Uy, st matice (4.6), potom po prevedeni
systému A -x=b ekvivalentnymi Gpravami na systém x =H s X +gg, dostdvame:

=> X=H,-X+g,

(L, +D)-Xx=-U,-X+b
X=—(L,+D)"-U, X+ (L, +D)"-b=>H,=—(L,+D)"-U,
gs=(L, + D)_l ‘b
Podmienky konvergencie iteracnych metod
Veta 4.2 Iteraény proces x“*V=H -x¥*) + g konverguje k rieseniu systému A4 -x=b pre

Tubovol'ny $tartovaci vektor x', ked’ plati:

podmienka metoda poznamka
Jacobiho Gauss-Seidlova
, p(H)=max{|4|,|4,|,...| 4}
nutna a po-
stacujiica p(H) <1 p(H) <1 p(H) je spektralny polomer H
A, st vlastné Cisla H
||H|| <1 ||H|| <1 ||H|| je l'ubovol'nd norma H
postacujuce A je ODD ODD - ostro diagonalne dominantna
A je ODD
A je SPD SPD — symetrickd a pozitivne definitna

99




Numerické rieSenie nelinearnych rovnic

Poznamka

o Podmienky kladené na maticu 4 st postacujuce, t. j. ak Jacobiho metdda konverguje, matica A ne-
musi byt ODD. Podobne, ak Gauss-Seidlova metdda konverguje, matica 4 nemusi byt ani ODD,
ani SPD.

o Ak matica 4 je SPD a Jacobiho metdda konverguje, potom Gauss-Seidlova metéda konverguje 2-
krat rychlejsie ako Jacobiho metdda.

« Existuju systémy, pre ktoré Jacobiho metdda konverguje a Gauss-Seidlova metdda divergu-

je a naopak, napr.

x—0,464y =0,536
2,047x + 1-0,464z=2,583
—0,464x + 2=0,536

Nutna a postacujica podmienka konvergencie sa vo vSeobecnosti overuje vel'mi taz-
ko, najmé ak matica H je vel’kych rozmerov. Nardzame tu na problém vypoctu vlastnych cisel
matice H (kap.3). Preto v neSpecifickych pripadoch vyuzivame mozZnost’ rozhodntt’ o konver-
gencii metdd na zéklade vlastnosti matice 4 (ODD, SPD). Pozitivnu definitnost’ neoverujeme
z definicie, ale vyuzivame Sylvestrovo kritérium (pozri kap.3, veta 3.1) alebo mdzeme pouzit’
tiez nasledujicu vetu, ktora nam sice pomdze zarucit’ konvergenciu Gauss-Seidlovej metody,
avSak v takomto pripade méze metoda konvergovat’ pomaly.

Veta 4.3 Nech 4=4  jeregularna matica (|A| #0) anech A" je k nej transponovana mati-

ca, potom A" - A4 je symetrickd a pozitivne definitna matica.
Znamena to, Ze miesto systému A-x=>b budeme riesit systétm A" -A-x=A"-b, ktory ale
konverguje k rieSeniu pomalsie ako povodny systém A-X =b .

V pripade konvergencie oboch metéd Gauss-Seidlova metdda konverguje spravidla
rychlejSie ako Jacobiho metdda, avSak vyhodou Jacobiho metddy je, Ze mdze vypoclty reali-

zovat’ paralelne, pricom Gauss-Seidlova metdda je vd’aka okamZitému pouZitiu vypocitanych
suradnic odkdzana na simultanny vypocet.

Niekol’ko poznamok na zaver

« Iteracné metddy patria medzi tie metddy rieSenia systémov linedrnych rovnic (SLR), kto-

rymi nehl'addme presné rieSenie, ale rieSenie s istou, vopred danou presnostou.

« Na zaciatku zvolime za¢iatoénu aproximaciu rieSenia x'*, ktor( iteraénym procesom
spresiiujeme. Zaokrihl'ovacie chyby sa iteracnym procesom samé opravuju, t. j. chyba vo
vypocte jednotlivych iteracii sa na konecnom vysledku neprejavi. Na konecnom vysledku
sa prejavi len zaokrahl'ovacia chyba poslednej iteracie. Je to sposobené tym, ze chybou za-
tazend aproximacia vystupuje v d’alSej iteracii ako nova zaciato¢na iteracia. Na rozdiel od
priamych metdd rieSenia SLR st iteraéné metddy numericky stabilné.
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@ mézeme volit' Tubovolne. Je vSak vhodné volit' ho ako nejaké pri-

Startovaci vektor X
blizné riesenie SLR, napr. vel'mi hruby odhad rie$enia. Casto sa voli X =g .

Vypocet iterdcii zvy€ajne ukoncujeme zastavovacou podmienkou, napr. ked’ je norma roz-
dielu 2 po sebe idticich iteracii vektora rieSeni dostato¢ne mala (napr. £ <107°).

Itera¢né metdédy modzu aj divergovat. Konvergencia, resp. divergencia iteracnej metody
zavisi od vlastnosti matice systému 4.

Iteracné metody st vhodné na rieSenie vel'kych sustav s riedkou maticou systému. Pri vel-
kych sustavach Gaussova eliminacnd metéda (GEM) zlyhdva — presné rieSenie znacne
ovplyviuju zaokrahl'ovacie chyby. (Ak matica systému je radu n, pri GEM je potrebné vy-
konat’ radovo n° aritmetickych operacii.)

Vyhodné je, ked’ diagonalne prvky matice systému 4 st vel'ké v porovnani s ostatnymi ne-
diagonalnymi prvkami (v absolutnej hodnote). Na prvkoch pravych stran nezalezi. Cim je

,1=1,2, ..., tym metoda rychlejsie konverguje.

n
|%| vagsia ako Z‘aij
Jj=1

J#i

4.2.3 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD ¢&. 1

Rieste systém linearnych rovnic:

1.

x+ y—-32z=-4
2x + 5y + z= 5 (4.8)
4x — y +2z=-12
Jacobiho metddou.
a) Ak je potrebné, upravte systém (ekvivalentnymi Gpravami) tak, aby bola zarucend
konvergencia metddy. Svoju Gpravu zdévodnite.
b) Néjdite rieSenie systému touto metddou pre Startovaci vektor x” =(0,0,0)" . Po¢itajte

‘f(m) _

s toleranciou ‘ )_c(k)H < ¢, €=0,5. V zastavovacej podmienke vol'te euklidovsku

normu vektora.

(i

¢) Pre kazdi iterdciu vypoéitajte reziduum 7 4 jeho normu-

d) Vypocitajte presnost’ posledne;j iteracie rieSenia. (N4jdite hodnotu (euklidovskt nor-
mu), ktorou sa 1i8i poslednd iteracia rieSenia od predposlednej iteracie rieSenia.)
Gauss-Seidlovou metodou.

a) Ak je potrebné, upravte systém (ekvivalentnymi tGpravami) tak, aby bola zarucena

konvergencia metddy. Svoju upravu zdévodnite.
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b) Najdite riesenie systému touto metoddou pre Startovaci vektor x” =(0,0,0)". Podcitajte

Fk _

s toleranciou H )T(k)H < ¢,£=0,5.V zastavovacej podmienke vol'te euklidovsku

normu vektora.

¢) Pre kazdi iterdciu vypoéitajte reziduum 7 4 jeho normu-

d) Vyjadrite presnost’ poslednej iteracie rieSenia (vyjadrite hodnotu euklidovskej normy
vektora, ktorym sa 1i8i posledna iteracia rieSenia od predposlednej iterdcie rieSenia.)

RIESENIE
1 1-3 -4
SLR prepiSeme na tvar 4-x =b, kded=|2 5 1|, b=| 5|
4-1 2 -12

Overime, ¢i ma systém prave jedno riesenie:| | = 0.
|[4|=77, systém ma prave jedno rieSenie, na vypocet moézeme pouzit’ numerické metody.
1. Jacobiho metoda

a) Overme postacujuce podmienky konvergencie Jacobiho metody:

Je A ostro diagonalne dominantna matica?

1 1-3 11> 1] +]-3] neplati
A=]2 5 1 |5|> |1| +| 1| ......... plati
4-1 2 |2|>|4| +|—1| ......... neplati

Matica systému A4 nie je ostro diagonalne dominantna.
Aby sme zarucili konvergenciu metddy, skisme upravit maticu 4 ekvivalentnymi Upra-

vami na ostro diagondlne dominantni maticu. Vymenou 1. a 3. rovnice v systéme dosta-

vame:
4 -1 2\ (x -12
Ax=b = |2 5 1||y|=| 5
1 1-3)\z -4
Pre maticu systému teraz plati:
[4]> |-1] +]2]
[5[>]2] +[1]
3> [ 1] +[1]

Po uprave matica 4 uz ostro diagonalne dominantna je a iteraény proces Jacobiho (tiez aj
Gauss-Seidlovej) metédy bude konvergovat.

b) Ndjdeme riesenie.

(k+1)

Systém upravime na iteracny tvar Jacobiho metody x ' =H, P +g .

Iteracnt maticu H; a vektor g, moZeme dostat’ bud’ ipravou rovnic:
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4x— y+2z = -12 = x= —y——z =3
Y 4)’ >
2x+5y+z = 5 = = —zx —lz + 1
Y Y 5 s
1 1 4
xt+y-3z =-4 = z= —x+ - + —
g 377 37 3
o L _1
, 4 f 0 025 -0)5 3| (-3
H,= 3 0 < -0,4 0 -0,2|, g,=| 1|5 1 ,
0,333 0,333 0 4 1,333
1 1 =
0 3
3 3
alebo vypoctom pomocou trojuholnikovych matic Lo, Up a D:
0 00 4 0 0 0-1 2
L,=2 0 0 D=0 5 0 U,={0 0
1 10 0 0-3 0 00
Lo o o L 1
4 0-1 2 4 2
H——D—I-(L+U)——010-201——30—l
' C > 1 10 > 5\
00-1 E
3 3 3
1 0 0
4 1 ~12) | -3
§J:D"I3:O§O 51=] 1].
) -4 4
0 0-— 3
3 3
Iteracny proces:

Startovacim vektorom je ¥ =(0,0,0)".
V kazdom kroku iteraéného procesu:
« vykoname vypocet vektora X"V =H, - x" +g

v ’ k+1
« vypotitame reziduum
o zistime, ¢i plati H)_c“‘“) —~ )?"‘

<0,5.
E
Iteracny proces ukon¢ime, ked’ bude splnena zastavovacia podmienka H)?(k”) —)_c(k)H <eg,

£=0,5.

103



Numerické rieSenie nelinedrnych rovnic

Vypocet 1. iteracie rieSenia:

xV = H, A
x 0 0,25 -0,5 0 -3 -3
yPl=1-04 0 -02 . |0 + |1 = 1
Q) 0,333 0,333 0 0 1,333 1,333
-12 4 -1 2 -3 ~1,667
Reziduum: F=p-4.xV= 5| =2 5 1].] 1 =| 4,667
—4 1 1-3 1,333 2

Norma rezidua: Hr<”HE = J(~1,667)* +(4,667)* +(2)* =5,34413

Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)_c“) -X (O)H »<0,5:

[0 =% = (=3-0)*+(1-0)* +(1,333-0)> =3’ +1? +1,333* =3,432> 0,5=> neplati

Vypocet 2. iteracie rieSenia:

x? = H, .ox + g
x? 0 025 -05 -3 -3 —3,414
y@ | =1-04 0 -0,2| . | 1 + |1 = 1,933
JE) 0,333 0,333 0 1.333 1,333 0,667
-12 4 -1 2\ (-3,414 2,555
Reziduum: FP=p-A4-xP=| 5| — |2 5 1|.| 1,933 |=| 1,499
—4 1 1-3 0,667) |-0,518

Norma rezidua: Hr(z) HE = J(2,555)% +(1,499)* +(-0,518)> =6,00147

Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)_c(z) —x" H £ <0,5:

[£2 0= (-3.416-(-3))" + (1933~ 1)" + (0,667 - 1,333)

=/0,4132 +0,9332 + 0,666 =1,219> 0,5 => neplati

Vypocet 3. iteracie rieSenia:

X9 = H, : XY+ g
x 0 0,25 -0,5 —3,414 -3 -2,85
YWl =1-04 0 -0,2| . | 1,933 | + | 1 =| 2,233
73 0,333 0,333 0 0,667 1,333 0,838
-12 4 -1 2 -2,85 -0,043
Reziduum: FO=p—-4.x9=| 5| - |2 5 1|.| 2,233|=|-1,303
-4 1 1-3 0,838 —-0,869

Norma rezidua: ] = J(=0,043)% +(~1,303) +(=0,869)° =1,56679
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Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)? ®_x (Z)H £<0,5:

& - x<2>HE = /(2,85 —(-3,416))> + (2,233 -1,933) + (0,838 — 0,667)°

=/0,565% +0,3> +0,171> =0,663> 0,5 => neplati

Vypocet 4. iteracie rieSenia:

X = H, Y+ g
x® 0 0,25 -0,5 —2,85 -3 —2,861
yP 1 =1-04 0 -0,2 2,233 + | 1 = 1,972
z® 0,333 0,333 0 0,838 1,333 1,129
~12 4 -1 2 (-2,861\ (—0,842
Reziduum: FO=p-4-39=| 5| - |2 5 1 1,972 |=| —0,267
—4 1 1-3 1,129 0,276
Norma rezidua: [ HE = J(—0,842)* +(~0,267)* +(0,276)* =1,56679
Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)? “— )?(3)” »<0,5:
[x®-x] = (2,861 (~2,85))° + (1,972 —2,233)* + (1,129 — 0,838)’
=> plati
= J/(=0,011)* +0,261> +0,291? =0,3911
¢) Presnost poslednej iteracie rieSenia je euklidovska norma vektora:
H)?(‘” —x® H =0,3911
E
Zaver
Vysledky zapiSeme do tabul'ky (Tabulka 4.1):
k 7 Hf(hl)_f(k)HE 7O _p 4. 5% “F(k)u .
0 [¥® = (0.0.0)" - PO =(-12,5- 4)' 13,6015
1[F =(-3:1;1,33)" 3,432 [FV=(-1,667;4,667;2)" 5.34413
2 7 = (-3,414;1,933;0,667)" | 1,219 [7®=(-0,01;5,495;2,413)" 6,00147
3 |x® =(-2,85;2,233;0,838)" 0,663 |7¥=(-0,043;-1,303; —0,869)T 1,56679
4 [79 = (-2,861;1,972;1,129)" | 0,3911 |7 =(-0,842;-0,267;0,276)' | 0,83548
Poznamka. Presné rieSenie systému je x” =(-3;2;1)".

Tabul’ka 4.1. Riesenie systéemu (4.8) Jacobiho metédou

Vypodet sme ukongili po 4. iteracii, pretoze H)?(‘” —x? H »=0,3911<0,5. Hradanym nume-

rickym rieSenim s danou toleranciou je 4. iterdcia rieSenia ¥ =(-2,861; 1,972; 1,129)".
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2. Gauss-Seidlova metoda
a) Overme postacujuce podmienky konvergencie Gauss-Seidlovej metody:
Matica 4 nie je symetrickd => nemusime overovat’, ¢i je aj pozitivne definitna. Aby sme
zarucili konvergenciu metody, upravime maticu 4 ekvivalentnymi tipravami na ostro dia-
gonalne dominantni maticu (pozri rieSenie Jacobiho metéda). Po Uprave dostaneme sys-
tém:
4 -1 2\ (x -12
A-x=b = |2 5 1||yl|=| 5
1 1-3)\z -4
b) Ndajdeme riesenie.
Systém upravime na iteraény tvar Gauss-Seidlovej metody x“™ =H X ) +g5:
4x— y+2z = -12 = x*V= %y(k) —%Z(k) -3 (R1)
2x+5y+z = 5 = D = —%x“‘“) —%z(k) + 1 (R2)
_ _ _ (k+1) _ 1 (k+1) 1 (k+1) 4
x+y-3z =-4 = z = —X + —y + = (R3)
3 3 3
Dosad’'me do rovnice (R2) za ¥ “*" zrovnice (R1) a do rovnice (R3) za x “*" a 3 **
z rovnic (R1) a (R2), po uprave dostavame hl'adanu iteraéna schému ¥ =H-x" + g,
x(k+1) — l (k+1) lZ(k-H) _ 3
4 2
1 11
(k+1) __ (k+1) (k+1)
= —— + 0z + —
Y 10 Y
Z(k+1) — L (k+1) lZ(kH) + E
20 6 15
1 1
0 7 3 _3
‘1‘ 2| (0 0,25 -0,5 (-3
Hg= 0 1o 0|=l0-0,1 0 g ) 2.2
1 1 0 0,05 -0,167 16 1,067
0o — = e
20 6 15
Iteracny proces:

Startovacim vektorom je x” =(0,0,0)".

V kazdom kroku itera¢ného procesu:

« vykoname vypodet vektora x**"

v ’ k+1
o vypotitame reziduum »**,
X

‘)—C(kﬂ) _ k‘

« zistime, ¢i plati ‘ . <0,5
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Metddy rieSenia systémov linedrnych rovnic

Iteracny proces ukon¢ime, ked’ bude splnena zastavovacia podmie

nka H)?(k”)—)_c(k)u <eg,
£=0,5.
Vypocet 1. iteracie rieSenia:
XV = Hj ¥+ g
x 0 0,25 —0,5 0 -3 -3
y |l =]0-01 0 ol + | 22 |=] 2.2
20 0 0,05 —0,167 0 1,067 1,067
~12 4 -1 2) (-3 0,067
Reziduum: FO=p—4.x0= 5| - |2 5 1 2,2 |=|-1,067
—4 1 1-3 1,067 0

Norma rezidua: Hr<”HE =(0,067)* + (1,067 + (0)* =1,0691

Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)? W _x (O)H £<0,5:

[e0 %O = J(3-07 + (220 + (1067 -0)' =3 +2.2°+

Vypocet 2. iteracie rieSenia:

)?(2)

= Hy x + gs
x? 0 0,25 —0,5 -3 -3
yP 1 =10-01 0 2,2 + 22 |=
) 0 0,05 —0,167 1,067 1,067
-12 4 -1 2 ~2,983
Reziduum: FP=p-A-xP= 5| — |2 5 1 1,98
—4 1 1-3 0,999

Norma rezidua: Hr(l)HE = J/(~0,086) +(0,067)* +(0)* =0,10902

Zistime platnost’ zastavovacej podmienky: H)? 2 _ )_c“)H :<0,5:

[z -5 = V(2,983 - (=3))* + (1,98 - 2,2)* +(0,999 — 1,067)’

=/0,017% +(=0,22) +(~0,068)> =0,231<0,5 =

d) Presnost poslednej iteracie riesSenia je euklidovska norma vektora:

[#® 5| , =1/0,017> +0,22? +0,068* =0,231

1,067* =3,870> 0,5

-2,983
1,98
0,999

-0,086
0,067
0

plati.
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Zaver
Vypocty zapiSeme do tabulky:

i 0 e x|, 7P =h— 45" P
o ¥ = (0.0.0)" ; 7O = (-12,5,- 4)' 13,6015
1| 20 2 (3:2.2:1.067)" 3,870 70 =(=0,067 ; ~1,067;0)" | 1,0691
2 | ¥ = (-2,983:1,98:0,99)" 0,231 7 =(~0,086;0,067;0)" | 0,10902

Poznamka. Presné riesenie systému je x” =(-3;2;1)"

Tabul'ka 4.2. Riesenie systemu (4.8) Gauss-Seidlovou metodou

Vypodet sme ukonéili po 2. iteracii, pretoze H)_c(z) —)?“)H »=0,231<0,5. Numerickym riese-

nim daného SLR so zadanou toleranciou je 2. iteracia riesenia x* =(-2,983;1,98; 0,99)" .

PRIKLAD ¢. 2
Dany je systém linedrnych rovnic:
Sx+7y + 2z=-26
x+ 5y +3z=-4
—2x + y +4z= 24

a) Upravte systém (ekvivalentnymi upravami) tak, aby bola zaruc¢end konvergencia Jacobiho
metddy. Svoju Gpravu zdovodnite.

b) Najdite iteracnt maticu H, a vektor g, .
¢) Najdite jednu itera¢na schému x“™" =H -x* + g, ktora nekonverguje k rieSeniu systému.

Zddvodnite, pre¢o ndjdend iteracna schéma nekonverguje k rieSeniu systému.

RIESENIE
572 -26
SLR prepiSeme na tvar 4-x =b, kde A=| 15 3|, b=|-4
214 24

a) Podmienky konvergencie metody

Overime, ¢i matica systému 4 je ostro diagonalne dominantna:

|5|>|7| +|2| ......... neplati
|5|>| 1| + |3| ......... plati
|4]>[-2] + |1]-eeeeee. plati

Aby sme zarucili konvergenciu metddy, upravime maticu 4 ekvivalentnymi Gpravami na
ostro diagonalne dominantni maticu. Vymena riadkov matice 4 nam, zial, nepomdze,
urobime inu ekvivalentnti Upravu. Vynasobime 2. riadok matice A4 ¢islom (-1) a pripoci-
tame ho k 1. riadku
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572 4 2 -1

153|(-)=~| 15 3

214 ~2 1
4> 2| + 1]

Matica A4 je uz ostro diagonalne dominantna: |5| >| 1| + |3|
[4[>[=2 + 1]

Tou istou ekvivalentnou Gpravou upravime aj vektor pravych stran b :

-26 -22
-4 |- (-)= |- 4
24 24
-1\ (x -22
Riesime upraveny systém A-x=>bh <=> 15 31|lyl|l=—- 4

-2 1 4)(z 24

b) Iteracna matica H, a vektor g,Jacobiho metody

Systém prevedieme na iteraény tvar Jacobiho metody: x*“™ =H 5 P+ g S

1 1 11

4x4+2y—-2z=-22 => x= Ox — —y+—z——
g 27T

1 3 4

X+5y+3z=—4 = y=-—x+ O0y—-——z- —
4 Y 5 4 5 5

2x+ y+4z=-24 => z= %x—%y + 0z — 6,

o1 1 N
2 4 2
) 1 3 4
ricom H,=|—— 0 —=|, g,=| ——|.
p J 5 5 &g 5
.1, —6
2 4

Overime postacujucu podmienku konvergencie itera¢nej schémy x*™ =H -x*) + g k rie-

Seniu systému A-x=>b,

H, ||<1, kde ||H J|| je T'ubovol'na norma matice H,. Vypocitame

napr. riadkovi normu H , :
1 1 1 3.1 1
H, |, =max{|0|+|—=|+|=|;|—=|+|0|+]|—=|;|=|+]|——]|+]0
|2, - O I=Z [+ B I=5 [+ 0+ =2 LIS 1+ =7 [+100

}=max{0,75;0,8;0,75}=0,75<1

b

3
=max {—,
{4

(NN
Alw
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(k+1)

) Iteracnd schéma x*"=H -x" + g ktord nekonverguje k rieseniu systému A-x=b:

4x+2y—z=-22 => (x+3x)+ 2y - z =-22 => x=-3x-2y+4+z =22
X+5y+3z=—4 => x +(y+4y)+ 3z =—4 = y=— x-4y-3z-4
—2x+ y+4z=-24 => -2x + y +(x+32)=—24 => z= 2x- y-3z =24,
-3-2 1 -22
pricom H=|-1-4-3|, g=|-4
2 -1-3 —24

Vypocitame |H|| :
|H| x = max{| =3[+ =2+ [1];|=1|+|—-4|+|-3];]2]+|-1]+|-3]} =max {6,8,6} =8 > 1
Pretoze |H|>1, iteraéna schéma x“*"=H X" +g nekonverguje k riefeniu systému

A-X=b.
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5 APROXIMACIA FUNKCIi

Pri sledovani zavislosti dvoch parametrov, napriklad x a y, Casto potrebujeme urcit’
hodnotu zéavislej premennej y v nejakom bode a. Ak pozname funként zavislost medzi pre-
mennymi x a y, predpis funkcie y = f(x), potom hodnotu funkcie f{x) v bode x = a vypocitame
vel'mi jednoducho, dosadenim x=a do predpisu funkcie, napr. ak y=3x ax=3, potom
f(3)=0.

V technickej praxi ¢asto nepozname predpis funkcie y = f{x), ktord popisuje pozoro-
vany jav. Vieme len, ze medzi x a y existuje ur¢itd funkénd zdvislost a z merani mame
k dispozicii udaje (data) len v izolovanych bodoch — hodnoty x; a y;, ktoré su usporiadané
v tabul’ke, x| < x; <...<x,+; (Tabulka 5.1).

xi xl x2 . e xn_H

v, =f(x) N Y e Vsl

Tabulka 5.1. Funkcia dana tabulkou

Problém nastava, ak potrebujeme poznat’ funk¢éntt hodnotu v bode, ktora sa v tabulke nena-
chadza, informaciu o priebehu funkcie v okoli nejakého bodu, resp. na danom intervale. Po-
dobne je tomu aj v situacii, ked’ sice pracujeme so znamou funkciou, ale jej predpis je prili§
naro¢ny na pocitanie a relevantni hodnotu funkcie, derivacie, ¢i integralu nevieme obvyklym
matematickym vypoctom ziskat. V takychto pripadoch funkciu f{x) nahrddzame, aproximu-

jeme inou, podobnou funkciou g(x), ktord je funkcii f{x) v istom zmysle blizka.

Poznamka. V matematike pod oznafenim y = f{x) (prip. iba y(x)) rozumieme funkénu zavislost’
dvoch abstraktnych premennych: zavisle premennej y od nezédvisle premennej x. V jednotlivych ved-
nych ako aj technickych odboroch v§ak toto vSeobecné oznacenie zvycajne nadobuda konkrétny vyz-
nam so svojim typickym pomenovanim ako napriklad:

e s(t) — zavislost drahy (,,polohy telesa®) s od Casu ¢,
o v(T) — zavislost’ rychlosti Sirenia zvuku vo vzduchu v od teploty vzduchu 7,
e v(S) — zavislost rychlosti prudiacej tekutiny v rire v od prierezu rury S,
e T(x) —zavislost’ teploty T od miesta prestupu tepla x.
Moznosti, ako urovat’ a posudzovat’ mieru podobnosti funkcii je niekol’ko. Ich cie-
Iom je zistit’ a vhodnym spdsobom vy¢islit’ odchylku, ktorou sa funkcia f{x) 1i81 od g(x). Vac-

Sinou vychadzame z porovnania funkénych hodnoét, rozdielu | f(x)—g(x)

, ktory na grafe
funkcii reprezentuje vzdialenost’ odpovedajucich si bodov (Obr. 5.1, Obr. 5.2):

| L. S Lxg (0] | =y (x = 0" + (f(x) - g(2))" =| £ (x) - g()].

Analogicky tak mieru podobnosti funkcii niekedy zjednodusene nazyvame aj vzdialenost’
funkcii. Otazka je, ¢o zo sledovania vzdialenosti zodpovedajucich si bodov zobrat’ za zaklad
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dostato¢ne reprezentujiici mieru podobnosti — vzdialenost’ funkcii. Uvedieme dva najzname;j-
Sie pristupy jej definovania.

Definicia 5.1 Nech funkcie f{x) a g(x) st spojité na intervale {a, b). Mierou podobnosti
(vzdialenost'ou) funkcii f{x) a g(x) nazveme ¢islo:

d(f,g)=max|f(x)-g(x)

,xe(a,b>.

Podrla tejto definicie za vzdialenost’ dvoch funkcii povazujeme maximalnu vzdialenost’ zo
vzdialenosti zodpovedajtcich si bodov na grafoch f{x) a g(x).

y
/7
//g(x)
e
Ayp T/
/
y= 0
’lﬂys

A4 T/ ’
/
1 =0 By fin)g)]

Vs /lAyZ

Obr. 5.1. Vzdialenosti |f(xl.) - g(x,.)| = Ay, . Funkcia f(x) je dand tabulkou

V diskrétnej forme (pre funkcie dané izolovanymi bodmi) pouzivame vzt'ah:

) X, e<a,b>.

d(f,g)=max|f(x)-g(x)

S ] \ !

g(x)r==7 \

\
\
N |
/
\_)

Obr. 5.2. Vzdialenosti zodpovedajucich si Obr. 5.3. Plocha ohrani¢ena grafmi funkcii
bodov | £ (x,) ~ g(x,)| fix) a g(x)

Iny pristup je sledovanie vel’kosti plochy ohrani¢enej grafmi funkcii (Obr. 5.3):
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Definicia 5.2 Nech funkcie f{(x) a g(x) s spojité na intervale (a, b). Mierou podobnosti
(vzdialenostou) funkcii f{x) a g(x) nazveme cislo:

d(f.8)= .| (x)-g()dx,
pri¢om pre vSetky x e <a,b> je bud f(x) = g(x), alebo f(x) < g(x).

V diskrétnej forme sa bude jednat’ o sucet vzdialenosti jednotlivych zodpovedajtcich si dvojic
bodov (Obr. 5.2):

n+l1

d(f,8)= 2|1 ()~ gx)

, X; € <a,b>.

Ked’ze praca s absolutnou hodnotou je komplikovana (navyse v nulovych bodoch nie je funk-
cia s absolutnou hodnotou diferencovatel'na), naj¢astejSie na vyjadrenie vzdialenosti sa pouzi-

va jej druha mocnina, $tvorec vzdialenosti.

Definicia 5.3 Nech funkcie f{x) a g(x) st spojité na intervale (a, b). Mierou podobnosti

(vzdialenostou) funkcii f{x) a g(x) nazveme ¢islo:

d(f.2)= | (f(x)-g(0)dx,

v diskrétnej forme:

n+l

2
d(f,g) = (f(x)—g(x)),x €(a,b).
i=1
V statistike ju pozname pod nazvom kvadraticka odchylka.

Pri aproximacii chceme funkciu f{x) ¢o mozno najvernejSie nahradit’ funkciou g(x).
Hl'adame taku funkciu g(x), ktord sa v ¢o najmensej moznej miere lisi od funkcie f(x), vzdia-
lenost” funkcii je minimalna. Metddy aproximacie zalozené na definicii Definicia 5.1 sa nazy-
vaji metody minimalizacie maximalnej chyby (minimax). Metéda aproximdcie zaloZena na
definicii Definicia 5.3 sa nazyva metéda najmensich $tvorcov (MNS).

Od funkcie g(x), ktorou aproximujeme funkciu f{x) budeme pozadovat’:

« aby bola 'ahko vyjadriteI'na pomocou mnoziny dat {[xi, f (xl.)]};:1 ,
« jej hodnoty by sa mali dat’ 'ahko vypocitat,
« mozno ju 'ahko derivovat’ a integrovat’.

Z tohto pohladu je vel'mi vhodné aproximacna funkcia g(x) polyném (polynomicka
funkcia). Ziskat ho moézeme z kone¢ného poctu vstupnych tdajov pomocou 3 zékladnych
aritmetickych operécii (sucet, sucin, rozdiel), 'ahko sa derivuje a integruje, vysledkom opera-
cii je opat’ polynom a mozno nim aproximovat spojitii funkciu s 'ubovol'nou presnostou. Da

sa dokézat’ nasledujtica veta:
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Veta 5.1 (Weierstrassova veta o aproximacii) Nech f(x) je spojita funkcia redlnej premen-
nej x na uzavretom intervale {a, by a P,(x)=a,+a,x+a,x’ +..+a,x", a,€ R,a, #0 je poly-
ném (polynomicka funkcia) stupfia n. Potom pre kazdé ¢ > 0 existuje taky polyném P,(x) , Zze
pre vietky x e (a,b) plati:

[f()=P,(x)| <.
Stupent polyndému n zavisi od hodnoty &.

Nevyhodou polynému je, ze grafy polynomov vyssich stupnov sa v krajnych Castiach
intervalu nadmerne vinia, kmitaji. Medzi jednotlivymi bodmi [x;, y;] sa tak m6ze nachédzat’ aj
viacero extrémov, dochadza k prekmitom, a preto su na aproximaciu v tychto oblastiach ne-
vhodné. Pocet extrémov polyndmu uzko suvisi s jeho stupniom, je len o jeden mensi. To zna-

mena, ak stupeii polyndému je n, potom pocet extrémov je n — 1.

Obr. 5.4. Kmitanie polynomov vyssich stuprniov

Okrem polynému sa na aproximaciu moézu vzhl'adom na priebeh funkcie f{x) s istymi
upravami pouzit’ aj d’alSie elementarne funkcie, ako racionalne lomené funkcie, trigonomet-
rické funkcie, exponencialna funkcia, ap.

Body z mnoziny {x,,x,,...,x,,,} sanazyvaju uzly (su v nich dané alebo v nich po¢ita-
me hodnoty funkcie). Usporiadané dvojice [x,, f(x;)],i=1, 2, ..., nt+1 nazyvame poly (body
grafu funkcie).

5 ~e ’ n+l A v . .

Podla charakteru mnoziny vstupnych bodov {[xi, f (xl.)]}l,:l , mdzeme volit' medzi
dvoma zdkladnymi spdsobmi aproximacie:

1. od grafu aproximacnej funkcie pozadujeme, aby prechadzal vSetkymi bodmi

n+l v v . .. , .. , y,
{[xl., f (xl.)]}i:1 . Mnozina bodov zvycajne nie je velka, tvoria ju relativne presne namerané

udaje. Hovorime o interpolacii. Pouzivame Newtonov interpola¢ny polyndém, Lagrange-
ov interpolaény polyném, Cebysevov interpolaény polynom, Hermitove polynémy, inter-

polac¢né splajny atd’.
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n+l

i=1 2

2. graf aproximacnej funkcie nemusi prechadzat’ kazdym bodom mnoziny {[xl., f (xl.)]}

avsak dostato¢ne presne kopiruje priebeh funkcie f{x). Pocet dat (bodov) moze znacne
prekracovat’ pocet bodov nutnych na jednoznacné urcenie vhodnej aproximacnej funkcie
alebo vstupné udaje mézu byt’ zatazené chybou merania. Hovorime o aproximacii (v uz-

Som zmysle slova). Patri sem napriklad Metdda najmensich Stvorcov, aproximacné splaj-
ny.
V pripade, Ze chceme urcit’ hodnotu funkcie v bode x, ktory sa medzi vstupnymi uz-

lami nenachadza, x ¢ {x,,x,,...,x,,, }, rozliSujeme medzi dvomi polohami bodu x:

> Vn+l
a) xe(x,x,,). Na urtenie funkénej hodnoty pouZijeme interpoliciu — medzi dva zname
poly vkladame d’alsi pol.
b) x¢ <x1,xn+l>. Hovorime o extrapolacii. Interpola¢né techniky mdzeme pouZit’ iba v pri-

pade, Ze bod x lezi vel'mi blizko krajnych bodov intervalu (x,,x,,, ).

5.1 INTERPOLACIA

Danych je n+l hodndt redlnej funkcie f(x) redlnej premennej x v bodoch

x1 <x3 <...<Xu+1, funkcia dana tabul’kou (Tabulka 5.1).

Definicia 5.4 Pod interpolaciou rozumieme aproximaciu funkcie f{x) takou funkciou g(x), ze

v danych bodoch x; nadobuda funkcia g(x) hodnoty y, = f(x,), tj.

f(x)=g(x), i=1,2,..,ntl.

gx)

[xi, v = /()]

Obr. 5.5. Interpoldcia funkcie f(x) funkciou g(x)

Ide o Specidlny pripad aproximadcie, kedy sa funkcie f{x) a g(x) zhoduju vo vsetkych tabul'ko-
vych bodoch x;,

f(xi)—g(x,.)| =0, i=1, 2, ..., n+l. Body x,,x,,...,x,,, nazyvame uzly in-
terpolacie a X [x,,y,] poly interpolacie. Funkcia g(x) je interpola¢na funkcia, ak je fiou

polynom g(x) = P(x), tak je to interpola¢ny polyném P(x).
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Niekedy, okrem zhody funk¢énych hodnot vo vSetkych tabul'kovych bodoch x;, sa na-
vySe pozaduji aj dalSie vlastnosti, ako rovnost’ prvych derivécii f'(x;) = P'(x,) alebo

X, X,

n+l

I f(x) dx = .[ g(x) dx. Dalej sa budeme zaoberat’ interpolaciou polynémom na uzavretom

X X
intervale (x1, X,+1).

;. v . , ., 1 . . ,
Veta 5.2 Dand je mnozina usporiadanych dvojic {[xl. ; yl.]};: , X1 < X2 <..<Xx,+1. Existuje prave

jeden polynom P(x)stupia najviac n taky, ze P (x,)=y,.

Opit predpokladame, ze mame nameranych (n+1) hodndt neznamej spojitej funkcie f{x)
(Tabulka 5.2).

X; X X, e X1
Vi =f('xi) Y Y s Vsl
Tabulka 5.2

Hl'adany interpolac¢ny polyném P (x), pre ktory P (x;) =y, bude mat’ tvar:
P(x)=a,+ax+ax +..+ax", a,eR,a, #0,i=0,1,..,n (5.1)
Dosadenim n+1 dvojic [x;, y;] do (5.1) dostavame systém n+1 linearnych rovnic o n+1 nezna-
mych q,,a,,...,a,:
P(x)=y, <=> a,+ax +a,x +ax +..+ax =y,
P(x,)=y, <=> ay+aX,+a,X; +a,X; +..+a,x; =y,
P(x,)=y, <=> a,+ax,+a,x;+a,x,+..+a,x; =y, (5.2)

— . 2 3 n _
F)n (‘an) - yn+1 <=> aO + alanrl + aZ‘an + azanrl +..+ an‘an - yn+1
v maticovom tvare:
1 x x x .. x
1 1 1 1 a, Y

2 3 n

I x, x5 x5 ...x a, v,
2 3 n _

1 ox; xi x5 ...x; la, |=| (5.3)
2 3 n

1 Xor1 Xt Xpgr oo Xun a, Va1

Systém (5.2), resp. (5.3) ma prave jedno rieSenie, ak determinant matice systému je rozny od
0. Na jednozna¢né urcenie polynému 1. stupiia (grafom je priamka) potrebujeme dva roézne
body {[x1, y1], [x2, ¥2]}, na jednoznacné urcenie polynoému 2. stupnia (grafom je parabola) po-
trebujeme tri rézne body atd’; n+1 bodov jednoznacne urcuje polyném n-t¢ho stupna. Matica
systému sa nazyva Vandermontova matica, determinant matice je Vandermontov determi-
nant.
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Tento postup hladania interpolacného polyndému je vel'mi naro¢ny (pozri kapito-
lu 4), v praxi sa pouziva len ojedinele. Numerické metody pouzivajii vyhodnejSie sposoby
vypoctu koeficientov polyndému. Pri ich vybere a pouziti si treba uvedomit’, Ze pri rovnakych
vstupnych udajoch pojde vzdy iba o rézne tvary toho ist¢ho polynému. Podrobnejsie sa bu-
deme venovat dvom numerickym metodam, konstrukcii Newtonovho a Lagrangeovho poly-
nému.

5.1.1 HIADANIE INTERPOLACNEHO POLYNOMU POMOCOU TABULKY
DIFERENCII

Tabul’ku diferencii pouzivame pri hl'adani interpolacného polyndému v tvare:

N,(x)=a,+a,(x —x))+a,(x —x)(x—x,)+... +a,(x —x)(x = x,)..(x —x,). (5.4)
Uvedeny tvar je Newtonov tvar a polyndom sa nazyva Newtonov interpolacny polynom (NIP).
Podl'a definicie interpolacného polynomu: g(x,) = f(x,) A g(x)=N, (x), i=L2,...,n+1.Po

dosadeni bodov [x;, y;] do N, (x,) =y,, dostdvame systém linearnych rovnic s dolnou trojuhol-
nikovou maticou:

N,(x) =y, == q =N
N,(x))=y, <= a,+a(x,—x) =)
N,(x)=y; <= a,+a(x;—x)+a,(x;—x)(x;—x,) =)

Nn (xn+1) = Vsl <= ag+a (x,, = x)+ay(x, —x)(xX,, —x)+. +a,(x,, —x).(x,-x) = Vi

Vv maticovom tvare:

1 0 0 0.. 0 a, Y
I (x,—x) 0 0.. 0 a, ¥,
(x5 —x) (—x)(x;—x,) 0.. 0 s | = Vs
I o(x,0—x) (X0 = X)X, —X) e (X0 = X)X, — X)X, — X,) a, Vst

Koeficienty a,,i=0,1, 2, .., n, vypocitame takto:

a, =y <=>aq, =A0f(xl)
0 0
V=ay Y=y _a f(x)-a f(x)
a,+a,(x, —x,)=y, <=>a, = 20 -2 L= 2 : ZAlf(xl)
X, =X, X, —X, X, =X,
YVi=Vo Vo™
1 1
X=X, X, —x 4 f(x,)—a f(x)
ay+a,(x; = x)+a,(; —x))(x; —x,) =y, <=> a,=—2—2 21— 2 L =a"f(x,)
Xy — X, Xy — X,

., atd. Vyrazy 2’ £(x,),, a' f(x,), a° f(x,) atd, st tzv. pomerné diferencie.
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Oznatme y,=f(x,)=f,.

Definicia 5.5 Pre uzly x, a funkéné hodnoty y, = f(x,)=f,,i=1,2, .ntl,x; <x, <
<...< X,+1 pomerné diferencie k-tého radu »* f,, k=0, 1, ...n, definujeme rekurentnym spdso-

bom:

k=0 : A'f=f
NG —Aof
k:1 . 1': i+1 i
oS X =%
1 1
k:2 . Azf:A i+1_A»f;

Xipo =%

k-1 k-1
A ﬁ+1 —A fz‘

xi+k —X

1

k<ntl: Akfiz

Pre Newtonov interpola¢ny polyném vzhl'adom na pomerné diferencie potom plati:
N, (x)=a,+a,(x—x)+a,(x—x)(x—x,)+ ... +a,(x —x)(x—x,)..(x —x,)
=2’ fi+a fi(x—x)+a’ fi(x—x)(x—x)+ ... 42" fi(x —x)(x = x,)..(x—x,)  (5.5)

Interpolacny polyném vyjadreny vztahom (5.5) sa nazyva Newtonov interpolacny polyném
stupna » vpred.
Newtonov interpolacny polynom stupna » mézeme hladat’ aj v tvare:

N, (x)=a,+a(x—x,,)+a,(x—x, )(x—x)+..+a,(x—x,)x—x,).(x—x,)=

:Aoan +A1fn(x—xn+1)+A2fn_1(x—xn+1)(x—xn)+ e+ fi(x=x, )(x—x,)..(x—x,), (5.6)

ktory sa nazyva Newtonov interpola¢ny polyném stupna » vzad.
Koeficienty Newtonovho interpola¢ného polynému stupiia n (vpred aj vzad) ur¢ime zo vse-
obecnej tabul’ky diferencii, tzv. Fraserovho diagramu (Tabulka 5.3).

Nespornou vyhodou Newtonovho interpolacného polyndému je fakt, ze pridanim d’al-
Sieho uzla staci dopocitat’ len 1 riadok tabulky diferencii. Ktorth podobu polynému (vpred ¢i
vzad) pouzijeme, zéalezi od umiestnenia bodu a, v ktorom chceme ¢o mozno najpresnejsie
urc¢it’ chybajucu hodnotu funkcie fla), a <x1 VX, > , a # x;. Ak a sa nachadza na zaciatku in-
tervalu (x,,x,,,), pouzijeme NIP vpred, ak a sa nachadza na konci intervalu(x, ,x,., ), pouZi-
jeme NIP vzad. Vhodnym vyberom NIP eliminujeme Sirenie chyb vo vypocte. Neziaduce
kmitanie interpolacnych polynémov vysSich stupiiov rieSime tak, zZe miesto vSetkych bodov
x;, ktoré mame k dispozicii, berieme do tivahy iba uzly z najbliz§ieho okolia bodu x = a odha-
dovanej hodnoty f(a). Fraserov diagram potom zostrojime iba nad vybranymi uzlami. Pocet

pouzitych uzlov zavisi od stupiia interpolaéného polynému.
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0 1 2 3 4 5
A A A
X Y =4a,
A=
2
X, 3% A" fi=a,
1 3
a f, A fi=a
2 4
X3 | Vs A" f, A" fi=a,
1 3 5
a fs 2™ f, a” fy =a;
2 4
Xy Y4 1 A f 3 A f 5
A f4 ’ ATy ? A fz
Anﬁ :aﬂ = &n
2 4
Xpo | Vo2 1 A T3 X A Jug 5
A Ju ; A Jus A Jug4 =45
4 —_
xn—l yn—l A n=2 A J, 3= a4
1 3 ~
A n—1 A n-2 :a3
2 ~
'xn yn A n—1 :aZ
Alfn 251
xn+1 yn+1 :ao

Tabulka 5.3. Fraserov diagram

5.1.2  LAGRANGEOV POLYNOM

Francuzsky matematik J. L. Lagrange pouzil na konstrukciu interpola¢ného polynému
tvar:

P,,(x)=zn:f(xk)'Lk(X)= J(x0) - Ly()+ f () - Li(xX) + .. + f(x,) - L, (%), (5.7)

kde definoval tzv. fundamentélne polynémy:

PR o AU €t ) D Gt WV e DO it BN

9
) X,—x, (x,=x))-(x,—x) o (X, —x, ) (x, —x, ) (X, — X))
i#

pricom
L (x)=1 prek=i,
L (x)=0 prek=#i,

¢im su splnené podmienky interpolacie P (x;)= Z f(x)-L(x)=y, ,i=0,1,..,n.(Obr. 5.6)
k=0
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Obr. 5.6

Lagrangeov interpola¢ny polyném ma potom tvar:

B,(x)= f(x0)- Ly(x)+ f(x)- Li(x)+..+ f(x,)- L,(x) =
_ ) (x—x)(x—x,)..(x—x,) . (x—x)(x—x,)..(x—x,)
= /(%) (x5 = x,)(x=x;)... (X, — x,) ) (3, = x)(x; = x,).. (X, — x,) "
+of(x): (x —x)(x —xp)..(x—x, ;)

(x, = x)(x, = x)...(x, = x,,)

Poznamka. V Lagrangeovom type polynéomu su uzly Cislované od 0: i =0, 1, ..., n.

Na rozdiel od Newtonovho interpolaéného polynému pridanim kazdého d’al§icho uzla
sa vSetky polynémy Li(x) musia znovu prepocitat’.

Forma Lagrangeovho interpolacného polynému je vhodna pri teoretickom skiimani
vlastnosti interpolacnych polynémov ([14]), my ju pouzijeme pri odvodzovani vzorcov pre
vypocet ur¢itého integralu (kap. 7).

Pripominame, Zze Newtonov aj Lagrangeov polyndm su len rozdielne formy toho isté-
ho polynému. V Newtonovom interpolacnom polyndéme st hodnoty funkcie f{x) pouzité spro-
stredkovane — prostrednictvom pomernych diferencii, zatial’ ¢o v Lagrangeovom polyndéme st

pouzité priamo.

5.1.3 ODHAD ABSOLUTNEJ CHYBY INTERPOLACNEHO POLYNOMU

Veta 5.3 Nech funkcia f(x) je na intervale {a, b) spojitd a nech tam ma spojité derivacie

f'(x), f'(x), ..., f"(x). Nech P (x) je interpolaény polyném stupiia n uréeny hodnotami

Sf(x;) vuzloch x,, ...,x,,,, potom pre 'ubovolné x <a,b> plati:
0= € 0 (). (x|
n - (n+1)‘ 1 2/ n+1/ 1>

kde M,, =max | /" (x)|, x € (a,b).

Veta hovori o odhade chyby pri ur¢ovani hodnoty f(x) pomocou interpola¢ného poly-
nému P,(x). Z definicie Definicia 5.4 je zrejmé, ze v uzloch je chyba nulova,
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|f(xl.)—g(xl,)|=0, i=1,2, .. ntl. Vyraz |(x—x,)(x—-x,)...(x—x,,,)| nadobuda pre urcité
rozlozenie uzlov x,, ...,x,,, v intervale (a, b) svoje maximum a minimum. Najmensia chyba

vzniké v blizkosti uzlov, naopak, ¢im je bod x vzdialenej$i od uzlovych bodov (mimo interval

<xl,xn+1>), chyba prudko narasta. Chyba interpolacie takisto narastd pridavanim d’alSich uz-

lov. To je d’alsi z dovodov, preco sa vo vSeobecnosti interpolacia polyndémami vyssich stup-
nov neodporuca.

Zhrnutie

Interpolac¢ny polyném uréeny hodnotami f{(x;) v uzlovych bodoch x,, ...,x, , je na in-
tervale (x,,x,,,) ista ,néhrada“ za funkciu f{x). Ciefom aproximécie je, aby sa prostrednic-

tvom polynému dali na funkcii f{x) vykonat’ operacie, ktorych realizacia by inak bola kompli-
kovana alebo nemozna.

Od grafu interpolacnej funkcie sa pozaduje, aby prechddzal zadanymi bodmi
{[xl., f (xl.)]}::l. Mnozina bodov zvyc¢ajne nie je velka, tvoria ju relativne presne namerané

udaje. Mohlo by sa zdat, ze zvySenim poctu uzlov sa zvacsi presnost’ aproximacie f{x) inter-
polaénym polynémom. Nie je tomu tak. ZvySenim poctu uzlov sa zvySuje pocet extrémov
a tym aj riziko neziaducich kmitov v okrajovych castiach intervalu, rastie chyba metddy (od-
sek 5.1.3) a vplyv Sirenia zaokruhl'ovacich chyb. Aproximaciu f{x) moZeme zlepSit’ interpo-
laénym splajnom (angl. spline) — funkciou, ktora je po Castiach polynémom nizkeho stupiia,
pricom jednotlivé casti polynomickej funkcie nadvdzuju na seba dostatocne hladko
(v nadvézujucich bodoch sa zvyc€ajne pozaduje rovnost’ prvych a druhych derivacii). Najcas-
tejSie pouzivané splajny su linedrny a kubicky. Oznacenie ,,spline* prvykrat pouzil Shoenberg
v roku 1946.

NajvernejSie informacie o funkcii f{x) st na intervale <x1,xn+1>, ktory obsahuje uzly

interpolacie x,,X,,...,X,,, . Ak poGitame hodnoty f{x) mimo intervalu (x,,x,, ), mdZeme ho-

n+l
vorit’ len o nejakej progndze — extrapolacii, pretoZe tu uz Ziadne informacie o funkcii f(x)
nemame. Uspokojivé vysledky dostdvame len v pripade, ak pocitame hodnoty f{a) v blizkosti

intervalu (x,,x,, ).
Pri uréovani hodnoty fla), ae(x,,x,, ), a#x, nie je nutné interpolatny polynom
prekladat’ cez vSetky uzly x,, ...,x ,,. Staci zobrat’ prisluSny pocet uzlov z najblizSicho okolia

x = a, pricom ich pocet uzlov zavisi od stupiia zvoleného interpola¢ného polynomu.
V minulosti sa interpolacné polyndémy vyuzivali na vypocet hodnot funkcie, ktoré ne-
boli v tabul’kach. Dnesné pocitace a kalkulacky to zvladnu jednoducho a rychlo. V sti¢asnosti

sa interpolacné polynémy vyuzivaju hlavne pri vyhodnocovani experimentalneho merania.
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5.1.4 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1

Meranim bolo zistenych 6 hodnot spojitej funkcie f{x), ktoré su uvedené v nasledujucej tabul’-
ke (Tabul’ka 5.4):

i 1 2 3 4 5 6

X, -3 -1 0 1 3 6

v, = f(x)) 3 2 1 2 0 3
Tabulka 5.4

a) Pomocou tabulky diferencii ndjdite Newtonov interpolacny polyném 3. stupiia N,(x)
(vpred aj vzad), pomocou ktorého ¢o najpresnejsie vypocitate f(2) a f'(2).

b) Najdite Newtonove interpola¢né polynomy (vpred) N,(x)a N,(x), pomocou ktorych ¢o
najpresnejsie vypocitate f(2) a f'(2).

c) Presnost’ vypoctu f(2) interpolacnymi polyndmami porovnajte na zaklade absolutnej chy-
by interpolacie v Cisle x = 2 za predpokladu, ze f(2) =1,5.

d) Nakreslite graf funkcie f{x) a interpolacnych polynémov do spolo¢ného obrazku.

RIESENIE

a) Newtonov interpolacny polynom 3. stupfia N,(x)

Vyber bodov: Hladdme polyném 3. stupiia => potrebujeme vybrat’ 4 hodnoty zo 6 namera-
nych hodnoét f{x). Vzhl'adom na to, Ze chceme vypocitat’ {2) a f'(2), budeme vyberat’ 4 name-
rané hodnoty z najbliz§ieho okolia bodu x = 2.

Vyber realizujeme na zdklade najmenSej vzdialenosti bodu x = 2 od jednotlivych uzlov x;

(Tabulka 5.5).

X, 3 -1 0 1 3 6

y, = f(x) 3 2 1 2 0 3
2-x| [2-(3)=5 2-D|=3 | [2-0|=2 | [2-1]=1 | [2-3]=1 [[2-6|=4

Najmensiu vzdialenost’ od x = 2 maju tieto 4 uzly.

Tabul’ka 5.5. Vyber bodov

Vybrané namerané hodnoty [x,,y, = f(x;)]su: [-1,2], [0,1], [1,2], [3,0].

Zostrojime tabul’ku diferencii (Tabulka 5.6).
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i X Vi At A’ f, A f,
1 -1 2=a 1
Afiz —-1=q 2
A f=1=az
2 0 1 1
1

Af2=1 3 . _i_ — A
3 1 ) Afi— 12—3.3 as

| At f, = 2 EY)

=.1=3 27 -

s 3 | 0= | AST1TA 3

Tabul'ka 5.6. Tabulka diferencii pre N,(x)

Vypocet diferencit:

R i -2 __, A]fzzys—yzzﬂzl’ Alfszuzgz_l
x,—x, 0—-(-1) X, —x, 1- x,—x; 3-1
1 1 1 1
A2f=A fz—Aflzl—(—l)zl Azsz fi-a f2=—1—1=_3
Y ox—x, 1= (=D) 2 x,-x, 3-0 3

2

2 2
A" f,—a” f 5
3f1= 2 1 3

x,—x  3-(-1) 12
Newtonov interpolacny polynom 3. stupiia vpred:
Ny () =y +a,(x—x,)+ @, (x— 3, )(x =2, ) + ay (x—x, (¥ =, )(x —x,)
=2-1(x—(=D))+1(x-(=1))(x-0) —%(X —(=D)(x—-0)(x-1)
:2—(x+1)+(x+1)x—%(x+l)x(x—l)

= —ix3+x2 +ix+l

12 12
Newtonov interpolacny polynom 3. stupia — vzad:
Ny(x)=a, +a,(x—x,)+a,(x—x,)(x—x;) + a5 (x —x, )(x =X, )(Xx —x;,)

= 0+(—1)(x—3)—%(x—3)(x—1)—%(x—3)(x—l)(x—0)
= —(x—3)—§(x—3)(x—1)—%(x—3)(x—l)x

= —ix3 +x° +ix+1
12 12
Vypocet hladanych hodnot f(2) a f'(2):

5 5 5

f(Q)=N,2) <=> N,2)=-—2’+2"+—2+1===2,5 = f(2)=~2,5
12 12 2

f'(2)=N,'(2) <=>N, '(2)=(—i3x2 +2x+ij =—l:—0,58333:> f'(2)~-0,58333
12 12).., 12
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b) Newtonove interpolacné polynomy (vpred) N,(x)a N,(x), pomocou ktorych co najpre-
snejsie vypocitame f(2) a f'(2)
N,(x):
Na jednoznacné ur€enie polynému druhého stupiia potrebujeme hodnoty f(x) v troch
uzloch. Opit’ vyberame uzly leZiace najblizsie ku x = 2. Koeficienty N,(x)urc¢ime pomocou

tabulky diferencii (Tabulka 5.7).

i % Y a'f; a?f,

I 0 1=2 A1f1:1=a1 )

2! 2 o2 fi= ~=a
lyr _ _1—-4a

303 | 0-g | 2 1A

Tabulka 5.7. Tabulka diferencii pre N,(x)

Hrladany Newtonov interpolacny polyném 2. stupiia bude mat’ tvar:
N,(x)=a,+a,(x—x)+a,(x—x)(x—x,)=1+ 1()6—0)—%(x—0)(x—(—1))= —%xz +§x+l
Vypocet hladanych hodnot f(2) a f'(2):
f(2)=N,(2) = f(2) zgﬁ 1,66667 f'(2)=N,'2) = f'2)~-1

N,(x):
Na jednoznacné urcenie polynomu 4. stupnia potrebujeme hodnoty f{x) v najblizsich piatich
uzloch ku x = 2. V tabulke diferencii (Tabul’ka 5.6) dopocitame 1 riadok:

i Xi Vi Af; A’ f; A f; a*f,
1 -1 2 =ap
-1 =ai
2 0 1 1 l=a BN
2 107
3 1 2 -= ——=aq,
1 3 8 1260
45
2
4 3 0 =
1 5
5 6 3

Tabulka 5.8. Tabulka diferencii pre N ,(x)
124




Aproximdcia funkcii

Newtonov interpola¢ny polyndém 4. stupiia:
N, (x)=a+a,(x=x)+a,(x =X )(x —x,) +a; (0 —x, ) =1, )(x =) +a, (x =X, )(x =6, )(x —x; J(x —x,)
5 107
= 2-1(x=(=D))+1(x=(=D)(x—0) D (x=(=D)(x=0)(x=1) o0 (x=(=D)(x=0)(x—I)(x-3)
107 , 47 5 1153 , 47
=X —— X +——x"+—x+1
1260 70 1260 70

Vypocet hladanych hodnot f(2) a f'(2):
209 . : 127 .
f(2)=N,(2) = f(2) zﬁ: 1,99048 f'(2)=N,(2) = f'(2) z—ﬁz—1,00794

1,5-1,66667 |=0,166667

c) Absolutna chyba interpolacie v cisle x = 2: | f(2)-N,(2) |=
| f(2)=-N,(2)|=
| f(2)=-N,(2)|=

1,5-2,5|=1

1,5-1,99048|=0,490476

Najmensia absolutna chyba interpoldcie v cisle x = 2 je pri aproximacii f{x) interpolacnym

polynémom N, (2).

d) Graffunkcie f(x) a interpolacnych polynomov

Y
‘\ \ 10} ,’
Wy
\“ /4(0) 7 |
1\ | I
M Y st !
W t )
. \ I ams. [, fe)] P
e I !
A B - L 'l L x
-2 L 2 4 6
| \ //
M) i Y\
i \
5= .

Obr. 5.7. Graf funkcie f(x) a interpolacnych polynomov Ny(x), N3(x) a Na(x)

PRIKLAD ¢&. 2
S akou minimalnou presnostou & mdzeme pomocou Newtonovho interpolaéného polynému

ur¢it’ hodnotu /115 pri volbe uzlov x, =100, x, =121, x, =144? Vysledok vyjadrite na

4 desatinné miesta.
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RIESENIE
Na urCenie hodnoty +/115 pouZijeme predpis funkcie [ (x):\/;. Cez tri uzly

x, =100,x, =121,x; =144 modzeme prelozit Newtonov interpolacny polyndm maximélne

2. stupnia.
Pouzijeme odhad pre absolutnu chybu interpolécie, dostdvame:

| £ (x)=N,(x)| S%|(X—xl)(x—x2)(x—x3) |< & ,kde M,=max|f®(x)|, x€<100,144 >

y
4.x1070

By 2
/7 (x) e

3

35%1076

3.x1076

M,= £¥(100) = =3,75-10°°

8+/100°

YERASIEE

| £(x)=N,(x)| < 0,00163125 < 0,0017

25%x1076

2.x1070

I(115-100)(115-121)(115-144) |

1.5x1076

110 120 130 140

Obr. 5.8

Pri danej volbe uzlov moézeme urcit’ hodnotu /115 pomocou Newtonovho interpolaéného
polynému s minimalnou presnostou £=1,7-10""
PRIKLAD ¢. 3

Funkcia f{x) je dana tabul’kou Tabulka 5.9. Najdite Lagrangeov interpola¢ny polynéom pre

uzlové body funkcie f(x) a zobrazte ho. Zobrazte tiez fundamentalne polynémy L, (x).

i 0 1 2 3 4
X -2 0 2 4 6
v =1(x) 2 1 -1 2 4
Tabul’ka 5.9
RIESENIE

Funkcia f{x) je dana 5 bodmi, hl'adany Lagrangeov interpola¢ny polyndém bude 4. stupna:

Pi(x)=) f(x) L()= [ (x0) Ly(x)+ £ () L)+ £ () L (0)+ £ () Ly () + f () - Ly (3):

N4jdime fundamentélne polynomy L, (x) , k = 0, 1, ..., 4 (pozri (5.8)) pre zadané hodnoty
a nakreslime ich grafy.

(x=0)-(x-2)-(x—-4)-(x-6) x* —12x° +44x° —48x
(—2-0):(—2-2)-(-2-4)-(-2-6) 384
(x—(-2))-(x=2)-(x—4)-(x—6) _—x"+10x’ —20x* —40x +96
(0-(=2))-(0-2)-(0-4)-(0-6) 96

X, =-2: Ly(x)=

x=0: L(x)=
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— — — a0

0.8

0.6

0.4

0.2

L /
) 2 4 6 * -02
Obr. 5.9. Graf polynomu L(x) Obr. 5.10. Graf polynomu L,(x)

C(x=(-2) (x=0)-(x—4)-(x—6) _x*—8x"+4x” +48x

x,=2: L(x)= =
(2-(=2)-(2-0)-(2-4)-(2-6) 64

X, = 4 LS(X)Z(x—(—2))-(x—0)-(x—2)-(x—6)=—x4+6x3+4x2—24x
(4-(-2))-(4-0)-(4-2)-(4-06) 96

08 -

06 -

04

02

-02+-

Obr. 5.11. Graf polynomu L,(x) Obr. 5.12. Graf polynomu L,(x)

(x=(=2))-(x=0)-(x=2)-(x—4) _x*—4x’ —4x> +16x
(6—(=2))-(6-0)-(6—2)-(6—4) 384

Potom hl'adany Lagrangeov interpola¢ny polyném ma tvar:

x,=6: L(x)=

XX Ix

P(0)= 2 Ly ()1 L)+ (=) L (1) +2- Li()+4 - L ()= o4 o= o]

/\
) \ Py
,‘2 [ \i/ 4‘1 é *
X B 1 ;

Obr. 5.13. Graf polynému L,(x) Obr. 5.14. Graf Lagrangeovho interpo-
lacného polynomu P,(x)

=N - e - ===

2 4
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5.2 APROXIMACIA V ZMYSLE MNS

Majme nameranych n+1 navzijom réznych hodndt neznamej spojitej funkcie f{x)
(Tabulka 5.1). Funkciu f{x) chceme nahradit’ aproximaénou funkciou g(x), ktord je v istom
zmysle blizka funkcii f{x). Pri interpolécii — Specidlnom pripade aproximdcie, sme poZadovali,
aby graf funkcie g(x) prechadzal vSetkymi znamymi bodmi [x;, y;], i=1, 2, ..., n+1 funkcie
f(x). Stotoznenie hodndt funkceii v uzlovych bodoch vsak nie vzdy je vyhovujice, najmai ak:

« Udaje boli namerané experimentdlne a si zatazené réznymi chybami (chyba meracieho
pristroja, presnost’ merania, ...), tieto chyby sa potom premietaji aj do aproximacnej funk-
cie (Obr. 5.16);

» pocet nameranych hodnot je velmi velky, potom aj stupen interpolacného polynomu je
vel'mi vysoky. Ndjdenie interpolaéného polynomu vysokého stupnia je narocné, podlicha
Sireniu zaokrihl'ovacich chyb a navyse takéto interpolacné polyndomy kmitaju, ¢o v danych
oblastiach zna¢ne znehodnocuje aproximaciu (Obr. 5.4);

« graf funkcie f{x) obsahuje aj body, ktoré si vel'mi vzdialené od ostatnych. Medzi namera-
nymi datami st body, ktoré pravdepodobne obsahuju ndhodnt chybu, v ich okoli je apro-
ximacna funkcia znehodnotena;

o z praxe dopredu vieme, ze skiimand zavislost, funkcia f{x), mé isty charakter, napriklad
linearny, kvadraticky, kubicky, exponencialny, a pod. Pocet dat vtedy zna¢ne prekracuje
pocet bodov nutnych na jednozna¢né urcenie danej aproximacnej funkcie a vhodnl inter-
polacnu funkciu nie je mozné pomocou vSetkych dat urcit’.

V takychto a podobnych pripadoch od aproximacnej funkcie g(x) pozadujeme, aby dostato¢ne

presne kopirovala priebeh funkcie f(x), graf g(x) nemusi prechadzat’ jednotlivymi bodmi

[x;, vil, i =1, 2, ..., nt+1, staci, ked’ je dostato¢ne blizko. Miera podobnosti, vzdialenost’ funkcii

flx) a g(x) je v zmysle definicie Definicia 5.3 minimalna (Obr. 5.16). Pri konstrukcii aproxi-

macnej funkcie budeme prihliadat’:

« na druh aproximacnej funkcie (polynomicka, racionalna, exponencialna, a pod.),

« na minimalnu vzdialenost’ medzi funkciami f{x) a g(x).

Kx)‘ Do yi= S0 II
. 2
/
~ d
\\/ X N 7 - *
» ¥ J
Z

-~ .Exi» yi=f))]

Obr. 5.15. Aproximacia polynomom g(x) Obr. 5.16. Aproximdacia interpolacnym polynéomom
P.(x) a aproximacnym polynomom g(x)
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Aproximacénu funkciu g(x) hl'addme v tvare:

2()=3 a0, (1) =4y () + a3 () + a0, () + . +a,0, (%),

i=0
kde a, e R a ¢,(x) st funkcie.
Medzi najcastejSie pouzivané aproximdcie patri aproximdacia polyndmom alebo aproximacia
trigonometrickou funkciou, trigonometrickym polynémom.
Pri aproximdcii polynomom systém funkcii {¢,,®,,®,, ... ,@,} nahradime systémom

a7 0 1 2 .
funkeii {x",x ,x", ... ,x"}, t].

m
g(x)zZaix’ =ayx’+ax' +a,x’+ ... +a, x".
i=0
Aproximacny polyndm je stupiia m a pri zostupnom usporiadani mocnin mé vyjadrenie

m—1

P(x)=a,x"+a, x""'+..+ax’+ax+a,.

Aproximdciu trigonometrickym polynémom pouzivame, ked funkcia f{x) ma perio-
dicky charakter. Vtedy systém funkcii {¢p,,¢,,9,, ... ,¢,} nahradime syst¢émom funkcii

{1,cos(x),sin(x),cos(2x),sin(2x), ... ,cos(mx),sin(mx),} :

g(x)= iai cos(ix) + ib[ sin(ix).

52.1 MNS — APROXIMACIA POLYNOMOM

Majme nameranych n+1 navzajom rdéznych hodndt neznamej spojitej funkcie f(x)
(Tabul’ka 5.1), ktoré chceme aproximovat funkciou g(x), pricom pozadujeme:
« g(x) = P(x), P(x) - polyném,
o vzdialenost’ d( f,g) je minimalna.

Otazne je, ako zvolit’ stupent aproximacného polynému P(x), pretoze:

« musi byt’ dostato¢ne vysoky, aby bol dobrou aproximéciu funkcie f{x),

 zarovei by nemal byt prili§ vysoky, aby nezachovaval chyby merania.

Zvycajne vychaddzame z tvaru grafu f{(x), pricom zvoleny aproximacny polyném je najviac 5.
stupiia. Polynomy 6. stupiia a viac pouzivame iba vtedy, ak predpokladame, ze data funkcie
f(x) maju polynomidlny charakter.

m—1 2
+..+a,x" +ax+a,, a, R,

Definicia 5.6 Hovorime, ze polynom P, (x)=a,x" +a,_x
a, #0,m < n je aproximacnym polynémom mnoziny bodov [x,;y, = f(x,)],i=1, 2, ..., nt+1
v zmysle MNS, ked je stéet odchylok

n+l n+l

Z(y, P,(x,))’ —Z( () =) (5.9)

minimdlny.
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Hrladéme, kedy (5.9) nadobida minimum. Vyjadrime:

n+l

Z(Pm(xi)_yi)z = (Pm(xl)_yl)z +(B'n(x2)_y2)2 +"'+(Pm('xn+l)_yn+l)2
(5.10)

n+l n+l
m 2 2
T+ tax; tax, ta,—y;)

Z(Pm (xi) - yi)2 :Z(amxl

Tu je potrebné si uvedomit’, Ze hodnoty x, , y, pozname (namerané hodnoty), ale nepozndme

koeficienty a,,...,a,,a,,a, polynomu P (x), ktorymi je tento polyndém urceny a ktoré chce-

me vypocitat. Vyraz (5.9) resp. (5.10) je funkciou koeficientov a,,

P (x):
S(a

Koeficientya,,,

(5.11). Vychadzajuc z diferencidlneho poctu funkcie viac premennych, hl'adame lokalne mi-

nimum funkcie §=S(qa,,

m’ m—1% ***

n+l

i=1

.»d,,a,,a,) . Funkcia S nadobudne minimum v staciondrnom bode

»a,,a,,a, polyndému

,al,ao):Z(amx;” + ... +a2xi2 +ax, +a, —yi)z.

»a,,a,,a, polynému P (x) ur¢ime tak, Ze minimalizujeme funkciu

4, -.a,.4,,a,], ktory je rieSenim systému normdlnych (normalovych) rovnic:
08, a) o o 98(ay,0) o 08(aysnay) o 08(8,,0a)
5ai 5am 5an171 5a0
t.J.
5S n+l
%:O < Zz(amxlm + ... +a2x2i +a,x; +a, _yi)-X;" =
mn i-1
55 n+l
M:O = 22(61 X +a,._ +...+a1xi+a0_yi)_x;n—1 ~0
am—l
5S coe n+l
%:O < Zz(amxzm + ... +a2-x2j +ax; +a, _yi)~x,»2 =0
2 i-1
5S n+l
_1%542220c>§p@%g«+”+aﬁa+aﬁfuh_%}%:0
1 i-1
5S . n+l
% 0= ZZ(a '+a2x2i+a1xi+a0_yi)'120
0
Po uprave:

n+l
2m
am Z‘xi
i=1

n+l

n+l

2m—1
+a,, ) x4+

n+l

n+l n+l

m—1 m
va Sy a Sy
i=1 i=l1

n+l n+l

2m—1 2m-2 m—2 m—1
a, > X" ta, YT 4a ) XY x
i=1 i=1 i=1 i=1
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n+l
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n+l n+l n+l n+l n+l
m+1 m 3 2 _ 2
amle. + am_Ile. +... +a12xi + aOin = in V; (5.13)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1
n+l n+l n+l n+l n+l
m+1 m 2 1 _ 1
a, > X" da, x4 ra ) x +a ) X, = >x'y,
i=1 i=1 i=l1 i=l1 i=1

n+l n+l n+l n+l n+l

m m—1 1 0 _ 0
a, > X +a, > X" e x ta Yy x = xy,
i=1 i=1 i=1 i=1 i=l1

a zavedeni oznacenia;

ihix? =[x"], g:x,«" =[x"], Sl:xiky[ =[x"y] (5.14)
dostavame systém (5.13) v maticovom tvare:
"] ] 1) (e ) |
[x2m—l] [xzm-z] [xm] [xm—l] a, [xm*ly]
2 T ol _ 2 (5.15)
[x"] ™1 .. [x]1  [x7] a, [x“y]
" "1 . ][] a [x'y]
"1 e T ) Lay ) | 0y

Systém (5.15), resp.(5.13), ¢i (5.12) je systémom m+1 linedrnych rovnic o m+1 neznamych.

Jeho rieSenim su suradnice lokalneho minima [a,, ...a,,qa,,a,] funkcie S, kde a,,,...,a,,q,,a,
st koeficienty polynému P, (x). Funkcia S je nezapornd, da sa ukazat’, Ze vo vypocitanom

staciondrnom bode [a, , ...a,,a,,a,] funkcia S nadobtda lokalne (globalne) minimum.

2 3 2m 2 m
2 3 2 2
1 xl yl xl xl oo xl " xlyl xl yl e xlmyl
2 3 2 2
2 X, B X, X5 x" X0, X2V X5 ¥,
2 3 2 2
3 X3 V3 X3 X3 x5 X33 X3)3 X3 Vs
0 2 3 2m 2 m
n +1 = [x ] xn+l yn+1 xn+1 xn+1 xn+1 xn+lyn+1 xn+1yn+1 xn+1yn+l
n+1
1 0 2 3 2m 1 2 m
XD | IXPyD | IXT | DXL e XTIyl IXEYL || XY
i=1

Tabulka 5.10. Tabulka na vypocet koeficientov systému (5.15)

V pripade, ked’ pocet nameranych hodnét n+1 funkcie f{x) je o 1 vacsi ako stupeni ap-
roximacného polynomu m, t.j. n+1 =m+1, dostivame Specidlny pripad aproximaicie — in-

terpolaciu polynomom P (x).
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5.2.2 MNS - APROXIMACIA EXPONENCIALNOU FUNKCIOU

Majme nameranych n+1 navzajom ro6znych hodndt neznamej spojitej funkcie f{x)

xi xl _x2 . e an

yi:f(xi) yl yz yn+1

Zobrazme tieto namerané hodnoty.

y=e* /
/
/
/
o/
7/
7
V4
7
Bt Vo]
1// n+ls Vn+l
[xl,)’llx’
_____ "7 [x, n]
X
Obr. 5.17

Vidime, Ze graf nameranych hodnoét [x,;y, = f(x;)] sa podoba na graf exponencialnej (neli-
nearnej) funkcie y=e'. Aproxima¢nu funkciu g(x) budeme preto hladat v tvare
g(x)=Ce™, C, Ac R—{0}.

Aproximécia funkcie f{x) funkciou g(x) metddou MNS spoéiva v uréeni koeficientov C, 4

funkcie g(x)=Ce™, ktoré minimalizuju funkciu

n+l

S(C,A)=) (Ce™ —y,)

i=1
Opét hladame lokalne minimum (stacionarny bod) funkcie S=S(C, A), ktory je rieSenim

systému normalnych rovnic:

IECA) _ , I5C.A)
5C O0A
58(C, A) & ax, Ax,
220 o 2:(Ce™ —=vy.)-e™ =0
% Z ( Vi)
n+l
%w & D 2:(Ce™—y)-Ce™x, =0
i—1

Po tprave dostavame

n+l1 n+l

CZeM’C" = ZeAx" Vi (5.16)
i=1 i=1

n+l n+l

2 2 Ax; _ Ax;
CZe X, —CZe Xy,

i=1 i=1
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Vidime, ze systém rovnic (5.16) je nelinearny. Jedna z moznosti, ako vypocitat’ koeficienty C
a A vo funkcii g(x)=Ce™, st numerické metody na rieSenie systémov nelinearnych rovnic

(iteratné metody, nie su obsahom predmetu) alebo na intervaloch, kde funkcia ma priblizne
linearny charakter, mézeme pouzit’ linearizdciu funkcii f{x) a g(x). Funkciu g(x) transformu-
jeme vhodnym spdsobom na linedrnu funkciu typu ,,y = ax + b*“. Spolocne s transformaciou
funkcie g(x) vykoname aj transformaciu nameranych dat funkcie f{x).
Najskor vykoname linearizaciu exponencidlnej funkcie g(x)=Ce™.
y=Ce™

In(y) = In(C e ™)

In(y) = In(C) + In(e ™)

In(y) = In(C) + 4x In(e)

In(y) = In(C) + 4x

Y= B +Ax

Dostavame uz linearnu funkciu, polynom B (x)=Y = B+ Ax.

/ In() (rovnicu logaritmujeme pri zéklade e)

Nasledne linearizujeme aj namerané hodnoty [x,;y, = f(x,)] — [x,;Y, =In(y,)].

Aproximacna g(x) | Mnozina dat f{x) | Transformacné vztahy
Pred linearizaciou y=Ce™ [x 55, = f(x)] X=X
L In(y) = In(C e™) y—>Y AY=In(y)
Linearizacia Y =In(y,)
In(y) = In(C) + 4Ax A4—> 4
Po linearizacii Y=B+ Ax [x,;Y] C—e” AB=In(C)

Tabulka 5.11. Postup pri linearizacii f(x) a g(x)

Dalej pokracujeme aproximdaciou transformovanej mnoziny dat [x,;Y;],i=1, 2, ..., n+1 poly-
némom prvého stupnia (pozri odsek 5.2.1). Hladame lokélne minimu funkcie:

n+1
S(A4,B)=) (Ax, +B-Y,)’
i=1
rieSenim systému normalnych rovnic:

n+l
%:0 & > 2:(Ax, +B-Y)-x, =0
i-1

n+l
%:0 < > 2:(Ax, +B-Y)1 =
i-1

Po tprave dostadvame:

n+l n+l n+l

A x+BY x, = XY,
i=l1 i=l1

n+l n+l n+l

AZx} + BZx? = leoYl
i=1 i=1

(5.17)
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a po zavedeni oznacenia (5.14) zapiSeme systém (5.17) v maticovom tvare:

([xz] [xl]J | (Aj _ ([le]J 5.18)
[x'] [x"1) \B) \[x"Y]

Systém (5.18) je uz linedrnym systémom 2 rovnic o 2 nezndmych. Jeho rieSenim su koeficien-
ty 4 a B polynému P, (x).

Po aproximdcii vykondme spétna transformaciu. Linedrnu funkciu P (x) =Y = Ax+ B spitne

»odlinearizujeme® — transformujeme na pdvodni (nelinearnu) exponencidlnu funkciu

g(x)=y=Ce™ avypocitame koeficient C.

Y= Ax+B / dosadime Y = In(y)
In(y)=Ax+B
y :eAx+B >y :eAx_eB

y= e".C=Ce™
Je dobré si uvedomit, Ze linearizaciou sice dostdvame rozumnu aproximadciu, avSak
nemusi to byt’ optimalna aproximacia v zmysle pdvodnej nelinearnej aproximacie. Na interva-
loch, kde mé funkcia f{x) vel'mi nelinearny priebeh, linearizacia sposobuje vel'ké odchylky

a vyslednd aproximacia potom vykazuje vel'ka chybu.

Chyby pri aproximacii funkcie f(x) funkciou g(x)
1. absolutna chyba aproximacie v l'ubovolnom uzle x;: ay, =| f(x;,)—g(x,) |,

2. celkova chyba aproximacie:

a) maximova:f£ = max 1|f(xl.)—g(xi) l,
i=1,2,..n+

vel'mi jednoduchd na vypocet, staci vsak jedna zle namerand hodnota, ktord znehodno-
ti jej vysledok,

n+l

b) priemerova: E=%Z|f(x,~)—g(x,») b
n+

i=1
vel'mi jednoducha na vypocet, vSetky namerané hodnoty maju rovnaky vplyv na jej

vysledok,

n+l
¢) RMS (z angl. Root Mean Square, Standardna odchylka): &= \/LIZ( f(x)—g(x))’
n + i=1
naro¢nd na vypocet, potlaca vplyv malych odchylok a zdoraznuje vplyv velkych od-
chylok nameranych hodndt od aproximacnej funkcie.

Postup pri aproximacii f(x) funkciou g(x):

1. Zobrazime graf f(x):{[x,;y, = f(x,)],i=12, ..., n+1}.

2. Na zéaklade grafu f(x) vyberieme vhodny typ aproximacnej funkcie g(x), ktora v zmysle
MNS &o mozno najlepsie aproximuje namerané tdaje.
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3. Rozhodneme, ¢i g(x) ma polynomialny charakter:
a) Ak g(x) = P(x), aproximujeme polynémom (odsek 5.2.1).
b) Ak g(x) # P(x), aproximujeme vhodnou nelinearnou funkciou (odsek 5.2.2). Rozhod-
neme, ¢i mozeme pouzit’ linearizaciu.
1) Ak mozeme pouzit’ linearizaciu:
— linearizujeme g(x) a f{x)
— aproximujeme linearizovanu funkciu f{x) polynomom 1. stupiia (priamkou).
(Vypocitame koeficienty 4 a B linearizovanej funkcie g(x)).
— vykoname spétnu transforméciu linearizovanej funkcie g(x) na péovodnu (neli-
nearnu) funkciu g(x).
ii) Ak linearizacia nie je vhodna, aproximujeme nelinedrnou MNS (nie je obsahom
predmetu).

4. Vypocitame celkovi chybu aproximaécie.

5.2.3 APROXIMACIA DALSIMI FUNKCIAMI POMOCOU LINEARIZACIE

Postup, ktorym sme nelinearnu funkciu g(x)=y=Ce™ transformovali na linearnu
funkciu B(x)=Y =A4x+B modzeme aplikovat’ aj na d’alSie neline4rne funkcie. Aproximaciu

vzdy robime na intervale, kde g(x) je spojita.

1. Aproximacnd g(x) | MnoZina dat f{x) |Transformacné vztahy
A
Pred linearizaciou y=—+28B (x5, =f(x)] x=>X A X= l
X X
1 1
Linearizacia y=A—+B X, =— Yy
X X; A—> A
Po linearizacii y=A4AX+B [X;50] B—>B
Graf nameranych hodndt [x,;y, = f(x,)]
A>0 AN B>0 A<0 AN B<O

x

[ ]
.
cssssse®?®

Y Y
«*®

Tabulka 5.12
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2. Aproximacna g(x) | Mnozina dat f(x) |Transformacné vztahy
A
Pred linearizaciou y= [x5, = f(x)]
x+B
A x—>X A X=xy
y= xB y—=>y )
(B”) A>-L AD=
Linearizacia X, =x, ¢ (_)
X A C
Yimt =5
[B j B 1 1
1 A l;—%-—;; ﬁ\CjZ'—Ei
=——(xy)+—
y=—gm+o
Po linearizacii y=CX+D [X. ;0]

Graf nameranych hodndt [x,;y, = f(x,)]

A>0 N B>0 A>0 AN B<O0
. ¥
I * !
I le
| |
: .o. 111111111*1"tttiii:___i__::lllllll x
| ".noou-o-.oooonoo x ...:
e | |
e | |
Tabulka 5.13
3. Aproximacna g(x) | Mnozina dat f{x) |Transformacné vztahy
1
Pred linearizacio = Xy =f(x
ziciou | y=——— av=reol |
1 1 y=>Y A Y= 1
Lineariz4cia —=Ax+B Y =— Y
y Vi A—> A4
B—>B
Po linearizacii Y=Ax+B [x;;Y]
Graf nameranych hodnét [x,;y, = f(x,)]
A>0 N B>0 A<0 AN B>0

L ]

e
.
IC.... Sssssese

.
.
essssssssssee?

X
.-..¢oo-
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4. Aproximacna g(x) | Mnozina dat f(x) |Transformacné vztahy
1 A
Pred linearizaciou —= +C [x5y, = f(x)]
y B+x
X —>X
1 A
—_C= 1
y B+x yoY AY=
I B+x 1 ( -C J
o 1) 4 Y= g
Linearizacia —-C ( 1 Cj 1
y I A—>—
Vi E
1 B 1
oy aa’ 5?2
L) ‘
y
Po linearizacii Y=D+Ex [X. ;Y]

Graf nameranych hodndt [x,;y, = f(x;,)]

A>0 AN B>0 A C>0
)

L]
L]

I
I
I
I
I
I
I
I
1
I
I
1
I
I
I

A<0 AN B<O0 A <0
y

L
L]

Tabul'ka 5.15
5. Aproximacna g(x) Mnozina dat f(x) |Transformacné vztahy
1
Pred linearizaciou y Zm [x 5y, = f(x)] X
1 1
—=(Ax+B)’ yoY AY=—F
o y yo L Jy
Linearizacia 1 i
_:| Ax+ B| Vi A— A
\/; B—>B
Po linearizécii Y =|Ax+ B| [x.;Y]
Graf nameranych hodndt [x,;y, = f(x,)]
A>0 AN B>0 A<0 A B>0

Tabulka 5.16
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6. Aproximacna g(x) Mnozina dat f{x) ]|Transformacné vztahy
Pred linearizaciou y=Aln(x)+B x50 = f(x)] x—=>X A X=In(x)
Linearizacia y=Aln(x)+B X, =In(x,) Y=y
A— A
Po linearizacii y=AX+B [X,;»,] BB
Graf nameranych hodndt [x,;y, = f(x,)]
4>0 A B>0 ) A<0 AN B<O
¥ )
Tabulka 5.17
7. Aproximacna g(x) Mnozina dat f{x) |Transformacné vztahy
Pred linearizaciou y=Bx" [x 50 = (x)] x—=>X A X=In(x)
Linearizacia In(y)=In(8 x*) X, =lnx) yoroa r=h)
In(y)=In(B) + AIn(x) Y, =In(y,) A— A4
Po linearizacii Y=C+A4X [X,;Y] B—e" A C=In(B)
Graf nameranych hodnét [x;;y, = f(x,)]
A>0 AN B>0 A<0 AN B<O0
eeseeae® coug *eece .
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8. Aproximacna g(x) Mnozina dat f{x) |Transformacné vztahy
=A-B"
Pred linearizaciou 4 [x;y =f(x)] X—>x
(B>0,B#1)
() In(4-5) y—=>Y AY=In(y)
In(y)=In(4-B"
Linearizacia | "y (B Y, =In(y,) A—e" A C=In(4)
= +Xx-
n(y) n( ) a n( ) B—e” A D=In(B)
Po linearizacii Y=C+Dx [X,:;Y]

Graf nameranych hodnét [x,;y, = f(x;)]

1

450 A B>0 A<0 A B>0
y y
vvvv L ™ X
—.—.—I—.—.—I—.—.—I—G—‘m—l—'—.—‘g X »
Tabulka 5.19
9. Aproximacna g(x) Mnozina dat f{x)] Transformaéné vztahy
C
Pred linearizaciou y 2B " (x5 = f(x)]
< ~1=Be ™ XX
Yy

Linearizacia

In (E - lj =In(Be ™)
y

ln(g—lj = ln(B)+(—A)x
y

Y = 1n[£—1]
Yi

Po linearizacii

Y=EFE+Dx

[X.;Y]

y—=>Y A Yzln(g—l)
y

A—>-D
B—e" A E=In(B)
cC->C

Graf nameranych hodnét [x;;y, = f(x,)]

A>0 AN B>0 AN C>0
."-

B B O e —

A<0 A

—“—l—.—.—.—.—.—.—.—.—.—.— r
N — X

B<0 A C<0

)

Tabulka 5.20
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5.2.4 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1

Funkcia f{x) je dana tabul'kou:

i 1 2 3 4
X 0 1 2
y = f(x) 1,05 2,99 4,52 6,98

Tabulka 5.21

a) Funkciu f{x) aproximujte v zmysle metédy najmensich Stvorcov polyndémom vhodne zvo-

leného stupna.
b) Vypocitajte absolutnu chybu aproximacie v uzle x,.

¢) Vypocitajte celkovl chybu aproximacie.

RIESENIE
a) Aproximdcia v zmysle MNS polynémom vhodného stupiia
Funkcia f(x) je dan4 4 bodmi: y

X, =[0;1,05] st e
s
X, =[1;2,99] T ey
X, =[2;4,52] i 7
o 7
X, =[3;6,98] _*7
Z grafu vidime, Zze hodnoty f(x) lezia takmer na -, 27 | Ty

priamke, preto f(x) budeme aproximovat’ poly- Obr. 5.18. Graffix) a P(x)
. 5.18. )

noémoml. stupiia B (x) =ax+Db.
Chceme vypocitat’ koeficienty a, b polynému B (x).

Minimalizujeme funkciu:

S(a,b):Z(R(xi)—y[)z :Z(axi +b_y[)2

RieSime systém normalnych rovnic:
0S(a,b) 0S(a,b)

0 A 0

oa ob
4

@:O <=> Z2-(ax[+b—y[)-x[=0 <=>a[x*]+b[x'] =[x"y]
a i=1
4

%:o <= Y 2-(ax;+b-y)1=0 <=> a[x']+b[x"]=[x"y]
i=1
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i X, ¥, x X,V

] 0 1,05 0 0

2 ] 2,99 ] 2,99

3 2 4,52 4 9,04

[x"] =4 3 6,98 9 20,94

4
> 6=[x'] 15,54 = [x"y] 14 = [x*] 32,97 = [x'y]
i=1

Tabulka 5.22

Do normalnych rovnic dosadime hodnoty prislusnych suctov z tabulky (Tabulka 5.22). Na

vypocet mdzeme pouzit’ aj zapis rovnic v maticovom tvare:

[x*] [+'] (a}_ ESIA NN (14 6] (aj_{32,97j
[x'] [x°] )b - [x°y] e 4)\b) 15,54
14a +6b = 32,97 /-(2)
6a +4b = 15,54 /-(-3)

28a+12b = 65,94
—18a—12b = —46,62
Po scitani rovnic dostdvame:
10a =19,32 => a=1,932.
Z rovnice:
15,54—6a 15,54-6.1,932

6a+4b=15,54 => b= =0,987

Zaver. Hl'adany aproximacny polyném: P (x)=ax+b=1,932x+0,987.

b) Absolutna chyba aproximdacie v uzle x, :

2y, =y, =R(x,) |=12,99-A1)[=(2,99-2,919]=0,071.

4
c) Celkova chyba aproximacie: & =\/%Z(yi -P(x,)) = /@ =0,198356.
i=1

X, Y R(x,) F(x)-y (B(x)- )’

0 1,05 0,987 0,063 0,003969

1 2,99 2,919 0,071 0,005041

2 4,52 4,851 0,331 0,109561

3 6,98 6,783 0,197 0,038809
> 0,15738

Tabulka 5.23. Tabulka vypoctu celkovej chyby aproximacie
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PRIKLAD &.2

Funkciu f(x) danu tabul’kou aproximujte v zmysle Metddy najmensich Stvorcov polynémom

vhodne zvoleného stupna.

i 1 2 3 4 6 7
X, -3 -2 -1 0 2 3
v, =f(x) 14 0 -2 -2 15 25
Tabulka 5.24
RIESENIE
7 bodov grafu f(x): Y )
25 /®
X, =[-3;14 /
! [ 3’ ] \Pz(x)=ax2 +bx+c 20 ,I
X2 = [_2, 0] \\ s ° /
* /
X, =[-1;-2] AN o )/
X, =[0,-2] ‘\\ . ,/
X, =[1;2] DA NN e A
X6=[2;15] -3 -2 \i___§/ 1 2 3
X, =[3;25] Obr. 5.19. Graffix) a P,(x)

Body grafu f(x) lezia priblizne na parabole, preto f(x) budeme aproximovat polynomom
2. stupha: P,(x) =ax’ +bx+c.

Chceme vypocitat’ koeficienty a, b, ¢ polynému P,(x).
Minimalizujeme funkciu:
7 7
S(a,b,0)=)_(B(x,)—y,)’ =D (ax +bx,+c—y,)
i=1 i=1

RieSime systém normalnych rovnic:

6S(a,b,c):0 N aS(a,b,c):O R aS(a,b,c):O
oa ob oc

7

W:O <=> Z2(axi2+bxi+c—yi)-xl2:0 <=> a[x*]+b[x’J+c[x*]=[x" ]
a i=1
7

%=O <=> 22(axi2+bx[+c—yi)~xi:0 <=> a[x’]+b[x* ]+ c[x']=[x"y]
i=1
7

%:0 <=> Z2(axi2+bxi+c—yi)-1:0 <=> a[x*] +b[x' 1+ c[x"]=[x"y]
c i=1
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l X; Vi xlz xi3 xl4 X Vi xizyi
1 3 14 9 27 81 42 126
2 2 0 4 -8 16 0 0
3 -1 -2 1 -1 1 2 2
4 0 -2 0 0 0 0 0
5 1 2 1 1 2 2
6 2 15 4 8 16 30 60
[x"] =7 3 25 9 27 81 75 225
7
> o=[x"] | 52=[x"y] | 28=[x*] | 0=[x"] | 196=[x"] | 67=[x'y] | 411=[x*y]
i=1

Tabulka 5.25

Na vypocet mbézeme opit’ vyuzit' zapis normdlnych rovnic v maticovom tvare. Z tabulky
(Tabulka 5.26) dosadime hodnoty prislusnych stctov:

[x*] X1 [¥*] ) (a) ([x*¥] 196 0 28)(a) (411
] [F1 X7 Lo |=[[x'y] ]| <= | 0 28 0ol|bl|=| 67
] [ ) Le) (2] 280 7)(c) | 52

196a +28¢c =411
28b = 67
28a + Tc= 52

RieSenie systému je a=2,41667, b=2,39286 , c=—2,2381.
Zaver. Hladany aproxima¢ny polynom je

P2(x)=ax2+ bx+c =2,41667x*+2,39286x—2,2381.

PRIKLAD &3

Funkciu f(x) danu tabul’kou Tabul'ka 5.26 aproximujte v zmysle Metody najmensich Stvorcov

exponencialnou funkciou y=Ce™.

i 1 2 3 4

X, -0,5 0 0,5 1

y.=f(x) 0,05 0,14 0,37 1
Tabulka 5.26

143




Aproximdcia funkcii

RIESENIE
Funkcia f(x) je dana 4 bodmi: 2k /
- /
Xl = [—0, 05’0, 05] 20F , :CeAx/’I
X, =[0;0,14] st /
/
X, =[0,5;0,37] o e
X, =[L:1] et
Body grafu f{x) leZia priblizne na grafe exponencialnej 70'5 " v =
funkcie y=Ce™. Obr. 5.20. Graffix)a y=Ce™

Exponencialnu funkciu y=Ce™ budeme linearizovat, t.j. transformovat na linearnu funkciu

— polyném 1. stupna: B (x) = Ax+B (Tabulka 5.27).

Aproximacna g(x) Mnozina dat f{x) |Transformacné vztahy
Pred linearizaciou y = Ce™ [x50 = f(x)]
y = Ce™/In, Yo
1 =In(Ce™ =
Linearizacia n(y) =In(Ce™) Y=Iny, yo¥ AY=hy
In(y) =In(C)+ AxIn(e) A— A
Y = B+ Ax C—e® A B=In(C)
‘ oL Y = B+ Ax 7.7
Po linearizacii (P(x)= B + A0 [X,;:Y]

Tabulka 5.27

Zarovet linearizujeme aj funkciu f{x) (pozri stipec ¥, =In(y,)v tabulke Tabulka 5.28 a vypo-
¢itame koeficienty 4 a B polynomu B (x).

Minimalizujeme chybu:

SUALB)=3 (R(x)-1)* = (s, + BT
0S(A.B)_,  OS(AB)_
0A4 OB

a rieSime systém normalnych rovnic:

0

0S(4.B) _
04

0S(4,B)
oB

<=> i2(Axi+B—Yi)-xl.=O <=> A[x*]+B[x']=[x'Y]

i=1

0 <=> iz(AxijLB—Yi)‘l:O <=> A[x']+ B[x"]=[x"Y]

i=1
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i X; Vi Y =In(y,) x,'z x.Y,

1 -0,5 0,05 -2,9957 0,25 1,4979

2 0 0,14 -1,9661 0 0

3 0,5 0,37 -0,9943 0,25 -0,4972

[x°] =4 1 1 0 1 0

4
> 1=[x"] -5,9561=[x"Y] | 1,5=[x*] |1,0007 = [x'Y]
i=1

Tabulka 5.28

Hodnoty prislusnych suctov dosadime ztabulky (Tabulka 5.28). V maticovom zapi-

[x°] [x'])(4) ([x'Y] 1,5 1\ (4 1,0007
se:dostaneme: . = <=> . =
[x'] [x"] ) \ B [x"Y] 1 4)\B —5,9561
1,54+ B = 10007
A+ 4B =-5,956
Riesenie systému je 4 =1,992, B =-1,9866.

Hl'adany aproximacny polynom P (x)=Ax+B=1,992x-1,9866.

[xi, In(y)]

Obr. 5.21. Graf'linearizovanej fix) a P(x)

%¢

Teraz eSte musime linearnu funkciu ¥'=1,9866+1,992x ,,odlinearizovat™, t.j. spitne trans-

formovat z linearnej funkcie na funkciu exponencialnu y=Ce™.

Dostavame:
Y =1,992x-1,9866

In(y) =1,992x-1,9866 => y=e?22*~1,9866
_1,992x  ~1,9866

y=0,1371e 79%2%

Zaver. Hl'adana aproximatna exponencialna funkcia y=Ce® je y=0,1371e"%%%*.
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6 NUMERICKE DERIVOVANIE

Medzi meranymi veli¢inami x a y ¢asto hl'adame okrem predpisu funkcnej zavislosti
v=f(x) aj hodnoty jej derivacii v ziadanych bodoch x.

Pre spojité funkcie na vypocet derivacie v danom bode xy pouzivame exaktny vzorec
matematickej analyzy:

fT%)zhmflﬁiliﬁl, (6.1)

X‘)Xﬂ x —_ xo
kde funkcia f(x) je spojitd v okoli bodu xj a limita skimaného podielu v bode x( sa rovna
limite sprava aj zl'ava:
)= i LTG0 SO F () S0 ()

X=X, X=X, xx," X=X, X=Xy X=X,

Ak limita v danom bode existuje iba jednostranna, t. j. iba zl'ava alebo iba sprava, derivacia
v danom bode je tiez iba jednostranna:

f'(x)zlimf‘(x)_—f‘(xo) f‘_'(x):hm f(x)_f(xo)

X=Xy X=X, XXy X=X,

Pri hl'adani derivacie funkcie danej izolovanymi bodmi vychddzame z jej nahradenia
interpolaénym polyndmom — Newtonovym alebo Lagrangeovym (pozri kap.5), pricom poly-
noém nederivujeme pomocou definicie derivacie spojitej funkcie (6.1), ale na jej urCenie vyu-
zivame pomern¢ diferencie.

ULOHA
Funkcia y= f(x)je dana tabul'kou (Tabulka 6.1), priCom uzly
a) suusporiadané vzostupne: x, <x, <..<Xx,,,

b) maju ekvidistantné delenie (vzdialenost’ medzi uzlami je rovnaka):

X, =x +h,cze|x, —x |=h=konst, i=1,2, .., n

Vypocitajte f'(x;)a f"(x,).

X; X X, s X1
yi:f(xi) yl y2 yn+1
Tabulka 6.1
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RIESENIE:
Funkciu y= f(x)nahradime interpolatnym polynémom P (x) avieme, ze pre 'ubovolné

xe<x,x,,, >plati: f(x)=P (x), f'(x)=P,'(x), resp. f"(x)=P, "(x). Plati to aj pre deriva-

n+l
cie vysSich radov.
Vypocet f'(x;) a f"(x;) ilustruyyme na Newtonovom interpolacnom polyndéme 2. stupiia,

ktorého graf prechddza bodmi X, [x,f(x)], X,[x,,f(x,)],X;[x;, f(x;)]. Ozname

yi:f(x,‘):f;~
Zostavime tabulku diferencii (Tabulka 6.2).
x| f Alfi Azfi
S Y
1
p— R il T2y
af,—na =21+
X |/ Alf:f3_f2:f3_fz Al f = xz_xlz h > h :32}; I
X -x, h 2 1
x| fs
Tabulka 6.2. Tabulka diferencii — Fraserov diagram
Potom
N,(x)=1, +M-(x—x1)+f3;f§+1-(x—xl)-(x—x2)
h 2h
Nz'(x)Zfz;lfl +f3_§}]:§+fl-(2x—xl—x2)
N;’@):ffgffl-2=f3_2hf:2+f1 ~ konst.

Vypocitajme 1. derivaciu funkcie v jednotlivych uzloch x,x,,x; :

Nz,(xl):fz;f] +f3—§}J:§+f1(xl_x2):fz;fl +f3_§}{§+f1(—h)=_3f‘ +2‘;lfz—f3 ~ f1(x,)

TR AT TR L U RIS,

Nz'(x3)=f2}_zf‘+f3_;{§+f1((x3—xl)+(x3—x2)=fz}_lfl +f3_;f:§+fl(2h)=
LR L pxy

Vidime, ze:

« vo vypocte derivacii sa pouzivaju pomerné diferencie,
« vypocet N, (x,)~f'(x,) pouziva na vypocet uzly vl'avo i vpravo od uzla x, (obe hodnoty
f, a f,), a preto bude najpresne;jsi,
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« vypocet N,(x,)=f'(x,) pouziva na vypocet aktualny uzol x, a nasledujuce uzly x, a x,,
o vypocet N,(x;)=f'(x;) pouziva na vypocet aktudlny uzol x, a predchodcov x, a x,,

o druhd derivacia polynomu druhého stupna je konstanta, ktorej hodnota zavisi od vsetkych
troch hodnét y,= f(x,)=f;:
S =26+
h2
Podobne by sme mohli pokracovat’ vo vypocte derivacii pre interpolacné polynémy vyssich

Nj(x;)= ~f"(x.),i=1,2,3.

stupiiov urc¢enych izolovanymi bodmi.

Je zrejmé, Ze hodnota prvej aj druhej derivacie bude zavisiet”:
a) v 1. uzle od hodndt funkcie v nasledujucich uzloch,
b) v strednych uzloch od hodnét funkcie v predchadzajucich aj v nasledujuacich uzloch,

¢) v poslednom uzle od hodnét funkcie v predchadzajucich uzloch.

Podrla pouzitych hodndt funkcie vzorce rozdelime na:
a) formuly vpred,
b) formuly centralne (symetrické),

c) formuly vzad.

V dalSom uvadzame prehlad najpouzivanejSich vzorcov na vypocet 1. a 2. derivacie
funkcie f(x) danej tabul’kou (Tabulka 6.1):

Centrilna diferenéna formula (CDF) radu O(h*) — symetricka

1. derivacia 2. derivacia
)~ f(x+h)2—hf(x—h) 1) ~ f(x+h)—2];l(2x)+f(x—h)
resp. resp.
Fiony~ L0 )2—h fx) oy o LG =2 fh(le.)+ £
Tabul’ka 6.3
Y
Fe) JACTY
x—h x x+h X
Xi-l Xi o Xiw
Obr. 6.1
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Nesymetricka formula vpred (NFvp) radu O(h?)

1. derivacia 9 derivécia
()~ —3f(x)+4f(x2;h)—f(x+2h) £ ~ 2f(x)—5f(x+h)+2{(x+2h)—f(x+3h)
resp. resp.
Py LG ) =S Gia) | ey L 2SO0 =5 () 447 () = /)
2h h
Tabul’ka 6.4
y
fx f(xi3)
x x+h x+2h x+3h X
Xi X4l Xi42 Xi3
Obr. 6.2

Nesymetricka formula vzad (NFvz) radu O(h?)

1. derivacia

2. derivacia

z3f(x)—4f(x—h)-|—f(x—2h)

z2f()c)—5f(x—h)+4f()c—2h)—f(x—3h)

S'(x) 7 J'(x) 2
resp. resp.
f'(x,») ~ —3f(xl.) + 4f2(;lcl-_1) - f(xi_z) f”(xi) ~ 2f(xi) — Sf(xi—l ) Zz4f(Xi_2) — f(xi—3)
Tabul'ka 6.5
y
3h x2h xh x X
Obr. 6.3
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Na zéklade uvedenych vztahov moézeme konstatovat’, Ze pri vypocte derivacie v 'ubovol'nom
uzle x; a pouziti formul:

o CDF — musime poznat” hodnotu funkcie v predchadzajucom uzle x, , (umiestneny vlavo od
uzla x,,) a hodnotu funkcie v nasledujucom uzle x,,, (umiestneny vpravo od uzla x;,)
Znamena to, ze tato formula neumoziuje vypocet 1. a 2. derivacie funkcie f(x) v prvom

x, a ani poslednom uzle x,,,.

o NFvp — musime poznat’ minimalne 2, resp. 3 nasledujuce uzly x; Znamena to,

i+l

xx+2 ’xi+3 .

ze tato formula umozinuje vypocet 1. a 2. derivacie funkcie f(x) uz v prvom uzle x,, ale

len po uzol x,_, (pre 1. derivaciu), resp. x, , (pre 2. derivaciu).

o NFvz — si vyZaduje poznat' minimalne 2, resp. 3 uzly x,_,,x_,,x, , vlavo od neho. Zname-

sAx_2

na to, ze tato formula umoziuje vypocet 1. a 2. derivacie funkcie f(x) aj v poslednom uzle

x,, ,alelen od uzla x,.

Vyhodou pouzitia vzorcov je, Ze nemusime uréovat’ predpis pre prislusny interpolacny

polyném, ale derivacie po€itame priamo z hodndt funkcie f(x;). Zdoraziujeme, ze delenie

intervalu <x1,xn+l> musi byt” ekvidiStantné, t. j. krok 4 =|xi+l —xl.| je rovnaky pre vSetky

uzly x;.

Ak by sme chceli pouzit’ interpolaény polyndém vysSieho stupiia (s va¢Sim poctom uz-
lov), po jeho zderivovani by sme ziskali d’alSie formuly na vypocet pribliznych hodnoét deri-
vacie v jednotlivych uzloch. Vo vSeobecnosti presnost’ vypoctu pribliznych hodnot derivacie
f(x) podl'a formul narasta zvySovanim stupiia interpola¢ného polynému.

Na prvy pohl'ad by sa zdalo, zZe pri vypocte derivacii z interpolaéného polynému ne-
vznikaju Ziadne tazkosti. Zial, nie je to tak. Napriklad:

o velky vplyv mad zaokrahlovacia chyba, ktord pri samotnej interpoldcii nemd vyznam,
a vSak pri numerickom vypocte derivacie je nielen vyznamna, ale ¢asto az znicujica. D4 sa
totiz ukazat’, ze malé vzdialenosti (krok /) medzi uzlami spdsobuji velké zvacSenie zaok-
ruhl'ovacej chyby na funk¢nej hodnote derivacie (zdovodnite, kap.1) a vacsie vzdialenosti
(krok /) medzi uzlami sposobuju zase velkt chybu metédy — zaokrihl'ovacia chyba je ne-
priamo merna kroku 4 a chyba metody je imernd kroku 4. D4 sa vypocitat’ (Ralston — Za-
klady NM) optimalny krok /4 tak, aby chyba metddy a zaokrihl'ovacia chyba boli ¢o naj-
mensie:

« pre rozne velkosti kroku # dostavame rozdielne hodnoty derivacie f'(x). Bod x ma inych
predchodcov (x — /) a nasledovnikov (x + 4),

« da sa oCakavat, Ze aj ked’ sa interpolacna funkcia P(x) len malo odliSuje od zadanej funk-

cie f(x), ich derivacie (smernice dotyCnic) sa budu lisit’ ovel’a viac (Obr. 6.4).

150



Numerické derivovanie

Poznamka. Ak hodnoty funkcie st uz primarne zatazené chybou merania, resp. je ich prili§ velky
pocet, potom na vypocet derivacie je lepSie pouzit’ aproximacny polyném ziskany metédou najmen-

Sich S$tvorcov.

%i P
~
Obr. 6.4. Dotycnice v bode x; maju rozne smernice

6.1 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD & 1
Dan4 je funkcia f(x)=0,5-e** na intervale <2;2,5>.
1. Urcte derivacie f'(x) a f"(x)vuzlochx=2,x=2,1ax=2,5
a) analyticky (presne),
b) numericky. Na vypocet pouzite vhodné formuly s krokom # = 0,1 a # = 0,05.

2. Vypocitané hodnoty derivacii porovnajte.

RIESENIE

Pouzijeme oznacenie:

e« f'(x) a f"(x) pre derivacie danej funkcie pocitané analyticky (presne),

. f~ '(x) a f "(x) pre derivacie danej funkcie pocitané numericky.

Hodnoty funkecie a jej derivacii vyjadrime na 6 platnych Cislic.

1. Wypocet derivacii f'(x) a f"(x)vuzlochx=2,x=2,1ax=25

a) analyticky

f(x)=0,5-¢*" f'(x)=0,5-2-&* =™ f(x)=(e)' =2¢"
Funkcie f(x),f'(x),f"(x) su spojit¢ v kazdom bode x e <2;2,5>. Vypocitame prislusné de-

rivacie v danych bodoch. Dostavame

f(x=e™ frx)=2e
£1(2)=54,5982 £1(2)=109,196
£(2,1)=66,6863 £1'(2,1)=133,373
£(2,5)=148,413 £'(2,5)=296,826
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b) numericky

Vypocet pribliznych hodnat f~ '(x) a ]7 "(x) s krokom h=0,1
2,5-2

Rozdel'me interval <2;2,5> s krokom /# = 0,1 na =35 Cciastkovych intervalov deliacimi

bodmi (uzlami) x,, =x, +h (alebo x,,, =x,+i-h=2+i-h) pre i=1,2,...,5. Vypocitajme

hodnoty funkcie f(x) v jednotlivych uzloch a zapisme ich do tabul’ky (Tabulka 6.6).

i 1 2 3 4 5 6
X, 2 2,1 2,2 2,3 2,4 2,5
y,=0,5¢" 27,2991 33,3432 40,7254 49,7422 60,7552 | 74,2066
Tabul’ka 6.6

80

60 -

40}

20+

—20L

Obr. 6.5. Graf funkcie f(x) s vyznacenymi bodmi pre krok h = 0,1 a h = 0,05

Pretoze x, =2 lezi na zaciatku <2;2,5>, prislusné derivacie vypocitame nesymetrickou formu-

lou vpred
];,(XI):—3f(x1)+4f(x2)—f(x3):—3‘27,2991+4-33,3432—40,7254:53,7505
2h 2-0,1
f~"(-x1): 2f(x1)—5f(x2)+4f(x3)—f(x4):2~27,2991—5-33,3432+4-4O,7254—49,7422:104’160.

n? 0,1°
Na vypocet derivacii v x, =2,1 pouzijeme napr. centralnu diferen¢nt formulu, ale mozeme

pouzit’ opat’ nesymetricku formulu vpred:

f(x) - f(x,) 40,7254-27,2991

F1(x.) = =67,1315
S1(x) 2h 2-0,1
)= f(x3)—2j;l(;cz)+f(xl):40,7254—2-303,1?;432+27,2991:133’810
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KedZe x, =2,5 lezi na konci <2;2,5>, prislus$né derivéacie vypocitame nesymetrickou formu-

lou vzad:
f'(xﬁ)z 3f(x6)—4f(x5)+f(x4):3-74,2066—4-60,7552+49,7422:146,706
2h 2-0,1
Frn) = 2f(x6)—5f(x5)h-:4f(x4)—f(x3):2-74,2066—5-60,7550214;4-49,7422—40,7254:288’060.

Vypocet hodnot f'(x) a f"(x) s krokom h = 0,05
2,5-2

Interval <2;2,5> opat’ rozdel'me, ale s krokom 4 = 0,05, na =10 ciastkovych interva-

lov deliacimi bodmi x,,, =x,+h pre i=12,..,10. Vypocitajme hodnoty funkcie f(x)
v tychto uzloch a zapiSme ich do tabul’ky (Tabul’ka 6.7).

i 1 2 3 4 5 6

X, 2 2,05 2,1 2,15 2,2 2,25
y,=0,5¢*"| 27,2991 30,1701 33,3432 36,8499 40,7254 45,0086

i 7 8 9 10 11

X, 2,3 2,35 24 2,45 2,5

y,=0,5¢> | 49,7422 | 549736 | 60,7552 | 67,1449 | 742066

Tabul’ka 6.7

f "(x) a f "(x) v prisluSnych uzloch vypocitame tymi istymi formulami ako pri kroku /4 = 0,1.

x=2":
J;,(XI):—?af(xl)+4f(x2)—f(x3):—3-27,2991+4~30.1701—33,3432:54,399
2h 2-0,05
Py = 2f(x1)—5f(x2)-12-4f(x3)—f(x4):2-27,2991—5-30,1701+24-33,3432—36,8499=108,24
h 0,05
x,=2,1:
7o) = f(x4)_f(x2):36’8499_30’1701=66,798
2h 2-0,05
];"(x3)=f(x4)—2f(2x3)+f(x2):36,8499—2-33,3;132+30,1701=133’44
h 0,05
x,=2,5:
7)) = +3f(x11)—4f(x10)+f(x9):3-74,2066—4-67,1449+60,7552:147,954
2h 2-0,05
j"(xn) _ 2f(x”)—5f(x10})lz+4f(x9)—f(xg):2-74,2066—5-67,144(1)9(;;4-60,7552—54,9736 204,36
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2. Porovnanie
Porovnanie presnych a pribliznych hodnoét derivécii vykoname na zéklade absolutnych chyb:

LG ) BTG RV

e(f N =|f'(0)=F"(x)

h=0,1 h=0,05
uzol (') (") (') (")
x=2 0,8477 5,036 0,1992 0,956
x=2,1 0,4452 0,437 0,1117 0,067
x=25 1,707 8,766 0,459 2,466
Tabul'ka 6.8

Z porovnania presnych a pribliznych hodnét 1. a 2. derivacie funkcie f(x) vidime, ze ak
krok 4 = 0,1 zmenSime na polovicu (2 = 0,05), absoltitne chyby g(f'(x)) a g(f"(x)) tiez
poklesnt, t. j. zmenSenim kroku % vzrastie presnost’ vypoctu pribliznych hodndt derivacii
f’ "(x) a f "(x). Vysledky derivacii v krajnych uzloch st menej presné ako v strednom uzle

x = 2,1, pre ktory boli pouzité centralne formuly.
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7 NUMERICKE INTEGROVANIE

Stucastou rieSenia mnohych technickych problémov je vypocet urcitého integralu.
Beznym matematickym sposobom riesSenia je najdenie primitivnej funkcie a d’alSie uplatnenie
Newton-Leibnitzovho vzorca:

b

[ () dx =[F()L, = F(b)-F(a),
kde f(x) je spojita na (a, b) a F(Ex) je primitivna funkcia k funkcii f{x).
Geometricka interpretacia urcitého integralu
Ak f(x) >0 na {a, b), potom

[ /() de=P(L),

kde P(L) je plocha krivociareho lichobeznika ohrani¢eného

grafom f{x), osou x a priamkami x = a, x = b.

Hoci vieme, Ze kazda spojita funkcia na intervale

(a, b) je integrovatelnd a teda k nej existuje primitivna / ’ ’
funkcia, nepozname ziadny univerzalny navod, ako primi- Obr. 7.1
tivnu funkciu F(x) ngjst’. Jednym z dovodov je fakt, Ze na

rozdiel od derivéacie, primitivnou funkciou k elementarnej funkcii nemusi byt’ opét’ elemen-

tarna funkcia, t. j. funkcia, ktora sa da vyjadrit’ vzorcom. Typickym prikladom integralu, ku
b
ktorému nevieme urcit’ primitivnu funkciu, je Gaussov integral I e’ dx.

Vypocet urcité¢ho integralu patri k Standardnym tlohdm numerickej matematiky. Na
jeho riesenie existuje viacero numerickych metdéd, my sa budeme venovat iba ich tizkemu

vyberu.

71 NUMERICKE METODY NA VYPOCET URCITEHO
INTEGRALU

Numerické metody na vypocet urcitého integralu pouzivame vtedy, ked”:

a) primitivnu funkciu F(x) nevieme najst,

b) primitivnu funkciu F(x) pozname, ale pouzitie Newton — Leibnitzovho vzorca je vel'mi
naroc¢né,

c) funkcia f{x) je dana tabulkou.
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Zakladna myslienka
1. Funkciu f{x) nahradime na {(a, b) nejakou inou (jednoduchsou) funkciou ¢(x) (interpolac-

ny, aproximacny polyném), ktort potom analyticky integrujeme. Ak ¢(x) je dobrou ap-

b b
roximaciou funkcie f{x), potom I @(x) dx je dobrou aproximaciou I f(x)dx, t.].

jlf(x) dx = ji(p(x) dx.

2. Vychadzame z definicie urcitého integralu prostrednictvom limity integralnych suctov:
a) interval {a, b) rozdelime na n ¢iastkovych intervalov (podintervalov) rovnakej dizky

h. Deliacimi bodmi je mnozina usporiadanych bodov {xi}fl+1 s ekvidiStantnym dele-

nim, kde:

1) X, <x,<x;<..<Xx,<x,,,prioma=x;ab=x,i,
<a,b>:<x1,x2>u<x2,x3>u...u<xn,xn+l>,
. . i x - . b-a
ii) dlzka kazdého &iastkového intervalu (x,,x,,) je h=——,
n

|x2 _x1| = |x3 _x2| == |xn+l - X,

= h (konst.),

b) na kazdom Ciastkovom intervale nahradime funkciu f{x) vhodnou aproximacnou funk-

Xigl Xitl

ciou @(x): J‘ f(x)dx =~ I o(x) dx,

Xi
¢) vypocet integralu vyjadrime pomocou zékladného vzorca univerzalne pre kazdy pod-
interval (x;, x;11) zvlast (pozri d’alej jednoducha metoda),
d) scitanim vzorcov jednoduchej metddy cez vSetky podintervaly ziskame vysledny zlo-

zeny vzorec (pozri dalej zloZzena metdda), t. j. z vlastnosti urcitého integralu:

=Xn+1

b b Xy X3 Xe1
[feydac= [ feyde=[fe)de+ | f(x)dx+..+ | f(x)dx,

Ak f(x)=@(x), potom If(x) dx = T(p(x) dx+T(0(x) abc+...+)c]Il o(x) dx.

X Xy

b
Geometricka interpretacia. Plochu rovinného ttvaru, ktorti predstavuje J f(x) dx, nahra-

a

dime suctom plosnych obsahov jednoduchsich rovinnych utvarov.
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7.2 NEWTON - COTESOVE KVADRATURNE VZORCE STUPNA n
Uz z predchadzajucich kapitol vieme, ze vhodné aproximacné funkcie st polynomy,
ktoré sa 'ahko derivuju aj integrujt.

Ak f{x) nahradime Lagrangeovym interpolacnym polyném n-tého stupia (pozri kap.5),

J(x)= F,(x),

potom dostdvame tzv. Newton — Cotesove kvadratirne vzorce stupna n:

« zéakladny vzorec (jednoducha metoda) pre interval {x;, x;+1 ),

« Zlozeny vzorec (zloZzend metoda) pre interval

<a,b>=<x1,x2>u<x2,x3>u...u<xn,xn+1> = U<xi,xm>.

i=1

7.2.1 OBDLZNIKOVA METODA

V tejto metdde funkciu fx) nahrddzame Lagrangeovym interpolaénym polynémom
stupnia n = 0, ¢iZze konStantnou funkciou, ktorej grafom je priamka rovnobezna s osou x, t. j.

f(X)~B(x), B(x)=k, keR.

7.2.1.1 Jednoducha obdiZnikova metéda

Funkciu f(x) nahradzame na intervale (x;, x;+1) s dizkou intervalu

Xivl — xi| =h.
Geometricka interpretacia
Obsah rovinného Gtvaru, ktory predstavuje uréity integral, nahradime obsahom obdiZnika:

i1 obd
j f(x)dx ~h-k.

y
= (x) g V= (x)
)/
e 1
h h
X; Xit1 o i Xirl x
Obr. 7.2 Obr. 7.3 Obr. 7.4

Ak za uzlové body interpolacie zoberieme krajné body intervalu x;, x;+1, Lagrangeov interpo-
la¢ny polyném bude mat’ tvar Py(x) = f(x;), fix;) =k (Obr. 7.2). Analogicku aproximaciu mo-

zeme urobit’ s hodnotou funkcie v ktoromkol'vek znamom bode x e{xi,xi+l>, ¢o obycajne
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xi+1 —

eSte moze byt krajny bod intervalu x;; (Obr. 7.3), pripadne bod v strede intervalu al

X, +g (Obr. 7.4). K dispozicii tak mame obdiznikova metodu:

Typ 1 — uzlovy bod interpolécie je krajny bod intervalu:
a) k=f(x;) (Obr.7.2)

Xit1 Xit1 Xiy1

[ feyde~ [ B de=[ f(x)de=f(x)(x,—x)=hf(x),

b) k=fxi1) (Obr. 7.3)

Xis1 iyl Xisl

[ rydac~ [ Boyde=[ fx,)de= [0, —x) =hf(x,).
X; x; X;
Ak na intervale ma f{x) spojitu f'(x), potom pre odhad absolutnej chyby metddy plati:

i+l

Typ 2 — uzlovy bod interpolécie je bod v strede intervalu (Obr. 7.4):

res(rled)

Xit1 Xit]
[ S~ | Fiods= I f(x +med f[x ”’“jm x) = hf(" s ]=
h
=hf|x +—|
(s 2)
Ak na intervale ma f{x) spojitd f"(x), potom pre odhad absolutnej chyby metody plati:
8=%(xi+l—xi)3:%h3,M2=max f" e(xl.,xm>.

7.2.1.2 ZloZen4 obdiZnikova metéda (ZOM)
Pracujeme na intervale (a, b), ktory je zloZzeny z n cCiastkovych intervalov (x;, x;1 )
rovnakej dizky & :b;a‘ V kazdom podintervale na vypocet integralu pouzijeme jednoduchu
n

obdiznikovi metddu.
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Typ 1
y Y
y=/@)
y=/()
| h h h | x h h h | x
a=xi X X3 Xo  b=xum1 a=x x» X3 Xo b=xp
Obr. 7.5 Obr. 7.6
a) k=flx; (Obr. 7.5)
b X X3 Xnt1
j F(x)dx = j F(x)dx+ j F(x)dx +..+ j F(x)dx ~
a X X, X
X X3 Xn+1
~ jpo(x)dx+ j P(x)dx +...+ j Py(x)dx =
X X, Xy
X X3 Xn1
= [ fGpde+ [ fGx)de ..+ [ f(x,)dx=
xl x2 Xn
hf(x)+hf(x,)+..+hf(x,)=
:hZf(xi) (7.1)
i=1

b) k=fxi1) (Obr. 7.6)

Xn+1

b %, N
_[f(x)dx =If(x)dx+jf(x)dx+..+ J f(x)dx=

Xn+1

~ ff(xz)dx+ff(x3)dx bt [ S =R ()R () 4t h f (%) =

n+l1

SDOWEMET)WIES (72)

Odhad absolitnej chyby metody a rad metody
Pri vypocte vychadzame z jednoduchej metddy. Predpokladame, ze f(x) ma na celom intervale
spojita f'(x):

« pre jeden Ciastkovy interval: & = 71()@.+1 -x) = 71}12,

2 2
« pre n Ciastkovych intervalov: & = n%Eb aj _Mb=ay M(b-a) h.
2 n 2n 2
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Veta 7.1 Nech funkcia f{x) ma na celom intervale spojitu prva derivaciu f'(x). Potom odhad

absolttnej chyby zloZenej obdiznikovej metody (Typ 1) vypoéitame podla vztahu:

L_ M- M (-a)

> 5 h, M, = max|f’(x) ,XE <a,b>. (7.3)
Rad metddy je O(h) (pozri odsek 7.2.4).
Typ 2

k= f(%) - f(x, +%) (Obr. 7.7)
y
y —f(7
B Wi
2:2]1 X
a =x; X2 X3 Xn  b=x,4

Obr. 7.7
f y: 3 Y41
[f@dr = [ feyde+ [ f)de st | f()de~
z:iffi)ﬁ +§)dx +:|.:f(x2 +%)dx+...+x;|:1f(xn +§jdx

SO +§> (7.4)

resp.

-y f(xf +2x,~+1j (7.5)

Odhad absolitnej chyby metody a rad metody
Tak ako pre jednoduchtt metodu predpokladame, Ze f(x) ma na intervale spojita f"(x):

M M
« pre jeden Giastkovy interval: & =—2(x,,, —x.)’ =—=h°,
p J y 24 ( i+l z) 24

b—aj:Mz(b—a)h2
n 24 '

. . M
« pre n ¢iastkovych intervalov: & =n 242 [
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Veta 7.2 Nech funkcia f{x) ma na celom intervale <a,b> spojitt druhu derivaciu f"(x), po-

tom odhad absolttnej chyby zloZenej obdiznikovej metody (Typ 2) stanovime podl'a vztahu:

M,(b—a)> M,(b-
= 2 (b 2“) _ 2(b—a) h*, M, = max
24n 24

14

,X€E <a,b>. (7.6)
Rad metody je O(?).
7.2.2 LICHOBEZNIKOVA METODA

V lichobeznikovej metdde funkciu f{x) nahrddzame Lagrangeovym interpolacnym po-

lynémom stupiia n = 1, linearnou funkciou (grafom je priamka), t. j. f(x) = B (x).

7.2.2.1 Jednoducha lichobeZnikova metéda

Funkciu f(x) nahradzame na intervale (x;, x;+1) Lagrangeovym polynémom:

R (x)= f(X) ’”+f( X))

i+l l+1 xi

i+l

[xi ’f(xi)] ’ [xi+1 :f(xm)]-

dizka intervalu je |x —xl.| =h. Grafom Pi(x) je priamka prechadzajica bodmi
Geometricka interpretacia

Obsah rovinného ttvaru, ktory predstavuje urcity integral, nahradime obsahom lichobeZnika:

PWACHEPACTRY)
I f(x)dx 5 .

y=f (x)

Xi Xi+1 X
Obr. 7.8. Jednoducha lichobeznikova metoda

Xisl Xitl i+l

)J;f(x) dx ~ )J;Pl(x) dx = I(f(x) xl: + () — . xjjdx

X;

=B )+ f)) = (S0 ()

161



Numerické integrovanie

Ak f{x) ma na (a, b) spojiti f"(x), potom pre odhad absolutnej chyby metody plati:

MZ 3 M2 3 "
e=—=(x.,,—x.) =—=h’, M, =max X
B (X — ;) T 2 |/"(x)

, X e(xi,xi+l>.

7.2.2.2 Zlozena lichobeznikova metéda (ZLM)

Pracujeme na intervale {a, b), ktory je zloZzeny z n Ciastkovych intervalov (x;, x;+1) rov-

b—a

nakej dizky h=

n

h h X
a=x x X3 Xp1 Xn b =X

Obr. 7.9. Zlozena lichobeznikova metoda

Na kazdom podintervale (x;, x;+1), pouzijeme jednoducht lichobeznikovii metddu. Sc¢itanim

vzorcov jednoduchej metody cez vsetky podintervaly ziskame vysledny vzorec ZLM:

Xntl

b Xy X3
[fyde = [ fydx+ [ fdx +..+ [ fx)dx~

~ T Pl(x)dx+TPl(x)dx +...+xn_|.+1 B(x)dx =

- %(f(xl)+f(xz))+§<f<x2)+f(x3>)+...+§(f(xn)+f(xn+l>) -
=g(f(x1)+f(xn+1)+2(f(x2)+f(x3)+---+f(xn))=

=%{f(xmf(xm)+2if<x,«>}

Pre zlozent lichobeznikova metodu teda dostavame:

Lich

[ reodx = g(f(xmf(xm)+2§f(x,~)j. (1.7)
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Kedze x; = a a x,,+1 =b, vzorec ZLM mozZeme pouzit’ aj v tvare:

[ feoax '~ g(f(a)+f(b)+2i‘,f(xi)] (7.8)

alebo pri pouziti oznacenia y; = f{x;):

Lich

[f@ax = g(yﬁy,m +2iy,). (7.9)

Odhad absolutnej chyby metddy a rad metody

Predpokladame, Ze f{x) ma na {a, b) spojita f"(x). Odhad chyby ZLM vyjadrime opat’ po-

mocou odhadu chyby pre jednoduchti metodu:

M
xz) :_2h3:

« pre jeden Ciastkovy interval: ¢ = " 22 (x,,, — "

12n° 12

b—ajS M (b-a) _My(b-a),.
n

. : M
« pre n Ciastkovych intervalov: € =n 122 (

Veta 7.3 Nech funkcia f{x) ma na celom intervale <a,b> spojitt druhu derivaciu f”(x). Po-

tom odhad absolutnej chyby zlozenej lichobeznikovej metédy vypocitame podla vztahu:

3
g:M2(b_a) =M2(b_a)h2,M2:maX "

12n° 12

, XE <a,b>. (7.10)

Rad metody je O().

7.2.3 SIMPSONOVA METODA

V tejto metdde funkciu f{x) nahradime Lagrangeovym interpolacnym polynémom

stupnia n = 2, kvadratickou funkciou (grafom je parabola), t. j. f(x) = P,(x).

7.2.3.1 Jednoducha Simpsonova metoda

Funkciu f(x) nahradzame Lagrangeovym polynémom 2. stupiia. Ked’ze na jednoznac-
né urcenie polynomu 2. stupiia potrebujeme 3 body, zakladny interval bude obsahovat’ tri uz-
lové body x;, xi+1 @ x;42 a budl ho tvorit’ dva Ciastkové intervaly (x;, xit1) U (Xir1, Xiv2) =
(Xiy Xi12).

( ) £(x,) (x—x, )(x—x;,,) +f(x M) (x=x)(x—x,,,) + f(x,.,) (x=x)(x—x,,)
(2, =X, )(x; = x,,5) X — X)X = X10) (X0 = X)X — X;,)

DiZka zakladného intervalu je |xl.+2 — xi| =2h. Grafom P,(x) je parabola prechadzajuca bodmi

[xi SO, [xie1 X)), [xiv2 SlXi2)]-
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Geometricka interpretacia

Obsah rovinného utvaru, ktory predstavuje hl'adany urcity integral, nahradime obsahom kri-
vociareho lichobeznika ohrani¢eného osou x, priamkami x = x;, x = x;;» a parabolou s analy-
tickym vyjadrenim y = P,(x) (Obr. 7.10).

y

L
R h Nipl h Y42

Obr. 7.10. Jednoducha Simpsonova metoda

Xis2 Xig2

j fG)dx= [ P(x) de=

B (ex)r— ) (=) (x—,) (=) (x—%,.,)
i+ i+ 2 d —
I[f ) e e —x  ) (x,ﬂ - (x”)<x,«+2—x,«><x,-+z—x,-+l>j )

X

= T(f(x )+AS () f(x,,) = (f(x )+4f () + (X))

Pre jednoduchti Simpsonovu metddu dostaneme vZorec:

Xig2 Simps

Jre e = ()41 () £ (30) @.11)

Ak flx) ma na (x;, x;2) spojita §tvrta derivaciu £ (x), potom pre odhad absolitnej chyby
metody plati:

M, s M, 4
=—2% (x..,—x.) = 2h M, = max X)) x €{x;, Xi0).
2880( i+2 1) 2880( ) 4 ‘f ( )‘ < +2>

7.2.3.2 ZloZena Simpsonova metéda (ZSM)

Pri konStruovani zloZenej Simpsonovej metddy si je treba uvedomit’, Ze Simpsonova
metdda pracuje s trojicami uzlovych bodov, vzdy nad zdkladnym intervalom, ktory tvoria dva
Ciastkové intervaly. Dizka Giastkového intervalu je A, dizka zakladného intervalu je 24. Ak
dodrZime doteraz pouzité znacenie, tak pocet €iastkovych intervalov je n, n musi byt parne
¢islo. Na oznacenie poctu zékladnych intervalov zaved'me novu premennu k, 2k = n. Proces
skladania m6zeme riadit’ bud’ z pohl'adu Ciastkového intervalu, ked’ budeme skladat’ n Ciast-
kovych intervalov, alebo z pohl'adu zakladného intervalu, ked’ skladdme & zdkladnych interva-

lov.
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Prvy sposob vypoctu — skladanie cez ciastkove intervaly
Pracujeme na intervale (a, b), ktory je zlozeny z n Ciastkovych intervalov (x;, x;+;) rovnakej
dizky h=2"2

n

‘1.

1
1

ko X2 X3 R¥ X4 Xz Np—1 X Npel
Obr. 7.11. ZlozZena Simpsonova metoda (cez n)

b X3 Xs Xpt1
[reoac=[reydee [ f(x)de+.+ [ f(x)dr

n—1

X3 X5 Xn+1
~ jPz(x) dx + j P(x) dx +..+ j P,(x) dx =
X X3 Xp-1

= %(f(x1)+4f(xz) + f(x3))+§(f(x3)+4f(x4) + f(xs))+---+§(f(xnl) +4f(x)+ f(x,.))

e LN EMET S WIEIRED WO

parne neparne

Pre zloZeni Simpsonovu metddu teda dostdvame:

[ = 2 )+ )+ Y f@) 42 T r0 | (112

Po dosadeni x; = a a x,,+1 =b, vzorec ZSM mdzeme pouzit’ aj v tvare:

[r@a = 2 @+ i) +4Y fe+2 T 1) (7.13)

alebo pri pouziti oznacenia y; = f{x;):
Simps n—1

b

h n
[feode = oy p,+42 542 3 v | (7.14)
a i=2 i=3

parne nepéarne
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n—1

Poznamka. Z Vi=y,ty, oty Z Y, =y, +ys+...+y . V poitatovom spracovani progra-
i=2 i=3
parne neparne

mujeme sumu cez i = od 2 po n s krokom 2, resp. cez i = od 3 po n—1 s krokom 2.

Odhad absolutnej chyby metody a rad metody

Ak f{x) mé na (a, b) spojita §tvrta derivaciu f (x), potom odhad zlozenej metddy vyjadrime
pomocou odhadu jednoduchej metody:
M 4

(xi+2 X )5 = (2h)5 ’

2880

« pre dva Ciastkové intervaly: & =—=
2880

| =

5

M, .(zh)szﬁ. M, .(z.b_aj -

2 2880 2 2880 n

_M4-24-(b—a)5:M4-(b—a)5:M4-(b—a)_h4
2880n" 180n* 180 '

n s o
e pre Edvopc ¢iastkovych intervalov: ¢ =

Veta 7.4 Nech funkcia f{x) ma na celom intervale <a,b> spojitt §tvrta derivaciu £ (x),
potom pre odhad absolutnej chyby zloZzenej Simpsonovej metody plati:

_M,-(b-a) M, (b-a)
180-n° 180

ht, My = max‘f(‘”(x)‘ x €{a, b), (7.15)

. e o —a o L
pricom 4 je dlzka ¢iastkového intervalu, 4 = , n pocet Ciastkovych intervalov (x;, x;:1).

Rad metody je O(h%).

Druhy sposob vypoctu — skladanie cez zakladné intervaly
Pracujeme na intervale (a, b), ktory je zlozeny z k zékladnych intervalov (x;, x;12), rovnakej

dizky 2h =2b;a. Zékladny interval tvoria dva Ciastkové intervaly, pocCet zdkladnych inter-
n

valov je k = % (n = 2k).

“‘

143 7+ . . ! . ! X
X X2 X3 RE R¥1 e Ngk-a Nak—t N2k Noket

Obr. 7.12. Zlozena Simpsonova metoda (cez k = %)
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If(x) dx—ff(x) dx+ff(X) dx +..+ 2flf(x) dx ~

~pnmw+pnma+ :Tpuﬁh_

X X3 X2k-1

. %(f(xl)+4f(x2>+f(x3>)+§(f<x3>+4f<x4>+f<x5>)+...+§(f<x2k1>+4f(x2k)+f(x2kﬂ>)

:%(f(xl)+f(x2k+l)+42f(x2i)+2Zf(x2[+l)j (7.16)

=§(f(a)+f(b)+4Zf(xz,-)+2Zf(xz,-+l)]- (7.17)

Odhad absolutnej chyby metody a rad metody

Postup odhadu absolutnej chyby pre zlozeni metédu zopakujeme.

Ak f{x) ma na (a, b) spojita §tvrti derivaciu f* (x), potom:

(X, —X,) = M any,

« pre jeden zdkladny interval: & =

2880 2880
M, s M, (b-aY M,(b-a)
(2h) =k - ) -
12880 2880 | & 2880k
=M4(b—a)'(b—a)4:M4(b—a).(2h)4:M4(b—a)'h4
2880 k 2880 180

Veta 7.5 Nech funkcia f{x) ma na celom intervale <a,b> spojitt §tvrta derivaciu £ (x),

potom odhad absolutnej chyby pre zloZeni Simpsonovu metodu je

_M4(b_a)5_M4'(b—a) . B @
= - 1m0 " . My=max|f“(x) x e(a.b), (7.18)

pri¢om k je podet zakladnych intervalov (x;, x;12), & je diZka ¢iastkového intervalu, A = b-a .

R4d metody je O(h%).

Poznamka. Obidva sposoby ZSM realizuju ten isty vypocet, lisia sa iba spdsobom zapisu, premennou,
s ktorou pracuju. V 1. sposobe je to pocet Ciastkovych intervalov n, v 2. spdsobe je to pocet zaklad-
nych intervalov k. Ked’ze n = 2k, vysledkom je ta ista priblizna hodnota integralu ako aj odhadu chy-

by.
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7.2.4 PRESNOST ZLOZENYCH METOD

b
Ak chceme vypocitat’ integral j f(x) dx s poZzadovanou maximalnou chybou &, po-

a

tom pre kazdi z metdd vieme z odhadu absolutnej chyby (pozri (7.3), (7.6), (7.10) a (7.18))
stanovit’ minimalny pocet Ciastkovych intervalov n, neN, na ktory treba rozdelit’ interval
{(a, b) .

Z odhadu absolutnej chyby metddy d’alej vyplyva, ze presnost’ kazdej z metdd zavisi
od dizky &iastkového intervalu — kroku 4, ktorym vykoname alebo je dané delenie intervalu
(a, b) na n Ciastkovych intervalov. Je zrejmé, Ze metddy st presnejSie pri malych krokoch,
¢im mensi je krok, tym je chyba mensia.

Zavislost’ chyby metody od velkosti kroku vyjadrujeme prostrednictvom mocniny 7
kroku &, — radom numerickej metody O(h").

« Zlozena obdiznikova metdda vyuzivajiica interpolaéné uzly krajné body intervalu (Typ 1)
je radu O(h). Odhad chyby (7.3) zavisi od kroku lineéarne, t. j. napriklad krok # = 0,1 v od-
hade chyby & spdsobi zvacsenie 0,1-krat. Inymi slovami, ak pri zjemiovani kroku zmensi-
me krok radovo 10-krat (10™), odhad chyby sa radovo zmensi 10-krat (10™).

« Zlozena lichobeznikova metdda ako aj zlozena obdiZznikova metdéda vyuZivajuca interpo-
la¢ny uzol stredny bod intervalu je radu O(h*). Odhad chyby metody (7.6) a (7.10) zavisi od
kroku kvadraticky, t. j. napriklad krok # = 0,1 sposobi v odhade chyby & zvédcsenie 0,01-
krat; inymi slovami, ak zmensime krok radovo 10-krat (10™), odhad chyby sa radovo
zmensi 100-krat ( 107°).

« Zlozena Simpsonova metdda je radu O(h*), odhad chyby metody (7.18) zavisi od 4. mocni-
ny kroku, t. j. napriklad krok # = 0,1 v odhade chyby ¢ sposobi zvacSenie 0,0001-krat alebo
inak, ak zmensime krok radovo 10-krat (10"), odhad chyby sa rddovo zmensi 10 000-krat
(107%.

Z porovnania uvedenych numerickych metod vyplyva, Ze pri malych krokoch je vo vypocte
b
integralu '[ 7(x) dx najpresnejsia Simpsonova metoda a najmenej presné je obdiznikova me-

toda (Typ 1), ktora sa v praxi pouZziva len zriedka.

b b
Ozna¢me [, = J f(x) dx — presna hodnota integralu, /,,, = J f(x) dx — hodnota in-

tegralu vypocitand prislusSnou numerickou metédou, £(/) — odhad absolutnej chyby pre pri-

slusntt numerickt metddu, potom plati:

1, ~Ly|<se) <= 1,=1,, +el) <=> I,e(l,, —&(), I, +&()).
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b
Nech pozadovana presnost’ na vypocet J. £(x) dx je radovo 107 . Znamena to, Ze po-

trebujeme zarucit’, aby ‘Ip —INM‘ <g,E= 0(10_3).
Realizujme vypodet integralu zloZenou lichobeznikovou metédou, ktora je radu O(h).

Ak zvolime krok #=0,1=10", potom pre odhad absoltitnej chyby plati:

1, —L|<ow”) <= |1,-1,,|<0(007Y) <= |1,-1,,|<0(107),
¢o znamend, ze pri vypodte integralu sa dopustame absolutnej chyby radovo 107a mensej
(na 2. desatinnom mieste a menej). Ak pozadujeme presnost’ vypoétu radovo 107, mali by
sme sa dopustit’ absolutnej chyby radovo mensej ako na 3. desatinnom mieste, Co zapiSeme
|1, 1,,,|<0(107)<0(107). Vidime, ze neplati 107 <107, preto krok & = 0,1 nie je
vhodny na vypocet integralu uvedenou numerickou metédou pri poZzadovanej presnosti. Pre
pozadovani1 presnost’ a uvedenti numerick(i metédu vyhovuje napr. krok 4 = 0,01= 107>, pre-

toZe je splnend podmienka |, - 1,,,,|<0((10°)*) <0(107).

Ak pri vol'be kroku 4 = 0,1 a pozadovanej presnosti radovo 10~ pouZijeme na vypo-
get integralu zlozent Simpsonovu metédu, ktora je radu O(4*), potom sme krok 4 = 0,1 zvo-
lili spravne, pretoze je splnend podmienka ‘Ip - IZLM‘ <0 ((10’1)4) <0 (1073) .

Potom v kazdej metdde z odhadu absolitnej chyby vieme stanovit’ minimalny pocet
¢iastkovych intervalov n, n €N, na ktory treba rozdelit interval (a, b) (pozri rieSené priklady).

Skuto¢nost’, ze Simpsonova metoda je z uvadzanych metdd najpresnejsia, moze viest
k domnienke, ze vicSia presnost’ vypoctu integralu sa moze dosiahnut’ pouzitim Newton-
Cotesovych vzorcov, v ktorych f(x) nahradime polynémom vyssieho stupiia. VSeobecne to ale
neplati. Interpola¢né polynémy vysokého stupnia st vel'mi zlou aproximdaciou f{x) a Newton-
Cotesove vzorce by v takomto pripade davali nezmyselné vysledky. Pri komplikovanejSich
priebehoch funkcii uprednostiiujeme vypocet integralu po Castiach. Interval integracie rozde-
lime na vhodné cCasti (Obr. 7.13) a funkciu nahradzame po Castiach polynémami nizsich stup-
nov.

Obr. 7.13
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7.3 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD ¢&. 1
0,2

1. Vypocitajte urcity integral I V1+x* dx:
2

a) zlozenou obdiZznikovou metddou (Pavy krajny bod intervalu) s krokom % = 0,1;
b) zloZenou lichobeznikovou metddou s krokom /4 = 0,1;
¢) zloZenou Simpsonovou metddou s krokom 42 = 0,1.
Pre kazda metodu spolu s pribliznou hodnotou integralu vypocitajte aj odhad chyby met6-
dy.
2. Pre kazdi numericku metddu vypocitajte minimalny pocet iastkovych intervalov, na kto-

ré treba rozdelit’ interval <—1; 0,2> , ak chceme dany integral vypocitat’ s presnostou
e=10".
3. Pouzité numerické metddy porovnajte na zaklade ziskanych vysledkov.

PoznamKky K rieSeniu:

Funkcia f(x)=+v1+x> je definovana pre vsetky :
x € R, pre ktoré plati f(x)>1. Integral rieSime na

intervale (~1;0,2)= D(f)=R, na ktorom je f(x)

0.8

spojita a aj ohranicena. 0s

P(L) 04
Geometricka interpretdcia 02
Chceme vypocitat’ plochu krivociareho lichobeznika e T E R o
P(L) ohrani¢eného grafom funkcie f(x)=+1+x, Obr. 7.14

osou x a priamkami x =—-1 ax =0,2.
Prv nez pristupime k rieSeniu ulohy, uvedieme niekol’ko ddlezitych poznamok:
» Uvedeny integral sa da vypocitat’ aj beznym matematickym spésobom. Jeho vypocet

je vSak naro¢ny a komplikovany, ddvame do pozornosti iba vysledok:

02 0,2
J\/l+x2dx={l(x-\/l+x2 +arcsinh(x))} =
-1

2

-1

:%(25\5 ++/26 +25arcsinh (%j + 25arcsin h(l)} =1,34911902

« Pri vypocte odhadu chyby uvedenych numerickych metod integrovania bude potrebné urcit
hodnotu M, =max | /" (x)| pre x € (~1;0,2), n=1, 2, 4. Je na mieste uvedomit’ si zaklad-

ny rozdiel medzi funkciami £ (x) a ‘ f (”)(x)‘ :
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— pre defini¢né obory tychto funkcii plati: D( f (x)) = D(‘ 7 (x)

).

- pre obory hodnot tychto funkcii rovnost’ vo vSeobecnosti neplati:
H(f" () # H (| (%)) pretoze H(f"(x))< R , H(|f"(x)]) < Ry -

Ak st obe funkcie definované a spojité na uzavretom intervale <a,b> , potom su na tomto in-

tervale aj ohraniCené a pre urCenie ich maxima M, na intervale plati:

o f"x): M, =max{f(a), (D), f(x,)},kde x, € (a,b) sistaciondrne body [ " (x),

f(b)

S )

3 3

f(")(x)‘: M, = max {|f(a) ‘

priom x, =X, .

} , kde X, € <a,b> su stacionarne body ‘f(”)(x)‘

: _ 2
RIESENIE L] X S ey
1 |-1. |1.41421356
0.2 2 [-0.9 |1.3453624
L. Vypocitajte [ N1+ dx. 3 [20.8 |1.28062485
-1 4 1-0.7 |1.22065556
Pretoze na rieSenie dané¢ho integrdlu pouzijeme numerické 51-0.6 |1.16619038
, . . . . _ > , 6 |-0.5 |1.11803399
metddy, je potrebné previest funkciu f(x)=+1+x" dant 7104 11.07703296
predpisom na funkciu f(x) danu tabulkou s pozadovanym 8 [-0.3 |1.04403065
krokom 4 = 0,1 na danom intervale (Tabul'ka 7.1). 9 |-0.2 |1.0198039
10 |-0.1 |1.00498756
Stanovme: 11 | 0. 1.
b—a 02-(-1) 12 1 0.1 |1.00498756
 pocet Ciastkovych intervalov n = PR 12, 13 102 11.0198039

« pocet deliacich bodov, uzlov n +1=13. Tabulka 7.1

a) Vypocet integralu zlozenou obdiznikovou metédou (lavy krajny bod intervalu) s krokom
h=0,1

Vypocet integralu:

j‘\/l+x2 dxoidhif(xl.)=hif(xl.)=0,1(f(—1)+f(—0,9)+...f(0,1)+f(0,2))=

=0,1(1,41421356+1,3453624 +...1,00498756 + 1,0198039) = 1,36959234
M,(b—a)’

Pre odhad chyby plati: &= 5
n

,kde M, =max | f'(x)|, xe(-1;0,2).

. Stacionarne

Urcenie M, : Vypocitajme najskor 1. derivaciu funkcie f(x): f'(x)= \/x_z
I+x

body funkcie |/ '(x)|ndgjdeme z podmienky: (f'(x))'=0 <=> f"(x)=0, pretoZe x

=X
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Potom f"(x)=0 <=> ;3 =0, odkial’ vyplyva, Ze stacionarne body funkcie f'(x) a
(1 +x° )

teda ani funkcie | /'(x)| neexistuja . Preto

M, =max{|f"(-1) =0,7071068 .

b

1 1 1
'(0,2))} = max{—=,——}=—F7
[(0,2)]) { 7 \/%} 7
V pripade, Ze pozname graf funkcie | f '(x)| na danom intervale (Obr. 7.16), mdZeme ho pri
uréovani M, pouzit. Z grafu 'ahko ur¢ime, ¢i funkcia |f '(x)| dosahuje maximum v jednom

z koncovych bodov intervalu. Ak je tomu tak, stacionarne body nepocitame a priamo vypoci-
tame hodnotu maxima v prislusSnom koncovom bode.

Odhad chyby pre ZOM:
J— 2 — J— J—
g Mibzay Mbza), 1 (1=02) o 3. 044064
2n 2 2 2:20 5042
y y
My =1f" (—})I
=TT V21
|
: L/ (ol 05
x |
|
} e
| Ve TTA
: :
-1 05 0w
Obr. 7.15. Graf f'(x) a |f '(x)| Obr. 7.16. Urcovanie M| pomocou grafu

Zaver. Zlozenou obdiznikovou metddou ('avy krajny bod intervalu) sme vypoéitali:

0,2

J. N1+ x* dx =1,36959234 +0.0424264

-1

0,2

I N1+ x* dx e <1, 36959234 —0.0424264; 1,36959234 + 0.0424264>
-1

0,2
[ V142" dre(1,32716593;1,41201875).
-1
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b) Vypocet integralu zlozenou lichobeznikovou metodou s krokom h = 0,1

Vypocet integralu:

j\/1+x2 ax =2 (f(a)+f(b)+22f(x )) (f( D+ £(0, 2)+2Zf(x )j

- 0;1(f<—1>+f(o,z>+2(f<—0-9>+---f (0.0))=

=0,05-(1,4142136++1,0198039 + 2(1,3453624 +...1,00498756)) = 1,34987186
2(b a)

I’l

Pre odhad chyby plati: &€= , kde M, =max | f"(x)|, x e< 1 0,2>.

Urcenie M, : N4jdime staciondrne body funkcie | f "(x)| z podmienky:

(f" ()20 <=> [ (1) =0 <=> — % __—0 <= x=0.

Ja+x7)

Stacionarny bod funkcie f''(x), a teda aj funkcie | f "(x)| jex=0aleziv intervale(—l; 0,2>.

Preto
125

"o

"

"

.1} = max{0,35355; 0.94287; 1}~ 1.

y y
M, = 17" (0)]

:ﬁ,
L/ (ol

05r

X

0 =08 -0.6 -0.4 =02 0.2 -1 =05 0.2

Obr. 7.17. Graf f"(x) a |f"(x)| Obr. 7.18. M, =max| f/"(x)|, xe(-1;0,2)

OdhadchybyZLM:g:Mz(b_za) Myb=a) ;. 1002=CD) 4 12~ g gor.
121 12 12

Zaver. Zlozenou lichobeznikovou metédou sme vypocitali:

0.2
J. \/1+x2 dx =1,34987186+ 0,001

0,2
[N+ x dx e (1,34987186-0,001; 1,34987186+0,001)
-1

b

0,2
[ 1+ x* dx (1,34887186; 1,35087186)
-1
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c) WVypocet integralu zloZenou Simpsonovou metodou s krokom h = 0,1

Pri vypocte integralu Simpsonovou metddou sa vyzZaduje parny pocet podintervalov.
V naSom pripade n = 12, ¢o je parne Cislo, a teda Simpsonovou metddou moéZeme vypocitat’
pribliznu hodnotu integralu na celom intervale (-1, 0,2).

Vypocet ukaZzeme pre obidva sposoby skladania podintervalov:

Vypocet integralu Simpsonovou metodou cez n:

J.\/1+x v~ (a)+f(b)+42f(x)+22 f(x)|=

parne nepame

SN0+ )42 Y f(x) |-

parne neparne

= 0;1(f(_1)+f(0,2)+4(f(x2)+f(x4)+...+f(x12))+2(f(x3)+f(x5)+...+f(x11))):

_oL =1,34911842.
3
Vypocet integralu Simpsonovou metodou cez k = g :

I\/1+x dx Sl~p ( (a)+f(b)+42f(x2 )+2Zf(xz,+1)J

= %(f(—l) +(0,2) +4Zf(xzi) + 2Zf(x2i+1)j=

=2 (ST O A(f )+ £+t f0)) 2 () (1) ot f(5)) =

=]

=1,34911842.

Pre odhad chyby plati : & —% kde M, =max | /¥ (x)|, xe(-1,0,2).
n

Urcenie M ,pomocou grafu (Obr. 7.20):

Na grafe ‘ A (x)‘ vidime, Ze funkcia ‘ [ (x)‘ nadobuda na intervale (—1, 0,2) maximum
pravdepodobne pre x = 0. Stacionarny bod x = 0 overime vypoctom:
45x —60x’

(f D) =0<=>f(x)=0<=>
(1+x%)

=0 <=>45x - 60x" =0 <=> x(45—-60x>) = 0.
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Staciondrne body funkcie f ‘Y (x), a teda aj funkcie ‘ @ (x)‘ na danom intervale su

V3 V3

x=0,x= —7 =-0,86602540, x = 7 =0,86602540. Bod x =0 je stacionarnym bodom,

ateda M, =‘f(4)(0)‘=3.

My = |0

[S]

)|

—1 4?5\\ 2 *
.. il i
f(4)(x) \\\ Ll j
~ =L - 7 x
Obr. 7.19. Graf f®(x) a | (x)| Obr. 7.20. M, =max | f“(x)|, xe(~1,0,2)
Odhad chyby:
—_— 5 . —_— . — —
oMb Z) _M,-(b-a) ,._3(02-(-1) 0,1 = 0,000002.
2880n 180 180

Zaver. Zlozenou Simpsonovou metdédou sme vypocitali:

0,2
I V1+x* dx=1,34911842 + 0,000002

-1

0,2

I VI+x* dxe <1, 34911842 -0,000002; 1,34911842 + 0,000002>
-1

0,2
[ 1+ x*dx e (1,34911642; 1,34912042).
-1

2. Pre kazdu numericku metodu vypocitajte minimalny pocet ciastkovych intervalov, na ktoré
treba rozdelit interval <—1, l> , ak chceme dany integrdl vypocitat' s presnostoue =107".
Pri stanoveni minimalneho poctu Ciastkovych intervalov n (pozor, je to prirodzené ¢is-

lo) vychddzame z odhadu chyby pre danu metdédu. Na danom intervale méze dana zlozena
metdda nadobudnut’ chybu maximalne:

o ZloZend obdEnikovd metéda:

1 )

_ 2 jpeN _ 2 7(0’2_(_1)) neN

poMb-a) = M(b-a) V2 <=>n>5091,7 => n =5092
n 2¢ 20,0001
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0,2
Ak chceme metédou ZOM vypocitat’ J.\/ 1+ x? dxs toleranciou £=10"", musime interval
-1

<—1; O,2> rozdelit’ na minimalne 5092 ciastkovych intervalov (musime s¢itat’ plochu mini-

malne 5092 obdiznikov).

o ZloZena lichobeznikova metoda:

_ 3 neN _ 3 . _(_ 3 neN
€=w => nz,/M oo PO2ZCD 370473 5 38
12n 12¢ 12-0,0001

0,2
Ak chceme metédou ZLM vypocitat’ I\/1+x2 dxs toleranciou &=10"", musime interval
-1

<—1; 0,2> rozdelit’ na minimdlne 38 Ciastkovych intervalov (musime s¢itat’ plochu minimalne

38 lichobeznikov).
o ZloZend Simpsonova metoda:

Vypocet n (musi byt parne) ukdZeme pre obidva spdsoby skladania podintervalov.
Z odhadu chyby Simpsonovej metddy opit’ predpokladame, Ze na danom intervale moze ZSM
nadobudnut’ chybu maximalne:

pre Simpsonovu metodu cez n:

_ 5 neN _ 5 . _(_ 5 n je parne
5=M“(b—4a) => n24‘/M4(b—a) =>n>4 3-(0,2=(=1) <=>n>4,51272 => n=6
180mn 180¢ 180-0,0001

pre Simpsonovu metodu cez k:

_ S keN _ 5 . _(_ 5 keN
2880k \  2880¢ 2880-0,0001

pricom n =2k = 6.

0,2
Ak chceme zlozenou Simpsonovou metédou vypocitat’ j\/1+x2 dxs toleranciou &=107",
-1

musime interval <—1; 0,2> rozdelit’ na minimalne 6 Ciastkovych intervalov (musime scitat’
plochu minimélne & = g =3 krivociarych lichobeznikov).

3. Na zdklade ziskanych vysledkov porovnajte jednotlivé numerické metody

Prehl'ad vysledkov je uvedeny v tabulke (Poznamka. (c,d) = (I, — &y, 3Ly + &)

Tabulka 7.2).

Vysledky vypoctov v stlade s radom metddy ukézali, ze dany integral bol najpresnejsie vypo-
&itany Simpsonovou metdédou (rad metddy je O(h*)) a najmenej presne obdiznikovou met6-
dou (rad O(h)).
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0,2
NM [N1+x* dre(cd) dizka (c,d) Exur My (6=107)
-1
obdiznikova (1,32716593; 1,41201875) | 8,48528-107 | 4,24264-107 5092
lichobeznikova | (1,34887186;1,35087186) 2.107 1-10° 38
Simpsonova (1,34911642; 1,34912042) 4107 2.10°¢ 6

0,2
presne: j V1+x* = 5—10(25\/5 ++/26 +25arcsin (%) + 25arcsin h(l)j =1,34911902
-1

Poznamka. <c,d> = <IN

M

~Ewm ;]NM +8NM>

Tabulka 7.2. Prehlad vysledkov

Ked’ze integral je mozné vypocitat’ aj presne, odhad chyby mame moznost’ porovnat’ so sku-
to¢nou absolutnou chybou (Tabulka 7.3).

NM ‘] » ~ L ‘ Enm
obdiznikova 2,04733-107 4,24264-107
lichobeznikova 7,52835-10™ 1-107
Simpsonova 6,01247-107 2:10°

Tabulka 7.3

Odhad chyby &,,, je pre vSetky metody vacsi ako skuto¢nd absolutna chyba‘l 1 NM‘ .
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8 NUMERICKE RIESENIE DIFERENCIALNYCH ROVNIC

Histoéria diferencidlnych rovnic siaha az do 17. storocia a stvisi so vznikom infinite-
zimalneho poctu. Nazov diferencidlna rovnica pochadza od nemeckého matematika
G. W. Leibniza. V 18. storo¢i vznikla tedria diferencidlnych rovnic, ktorej zakladatel'om bol
Euler. Znama je jeho metoda varidcie konstatnt, ¢i rieSenie diferencialnej rovnice n-tého radu
s konStantnymi koeficientami. V 19. storo¢i Cauchy a Lipschitz ,,priniesli* do tedrie diferen-
cialnych rovnic podmienky existencie a jednoznaé¢nosti rieSenia diferencialnej rovnice. Dal3i
vyznamny matematici, ktori sa zaoberali problémom diferencidlnych rovnic, boli bratia Ber-
noulliovcei, d'Alembert, Lagrange ¢i Fourier. Rozmach v teorii parcidlnych diferencialnych

rovnic uzko suvisi s rozvojom fyziky.

8.1 ZAKLADNE POJMY

Pri numerickom rieSeni diferencialnej rovnice, vychadzame z poznatkov, ktoré st
zname zo zdkladného kurzu matematiky.

Diferencidlna rovnica je rovnica, v ktorej sa vyskytuje neznama funkcia a jej deriva-
cie. Ak derivdcie tejto funkcie s obyc¢ajné, hovorime o obycajnej diferencidlnej rovnici, ak su

parcidlne, hovorime o parcialnej diferencidlnej rovnici.
Budeme sa zaoberat’ obyc¢ajnou diferencialnou rovnicou 1. radu.
Definicia 8.1 Obycajna diferencialna rovnica 1. rddu (d’alej len DR) je rovnica tvaru
F(x,y(x),y'(x))=0, struéne F(x,y,y")=0,
kde y=y(x) je nezndma funkcia redlnej premennej x a y'(x)je derivacia y(x).
Definicia 8.2 Rad DR urcuje najvyssia derivécia, ktora vystupuje v DR. (DR nemusi obsa-
hovat’ vSetky uvedené Cleny.)

Pri rieSeni DR zapisanej v implicitnom tvare F(x,y,y')=0 zvycajne postupujeme tak, ze ju

najskor, ak je to mozZné, upravime na DR v explicitnom tvare y'(x)= f(x, y(x)), strucne

y'=f(x,).

Funkcia f'(x, y) je redlnou funkciou 2 premennych x, y a je definovana na oblasti Qc E, :
D(f(x,y)={V[x,y]€eQC E,; Q=D(x)xD(y)},

kde D(x) je mnoZina, na ktorej je definovana premenna x a D(y) je mnozina, na ktorej je de-

finovand premenna y.

Definicia 8.3 RieSenim DR y'= f(x, y) naintervale / — R je kazda funkcia y=¢(x), pre
ktoru plati:
e ¢@(x) jedefinovand pre Vxel,
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o pre Vxel existujep'(x),
« pre Vxelje ¢'(x)=f(x,p(x)).

Pretoze DR sa Casto rieSia integrovanim, rieSenie DR sa nazyva aj integral a grafom rieSenia

je integralna krivka. RieSit DR znamena néjst’ vSetky jej rieSenia.

Geometricka interpretacia y' = f (x, y)

Nech f(x, y) je spojitd na oblasti () C E,. Kazdému bodu [%, 7]€ Q je jednoznaéne priradené
¢islo f'(%, y).Predpokladajme, Ze bodom [X, y] prechadza integralna krivka y=¢(x) diferen-
cialnej rovnice y' = f(x, ), t. j. plati j=¢(3) a y'(¥) = f(& (X)) = f(%,7).Cislo f(Z,7)je
teda smernica dotyc¢nice k integralnej krivke y=¢(x) (rieSeniu DR) prechadzajucej prislus-
nym bodom [%, y]. VSetky smernice vytvaraju na danej oblasti Q pre danu diferencialnu rov-

nicu smerové pole (Obr. 8.1).

5
g
|
;

N
%
!
|
\

o

.
\x
|
%

Obr. 8.1. Smerové pole diferencialnej rovnice

24/xy'=1=0 na oblasti (0, 4)x (-3, 5)

Definicia 8.4  VSeobecnym riesenim DR y'= f(x,y) je mnozina vSetkych funkcii

y = ¢(x,c), ktoré sa navzajom liSia o konStantu c € R .

Definicia 8.5  Singuldrnym riesenim DR y'= f(x,y) nazyvame také rieSenie DR, ktoré sa

neda dostat’ zo vSeobecného rieSenia DR ziadnou vol'bou konstanty c¢. Kazdym bodom grafu
singularneho riesenia prechédza aspon 1 rieSenie DR. Toto rieSenie moze byt obalkou alebo

asymptotou vSeobecnych rieseni.

ULOHA 1

2
Ukazte vypoctom aj graficky, ze funkcia y = x? je singularnym rieSenim DR y'>—xp'+y=0.

RIESENIE
y"?—xy'+ y=0 je DR, ktorti nevieme previest na tvar y'= f(x, y). Je to separovatena DR,

I3 4 v v ’ . v . 2 v
ktord mé4 na mnozine R (x € R) vSeobecné rieSenie y =cx—c”, ¢ € R.Presvedéme sa o tom.
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Vypoéitajme najskor y'=(cx—c”)'=ca dosadme za y' do DR. Dostaneme:
yP=xy'+y=0 <=> c—xc+cx—c’'=0 <=> 0=0, platipre Vx eR.
Overme singularne riesenie DR.
Z predpisu funkcie y =cx—c>, c € R vieobecného riesenia DR je zrejmé, Ze sa jedna o line-

arne funkcie — priamky, ktoré sa navzajom liSia konsStantou ¢ € R.
2
. : X . , D S o I
Z predpisu funkcie y = T singularneho rieSenia DR vyplyva, ze sa jedna o kvadraticku funk-

ciu — parabolu, ktoru nie je mozné dostat’ z linearnej funkcie (zo vSebecného rieSenia DR)

ziadnou vol'bou konstanty c.
2
. : XL , D :
o Overme vypoctom, ¢i funkcia y = vy je singuldrnym rieSenim danej DR:

2
Vypocitame y'= (%) = %Tx = g a dosadime do DR, dostavame:

2

2
yrP-xp+y=0 <=> [%) —x§+x7:0 <=> 0=0, platipre Vx e R.

2
o Overme graficky, ¢i funkcia y = % je singuldrnym rieSenim danej DR:

. Foe v . 2 . , . 2
Vseobecné rieSenie y =cx—c”, c€ R Singularne riesenie y =x"/4

y

NS

Obr. 8.4
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2
Zaver. Funkcia y = % je singularnym rieSenim danej DR. Kazdym bodom jej grafu precha-

dza graf aspon jedného rieSenia DR:(Obr. 8.4)

Definicia 8.6 Ak hl'addme rieSenie DR y'= f(x,y), ktoré vyhovuje podmienke y(x,)=y,,
kde x,,y, st nejaké c¢isla, hovorime o tzv. Cauchyho ulohe (CU) a podmienku y(x,)=y, na-
zyvame Cauchyho zaciatocna podmienka.

Definicia 8.7  Partikuldrne riesenie DR y'= f(x,y) je vysledkom rieSenia Cauchyho tlo-
hy. Dostaneme ho tak, Ze do v§eobecného rieSenia DRy =¢(x, ¢) dosadime zaciato¢nt pod-
mienku y(x,)=y, a vypocitame konStantu c. Znamena to, Ze z mnoziny vSetkych funkcii
vSeobecného rieSenia vyberieme prave ti jednu funkciu y =¢(x), ktorej graf prechadza bo-

dom [x,,].

ULOHA ¢&. 2
N4jdite rieSenie diferencialnej rovnice 24x y'-1=0, y(4)=2.

RIESENIE

DR vieme wupravit na tvar y'=f(x,y): : e .
2y 1m0 S e S S e S
Ur¢me defini¢ny obor f(x,y): B

D(f(x,7)={V[x,y,]€QC E,;x>0;y € R} I

D(f(x,y))=(0,0)xR. Obr. 8.5

Funkcia f(x, y) je definovanad a spojita na oblasti Q=(0,0)xR, [4,2]eQ.

Vseobecné riesenie Partikularne riesenie

2Jxy'=1=0 2Jxy'=1=0, y(4)=2
' 1 y=\/;+c
Y=
2\/; 2=V4+c = =0

y:\/;+c,ceR y=x/;

/j dx

o
[
D peccccccccccscaes

-05 "+

Obr. 8.7
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8.2 NUMERICKE METODY RIESENIA CAUCHYHO ULOHY

V technickej praxi sa Casto stretdvame s problémami, ktorych jadrom je rieSenie dife-
rencialnej rovnice. No iba pre relativne malo DR vieme najst’ presné, analytické rieSenie.
Priblizné, numerické metody rieSenia DR uprednostitujeme v pripade, ze
« analytické rieSenie neexistuje,

« analytické rieSenie je zlozité a narocné na vypocet.

Delime ich na metody:

o analytické — hl'adame presné rieSenie v tvare funkcie na nejakom intervale. Patri sem napr.
metoda mocninovych radov, metdda postupnych aproximacii,

o numerické — s istou presnostou hl'addme priblizné rieSenie na zvolenej mnozine bodov
(uzlov) z daného intervalu,

o grafické — metody zalozené na jednoduchych geometrickych konstrukciach. PouZzivali sa
skor v minulosti.

Poznamka. Pod analytickym rieSenim DR rozumieme presné rieSenie DR, funkciu danu predpisom.
Napr. analytickym rieSenim DR 1+ ¢” - y'=0 je funkcia y=In(c —x), ceR.

Podrobnejsie sa budeme zaoberat’ numerickymi metédami na rieSenie obycajnej dife-
rencialnej rovnice 1. radu so zaciato¢nou podmienkou (Cauchyho uloha).

ULOHAG&. 3

Rieste Cauchyho ulohu: y'= f(x,y), y(x,)=y, naintervale <a,b>.

RIESENIE
Hl'adame partikularne rieSenie definované na intervale <a,b> , Cize taku funkciu y=¢(x), Ze
o(x))=y(x,)=y,, X,=a, y, € R.Funkcia f(x,y)je funkcia spojitd na oblasti
Q=(a,b)xMcE,, M cR.
Pri numerickom rieSeni CU je potrebné zarucit’ existenciu a jednoznacnost’ jej riese-
nia.

Postacujuce podmienky existencie a jednoznacnosti rieSenia CU

Veta 8.1 Nech je dana DR y'= f(x,y). Nech funkcie f(x,y) a

I (xy) su spojité na ob-
Oy

lasti Q=<a,b>><M C E,,kde M c R. Potom pre l'ubovolny pevny bod [x,,y,]€Q existuje
prave jedno rieSenie (funkcia) y =¢(x) danej DR, ktoré spiia za¢iatoéni podmienku
@(x,)=y, . Toto rieSenie je definované na takom intervale / g<a,b>, ze x, € I a pre kazdé

xel je [x,p(x)]eQ.
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o =Fllp----q----- /-"/
—’—I—/__—r—'_ I

) Xn Il

R

Obr. 8.8

Spojitost’ f(x,y) na oblasti Q zabezpecuje existenciu rieSenia CU.

. of (x, . . e
Spojitost’ % na oblasti Q) zabezpecuje jednoznacnost’ rieSenia CU.
y

Splnenie postacujicich podmienok existencie a jednoznacnosti rieSenia y'= f(x,y) na ob-
lasti Q vSak nezaruCuje existenciu riesenia na celej oblasti Q, ale len v istom okoli bodu xy.
Napriklad pre CU y'=y”>+1, y(0)=0 su postatujuce podmienky existencie a jednozna¢nosti

rieSenia splnené na oblasti Q=RxR = E, , ale jej rieSenie y=1g(x) je definované len na inter-

vale (—z,zj cR.
22

Ak dana CU nespliia podmienky vyslovenej vety, potom pouzivame na dokaz existen-
cie a jednoznacnosti jej rieSenia iné (zoslabené) podmienky, napr. Lipschitzovu alebo Osgoo-

dovu podmienku.

Veta 8.2 Ak funkcia f(x,y) je spojita na oblasti Q=<a,b>xR C E, ana intervale <a,b> spi-
na Lipschitzovu podmienku vzhl'adom na premennu y, t. j. existuje také Cislo L, Ze pre

Vxe <a,b> a Vy,,y, € Rplati |f(x,yl) —f(x,y2)| < L|y1 —y2|. Potom existuje prave jedno
rieSenie rovnice y'= f(x,y) spifajice zaGiatoéni podmienku y(x,)=y,, kde X, e<a,b>
ay,eR.

Pre praktické aplikécie je jednoduchsie pouzit’ podmienky uvedené vo vete Veta 8.1.

8.2.1 PRINCIiP NUMERICKYCH METOD RIESENIA CU

Riesime Cauchyho tlohu: y'= f(x,y), y(x,)=y, na intervale <a,b> , X0 =d.

Nech y(x) je presné partikuldrne rieSenie CU, x e<a,b>. Pod numerickym riesenim CU bu-
deme rozumiet’ funkciu dant tabulkou (Tabulka 8.1) — mnozZinu usporiadanych dvojic

{[xi,yi], i=0,1,2,.n},kde y,~y(x;). Stradnice x; a y; ziskame nasledovne:
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1. stradnice x;, s deliace body (uzly) x,,x,, ..., x, intervalu <a,b>, ktory- Y| i
S , .. . Xo | Yo
mi je interval <a,b> rozdeleny na n Ciastonych intervalov <xl.,xl.+l>, % |y
1 1
. . b—a . y )
i=0,1,., n-1sdlzkou h= (krok metody). Pocet uzlov je n+l, X | Y2
n X

. e ) , o 3 s
maju  ekvidiStantné delenie a s usporiadané  vzostupne: x, |y
4 4

X, < X, <..<Xx, . Zatiatocny uzol xy je znamy zo zaciatocnej podmien-
ky y(x,)=y,, xo=a. Kazdy d’alsi uzol vypocitame podla iteratného x,

vztahux, =x, +h, ¢ize|x,,, —x, |=h =konst., i =0, 1, ..., n—1; pre po-  Tabulka 8.1
sledny uzol x, plati x, =b.

2. y-ova suradnica v zaciato¢nom bode intervalu <a,b> je znama zo zaciatocnej podmienky
y(x,)=,, Xo = a. Dalsie suradnice y;, i =1, ..., n vypo&itame pomocou iteraénych vzta-

hov zvolenej numerickej metddy.

y
*
1
° :
:
. :
’ :
) 1
T :
[ ]
s e o
Wo VL 12 43 !
\ h s h ) H H x X
a=xXg  x; X2 X3 X = b
Obr. 8.9. Graf numerického riesenia DR Obr. 8.10. Graf numerického a presného

rieSenia DR

Zékladna vlastnost’, ktora pozadujeme od kazdej numerickej metody riesSenia CU je,
aby pri zmenSovani kroku 4, # — 0", mnozina hodnét {y,,»,,V,,...,»,} priblizného rieSenia
konvergovala k mnoZine hodnét {y(x,), y(x,),y(x,),...,(x,)} presného partikuldrneho rieSe-
nia, ¢o vyjadrime zapisom

; (h) _

lim y,™ = y(x,).
h—0
(i—>w)

Pre 7 — 0" pocet uzlov rastie, i — o . Rychlost’ konvergencie numerickej metody zavisi od
kvality pouzitej numerickej metddy, jej radu.

Definicia 8.8 Rad p numerickej metédy na rieSenie CU je také najvicsie p € N, ze pre
pevné h — 0" plati, Ze lokalna chyba numerickej metddy je radu O(h”*') a globalna chyba

numerickej metddy je radu O(h”).
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8.2.2 CHYBY NUMERICKYCH METOD A ICH RAD

Lokdlna chyba d,
Tejto chyby sa dopustime v uzle x,pri jednom pouziti vzorca numerickej metody. Je to roz-
diel priblizného rieSenia y, a presného rieSenia j = ¢(x), ktoré v predchadzajicom uzle x, ,
spiiia zaGiato¢nti podmienku, t. j. nadobtida hodnotu j(x,_) =y, ,,

d, =[y,~3(x)|.
Graf presného rieSenia y = ¢(x) prechadza bodom [x;.1, yi.1] (Obr. 8.11).
Globalna (akumulovanad) chyba e,
Je chyba, ktorej sa dopustime v uzle x,po viacndsobnom pouziti vzorca numerickej metody.
Je vysledkom akumulacie (suctu) lokalnych chyb pri postupe vypoctu hodndt priblizného rie-
Senia y,,¥,,...,», DR, y(x))=y,.

Globalna chyba je odchylka presného partikularneho a priblizného partikularneho rieSenia

vuzle x,:

€ = |y('xi)_yi| .
Graf presného rieSenia y = ¢(x) prechadza bodom [xo, yo] (Obr. 8.11).

Mxo)

Yio1)

Yo

---.‘\S-;----
|

X0 S Xi-1 Xi+l

Obr. 8.11

Chyba numerickej metody.

Rozumieme pod fiou maximalnu hodnotu z globalnych chyb v uzloch x,,i=1,2, ..., n

oo

Veli¢ina E (h) charakterizuje presnost’ numerického rieSenia vychadzajiiceho z bodu [x,, y,]

a je zavisla na velkosti kroku / (¢im mensi krok /4, tym je chyba mensia).

Rad chyby numerickej metody.
V definicii Definicia 8.8 sme uviedli, ze lokalna chyba numerickej metddy je radu O(h”*")

a globalna chyba numerickej metody je radu O(4”). Co to v praxi znamena?
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Napr. ak pri numerickom rieSeni CU zvolime krok #=0,1=10" a numerick(i metédu 3. ra-

du, potom:

lokdlna chyba tejto numerickej metédy je radu O((107')*)=0(107), , t. j. pri vypocte nu-
merického rieSenia sa dopustame lokalnej chyby na 4. desatinnom mieste — v desat’-
tisicinach,

globalna chyba tejto numerickej metody je radu O((107')?) :0(10*3),’ t. j. pri vypodte
numerického rieSenia sa dopustame globalnej chyby na 3. desatinnom mieste — v tisi-
cinach.

Podrobnejsie pozri podkapitolu 8.3.5.

8.2.3 ROZDELENIE NUMERICKYCH METOD NA RIESENIE CU

1.

Jednokrokové metédy — metody typu Runge-Kutta

z.'préve pocitana
1 hodnota

-’
PR fodnota , ktori
°

Yitl
¥; §treba poznat’
.

s vopred

Xi h Xit+l

Obr. 8.12

Su to metddy, ktoré na vypocet pribliznej hodnoty y, .,

vyzaduju poznat’ vopred len jednu predchadzajucu hodnotu y,,

pouzivaji hodnoty funkcie f(x,y) (smernice doty€nic) v jednotlivych uzloch x;,i=1, ...,

n, a v bodoch medzi uzlami.

Patria sem metody:

Eulerova metoda,

1. a 2. (tzv. Heunova metdda) modifikovana Eulerova metoda,
metoda Runge — Kutta 3. radu,

metoda Runge — Kutta 4. radu.

V minulosti sa pouzivali d’alSie metody typu Runge — Kutta 4. radu, napr. Gillova me-

toda, 3/8 metoda. Tieto mali malé vyhody pri realizacii na pocitaci, ale ich hlavnym nedostat-

kom bolo, ze neumoznovali jednoduchy odhad lokalnej chyby.

V roku 1958 R. H. Merson odvodil jednoducht metédu typu Runge — Kutta, tiez 4. ra-

du (pridanim 1 smernice k,naviac ), ktord umoziovala jednoduchy odhad lokalnej chyby.
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Na Slovensku metody typu Runge — Kutta vyssich radov skumal A. Huta.

V sucasnosti sa vel'mi dobre osved¢uji metddy typu Runge — Kutta — Fehlberg, ktoré pri jed-
nom kroku pouzivaju vypocet 6-tich smernic).

2. Viackrokové metédy

hodnoty , ktoré
treba poznat , ¢
d .7
vopred,
‘e

im e

Obr. 8.13

Su to metddy, realizaciou ktorych na vypocet pribliznej hodnoty y.,,

« potrebujeme poznat’ niekol'ko (viac ako jednu) predchadzajucich pribliznych hodnot
YisVicts w5 Viem s

» pouzivaju hodnoty funkcie f(x,y) (smernice doty¢nic) len v jednotlivych uzloch x,,
i=1,..n.

Patria sem metody
« Adams — Bashfortove,

« Adams — Moultonove,
« metoda numerickej integracie,
« metdda neurcitych koeficientov,

« metody typu prediktor — korektor.

8.3 JEDNOKROKOVE METODY RIESENIA CAUCHYHO ULOHY

RieSme numericky Cauchyho ulohu: y'=f(x,y), y(x,)=y, na intervale <a,b>.
Majme ekvidiStantné delenie intervalu <a,b> s krokom h=x_ , —x:a=x,<x <..<x,6 =b.

Pre DR v uzle x,plati: y'(x;) = f(x,,y(x,)) . PretoZe presné rieSenie DR nepozname, deriva-

ciu y'(x,) nahradime pomernou diferenciou

Y0x.) = y(5) a presné hodnoty y(x,), y(x,,,)

xi+1

ich aproximaciami y,, y,,,, potom (Obr. 8.14)
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Y'(x) = (x5, 0(x) = %:fu,., ). 8.1)

Diferenciélnu rovnicu y'= f(x, y) nahradime diferen¢nou rovnicou

%:f(xi,yi),izo,l,...,n—1. (8.2)
Yy
//y:go(x)
/
WXi41) prTTTTTm e
v Wxivt) — V(%)
7 ... ®--1
y(x[) :-:-:-'-‘- |'=:'.:.IZ ..... L--:y,'+1 = Yi
Vi Vil
h X
Xi Xi+l
Obr. 8.14
Upravou (8.2) dostavame
Yinn =V +f(xi’yi)'h resp. v, =J); +f(xi>yi)'(xi+1 _xi) (3.3)

Rovnica (8.3) predstavuje rovnicu priamky so smernicou f(x;,y,

):% vedenej bodmi

X[x,yDa X,[x,,,] (Obr. 8.15).

Vychédzajic z uvedenych skuto¢nosti, mézeme potom jednokrokovi metédu riese-
nia Cauchyho tlohy vSeobecne zapisat’ iteranym vzt'ahom

YVin =Y, +h-S(x;,y,,h) , i=0,1,2,..,n—1 (8.4)
kde:

¥, je hodnota priblizného rieSenia v uzle x,; (pozname),
¥;,, je hodnota priblizného rieSenia v uzle x,,, (chceme vypocitat),

-  h=x,, —x, je krok metody,

S(x;,y,,h) je smerova alebo prirastkova funkcia.

Zo vztahu (8.4) dostavame :

o V., =¥, =h-S(x,,y,,h)=ay,,kde ay, je prirastok y, vuzle x,,, ktory udava, o kol'ko sa

+1°

zmeni hodnota y,, ked’ sa posunieme o 1 krok dopredu x,,, =x, + /.

. SCx,y.h)= y"“h_yf - if“ :z ~tg(a)=k, i=0,1,.,n1,kdek je smernica priamky

i+1 i

vedenej bodmi X,[x,,y,]) a X,,,[x,.,,7,,,], aje uhol uvedenej priamky s osou x. Funkcia

S(x;,y,,h) udava smer postupu od bodu X,[x,,y,] do bodu X, [x,,,,»,,]. (Obr. 8.15).
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Geometricka interpretacia procesu numerického riesenia CU jednokrokovou metodou

Hl'adané partikularne rieSenie y = ¢(x) aproximujeme lomenou ¢iarou (Obr. 8.16)

XXX, . X, =X, X,UXX,U..UX X,

kde smernica k, Usecky XX,

je dana hodnotou S(x;,y;,h).

i+1

y y
,/
y= ‘P(XL -
- :
- = )(Hl H
-== :
— o’ Yi+l = Vi H
- . .
- X : H
§y,- §yf+1 D
: : E
h X : X
Xi Xi+l a=xo x1 x Xi Xn
Obr. 8.15 Obr. 8.16

Pod’'me ur¢it’ smernicu k; = S(x,,y,,h) priamky X, X, , . Integruyme DR y'= f(x,y)na in-

tervale <xi X > . Dostavame:

1

V() = £ (5 (x)
[ 300 de= [ v dx

Y5 - 3= [ Fy(x) de

V() =90+ | £y,

kde x; , x;+1 su hranice intervalu (realne ¢isla) a x je nezavisle premenna.

Potom na zdklade predpokladu y(x,) =y, y(x,,)=y,, dostdvame vychodiskovy vztah na

rieSenie CU

Z porovnania vztahov (8.4)

Ver =¥t | fp(x)) dx.

a (8.5) pre smerovu funkciu S(x;,y,,/) plati:

S0 = G0 .

(8.5)

Smerova funkcia S(x,, y,,h)zavisi len od vypoctu J‘ f(x,y(x)) dx, pretoze 1/h je konstanta:
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Pouzitie jednokrokovych alebo viackrokovych riesenia DR zavisi od spdsobu vypoctu daného
integralu:

o ak J‘ f(x, y(x)) integrujeme numericky, dostavame jednokrokové metddy rieSenia DR,

o ak f(x,y(x)) aproximujeme a nasledne vypocitame presnti hodnotu urcitého integralu

aproximacnej funkcie, dostaneme zdklad pre viackrokové metody rieSenia DR.
Integral _[ f(x,y(x)) budeme pocitat’ numericky metodami uvedenymi v kapitole 7. Podl'a

druhu pouzite] metddy dostaneme jednotlivé jednokrokové numerické metody rieSenia CU.

8.3.1 EULEROVA METODA

Na vypocet integralu pouZijeme obdiZnikovii metédu

(Typ 1):
Xip - JIee =~ — ——
[ Fde=h- (). e

Potom - )

[ FGyCendesh f(x,0(x) A y(x) =, w

) Obr. 8.17

[ fGoyCende=h f(x,3), (8.6)

kde f(x,y,)= y'(xl.) =k, je smernica priamky X, X, . Dosadenim integralu (8.6) do vztahu

i+l

(8.5) dostavame vzorec pre vypocet y;+ prostrednictvom Eulerovej metody:

yi+1=h'f(xiayi)=yi+h'k' (87)

Postup vypoctu hodnoty y,,, z hodnét x;, y, :

» vypocitame smernicu doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode X [x,,y,]: k= f(x,,,),

e vypocitame y;+ podla vztahu (8.7). Vzhl'adom na jednoduchost’ vypoctu, obidva kroky
mozeme zIucit’ do jedného.

Algoritmus vypoctu suradnic X;, yi na intervale (a, b)

Vstupné udaje: funkcia f(x, y), xo, o
Prei=0, 1, ..., n—1 poCitame:

a) x,,=x,+h
b) yi.=h-f(x,¥)
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i=0 i=1 i=2
X, =x,+h X, =x+h X, =x,+h
k= 1(xy,¥0) k= f(x,n) k=1(x,,5,)
Y=y, th-k V,=y,+h-k Vs=Y,+h-k
U U U
[x, 1] (x5, ,] [x5,¥5]... atd’.

Tabul’ka 8.2. Proces vypoctu stradnic x;, y;

Schéma Eulerovej metody pre <xl.,xl. +1> Geometricka interpretacia metody
X=X +h 1
/
/

k=/(x.7) -

Vin=Y;+h-k
U

(X5 Via] L o

i=0,1,....,n—1
h X
Xi Xi+]
Obr. 8.18

Geometricka interpretacia procesu Eulerovej metody

Zbodu X,([x,y,] do bodu X, [x,,,», ]sa dostaneme po priamke so smernicou
k=S(x,y,h)=f(x,,y,)(Obr. 8.18).

Ak spojime body X, X,,,,
Eulerov polygon X X X, .. X, (Obr. 8.16).

i=0,1, ..., n grafu numerického rieSenia useckami, dostaneme tzv.

Poznamka. K vysledku Eulerovej metddy mdzeme prist’ aj postupom uvedenym na zaciatku tejto pod-
kapitoly (pozri 8.1)

Eulerova metdda je vel'mi nepresna metdda a na praktické pouzitie nevhodna. Pouziva

sa len pre maly pocet uzlov x; a vel'mi maly krok 4.
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8.3.2 1. MODIFIKOVANA EULEROVA METODA

Na vypocet integralu pouZijeme obdiZnikovii metédu

fix)

(Typ 2): T
x;[' f(x)dx=h- f(xi +§j ] s

Potom = x+h Yot '

T f(x,y(x)) dxzhf(xi +%,y(xi +%)J (8.8) Obr. 8.19

PretoZe presnu hodnotu y(x, + %) partikularneho rieSenia v bode (x, +h5) nepozname, na jej

vypocet pouzijeme numericku, Eulerovu metddu, t. j. y(xl. +§j =Yy, +§ f(x,»).

Po dosadeni do (8.8) a nasledne do (8.5) bude

h h
yi+1:yi+hf£xi+59yi+5f(‘xi’yi)j (8.9)

a po oznaceni smernic f(x, ,y,) =k a f(x, +§ .V +g -k,) = k, dostaneme

Vin =Y, +h-k,. (8.10)

Postup vypoctu hodnoty y,,, z hodnot x;, y, :

» vypocitame smernicu k; doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode 4 =[x,,y,], kde
k,=f(x;,y)a x, je zaCiatocny bod intervalu <xl.,xl. +1> ,

» vypocitame smernicuk, dotycnice ku grafu presného rieSenia v bode B[x, + g, v, + %kl] ,

kde k,=f(x, +§ Vs +§-kl) a (x,. +%]je bod v strede intervalu <xi,xl.+l>,

o vypocitame y;+; podla zjednoduseného vztahu (8.10): y,,, =y, +h-k,.

Geometricka interpretacia procesu 1. modifikovanej Eulerovej metody (Obr. 8.20):

« zbodu A[x,,y,] dobodu B[x, + g, y,+ gkl ]sa dostaneme po priamke so smernicou £, ,

o zbodu 4[x,,y,] dobodu C[x,,,,y,.,]sa dostaneme po priamke so smernicou

k2=S(xi’yi’h)'
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Schéma 1. modifikovanej Eulerovej metody Geometricka interpretacia metody

pre interval <xi , xi+1>

Xy =X +h d
k=1, )
h

h
k = +—,y.+—-k
,=f(x 5 ity D)

y=¢k) P
P

Yin=Y;th-k,
U

[xi+]7yi+1]
i=0,1,...,n—1

Algoritmus vypoc¢tu suradnic Xi+1, Yi+1 na intervale (a, b)
Vstupné udaje: funkcia f(x, ), xo, o
Prei=0, 1, ..., n—1 poCitame:

a) Xp1l X, =X, +h

1

b) Yir1: klzf(x[ 7y1)
h h
b= fx 0y ek
,=f(x, 2t )

Vin =Y +h-k,

8.3.3 2. MODIFIKOVANA EULEROVA METODA (HEUNOVA METODA)

Na vypocet integralu pouzijeme lichobeznikovi metédu: :
Xis1 I’l
[ FGydes(fx)+ f(x))

xl

Potom

Xigl h i o
[ 7y Coydes— (F Gy o))+ f (s y(,0) - (811 .

Ked’Ze presné hodnoty y(x;)a y(x,,,)=y(x, +h) Obr. 8.21 |

partikularneho rieSenia v uzlochx, a x,, =x, +/ nepoznidme, na vypocet ich pribliznych
hodnét pouzijeme opat’ Eulerovu metddu:

yx) =y, = f(x0(x)) = f(x,0) A f(x,0)=y" =k

Y +h) =y, pricomy,, =y, +h- f(x, )=y +h-k,
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a po dosadeni do (8.11) a d’alej do (8.5) bude:

Xisl h
[ £ Coy G dem(k+ £ (g +hy, +hek)

J Feny@dest-(k +k,)

yi+1:yi+h'kl—;k2- (8.12)

Postup vypoctu hodnoty y,,, z hodnot x;, y, :

» vypocitame smernicuk, doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode A[x,,y,], kde
ky=f(x, ¥, a x je zatiatoény bod (x,,x.,),
» vypocitame smernicu k, doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode B[x, + h,y, + hk ],
kde k,=f(x,+h, y,+h-k)a x,+h=x,, je koncovy bod (x,,x,,),

e vypocitame y;+; podla zjednoduseného vzt'ahu (8.12).

Geometricka interpretdacia procesu 2. modifikovanej Eulerovej metody (Obr. 8.22):
o zbodu A[x,y,] dobodu B[x, +h,y, + hk,]sa dostaneme po priamke so smernicou £k,

o zbodu A[x,y,] dobodu D[x,,,y,, ]sadostaneme po priamke so smernicou

M:S(xnymh)-

Schéma 2. modifikovanej Eulerovej Geometricka interpretacia metody
metody pre <xi,xi+1>

X, =x+h Y .
C,yk
klzf(x[ > y[) ki+ky
ky=f(x;+h,y,+h-k) 2
_ (k, +k,)
yi+1_yi+h'T iut
U

[xi+1’yi+1] X
i=0,1,...,n—-1

Obr. 8.22
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Algoritmus vypoctu suradnic X1, Yi+1 na intervale (a, b)
Vstupné tdaje: funkcia f(x, ), xo, o
Prei=0,1, ..., n—1 poCitame:

a) Xit1iX,, =X, +h

b) yii:
- klzf(xi 9y1)
- k,=f(x,+h,y +h-k)
J— yi+1:yi+h.M
2
Poznamka.

(1-k +1-k,)

e Smerovu funkciu S(x,,y,,h)= pocitame ako vaZeny priemer zo smernic & a k,,

pricom kazda smernica ma véhu 1.
e Bod D je zaroven stred dvojice bodov 4, C. Do bodu C[x, +&,y, + hk,] sazbodu A[x,,y,] do-

staneme po priamke so smernicou £, .

8.3.4 METODA RUNGE — KUTTA 4. RADU

Na vypocet integralu pouzijeme Simpsonovu metédu:

[ 1) dng(f(xi) b S 4 f(xm)]

Slx)

V naSom pripade polyném P (x), ktorého grafom je

parabola, prelozime cez uzly x,,x,,,=x,+h a bod me-

i+1

dzi nimi (xl. + %J e(x,x,,), pricom krok bude % Obr. 8.23

Potom

@ 1 A h h

If(x,y(x))dng'a' S y(x)+4-f xi"'an xi+5 +f(x; +h,y(x; +h)) | (8.13)

Dosadenim (8.13) do (8.5) bude

Via =¥, +’;-(f<x,-,y(x,->>+2-f[xi +’;,y[x,- +§D+2-f(x,- +’;,y(xi +’;D+f<x,- +hy(x, +h>)j.

KedZe presné hodnoty y(xl.+g)a v(x,,)=y(x,+h) partikularneho rieSenia v bodoch

(xl. + %J a x,,, = x, +h nepozname, na vypocet ich pribliznych hodndt pouzijeme opéit’ Eule-
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rovu metodu y(x, +§) x Y, +%-f(xl.,yi), y(x,+h)=y, +h-f(x,,y,). Ako vysledok dosta-

neme vzorce pre metdédu Runge — Kutta 4. radu:

Schéma metody Geometricka interpretacia metody
Runge — Kutta 4. radu pre <xl.,xl.+1>

X, =x+h
klzf(xi 7yi) /’

h h
k = 4=, v.+—k ’
,=f(x 5 Vit D)

k1+2k2+2k3+k4
==s 6

h h
ki=f(x,+—,y,+—k
3 f( i 2 yl 2 2)

ky=f(x;+h, y;+h.-k;)

(k+2-k,+2-k,+k,) L --
Vin =Y, +h-— : 6 —

U J’ii

[xi+1’yi+1]
i=0,1,...,n—-1

Yi+l

Postup vypoctu hodnoty y,,, z hodnot x;, y, :

» vypocitame smernicu k, doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode A[x,,y,], kde
k= f(x,, y,)a x,je zaciatocny bod <xl.,xl. +1> (pozri Obr. 8.24),

» vypocitame smernicu k, doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode B[x, + g, v, + gkl] ,

kde kzzf(x,.+§ , y[+§-kl)a [xﬁ%]je bod v strede <xl.,xi+1>,

» vypocitame smernicu k; dotycnice ku grafu presného rieSenia v bode C[x, + ﬁ, v+ %kz] ,

kde k3=f(x,~+§ ) yi+§~k2)a (xintg)je bod v strede <x,.,xi+l>,

» vypocitame smernicu k, doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode D[x; + 4, y, + hk,],
kde k,=f(x,+h, y,+h.-k;)a x,+ h=x,, je koncovy bod (x,,x.,),

h_(k1+2-k2+2~k3+k4)

« vypocitame y;+; podl'a zjednoduSeného vztahu y,, =y, + c
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Geometricka interpretacia procesu metody Runge — Kutta 4. radu (Obr. 8.24):

« zbodu A[x,,y,] dobodu B[x, + g, v+ gkl ]sa dostaneme po priamke so smernicou £,

o zbodu A[x,,y,] dobodu C[x, + g, Vv, + gkz] sa dostaneme po priamke so smernicou £, ,

o zbodu A[x,y;] dobodu D[x, +h,y, +hk,]sa dostaneme po priamke so smernicou £, ,

o zbodu A[x,y,] dobodu E[x,,,,,  ]sa dostaneme po priamke so smernicou

(ky +2-k,+2-ky+k,)
6

=S(x,,7,,h).

Algoritmus vypoctu suradnic X1, Yi+1 na intervale (a, b)

Vstupné tdaje: funkcia f(x, ), xo, o
Prei=0, 1, ..., n—1 pocitame:
a) Xit1iX,, =X, +h
b) yii:
- k=1 .»)

h h
— k= f(x =,y =k
2 f(xz 2 yl 2 1)

h h
— k= f(x 42,y A=k
s=f(x, 50 it 2)

ky=f(x,+h,y,+hk)

(h+2 -k, +2 ki +k,)
6

= YVia=yith

(1-k +2-k,+2-k,+1-k,)
6

mer zo smernic k, ,k, ,k, ,k,, priom smernice k, ,k, maji vahu 1 a smernicek, , k, maju vahu 2.

Poznamka. Smerovu funkciu S(x,,y,,h)= vypocitame ako vazeny prie-

8.3.5 METODA RUNGE - KUTTA 3. RADU
Este uvedieme (bez odvodenia) poslednu Casto pouzivani metédu — metédu Runge —

Kutta 3. radu:

Postup vypoctu hodnoty y,,, z hodndt x;, y, :
« vypocitame smernicu k; dotyCnice ku grafu presného rieSenia v bode A[x,, y,], kde

k=f(x,, y)a x,je zatiatoény bod (x,x,,,),

197



Numerické rieSenie diferencidlnych rovnic

« vypocitame smernicu k, dotyCnice ku grafu presného rieSenia v bode B[x, + g, Vv, + gkl 1,
h h h). o . o
kde &, = f(x, +§ , Y +§ k))a | x, +§ Je bod leziaci v jednej tretine <xi,xi+l>,

« vypocitame smernicu k; doty¢nice ku grafu presného rieSenia v bode
Clx, +%,yi +%k2], kde k, = f(x, +%-h y, +§-h k)a (xl. +%jje bod leziaci

v dvoch tretinach <xl.,xl.+l>,

« vypogitame y; podla vztahu y,, =y, +h w

Geometricka interpretacia procesu metody Runge — Kutta 3. radu:

o zbodu A[x,y;] dobodu B[x, + %, v, + %kl] sa dostaneme po priamke so smernicou £,

« zbodu A[x,,y,] dobodu C[x, + %, v, + %kz] sa dostaneme po priamke so smernicou

k,,
e zbodu A[x,y,] dobodu D[x,,,,y, ]sadostaneme po priamke so smernicou

(k1+3'k3)

=S(x,,v.,h).
1 (x;, ;1)

Algoritmus vypo¢tu suradnic Xi+1, Yi+1 na intervale (a, b)
Vstupné udaje: funkcia f(x, ), xo, o
Prei=0, 1, ..., n—1 poCitame:
a) Xp1iX,, =X, +h
b) Vi+1-

- klzf(xi ayi)

h h

- k2 =f(xl.+§ , yi+§'k1)

- k3:f(xi+§'h > yi"'%'h'kz)

PN (1.}
i+l i

(1-k +3-k,)

Poznamka. Smerovu funkciu S(x,,y,,h)= vypocitame ako vaZeny priemer zo smernic

k., k,, priCom smernica k, ma vahu 1 a smernica k, ma vahu 3.
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Schéma metody Geometricka interpretacia metody
Runge — Kutta 3. radu pre <xl.,xi+1>

X, =x+h
klzf(xi ’ yi)
h h
k,=f(x,+—, y,+—k
2 f(xz 3 yl 3 1)

k3=f(xi+§-h , yi+§'h-kz)

[ (k43K
4

y
(X105 Vi) Obr. 8.25

i=0,1,...,n-1

8.3.6 PRESNOST JEDNOKROKOVYCH METOD

Metody typu Runge — Kutta st metédy vzdy konvergentné a numericky stabilné.
Z uvedenych metod najpresnejsia je metdéda Runge — Kutta 4. rddu a najmenej presna je Eule-
rova metoda. Vacsiu presnost’ priblizného riesenia DR niektorou z metdd dosiahneme zmen-
Senim kroku 4 numerickej metody. Prakticky vyznam maju vzorce numerickej metédy az do
radu p = 4. Pre rad numerickej metddy p > 4 sa vzorce pouzivaju zriedka, aj ked’ st teore-
ticky presnejSie. Podobne ako pri integraloch, vkladanim d’alSich bodov medzi uzly — pocita-
nim d’alSich smernic sa presnost’ metédy zvysuje, avsak narastom poctu operacii sa zvysuje

narocnost’ vypoctov ako aj rastie vplyv Sirenia zaokrahl'ovacich chyb.

Rad metody gf;;gf‘éﬁﬁ‘; lokélna = ;zgzi(lil}l,a(radu) E(h)
p=1 Eulerova O(h*) o(h") oh")
p=2 1.+2. modif. Eulerova O(h?) o(h*) O(h*)
p=3 Runge — Kutta 3. radu O(h*) o(h*) o(h*)
p=4 Runge — Kutta 4. rddu O(h”) O(h*) O(h*)

Tabul’ka 8.3

Presnti hodnotu lokalnej a globalnej chyby vycisl'ujeme iba v pripade, ked’ pozname
presné rieSenie DR. Inak na ich ur€enie pouZivame odhad. Na stanovenie hrubého odhadu
chyby metody sta¢i rad metddy p, ktory nesie informdaciu o rychlosti konvergencie, t. j.
o vplyve kroku na rad chyby.

Pre lokalnu chybu plati d, = O(h"*"), t. j. existuje také kladné reélne ¢islo ¢ a redlne

&islo xo, Ze pre vietky x > xo, X €<x0;b> cd <c-h"', atedad, ~h"".
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Pre globalnu chybu plati e, = O(h”), t. j. existuje také kladné redlne Cislo m a reélne
¢islo xo, Ze pre vSetky x > xo, X e<x0;b> e <m -h?*', ateda e ~h”.

Za predpokladu, Ze najvicsia globalna chyba je v poslednom uzle x,, (plati pre jedno-
krokové metddy) chybu metddy stanovime ako globalnu chybu v poslednom uzle x,:

e, =0(h").
Z uvedeného vyplyva, ze ak pri hl'adani priblizného rieSenia na intervale {a, b) poza-
dujeme iba ,,rddovo" zarucit’ presnost’ metddy ¢ t. j. e, <O(¢g), staci vykonat’ vyber vhodnej

numerickej metddy a vol'bu vhodného kroku /4 numerickej metddy. Ako? UkaZeme na prikla-
de.

Nech je pri vypoéte rieSenia DR numerickou metédou pozadovana presnost =107
Znamena to, Ze potrebujeme zabezpe€it, aby vypocet priblizného rieSenia DR prebehol tak, Ze
e, <0(), €, =y, = ¥(x)|=0(h"),1.j. O(h")<O(£=107),i=1,2, ..., n.
Predpokladajme, Ze chceme vypocet realizovat’ metédou 2. radu, ktorej globalna chyba je
radu O(h*).

Ked’ zvolime krok:
e h=0,2=2-10", potom e, = O(h")=0((107")*) =0(107), O(107%)>O(107) => krok
h = 0,2 nevyhovuje pre pozadovanti presnost O(e=107)
« h=0,02=2-107, potom e, = O((107°)*)=0(10™*), O(107") <O107) => krok &= 0,2
vyhovuje pre pozadovant presnost O(s =107).
Keby sme cheeli ten isty vypocet realizovat’ metédou 4. radu, ktorej globalna chyba je radu
O(h'), a opit zvolime najskor krok £=0,2=2-10"", potom e, =O((10")*)=0(10™*),
0(10™)<0(107) a teda uz krok 7 = 0,2 vyhovuje pre pozadovant presnost’ O(e=107).

Pre jednokrokové metddy odhad globalnej chyby, resp. odhad metdédy je mozné po-
merne 'ahko urcit’ metdodou poloviéného kroku.

Veta 8.3 Metdéda poloviéného kroku. Nech /4, a &, si dva rdzne kroky numerickej metddy,
pricom Ay =q - hy, ¢ > 1. Nech yj“ a yﬁz , st hodnoty numerickych rieSeni v uzle x,_, pre
h 2 =

kroky hy a hy, kde J =g j. Oznaéme y?‘ =y' a y">=y?. Potom pre odhad globélnej chyby

v bode x, akrok 4, plati:

h2 hl
Yim—Y;
eJ(h2)=—‘ — ‘ (8.14)
q’ -1
v zjednoduSenom zépise:
2 1
y o=y
eJ=‘ -~ ‘, (8.15)
q’ -1
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pricom O(h”)je rad numerickej metody.

Ak h2 =h1/23t.j- hl =2h23p0t0m eJ(h2)=

T 1. > , pricom O(h”)je

rad numerickej metody.

8.4 RIESENE PRIKLADY

PRIKLAD ¢&. 1

Vysetrite existenciu a jednozna¢nost’ rieSenia nasledujucich uloh
a) x-y'—e% =0,y(1)=0

b) Y=\, »1H=0

¢ y=lxy, y(1)=1

d) Jx+2.y'=y, y(1)=2alebo y(-3)=0

RIESENIE

X
!

a) Rovnicu upravime na tvar y’=f(x, y) : V' = Set = f(x,y)= —e’.
X X

Defini¢ny obor tejto funkcie je D(f(x,y))={[x,y]c E, ; x #0; y #0}=R—-{0} x R— {0} .

Funkcia f(x, ) je definovana a spojita na oblastiach: 4
x=0
Ql =(0a OO)X (0,00) (923 O,
Q2 = (_OO’ O) X (07 OO)
y=0 [1,0]
Q3 :(_w’o)x(_w’o) -1.0 05 0.5 I? X
0y Q4

Q, =(0,00) x (—0,0)

Zaciatocnd podmienka hovori, ze rieSenie ma vycha-
dzat’ z bodu [1; 0], ktory nepatri do D(f (x, y)).

Obr. 8.26
KedZe funkcia v niom nie je definovani, nemdze byt v iom ani spojitd. Nemdme zaruceni

existenciu riesenia tejto ulohy.

b) V tomto pripade f(x,y)= \/5 , ktorej
D(ftx, ) ={ () CE2 5 xy 20 } = ((-00,0) % (-00,0)) U (€0, 00) x (0, c0))
Funkecia f'(x,y) je definovana a spojita na oblastiach
Ql = (-O0,0> x (_0090> s
0,=(0, 00) x (0, 00).

Bod [1; 0] lezi v oblasti 2, ¢o zarucuje existenciu rieSenia tlohy.
201



Numerické rieSenie diferencidlnych rovnic

oy Nx ie definovan D( 2L Y )y — (1] € By 220, 3 >0 } = (0.00) x (0,00)

oy 2\/; oy
a spojita na oblasti Q1= (0,00) x (0 ,00). Pretoze v bode [1; 0] nie je definovand, nemdze tam
byt spojitd. Nemame zarucenu jednoznacnost rieSenia ulohy (da sa ukazat’, ze lloha ma dve
rieSenia).

o]

[1.0] v

Ly

-10

Obr. 8.27. D(f) a spojitost f (x,y) Obr. 8.28. D(f) a Spojitost’afa(x’y)
y

c) V tretom pripade f(x,y) = In(xy) a bod [x,,y,] mé stradnice [1; 1].
Defini¢ny obor tejto funkcie je

D(f(xa y)) = {[xay] C E2:' Xy >0 } = ((_0050) X (_0070)) U ((O> OO) x (0: OO))
a funkcia f'(x, y)je definovana a spojita na oblastiach

Q1 = (-00,0) x (-00,0) ,

0= (0, 00) x (0 o).
Bod [1; 1] lezi v oblasti (), Co zarucuje existenciu rieSenia ulohy.

0sen) o 1 U 5 p @SN )y eyl BxixeR,y %0} = R x R{0}.
oy x.y y oy

0 f(x,)
oy

lezi v oblasti ),  ¢o zarucuje jednoznacnost’ rieSenia ulohy.

je definovana a spojita na oblastiach 0} = R x (-00,0) , ;= R x (0 o0). Bod [1; 1]

]
4rI:D
£y 4
,,,,,,,,, o1 1] . oL
=0 o - . y=10 N " o ;
2 2 4 i 2 2 4
_afk
Ly -2f
.Q.1 -4
) o
Obr. 8.29. D(f) a spojitost f (x,y) Obr. 8.30. D(f) a spojitost’éfa(x’ )
Y

202



Numerické rieSenie diferencialnych rovnic

d) Funkcia f(x,1)=—=2—ajej D(f (x, 7)) = { [x)] C Ex; x+2>0, yeR} = (-2, 0) x R,

AX+2

t. j. f(x, ) je definovana a spojita na oblasti ) = (-2, ) x R. Zagiato¢ny bod [1; 2] lezi

v oblasti (), ¢o zarucuje existenciu rieSenia ulohy:

of(xy)_ 1 ’jejD(M)={[x,y]cEz,'x+2>0,yER}Z(-2,00)><R:Q-
oy \/x+2 oy

V bode [1; 2] je definovana a spojitd, ¢o zarucuje jednoznacnost’ rieSenia ulohy.
Bod [x,,y,]=[-3;0] nelezi v oblasti Q = (-2, ©) x R . Ked’ze funkcia f (x, y) nie je v ilom de-
finovand, nemodZze tam byt ani spojitd. Nemame zarucenu existenciu rieSenia tejto tlohy.

10|

. [_3’.0]

r=-1

S
|

— o — o — — — — —
b2
-

=10k

Obr. 8.31. D(f) a spojitost f (x,y) a 9/(x,y) f@(x,y)
Y

V nasledujucej tlohe uvadzame riesenie diferencialnej rovnice, ktorej partikularne rie-
Senie pozndme. Predpokladdame, ze Citatel’ takto lepSie pochopi vyznam numerickych metod

rieSenia tych diferencidlnych rovnic, ktorych partikuldrne rieSenie nevieme vypocitat’.

PRIKLAD ¢&. 2

Je dana diferencidlna rovica (x + 1)' =y +2x =0, (0) =1, x € <0, 1>, ktorej partikularne rie-
Senie je y(x)=1+3x-2In(1+x)—-2xIn(1+x).

a) Vysetrite existenciu a jednoznacnost’ jej rieSenia.

b) Ngjdite jej priblizné rieSenie s krokom /4 = 0,1 Eulerovou metdédou a zobrazte ho.

c) N4jdite jej priblizné rieSenie s krokom 4 = 0,1 metédou Runge — Kutta 3. radu a zobrazte
ho.

d) Ak viete, ze presné vSeobecné rieSenie DR je y(x,c)=c(1+x)—2(1+ x)( +1In(1+x)),

1+x

vypocitajte presné partikularne rieSenie. Obe rieSenia zobrazte.

e) Pre kazdu z metdd vypocitajte chybu metody. Porovnajte presné partikuldrne a obe nume-
rické rieSenia graficky a vypoctom. Ktord z metod je presnejSia?
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RIESENIE
Ide o Cauchyho ulohu, obycajnu diferencialnu rovnicu so za¢iato¢nou podmienkou.
Pristapme k rieSeniu nasej tlohy (x + 1)-' =y +2x=0,p(0) =1, x <0,1>.

Najskor rovnicu upravime na tvar y' = f(x, y):

-2 -2
(x+D)y'-y+2x=0 = y':—y X :>f(x,y):y x.
x+1 x+1

a) Vysetrite existenciu a jednoznacnost jej rieSenia.
o EXxistencia riesenia:
D(f(x,y)={[x,y]lcE,; x+1#£0; ye R}=R—{-1}xR.
Funkcia f(x, y) je definované a spojitd na oblastiach €} =(—co,~1) x R a ), = (-1, o0) X R.

Vzhl'adom na zaciato¢nil podmienku [x,, y,]=[0,1] €}, , partikularne rieSenie y(x)bude le-
zat’ v oblasti Q. Partikularne rieSenie budeme hl'adat’ na intervale x e<0,1>c (—1,0) a v ob-
1asti<0,1>chQ2 , kde je f'(x, y) spojitda => v okoli bodu [x,,y,]=[0, 1] je existencia rieSenia
ulohy zarucena. (Obr. 8.32)

o Jednoznacnost riesenia:

0f(x,y)_ 1 7D(8f(x,y)):{[x’y]cE2 ; x+1£0; ye R} =R—{-1}xR.
oy x+1 oy

Pretoze 91y je definovana a spojita na oblastiach () =(—c0,—1) x R, Qr= (-1, 00) X R, je

(
0y
spojita aj na oblasti <0,1>><RCQ2 a aj v bode [0,1] € ,, ¢o v okoli bodu [x,, y,]=[0,1] za-

ru€uje jednoznacnost’ rieSenia tlohy (Obr. 8.32).
Zaver. Bodom [0,1] je dan¢ jediné rieSenie Cauchyho tlohy (Obr. 8.33).

r=-1 - V

Obr. 8.32 Obr. 8.33
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b) Eulerovou metédou najdite priblizné riesenie diferencidlnej rovnice na intervale (0, 1)

s krokom h = 0,1 a zobrazte ho.

Vypocet priblizného rieSenia DR budeme realizovat’

na zéklade vzorcov pre danti metodu.

o Pocet iteracii, ktoré potrebujeme vypocitat, ako aj pocet Ciastkovych intervalov, na ktoré

. . b— 1-0
bude rozdeleny interval <0;1>, jen= a=—1=10.
o Pocetuzlovjen+1=11I.
Eulerova metdda:
X, =X +h [ !
xHrhyHI
k=f(x,y)=> :
JOLY) == o
Yia=y,+h-k
o y—2x
Vstupné udaje: f(x,y)= | ,X=0,70=0,n=10
X+
Postup:
[0, ¥0]=10,1]=>
i=0: x=x,+h=0+0,1=0,1
2x, 1-2.0
k=1 (5. 30) =70 = £(0.)=" =2 =1
X, 0+1
V=Y, +h-k=1+0,1-1=1,1
[x, 1 1=[0,1; L1]
i=1: x,=x,+h=0,1+0,1=0,2
k= f(x,,y)=2""0 le_f(o,l,l n=L1Z201 4 ¢1g
x,+1

1 5

y,=y +hk=1,1+0,1.0,8182=1,1818
[x,,»,]=[0,2; 1,1818]

Analogicky vykondme vypocet aj pre ostatné uzly intervalu (0, 1).

k]
i
e

(=

.18182
24697
.29674
.33222
.35437
.36401
-3619

.34867
.32491

(TR I T SR L TR
E-E-E-E-E- -
WD N e W N e

R I B T R =Y P

=
o

Tabulka 8.4. Numerickeé riesenie CU

v=-=1

93]

I
I
I
I
I
I
I
|
I
I
|
I

Obr. 8.34. Graf numerického rieSenia
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Zaver. Numerickym rieSenim danej diferencidlnej rovnice Eulerovou metdédou na intervale
<0,1> s krokom /2 = 0,1 je funkcia dana tabul’kou (Tabulka 8.4). Graf numerického rieSenia je
na Obr. 8.34.

¢) Ndjdite priblizné riesenie diferencialnej rovnice na intervale (0, 1)s krokom h = 0,1 me-
todou Runge — Kutta 3. radu a zobrazte ho.

Vypocet priblizného rieSenia DR realizujeme na zéklade vzorcov pre prislusnti metodu.

— 1—
« Pocet Ciastkovych intervalov (= pocet pocitanych iteracii): n = b P ¢ 0—10 =10.
o Pocetuzlovjen+1=11I.
Metdda Runge — Kutta 3. radu:
X=X +h
ki=1(x,¥)
h h
k2:f(xi+§ 5 yi+_'k1)
= ['xi+1’yi+1]
ky=f(x, + h,y+ -h~k2) i=0,1,...,n—-1
yi+1=yi+h.M
4
L y—2x
Vstupné udaje: f(x,y)= =0,y=0,n=10
x+1
Postup:
[X,01=[0,1]1=>
i=0: x=x,+h=0+0,1=0,1
Yo—2x, 1-2.0
k, Xy, V)= 0,)=——=
=f(x0,09)= 41 =f(0,D= 0+1
h 1,0333-2.0,0333
k, Xo+ =,V +— k 0,0333;1,0333)= . =0,93548
=f(x + yo )= S( )= 0.033341
2h 2h 1,06236-2.0,0666
k, X, +—, ¥, +—k,)= £(0,0666 ;1,06236)=— - =0,87097
=f(x, + Yo+ 3 2= f( ) 0,0666+1
k,+3.k .
y1=y0+h.( l+4 ) _py00, 13 0;87097:1’0903

[x,,»,]=[0,1; 1,0903];

206



Numerické rieSenie diferencialnych rovnic

i=1:  x,=x,+h=0,1+0,1=0,2

ky=f(x,y)= f(0,1)=%:0,80938
+

2

1,1173-2.0,1333
0,1333+1
2h 2h 1,1404-2.0,1667
k,=f(x,+—,y, +—k,)= 1(0,1667 ;1,1404)=- 2
,=f(x 3 N 3 )= f( ) 0.1667+1

ky+3.k ,
I 1+4 D)1 090340, 2:80938+3.0,69174

ky=f(x, +%,y1 +%k1)= £(0,1333;1,1173)= =0,75056

=0,69174

=1,1624

[xz 5y2]=[0:2 ; 1:1624]

Analogicky vykondme vypocet aj pre ostatné uzly intervalu (0, 1).

b
Lo
]
"

.09032
.16244 |
.21787 ! "
.25789 ol o o
.28362
.29601
.29589
.284

.26098
.22744

[7-T - CS - I A =1

- R I N B S AR PR

|
|
|
|
| . .
-} 035 i 0.5 1o
|

= I R T I T T O - I - =
HHHRHERHERPRRRR PR

[
=]

Tabulka 8.5. Numerické riesenie CU Obr. 8.35. Graf numerického rieSenia
Zaver. Numerickym rieSenim danej diferencialnej rovnice metdédou Runge — Kutta 3. radu na

intervale<0,1> s krokom /4 = 0,1 je funkcia dana tabulkou (Tabulka 8.5). Graf numerického

rieSenia je na Obr. 8.35.

d) Ak viete, Ze presné v§eobecné riesenie DR je y(x,c)=c(1+x)—2(1+ x)(

+In(1+ x)),
1+x

vypocitajte presné partikuldarne riesenie. Obe riesenia zobrazte.

Vseobecnym riesenim je mnoZina funkcii, ktoré sa navzajom liSia o konStantu ¢ € R
1
y(x,c)=c(l+x)-2(1+ x)(1—+1n(l + X)),
+Xx

pri¢om toto rieSenie je definované pre x € (—1,00).
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-10

Obr. 8.36. Vseobecné riesenie DR (x +1)-y'—y +2x=0

Partikuldrne riesenie dostaneme, ak do vSeobecného rieSenia y = y(x,c)dosadime zaciatocnii

podmienku y(0) = 1 a vypocitame konStantu c. Znamena to, ze z mnoZziny vSetkych funkcii

vSeobecného rieSenia vyberieme prave ti jednu funkciu, ktorej graf prechadza bodom
[x, 5 1=[0,1]

1= c(1+0)—2(1+0)(ﬁ+1n(1+0)) = =3

Partikularnym riesenim Cauchyho tlohy je funkcia y(x) dana predpisom

y(x)=1+3x-2In(1+x)—-2xIn(1+ x)

Obr. 8.37. Vseobecné a partikularne riesenie DR (x + 1)y —y+2x=0

e) Pre kazdu z metod vypocitajte chybu metody. Porovnajte presné partikuldrne a obe nu-
merické riesenia graficky a vypoctom. Ktord z metdd je presnejsia?

PresnejSia je td z metdd, ktord md mensSiu chybu metddy, t. j. mensiu maximalnu globalnu

, kde y(x;) je hod-

nota presného partikularneho rieSenia y(x)=1+3x—-2In(1+x)—-2xIn(1+x) v bode x;. Vy-

chybu. Globalnu chybu v kazdom uzle uréime podl'a vztahu e, = | y(x,)=y,

pocitané hodnoty globalnej chyby v jednotlivych uzloch st uvedené v tabulke Tabul'ka 8.6.
Maximalnu globalnu chybu dosahuji obe metddy v poslednom uzle xjo = 1.
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Globélna chyba
i X IYE;-¥e(X:) | | YRE3, -yp(x;) |
0 0 0 0
1 0.1 0.0096824 4.97621x 107"
2 0.2 0.0193899 9.20396 x10°°
3 0.3 0.0291168 0.0000129028
4 0.4 0.0388589 0.0000162174
5 0.5 0.0486131 0.000019246
[ 0.6 0.0583772 0.0000220576
7 0.7 0.0681495 0.0000247014
a 0.8 0.0779286 0.0000272135
9 0.9 0.0877134 0.0000296207
10 1. 0.0975031 0.0000319434

Tabulka 8.6 (Pouzité oznacenie: y; = yE; pre Eulerovu metodu,
vi = yRK3; pre metodu Runge Kutta 3. radu.)

Chyba Eulerovej metody je e, = 0,0975031=9,75031-107, chyba metddy Runge-Kutta3. radu

je e, =0,0000319434 =3,19434-10.

Grafickeé porovnanie presného partikularneho riesenia a numerickych metod:

Fulerova metoda

Metoda Runge — Kutta 3.radu  Partikularne a obe numerické

ey

rieSenia

»

LS
JEEG]E
I"’.’. —-‘l‘\
Ld -
Lo

Obr. 8.38. Grafy numerickych rieseni

|
|
|
|
4
|

0.5

x
1o

Zaver. Na nijdenie priblizného rieSenia danej DR je vhodnejSia metéda Runge — Kutta 3.

radu, pretoZze ma mensiu chybu metddy, mensiu maximalnu globalnu chybu:
3,19434-10° < 9,75031-107, t.j 9,75031-107=3 052-3,19434-10".

PRIKLAD ¢.3

Je dané Cauchyho tloha V' -x+y'=0,y(1) =1.

a) VysSetrite existenciu a jednoznacnost’ jej rieSenia.

b) V bode x = 1,2 najdite hodnotu numerického rieSenia Heunovou metddou. Na vypocet

pouzite kroky #;=0,1 a &, = 0,05. Metdédou polovicného kroku vypocitajte odhad global-

nej chyby metddy v danom bode pre krok 4,.
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Numerické rieSenie diferencidlnych rovnic

¢) Vbode x = 1,2 ngjdite hodnotu numerického rieSenia metdédou Runge — Kutta 4. radu. Na
vypocet pouzite kroky /#; =0,1 a h; = 0,05 . Metdédou poloviéného kroku vypocitajte od-
had globalnej chyby metddy v danom bode pre krok /4.

d) Mozeme hl'adané numerické rieSenie v bode x = 1,2 v kazdej metdde povazovat’ za nume-

rické rieSenie najdené s presnostou & =10 vzhladom na odhad globalnej chyby metody
v tomto bode?

RIESENIE

Presné partikularne rieSenie y(x) tejto CU nevieme vypocitat. Vieme ndjst’ len jej priblizné
partikularne rieSenie numerickymi metodami.

Najskor rovnicu upravime na tvar y' = f(x,y):

2 2

y y
a) Vysetrite existenciu a jednoznacnost jej riesenia ’

aF

e e B e ey

o Existencia riesenia: S Ut

D(f(x,y))={[x,y]<E,; xeR; y* #0}=R xR —{0}.

-10 -0 0.5 10 15 2.0

Funkcia f(x,y) je definovand a spojitd na oblastiach
Q=R x (0, c0) a Q=R x (—o0, 0). =
Partikularne rieSenie je definované pre x € R a vzhla- af

dom na zaciato¢nu podmienku [x,,y,]=[1,1] €€} bu- Obr. 8.39
de lezat’ v oblasti ) => existencia rieSenia CU je zaru-

¢ena. (Obr. 8.39)

o Jednoznacnost riesenia:

af(x,y): —2336 ’ D(af(x’y)):{[x,y]CEz ;xeR;y #20}=R xR—{0}.
oy y oy

Pretoze w je definovana a spojitd na oblastiach ;=R x (0, c0) a Q=R x (—00,0), je
y

spojita aj v bode [1, 1] € Q;, o zarucuje jednoznacnost’ riesenia CU (Obr. 8.39).

Zaver. Pre bod [1, 1] € Q, existuje prave jedno partikularne rieSenie danej DR y =¢(x).

b) V bode x = 1,2 najdite hodnotu numerického riesenia Heunovou metodou. Na vypocet po-
uzite kroky h\= 0,1 a h, = 0,05. Metodou polovicného kroku vypocitajte odhad globdlnej
chyby metody v danom bode pre krok hs.

Ked'Zze hl'addme hodnotu numerického rieSenia CU v bode x = 1,2 uvedenou metddou, hla-

dame priblizné partikulédrne rieSenie CU na intervale <1;1,2> s krokmi /4,=0,1 a h, =0,05.

Pocet iteracii, ktoré potrebujeme vypocitat’, ako aj pocet ¢iastkovych intervalov, na ktoré bude
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rozdeleny interval <1;1,2>, je n, = b-a _12-1 =2 pre krok &, a n, = b-a _12-1 =4
h, 0,1 h, 0,05

pre krok /;. Schéma vypoctu Heunovou metdédou a numerické rieSenia DR pre obidva kroky

su v tabul’ke Tabul’ka 8.7.

Zaver. Hodnota numerického rieSenia danej CU v bode x =1,2 vypocitaného Heunovou me-

todou pre krok A= 0,1 je »'=1.01781930 a pre krok /, = 0,05 je y*=1,01740824.

Odhad globalnej chyby metody pre krok 4; = 0,05 v bode x =1,2 vypocitame metodou polo-
viéného kroku podl'a vztahu:
‘yz—yl‘ 1,01740824—1,01781930| 0,00041106
e = = =
n qp _ 1 22 _ 1

= 0,00013702 =1,3702-10",

kde p je rad metody. Heunova metdda je radu O(h*),p=2apre g plati #; =g - hy, v naSom
pripade g = 2.

Heunova metoda
Numerické rieSenie
Schéma
hl :0,1 /’l2:0,05
X, =x+h
klzf(xi > y[) _ [ Xi Yi
k2 :f(xi"'h, y, +h.k1) | Xj Vi 0 1 1.00000000
ok 0 1 1.00000000 1 |1.05 | 1.00125000
yo =y +ha 1 | 1.1 [ 1.00500000 2 [L1 | 1.00473653
2 2 1.2 1.01781930 3 |1.15 | 1.01020500
(X1 Vi ] 4 (12 | 1.01740824
i=0,1; i=0,1,..,4

Tabul’ka 8.7

c¢) Vbode x = 1,2 najdite hodnotu numerického riesenia metodou Runge — Kutta 4. radu. Na
vypocet pouzite kroky h;= 0,1 a h; =0,05. Metodou polovicného kroku vypocitajte odhad
globalnej chyby metody v danom bode pre krok h;.

Opét hl'addme numerické rieSenie CU v bode x = 1,2 tentoraz metddou Runge — Kutta 4. ra-
du, na intervale (1;1,2) s krokmi 4= 0,1 a h, = 0,05.

Pre krok #;=0,1:
b—a 1,2-1

» pocet ciastkovych intervalov (= pocet pocitanych iteracii): n, = P = o1 =2,
1 5
o pocet deliacich bodov: n; +1=3.
Pre krok /#, = 0,05:
M I y e e b-—a 1,2-1
« pocet ciastkovych intervalov (= pocet pocitanych iteracii): n, = Y 4,
2 ’
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o pocet deliacich bodov: n, + 1 =3.

Schéma vypoctu metodou Runge — Kutta 4. radu a numerické rieSenia DR pre obidva kroky
su v tabul’ke Tabulka 8.8.

Zaver. Hodnota numerického riesenia danej CU v bode x =1,2 vypocitaného metédou Runge

— Kutta 4. radu pre krok 4= 0,1 je y'=1,01729315 a pre krok /, = 0,05 je y*=1,01729129.

Odhad globalnej chyby metddy pre krok 4, = 0,05 v bode x =1,2 vypocitame metddou polo-
vicného kroku podla vztahu:

=
o - _
g -1 241

1,01729129-1,01729315 §
|:1’i_7 =1,25-107,

kde p je rdd metody. Metoéda Runge — Kutta 4. radu je radu O(h*), p=4, g =2.

Metoda Runge — Kutta 4. radu
Numerické rieSenie
Schéma
h] = 0,1 hz = 0,05
X, =X +h
k=1(x )
h=fet y Py _ | X Yi
2 2 i Xi Vi 0 |1 1.00000000
k= f(x +ﬁ +ﬁk) 0 |1 1.00000000 1 |1.05 ]1.00120795
3 ) ' i 27 1 |1.1 1.00466259 2 |11 1.00466143
ky=f(x,+h, y+hk) 2 |12 ]1.01729315 3 |1.15 |1.01010523
4 |1.2 1.01729129
Py (k,+2k, + 2k, + k)
6
i=0,1,.,4

Tabul’ka 8.8

d) Mozeme hladanu hodnotu numerického rieSenia v bode x = 1.2 pre krok hy = 0,05 v kazdej

’ v » . roe v . ;. r ) -5
metode povazovat za numerické rieSenie najdené s presnostou € =107 ?

« Pre Heunnovu metodu je e, =1,3702:10%, e, > &, £ =107 . Hodnotu rie$enia v danom bo-
de najdentt Heunovou metdédou nemozno povazovat’ za numerické rieSenie s presnostou
=107,

Pre metédu Runge — Kutta 4. radu je e =1,25- 107, e <&, €= 10~ . Hodnotu rieSenia

v danom bode ndjdeni metodou Runge — Kutta 4. rddu mozno povazovat’ za numerické riese-

nie s presnostou £ =107,
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