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Uvod

Skripta Matematika I — riesené priklady st urcené predovsetkym pre studentov prvého
ro¢nika bakalarskeho stupna na SjF STU v Bratislave ako zéakladna u¢ebna pomocka pre
predmet Matematika I. Obsahuji vzorovo vyriesené priklady a mali by byt pomockou pre
kazdého Studenta uspesne zvladnut tento predmet, ktory je nosnym predmetom prvého
semestra.

Cielom tychto skript je poskytnit studentom dostatocéne velky pocet rieSenych prikladov
z predmetu Matematika I. Na zaciatku kazdej kapitoly, resp. podkapitoly st uvedené ne-
vyhnutné zakladné pojmy, ich vlastnosti a metédy pouzivané na riesenie tloh v danej
kroku, medzikroky st zvycajne zapisané v zatvorkach. Tam, kde je to mozné a vhodné, sa
kladie velky déraz aj na geometricky aspekt rieSenia tychto tloh. Na konci kazdej kapitoly
su cvicenia aj s vysledkami, aby si Student mohol overit, ¢i spravne zvladol metédy na
rieSenie uloh.

Skripta sa skladaju z jedenastich kapitol, ktoré zodpovedaji obsahovej naplni predmetu
Matematika I. Prva kapitola je venovana rieSenym tlohédm z vybranych casti linearnej
algebry. Dalsie tri kapitoly st venované realnej funkcii realnej premennej, najms cyklo-
metrickym funkciam, s ktorymi sa Studenti nestretli na strednej skole, postupnostiam,
limite postupnosti a funkcie, spojitosti funkcie a vlastnostiam spojitych funkcii. Piata
a Siesta kapitola sa zaoberd diferencidlnym poctom funkcie jednej premennej. Kym v pia-
tej kapitole sa pozornost venuje najmé technike vypoctu derivacii a aplikaciam derivacii,
siesta kapitola je venovana pouzitiu derivacii na vySetrovanie vlastnosti funkcie. Metédy
vypoctu neurcitého integralu si vysvetlené v siedmej kapitole. Obsahom 6smej kapitoly
je vypocet urc¢itého integralu a jeho geometrické aplikacie, deviata kapitola je venovana
vypoctu nevlastného integralu. Posledné dve kapitoly sa zaoberaju rieSenim niektorych
Specialnych typov diferencialnych rovnic prvého radu a rieSenim linearnych diferencial-
nych rovnic s konstantnymi koeficientmi druhého radu.

Zéverom by som chcela podakovat recenzentkdm doc. RNDr. Jane Dobrakovovej, CSc.
a prof. RNDr. Anne Kolesarovej, CSc., ktoré svojimi cennymi radami a pripomienkami
prispeli k skvalitneniu predkladanych skript. Za pripomienky z pohladu $tudenta daku-
jem svojim dcéram Bce. Zuzane Zahonovej a Be. Kristine Zahonovej a za grafickti tpravu
skript dakujem Be. Kristine Z&honovej. Taktiez vopred dakujem vSetkym za oznamenie
pripadnych chyb a nepresnosti, ktoré sa mozu vyskytnit v texte.

Autorka
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Vybrané kapitoly z linearnej algebry

1.1 Matice

Nech m,n € N. Tabulku m.n ¢&isel a;; usporiadanych do m riadkov a n stipcov

11, @12, ... Qin
21, A22, ... Q2n
Amly Am2, - - - Qmp

nazjyvame matica typu m x n. Cisla a;; nazgvame prvky matice. Ak m = n hovorime
o Stvorcovej matici stupna n.
Pokial neddjde k nedorozumeniu, maticu budeme oznacovat A = (a;;).

OPERACIE S MATICAMI
Nech A = (a;;), B = (b;;) st matice typu m x n. Potom definujeme:

RovNOST MATIC

A=B & Qij = bij pre kazdé ¢ = 1.2,...m, 7=12...n

SUCET MATIC
Stctom matic A + B rozumieme maticu C = (¢;;) typu m X n, pricom plati

Cij = Q4 -+ bij pre kazdé i = 1,2, ., m, j = 1,2, ., n.

SUCIN MATICE A REALNEHO CISLA
Stcinom matice A a redlneho ¢isla k rozumieme maticu k.A = C = (¢;;) typu m x n,
pricom plati

cij =k.a; prekazdé i=1,2,..,m, j=1,2,..,n.

SUCIN MATIC
Nech A = (a;;) je matica typu m x n a B = (bj;) je matica typu n x p. SG¢inom matic
A . B rozumieme maticu C = (¢;;) typu m X p, pricom plati

Cik, = Q1. b1+ 0. bop + ...+ @y b = Zaij. bjk: pre kazdé ¢ = 1,2,...,m, k= 1,2,....p.
7=1
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Poznamka: Definicie Specidlnych typov matic a ich vlastnosti ¢itatel ndjde v uvedenej
literattre.

Priklad 1.| Pre aké realne ¢islo x plati: (;’ ;lz) = (23: + g’ i)

Riesenie: Matica A aj matica B st matice druhého stupna, ¢ize st rovnakého typu.
Vidime, ze
a2 = bz =4, a1 = bay = 2.

Aby sa matice rovnali, musi platit aj a;; = b1y a ag = b, t. j.,
1=2z+5 a sucasne 2 = 4.

Tymto dvom rovniciam vyhovuje jedine c¢islo

T = —2.
1, =2, 5,0 2, =3, 4,0
Priklad 2.| Nech A= |2, 3, -1, 2| a B=|1, 1, =2, 2 |. Vypocitajme:
1, 3, —4, 1 2, 0, 2 1
a) 2A, b) A + B, c) 3A — 2B.

Riesenie:
a) Maticu nasobime redlnym ¢islom A tak, ze vynésobime kazdy jej prvok ¢islom A. Teda

2.1, 2.(-2), 2.5, 2.0 2, —4, 10, 0
2A=|2.2, 2.3 2.(-1), 2.2 =14, 6 -2 4
2.1, 2.3, 2.(—4), 2.1 2, 6, —8, 2

b) KedZe matica A aj matica B st matice rovnakého typu, t.j. typu 3 x 4, ich sucet je

definovany, vysledkom je matica typu 3 x 4, a to:

142, —24(=3), 5+4, 040 3, =5, 9,0
A+B=|2+1 3+1, —14(-2), 2+2 | =13, 4, =3, 4
1+2, 340, —4 42, 1+1 3, 3, —2, 2

)

c) Pristipime priamo k vypoctu, ktory je kombinaciou predchadzajicich dvoch tloh.

3, -6, 15, 0 —4, 6, -8, 0

3A—2B=3A+(-2B)=(6, 9, -3, 6|+ (-2 -2 4 -4]|=
3, 9, —12, 3 —4, 0, —4, —2
_17
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Priklad 3.| Vypcitajme A.B a B. A a ukdzme, 7e A.B # B. A, ak
1, 2, 3 3, 1, -2
a)Az(‘;”f), BZ(%)’ b)A=(221], B=|2 -1, 1],
’ ’ 3,1, 2 2, 1, 1
1, 3
oa-(1d). (529
2 2 ) Y

Riesenie:

a) Nasobenie matic je o nieco zloZitejsie ako stucet, resp. sucin matice s redlnym ¢islom.
Matica A aj B st typu 2 x 2. Pocet stipcov matice A je ten isty ako pocet riadkov matice
B, stcin je definovany a vysledna matica bude typu 2 x 2. Ak oznac¢ime

AB=C= (011; C12)

Co1, C22

tak prvky ¢;;, i =1, 2, j =1, 2, podla definicie dostaneme tak, ze postupne vynasobime
prvky i-teho riadku matice A s prvkami j-teho stipca matice B. Potom

11 =3.242.7=20, 12 =3.442.1=14,
Co1=5.241.7=17, Cop=5.44+1.1=21,
teda
3, 2 2, 4\ (20, 14
A-B= (5, 1)'(7, 1) a (17, 21)'
Podobne, ak
dll d12
B.A=D-= ’
(d21a d22>,
tak
d11:23+45:26, d12:22+41:8,

2, 4 3,2\ (26, 8
B.A= (7, 1) ' (5, 1) - (26, 15)'
Z vysledku je zrejmé, ze A .B # B . A, ¢ize nasobenie matic nie je komutativne.

b) Stc¢iny A.B a B.A s definované, si to matice tretieho stupiia. Vypocet trochu
urychlime.

1, 2, 3 3, 1, =2
AB=1[221]|.(2 -1, 1|-=
3, 1, 2 2, 1, 1
1.3+2.2+3.2, 1.1+2.(-1)+3.1, 1.(-2)+2.1+3.1
=(2.3+2.2+1.2, 2.14+2.(-1)4+1.1, 2.(-2)+2.1+1.1 ] =
3.3+1.24+2.2, 3.1+1.(-1)+2.1, 3.(-2)+1.14+2.1
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3, 1, =2 1, 2, 3
B.A=[2 -1, 1 2, 2, 1
2, 1, 1 3,1, 2
3.1+41.2+(-2).3, 3.2+1.24(-2).1, 3.34+1.1+(-2).2
=[2.1+(-1).241.3, 2.2+ (-1).2+1.1, 2.34+(-1).1+1.2 | =
2.1+1.2+1.3, 2.2+1.2+1.1, 2.3+1.1+1.2
—~1, 6, 6
= 3, 3, 7
7,7, 9

Opit vidime, ze A.B # B . A.

c) Matica A je typu 3 x 2, matica B je typu 2 x 3. Obidva stéiny st definované, A .B je
Stvorcovéa matica tretieho stuptia, B. A je Stvorcovd matica druhého stupna. Kedze tieto
suciny nie st matice toho istého stupna, plati A.B # B.A. Vypocitajme vSak aj tieto
suciny.

1, 3 L9 3 1.143.2, 1.2+3.3, 1.3+3.1
AB=|1 4 (2’ ) 1): 1.144.2, 1.24+4.3, 1.3+4.1| =
2, 2 » S 2.1+2.2, 2.2+2.3, 2.3+2.1
7, 11, 6
=9, 14, 7],
6, 10, 8
1, 3
BaA_(L23 Ug| (11421432, 1.342.443.2) _ (9,17
“\23, 1)y, 24804102, 2.343.441.2) 7 \7, 20

1, 2,3 e, b c
Priklad 4.| Nech A = (4’ 5’ 6) aB = [d e f|. Vypocitajme siciny matic
) ) h k

)

s

Y

A B aB. A, ak st definované.

Riesenie: Matica A je typu 2 x 3 a matica B je typu 3 x 3. Pocet stipcov matice A je ten
isty ako pocet riadkov matice B, stcin je definovany a vysledna matica bude typu 2 x 3.
Potom

([ a+2d+3g, b+2e+3h, c+2f+3k
~ \4da+5d+6g, 4b+ 5e+ 6h, 4c+5f + 6k
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Na vypocet si¢inu matic sa da pouzit nasledujica pomocka:

a b c
d e f
g h k

a+2d+3g|b+2e+3h|c+2f+ 3k
4a + 5d + 6g|4b + 5e + 6h|4dc + 5f + 6k

123
456

Vsimnime si, Ze prvky matice A st napisané vlavo v tabulke po riadkoch, prvky matice
B st napisané v tabulke hore po stipcoch. Po vypoéitani siéinov prislichajtcich riadkov
a stipcov, dostaneme vyslednti maticu.

Stéin B . A nie je definovany, pretoZe matica B mé 3 stipce a matica A ma iba 2 riadky.

1.2 Systémy m linearnych rovnic s n neznamymi

Systémom m linedrnych rovnic s n nezndmymi rozumieme systém rovnic

anTy + apry + ...+ apT, = b
211 + Q92x9 + ... + A9,T, = b2

A1 T1 + QmoXa + ... + QynXn, = b

kde a;;, bjpret =1,2,...,m, j = 1,2,...,n st dané redlne ¢isla, 1, x2, ..., T, s nezname.
Cisla a;; nazgvame koeficienty a ¢isla b; absoltitne ¢leny systému m linedrnych rovnic s n
neznamymi.

Lubovolny systém linearnych rovnic mozeme riesit Gaussovou elimina¢nou metédou,
ktorej princip spociva v postupnom vylucovani neznadmych z rovnic. Pritom vyuzivame ek-
vivalentné upravy systému, t. j. Gpravy, ktoré nemenia mnozinu rieseni. Su to nasledujice
upravy:

Zmena poradia rovnic.

Vynasobenie rovnice ¢islom ¢ # 0.

Pric¢itanie nasobku jednej rovnice k inej rovnici.
Vynechanie rovnice, ktora je nasobkom inej rrovnice.

Po ekvivalentnych tpravach mozu nastat iba nasledujice pripady:
e systém nema rieSenie,

e systém ma jediné rieSenie,

e systém mé nekonecne vela rieseni.

KedZe zmeny sa tykaju iba koeficientov daného systému, staci ich urobit iba na rozsirenej
matici systému, t. j. na matici

aii, Giz, --. Qip, b1
az1, A21, ... A2y, b2
Am1ly Am2;y - - - Qmn, bm
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Potom tupravy, ktoré by sme robili s rovnicami, budeme robit s riadkami rozsirenej ma-
tice systému a upravime ju pomocou nich na trojuholnikovii maticu. Nakoniec zostavime
systém rovnic zodpovedajuci ziskanej trojuholnikovej matici, ktory je ekvivalentny s po-
vodnym systémom. Spétnou metédou (postupom od poslednej rovnice k prvej) uréime
hodnoty jednotlivych nezndmych. Postup je podrobne vysvetleny v nasledujucich prikla-
doch.

Poznamka: Kvoli prehladnosti vypoctu, budeme tpravy zapisovat a dohodneme sa na
nasledujicom znaceni (i-ty riadok matice budeme oznacovat r;):

i-ty riadok zamenime s j-tym riadkom: r; < 7,

-ty riadok vynasobime ¢islom ¢ # 0 a vysledok zapiseme do i-teho riadku: ¢.r; — 7y,
k néasobok i-tého riadku pricitame k j-tému riadku a vysledok zapiseme do j-tého
riadku: k.r; +7r; — rj.

Priklad 5.| Riesme systém troch rovnic o troch nezndmych:

T+ To— x3= 1 T, — 229 + 13 =—1
a) 1+ 2wy — x3=—1 b) 221 — zyt+a3= 1
1 — $2+2Q33: 0 $1+45L’2—.T3: 5

r1+ X9+ x3=2
C) —$1+3$2—Jf3:0
131+5ZE2+ZL’3:1

Riesenie:

a) Najskor priradme danému systému rozsirenti maticu systému a urobme také ekviva-
lentné tpravy matice, aby v prvom stipci okrem prvého riadku boli nuly — tym vyltcime
neznamu x; z druhého a tretieho riadku. Absolutne cleny oddelme od koeficientov sys-
tému.

1, 1, -1 1 1, 1, -1 1
1, 2, -1 1]-1 —Tr1+ Ty — 1o ~ 07 1, 0]-2
1, =1, 2| 0/ —ri+r3—rs 0, -2, 3|-1

Teraz vylGéime nezndmu z» z tretej rovnice, to znamena, 7e v druhom stlpci a trefom
riadku chceme mat 0.

17 ]-7 -1 1 1, 17 -1 1
0, 1, 0]-2 ~l0 1, 0]-2
0, =2, 3|=1/ 2ry+rs— 1y 0,0, 3|5

Posledna matica, ktort sme dostali je trojuholnikova matica, evivalentna s povodnou,
a tejto matici prislicha ekvivalentny systém s pévodnym systémom. Napisme ho.

r1+xr9— 3= 1
i) =-2
3373 =-5
) ) 5 . .. .
Z poslednej rovnice dostaneme x3 = —— a z druhej rovnice je zrejmé, ze v, = —2. Ak

dosadime vypocitané hodnoty do prvej rovnice, tak:
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5 5 4
$1+(—2)_<_§): = $1:1+2—§:§-

4 5
Dany systém ma jediné rieSenie (x;, xq, x3) = (5’ —2, _g) .

b) Pri rieseni tohto systému aj dalsich uz budeme postupovat rychlejsie. Priradime sys-
tému rozsirent maticu, ktortt budeme postupne upravovat na trojuholnikovy tvar a upra-
venej matici spatne priradime ekvivalentny systém rovnic.

1, =2, 1]-1 1, =2, 1]-1 - -
27 _17 1 1 _27"1 _|_ ’]"2 — 7"2 ~ 07 37 —1 3 ~ (17 27 _1 ‘ 1) .
1, 4, —1 5) —ry+1r3 —1rs O, 67 —2 6

Pri poslednej tprave sme vynechali treti riadok, pretoze bol dvojnasobkom druhého
riadku. Ekvivalentny systém je

331—2£E2+{E3:—1
333'2—33'3: 3

KedZe mame dve rovnice a tri nezndme, jednu nezndmu si musime volit a zvys$né dve
nezname vyjadrime pomocou nej. Zvolena neznama bude tzv. parameter. Najvyhodnejsie
je za parameter volit si jednu neznamu, ktora sa nachadza v poslednej rovnici a t druht
si vyjadrit pomocou nej. Z tretej rovnice sa jednoduch$ie vyjadri nezndma w3, takze za
parameter zvolime xy = ¢, t € R. Po dosadeni do druhej rovnice dostaneme

3gt—x3=23 = r3 = 3t — 3.
Dosadme teraz do prvej rovnice, potom
r1—2t+3t—3=-—1 = r1=2—1t.
Systém ma teda nekonec¢ne vela rieSeni, ktoré sa daju zapisat v tvare
(1, ®g, x3) = (2—1t, t, 3t —3) kde teR.
Ak polozime napriklad parameter ¢ = 5 dostaneme konkrétne rieSenie

(21, 9, x3) = (=3, 5, 12).

c¢) Priradme danému systému rozsirent maticu systému a urobme prislusné ekvivalentné
upravy.

1,1, 12 1,1, 1] 2
~1,3 =10 rm4+rm—rm ~10 40| 2 ~
1, 5, 11 —r1+71r3 —7T3 0, 4, 0-—1 —T9 + 13 — T3
1,1, 1| 2
~10 4 0] 2
0, 0, 0-3
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Prislachajuci ekvivalentny systém ma tvar

T1+ X9+ x3= 2
41]2 =

|
B

0=-3
Kedze 0 # —3 dany systém nemé rieSenie.

Pri rieseni systémov troch rovnic o troch nezndmych sme ukézali princip riesenia Gausso-
vou eliminacnou metddou. Podobne sa riesia aj systémy rovnic pre fubovolny pocet rovnic
a neznamych.

Priklad 6.| Riesme systém rovnic

1‘1—{—21'2— 1‘3—21'4:—2
2$1+ To+ T3+ T4= 8
T1— XTog— T3+ Ty= 1
$1+2]}2+2LL’3— Ty = 4

Riesenie: Mame riesit systém Styroch rovnic o $tyroch neznéamych. Tento systém moze
mat prave jedno rieSenie, nekonecne vela alebo Ziadne. Priradme systému rozsirentt maticu
a urobme ekvivalentné upravy.

1, 2, -1, —2]-2
27 ]_, 1, 1 8 —27“1 + 1o — 719
1, —1, —17 1 1 —ry+1r3 — 13
1, 2, 2, -1 4 —Tr1+Try — Ty
1, 2, -1, —2|-2
0, =3, 3, 5|12
0, =3, 0, 3| 3| —rotrz—rs
00 0, 3 1| 6
1, 2, -1, —2]-2 1, 2, -1, —2]-2
0, =3, 3, 5|12 0, =3, 3, 5|12
0, 0, =3, =2 |-9 0, 0, =3, =2 |-9
0, 0, 3, 1| 6/ rstry—r, 0, 0, 0, —1|-3
Dostali sme ekvivalentny systém
T + 2&32 — T3 — 21}42—2

—3.1‘2 + 3ZL’3 + 51‘4 = 12
—3ZL'3 - 2ZE4 =-9
—Ty4 = -3

Je zrejmé, ze x4 = 3. Dosadenim za x4 do tretej rovnice dostaneme

—3r3—2.3=-9 = 3r3 =3 = r3 = 1.
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Ak do druhej rovnice dosadime vypocitané hodnoty, tak
—3r34+3.1+5.3=12 = 3xy =106 = Ty = 2.
Nakoniec dosadme do prvej rovnice a vypocitajme x;.
r1+2.2—-1-2.3=-2 = xy = 1.
Dany systém ma jediné riesenie, a to usporiadand stvoricu

(351, T2, X3, 5134) = (1, 2, 1, 3)-

Priklad 7.| Riesme systém rovnic

ZE1+ZE2+3I’3+ Ty = 5

2r1 — oy — Ta=-2
31’1-.7724‘ 1'3—2.1’4:—3
T + T3+ T4= 3

Potom najdime také rieSenie (z1, 3, x3, x4), pre ktoré plati zo = x4 (ak existuje).

Riesenie: Systém Styroch rovnic o Styroch neznédmych moéZze mat préave jedno rieSenie,
nekonecne vela alebo Ziadne rieSenie. Priradme systému rozsirenti maticu a urobme ekvi-

valentné tpravy.

1, , 3, 1| b
2, —1, 0, -1 -2 —27“1—|—’l“2—>’l“2
3, =1, 1, =2 | =3 | =3r1+173 — 13
1, 0,1, 1 3) —ri+rs—1y
1, 1, 3, 1 5
N 0, -3, =6, =3 |—12 —%r2—>r2 N
0, —4, =8, =5 |—18
0, -1, =2, 0| =2
1, 1, 3, 1 5
0, 1, 2, 1 4
~ 0, —4, -8, —5 |—18 | dry+1r3 —1rs
0, =1, =2, 0| =2/ ro4+r4—14
L1381 1,1, 3, 1|5
0, 1,2, 1| 4
~ ~ 0, 1, 2, 114
0, 0, 0, =1 |—-2 0.0 0 112
0, 0,0 1| 2 o
V poslednej Giprave sme vynechali treti riadok, pretoze r3 = —r,. Priradme k matici, ktora

sme dostali, ekvivalentny systém rovnic

$1+ZE2+3$3+ZE4:5
[E2+2ZE3+ZE4:4
274:2
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Tento systém mé tri rovnice a Styri nezname, teda méa nekonecne vela rieSeni. Je zrejmé,
7ze r4 = 2 a jednu nezndmu musime volit za parameter. Zvolme teda 23 = t, t € R
Dosadenim za x4 a x3 do druhej rovnice dostaneme

To+204+2=4 = Tg =2 — 2t.
Nakoniec dosadme do prvej rovnice a vypocitajme x;.
v+ 2-2t)+3t+2=5 = ry=1-—t.
Vsetky riesenia daného systému potom maja tvar
(x1, @, w3, x4)=(1—t, 2—2t, t, 2), t € R.
Ak za t dosadime konkrétne ¢islo, napriklad ¢ = 2, dostaneme jedno rieSenie systému

(xla X2, X3, $4) = (_17 _27 2a 2)

Vyriesme druht ¢ast dlohy. Z mnozZiny rieSeni mame vybraf také rieSenie, pre ktoré plati
To = T4, to znamena, ze
2—-2t=2 = t=0.

Hladané riesenia dostaneme tak, Ze polozime t = 0, t. j. (z1, x2, x3, z4) = (1, 2, 0, 2).

Priklad 8.| RieSme systém rovnic

171+2ZL'2— 173—21'4:—2
21’1 + T2+ X3+ T4= 8
X1 — XTog— T3+ Ty4= 1

.T1+2.CL’2+2.T3— Ty = 4
I‘1+21’2— $3+21’4: 0
Riesenie: Mame systém piatich rovnic o Styroch neznamych. Tento systém méze mat préve

jedno rieSenie, nekonec¢ne vela alebo Ziadne rieSenie. Priradme systému rozsirent maticu
a urobme ekvivalentné upravy.

1, 2, -1, =2 -2
2, 1, 1, 1| 8| —2ri+ry,—r1ry
1, -1, -1, 1 1| —ri4+r3—rs ~
1, 2, 2, -1 4| —r1+1ryg — 14
1, 2, —1, 2 0 —ry+7r5 — 7T
1, 2, -1, =2 -2
0, -3, 3, 5|12
~ 0, =3, 0, 3| 3| —-ro+r3g—rg ~
0, 0, 3, 1 6
0, 0, 0, 4| 2
1, 2, -1, =2 -2
0, -3, 3, 5112
~ 0, 0, -3, —2|-9 ~
0, 0 3, 1 6| r3+14 — 1y
0, 0, O, 2
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1, 2, -1, =2 -2 1, 2, -1, =2 | =2
0, -3, 3, 51|12 0, =3, 3, 5 12
~ 0, 0, =3, —2|-9 ~ 0, 0, =3, =2 | —9
0, 0, 0, —1]|-3 0, 0, 0, —-1| =3
0, 0, 0, 4| 2/ 4dra+1r5— 15 0o, 0, 0, 0]-10

Priradme trojuholnikovej matici, ktorti sme dostali, systém rovnic

r] + 21‘2 — I3 — 2554 = -2
—3x5 + 3x3 + 5y = 12

— 3513'3 + 2.%4 = -9

— T4 = -3

0=-10

ktory je ekvivalentny s povodnym systémom. Kedze 0 # —10, tento systém nemaé rieSenie,
a teda ani povodny systém nema riesenie.

Priklad 9.| Riesme systém rovnic

$1+2$2—3l’3+l‘4:0
—r1+ To— x3+w34=0
2$1+3l‘2—4$3—|—$4:0

Riesenie: Mame homogénny systém troch rovnic o Styroch neznamych, ktory mé neko-
necne vela rieSeni, pretoze mame menej rovnic, ako je nezndmych. Pripad, Ze systém
nemé rieSenie nemdze nastat, lebo kazdy homogénny systém maé rieSenie, a to trividlne
(21, T2, w3, x4) = (0, 0, 0, 0). Pri rieSeni systému nemusime opisovat pravia stranu, pre-
toze ta sa nebude menit. NapiSme teda maticu systému a pomocou ekvivalentnych tprav
ho vyriesme.

1, 2, =3, 1 1, 2, -3, 1
-1, 1, =1, 1 | ri+res—r9 ~ 0, 3, =4, 2| roery ~
2,3, —4, 1) —2r1+r3—r3 0, -1, 2, -1
1, 2, -3, 1 1, 2, -3, 1
~ 0, -1, 2, —1 ~ 0, -1, 2, —1
O, 37 —4, 2 3T2+T3—>T’3 O, 07 2, -1

Priradme matici, ktort sme dostali, ekvivalentny systém rovnic

r, + 22L‘2—3I3+.I’4:O
—T9+ 223 —x4=0
2%3—1'4:0

Jednu nezndmu si musime zvolit za parameter. Z poslednej rovnice sa jednoduchsie vyjadri
x4, polozme teda x3 = t, t € R. Potom x4 = 2t a po dosadeni do druhej rovnice dostavame

—x9+2t—2t=0 = zo = 0.
Ak dosadime do prvej rovnice za nezname x,, To, T3, dostaneme
r1+2.0-3t+2t=0 = r; =t.
Takze vSetky rieSenia daného homogénneho systému sa daju vyjadrit v tvare

(Ih T2, T3, 1’4) = (t, 0, t, 2t)7 teR.
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1.3 Determinanty

Ak v linedrnom systéme sa pocet rovnic rovna poctu neznamych, za istého predpokladu
ho moZeme riesit aj inou metédou ako Gaussovou elimina¢nou metédou, a to Cramero-
vym pravidlom. K tomu si musime najskor zaviest pojem determinantu. Kazdej Stvorcovej
matici A vieme priradit ¢islo, ktoré nazyvame determinant a oznacujeme |A|. Definicia
determinantu Stvorcovej matice je uvedna v literattre [5], [7]. V tejto Casti kapitoly bu-
deme pracovat iba s determinantami matic druhého a tretieho stupiia.

Nech A = (au, a12), potom determinant matice A je ¢islo |A|, ktoré je definované

21, A22
a1, A12
‘A| = = a11-Q22 — A12.Q21
21, A22
11, A12, A13
Ak A = | as1, as, ass |, tak determinant matice A je ¢islo, na vypocet ktorého pouzijeme

asi, asz, a3s
Sarrusovo pravidlo. Pod determinat opiSeme znova prvé dva riadky matice a utvorime

suciny po troch prvkoch v smere hlavnej a vedlajSej diagonaly matice A, pritom suciny
v smere vedlajSej diagonaly eSte vynasobime ¢islom —1. Potom tieto stciny séitame.

N+ -/
aii, @12, 13
’A’ = | G21, Q22, A23 | =
a31, A32, a33

11, A12, A13
21, A22, A23

= Q11- G22. G33 + A21. G32. A13 + G31. A12. A23 — A13. A22. G31 — G23. G32. A11 — A33. A12. G21.

Priklad 10.| Vypocitajme determinanty:

2, 4 -1, =3 a+1, a cosx, sinx
a)‘—1,2" b)‘—S, 2" °) a, a—1|’ )‘—sinx, cosx |’
Riesenie:

a)
2, 4| _
‘_17 2‘—2.2—4.(—1)—8
b)
-1, =3| _
’_57 2‘—( 1).2—(=3).(=5) = —17
c)
a+1, a

=(a+1).(a—1)—a.a=a*—-1—-a*=—1.

a, a—1
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d)

cosz, sinx| : : R Lo
=cosx.cosz —sinz. (—sinx) = cos” x +sin“ z = 1.

—sinx, cosz

Priklad 11.| Vypocitajme determinanty:

1, -1, 2 2,0, 2 1+4, 0, 1
a)| 0, —2, 3], b) [1, 2, 3], c) i, 1, 0],
-1, 1,1 0, 1, —2 1, —i, i—1

Y Y

kde 7 je komplexna jednotka.

Riesenze:
a)
1, -1, 2
0, -2, 3| =1.(=2).140.1.24(=1).(=1).3-2.(=2) . (~1)—3.1.1-1.(=1).0 = —6.
1, 1,1
b)
2.0, 2
1,2, 3/=2.2.(-2+0.3.0+2.1.1-2.2.0-3.1.2—(~2).0.1= —12.
0, 1, —2
c) Pri vypocte vyuZijeme znamy fakt, ze i = —1.
1+i, 0, 1
i, 1, 0=+ 1.(—1)+i.(—).1+1.0.0—1.1.1—0.(—i).(1+i)—
1, —i, i—1

—(i—1).0i=i*-1-i*—1=-2.

Priklad 12.| Zistime, pre aké x plati

v 1 . 2, 1, 0
a) 2717—1—3 =0, b) |z, x+2, 1| =0.
! 1, -1, 2

Riesenie: 'V obidvoch pripadoch potrebujeme najskdr vypocitat determinant a potom
vyraz, ktory dostaneme, polozime rovny nule. Dana tloha sa tak zredukuje na vyrieSenie
rovnice s neznamou x.

a) Kedze

x—1, T

o z43 :(:L'—1).([E+3)—2$:$2—|—2$—3—21’:ZL‘2—3,
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determinant sa bude rovnat nule prave vtedy, ak 22 — 3 = 0. Je to kvadraticka rovnica,
ktoré je splnend pre dve redlne ¢sla z1 = /3 a o = —/3.

b) Opit vypocitajme determinant

2, 1,0
z, r+2, 1|=2.(2+42).242.(-1).0+1.1.1-0.(z+2).1—-1.(-1).2—2.1.2 =
1, -1, 2

=4dr+8+1+4+2—2x=2x+11.

a ziskany vyraz polozme rovny nule, t. j.
11
5

. . o 11
Determinant sa rovna nule pre jediné realne ¢islo x = — 5

20 +11=0 & T =

CRAMEROVO PRAVIDLO PRE SYSTEM DVOCH ROVNIC O DVOCH NEZNAMYCH

11, Q12
a21, A22

Nech D = # 0. Potom systém rovnic

1171 + a12T2 = by
A91T1 + A92T9 = by

1 2) — D’ D )

Dy =

ma jediné riesenie, a to

kde

aii, by
as1, by

CRAMEROVO PRAVIDLO PRE SYSTEM TROCH ROVNIC O TROCH NEZNAMYCH

11, A12, A13
Nech D = [asg1, asg, ass | # 0. Potom systém rovnic

asy, azz, a33

a1171 + a12T2 + ay3rs = by
A2171 + A22T2 + ag3T3 = by
az1x1 + azaTo + aszxrs = bs

ma jediné riesenie, a to
( ) D1 Dy D3
1, To, T3) = —, =, —
b D> D’ D)’
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kde
b1, aia, ai3 ai, by, ais aii, a2, by
Dy = | by, ag, ass |, Dy = | ag1, by, ass a  Ds=|ag, az, by|.
b3, asz, ass asy, bz, ass as1, azz, bs

Priklad 13.| RieSme dany systém, ak sa da, Cramerovym pravidlom.

3r1 + 229 =2 1 — 315 =0 3$1+2I2= 2

a) 2r1 — 519 =3 b) 3r1 +4x9=0 c) —2x; — §x2 =—-2

Riesenze:
a) Vypocitajme determinant

3, 2

21

D = '2’ _5‘ =—-15—-4=-19.
Kedze D # 0, systém ma jediné rieSenie. Aby sme ho nasli, potrebujeme vy¢islit determi-
naty Dy a Ds.
2, 2| _ 132 g 4
Dl—‘g’ _5‘——10—6——16 a Dg—‘273‘—9 4 =05.

Riesenim je usporiadana dvojica
ooy (26 5\ (185
P19 —19) 190 19/

b) Pretoze
1, -3

D:’& 4‘:4+9:137A0
a
0, -3| _ 1, 0]
Dy = 0, 4‘_0’ Dy = 3,0‘_0’

rieSenim daného homogénneho systému je usporiadana dvojica

o1 2= (35 33) = 0.0,

teda systém ma iba trivialne riesenie.

c) Hodnota determinatu

' 3, 2

D: 4 g

-2, —= 0,
3

a preto dany systém sa neda riesit Cramerovym pravidlom.



22 1 Vybrané kapitoly z linearnej algebry

Priklad 14.| Riesme dany systém, ak sa da, Cramerovym pravidlom.

201+ X9 — 13 =2 T1+ x0— 23=0 T+ X9 —T3=2
a) —xp + 219 =0 b) 1 + 215 — 23=0 c) x1+2x9 —x3=0

.1’1+2ZL’2—LC3:1 1 — I2+2$3:0 .’1}1+4$2—$3:4
Riesenie:

a) Vypocitajme

2, 1, -1
D=|-1 2, 0|=—-4424+04+2-0—-1=-1+#0.
1, 2, —1
RieSenie systému mozeme najst pomocou Cramerovho pravidla.
2,1, -1
D;=10,2 0/l=—44+04+04+2-0-0=-2,
1, 2, -1
2, 2, —1
Dy =1]-1, 0, =0+1+0-0-0—-2= -1,
1, 1, -1
2,1, 2
Dy=|-1,2,0/=4—-440—-4—-0+1=-3.
1, 2, 1

-2 -1 -3
(w1, 22, 23) = (_—1, - _—1) =(2, 1, 3).

b) Kedze
1, 1, -1
D=|-1 2 —-1|=4-1-142-142=5#0,
1, -1, 2
systém sa dé riesit Cramerovym pravidlom.
0, 1, —1 1, 0, —1 1, 1,0
Dy =10, 2, —1|=0, Dy |—1, 0, —1| =0, Ds;=|-1, 2, 0[=0,
0, -1, 2 1, 0, 2 1, -1, 0

teda riesenim je trojica
0 00
(71, @2, 73) = (g, 5’ 5) = (0, 0, 0).

c) Vzhladom na to, ze

, —1

L 1|=—2-4-1+244+1=0,
1

Y

D —

Y

— =
=N

Y Y

systém sa ned4 riesit Cramerovym pravidlom.
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1.4 Cvicenia

1, 9, =2 -1, —4, 3
1. NechA=12, 3 0] a B= 2, 1, 0 ]. Vypocitajte:
1,1, 1 3, 1, =2
a) —A, b) A + B, c) 2A + 3B.
2 1, 1, 2 .y - o
2. Nech A = 4] 2 B = 0.2 1) Vypocitajte, ak existuje A.B a B. A.
1, 0, 1 0, -1, 1
3. Nech A = 2,3, 1| aB= 1, 1, 2 ]. Vypocitajte, ak existuje A.BaB.A.
-2, 2, 2 -1, 2,2
Plati A.B=B.A?
4. Rieste systém rovnic:
[I§'1—|—2£L'2— $3:1 x|+ $2+2{E3: 4
a) 2z, + 3zy + 23=2 b) 21 — 215+ z3= 0
1+ 319 — 203 =1 T1 — DXy =—4
2ZL’1— To + x3:O .Z‘1+2132— I3 = 1
C) CL’1+2ZL‘2—21’3:O d) 2[E1+3(L’2+ I3 = 2
31}1—|— T — 173:0 xr1 + £L‘2+2I3:—1
l'1+2l'2+2l'3— Ty = 2
. , , T1+ 319 — 23+ x4=-8
5. Rieste systém rovnic %1 + 1y — 3y _ ¢

—2371 + 2.’,172 + 2.]73 + 2(134 =4
Potom najdite také rieSenie (z1, =3, 3, x4), pre ktoré plati z; + x4 = 0 (ak existuje).
6. Vypocitajte determinanty:

3, 2 L, 0,1 I, 1,1
a) ‘_ b) |3 10 c)| 2, 3, 1|, d) -1, 1, 2
2’ -2, 2, 2 3, 1, 0

7. Pomocou Cramerovho pravidla, ak sa da, rieste systémy rovnic v Priklade 4.

VYSLEDKY:
-1, =9, 2 0, 5, 1 -1, 6, 5
l.a) | =2, =3, 0 , b) | 4,4, 0], c) 10, 9, 0
-1, -1, — 4, 2, —1 11, 5, —4
: 5, 4
2. A.B= < 3 4> Sucin B. A nie je definovany.
-1, 1, 3 -4, -1, 1
3. A.B= 2, 3, 10 B.A=|-1, 7,6|, A.B#B.A.
0, 8 6 -1, 10, 5
8§—5t 4—1t
4. a) (.931,.1'2,373 = ( 7070 b) (.Tl,l'g,l'g) = <Ta Tat> y t e R7
c) (x1,29,23) = (0,%,1), t € R, d) systém nema rieSenie.
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2 2
r1t+rs=0 & (‘le X9, T3, IL‘4) = (1, —2,2, —1)
6.a)3, b)0, «c)14, d)O0.
7. a) (z1,x9,23) = (1,0,0), b), c), d)systém sa neda sa riesit Cramerovym pravidlom,
D =0.

) )
o. ($1,5B2,ZE3,$4) = <2t+2,———t,-+t,2t> t e R,
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Realna funkcia realnej premennej

Nech M € R, M # (. Predpis f, ktory kazdému x € M priradi prave jedno y € R
sa nazyva realna funkcia realnej premennej (kratko funkcia). Mnozinu M nazjvame
defini¢ny obor funkcie f a oznacujeme D(f). Cislo y nazyvame hodnotou funkcie f
v Cisle  a piSeme y = f(z). Mnozinu H(f) = {y € R;3x € D(f),y = f(x)} nazyvame
obor hodnét funkcie f.

Ak definiény obor funkcie nie je uréeny a funkcia je uréend iba predpisom y = f(x), tak
uvazujeme prirodzeny defini¢ny obor tejto funkcie, t. j. mnozinu vSetkych realnych ¢isel,
pre ktoré ma dany vyraz f(z) zmysel.

Priklad 1. | Ur¢ime definiény obor funkcie f : y = v/4 — 22 anédjdime f(0), f(—1), f(3),
f(_a>a f($2)

Riesenie: Definicnym oborom funkcie f je mnozina tych realnych c¢isel, pre ktoré ma
vyraz V4 — x2 zmysel. KedZe odmocnit vieme iba nezaporné ¢isla, tak

D(f)={x € R; 4—2* > 0}.
Takze tloha najst D(f) je ekvivalentna s vyrieSenim nerovnice

4—2*>0 & 2? <4 & 2] <2 & r € (=2, 2)

D(f) = (-2, 2).
0 € D(f) atiez aj —1 € D(f), ma zmysel pocitat hodnoty funkcie v tychto bodoch.
fO)=Vi-02=V4=2 a f(-1)=\/A4-(-12=V4-1=V3.

3 ¢ D(f), teda f(3) neexistuje. Ak by sme dosadili ¢islo 3 do predpisu, dostaneme pod
odmocninou zaporné ¢islo.
Aby sme mohli vypocitat f(—a), tak

—a€D(f)=(-2,2) & -2<-a<2 & 2>a>-2 &

& ae (-2 2) =D(f).
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Teda pre a € D(f) ma zmysel f(—a) a
flma) = VA= (ma) = VI-
Podobne ako v predchadzajicom pripade aj teraz musi platit
?eD(f)=(-2,2) & -2<2’<2 & 0<22<2 o 0<|z|<V2 <
& T e <—\/§, \/§>
Pre takto zvolené x ma zmysel vyraz

fa?) = VA= (@) = Vi—at.

2 _
Priklad 2. Uréime definiény obor funkcie f : y = t-3

1 —log(4 —2x)
Riesenie: Priurcovani defini¢ného oboru je potrebné si uvedomit, ze logaritmické funkcia
je definovand iba pre kladné ¢isla a v menovateli zlomku nemdoze byt 0, teda

D(f)={x€R; 4—22>0 AN1—log(4— 2x) # 0}.

Kedze
4—2x >0 & <0

l1—-log(4d—22)#0 < logd—22)#¢1 & 4-2x#10 & z# -3,

tak
D(f) = (=00, 0) = {=3} = (—00 = 3) U (-3,0).

Priklad 3.| Urc¢ime defini¢ny obor funkcie f :y = o8t

0,5 —sinx’

Riesenie: Funkcie sin x a cos x st zdkladné elementarne funkcie a su definované pre vsetky
realne Cisla. Menovatel zlomku sa vSak nesmie rovnat nule, a preto

D(f)={z € R; 0,5 —sinz # 0}.

1 5
0.5—sinz£0 & szt x;«é%Jerw,kEZ A w2k ke Z.

Potom 5
D(f) ={x € R; :B?ég—l-Qk‘?T A 3:7&6%—1—21437?, ke Z}.

Pozndamka: V skriptéch [9] st podrobne popisané jednotlivé typy elementérnych funkcii
a ich vlastnosti, ilustrované riesenymi prikladmi. V tychto skriptach sa budeme podrob-
nejSie venovat len cyklometrickym funkcidm, ktoré su tiez zakladnymi elementarnymi
funkciami, a s ktorymi sa Studenti na strednej skole nestretli.
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2.1 Cyklometrické funkcie

, . .. . ™ T , . .
Inverznt funkciu k funkcii y =sinz, x € 33 nazyvame arkussinus a oznacujeme
Yy = arcsin .

Pre funkciu f : y = arcsinz plati: D(f) = (-1, 1), H(f) = <—g, g>, je rastuca
a neparna.
arcsina = b & a = sinb a€ (-1, 1), be <—g, g>

Inverznt funkciu k funkcii y = cosz, z € (0, 7) nazyvame arkuskosinus a oznacujeme

Y = arccos .
Pre funkciu f : y = arccosx plati: D(f) = (=1, 1), H(f) = (0, 7), je klesajuca.

arccosa = b & a=cosb ae (-1, 1), be (0, ).

™ T

Inverzntu funkciu k funkcii y =tgx, = € (—5, 5) nazyvame arkustangens a oznacu-

jeme y = arctgz.
Pre funkciu f : y = arctgx plati: D(f) = R, H(f) = <

T T

——, — |, je rasttica a neparna.
27 2)’

arctga = b & a=tgh a€ R, be(—g, g)
Inverzna funkciu k funkcii y = cotgx, z € (0, 7) nazyvame arkuskotangens a ozna-

¢ujeme y = arccotg .
Pre funkciu f : y = arccotg x plati: D(f) = R, H(f) = (0, 7), je klesajuca.

arccotga = b & b = cotga a € R, be (0, m).

Priklad 4.| Vypocitajme:

: . V2 , 1

a) arcsin 1, arcsin —, arcsin | —= | ,
2 2

b) arccos0, arccos -, arccos(—1),

c) arctg0, arctg 1, arctg (—v/3),
V3

d) arccotg 1, arccotg 3 arccotg (—1).

Riesenie:

a)

. T LT .
arcsinl = > lebo sin 5 = 1, arcsin

oS

N

of%

, lebo sin = —
4
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. 1_7r leb ,<7r>_1
arcsin 5) = "% ebo sin 6)= o

b)

T T V3 oow T V3
arccos ( 5 ebo cos 5 0, arccos 5 5’ ebo cos 5 5
arccos(—1) =m, lebo cosm = —1.

)

arctg0 =0, lebo tg0 =0, arctg 1l = %, lebo tg% =1,

arctg(—/3) = —g, lebo tg (—g) = —V/3.

d)

1
arccotg 1 = Z, lebo cotg T 1, arccotg — = T lebo cotgg =

1
4 \/g 37 ﬁ?

3 3
arctg(—1) = Zﬂ’ lebo cotg Zﬂ =—1.

-3
Priklad 5.| Urcime defini¢ny obor funkcie f : y = arccos z 5

Riesenie: Funkcia arkuskosinus je definovand na intervale (—1, 1), preto

r—3

D)= {we Ry —1< 55

<1}

Aby sme zistili D(f) musime vyriesit sistavu nerovnic.

r—3
2

—-1< <1 & —2<x—-3<2 & 1<z <5

Take
D(f) = (L, 5).

1
Priklad 6.| Urc¢ime definicny obor funkcie f : y = 2 arctg PR
x

Riesenie: Funkcia arkustangens je definovana na mnozine vSetkych realnych c¢isel. Argu-
ment ma vsak premenni v menovateli, preto

D(f)y={z€eR; 2+1#0} =R—{-1} = (—o0, —1) U (-1, 0).
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Priklad 7.| Uréime definiény obor a obor hodnot funkcie f : y = 1 + 2arcsin(z — 2).

UkéZme, Ze je rydzomonoténna a ndjdime k nej inverzni funkciu f~!. Nakreslime grafy

funkcii f a f~1.

Riesenie: Aby funkcia bola definovana, tak argument musi byt z intervalu (—1, 1). Teda
D(f)y={z€eR; -1<x—2<1}.
~1<2-2<1 & 1<z<3 = D(f)=(1,3).
Nech teraz x;, xo € D(f) a 1 < x9, t. ].
1< <2y <3 = 1<z —2<2xy—2<1.
Vyuzijeme fakt, ze funkcia arkussinus na intervale (—1, 1) rastie a dostavame
arcsin(z; — 2) < arcsin(zg — 2) = 2arcsin(z; — 2) < 2arcsin(zy — 2) =

= 1+ 2arcsin(z; — 2) < 1+ 2arcsin(zy — 2).

Takze
Va1, 9 € D(f), ©1 < 9 = f(z1) < f(xa),

¢o znamena, ze funkcia f je rastiica na svojom definicnom obore, teda je jednojednoznacné
a existuje k nej inverzna funkcia f~'' s D(f~!) = H(f). Potrebujeme teda este ur¢it obor
hodnoét H(f). Najmensia hodnota funkcie je f(1) = 1 + 2arcsin(—1) = 1 — 7, najvicsia
hodnota je f(3) = 1+ 2arcsinl = 1 + 7. Z vlastnosti funkcie f sa d4 dokdzat (pozri
podkapitolu 4.2 Spojitost funkcie), ze

H(F) = (1=, 14 7).
Takze defini¢ny obor inverznej funkcie

D(f )=H(f)=(1-m1+m) a H(f)=D(f)=(L3)

Predpis pre funkciu f~! najdeme tak, Ze formalne zamenime v predpise pre funkciu f x
za y a vyjadrime z rovnosti y. Potom

—1
x=1+2arcsin(y —2) = x—1=2arcsin(y—2) = ‘

= arcsin(y —2) =

= yYy=2+sin

x
= y—2=sin
Predpis pre inverznu funkciu je

-1
f_lzy:2—|—sinx2 .

Grafy funkcii f a f~! st na obrdzku (obr. 2.1). Vimnime si, Ze grafy funkcii f a f~! st
stmerné podla priamky y = z (osi 1. a 3. kvadrantu).
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7 lon y=f(x)
Obr. 2.1

Priklad 8. | Ur¢ime definiény obor a obor hodnét funkcie f : y = arccos(3—2x). Ukazme,

7e je rydzomonoténna a nijdime k nej inverznt funkciu f~!. Nakreslime grafy funkcii f

a f L.
Riesenie: Aby funkcia bola definovana, tak argument musi byt z intervalu (—1, 1). Teda
D(f)y={reR; -1<3-22<1}.
—1<3-2r<1 & —A4<-2r<-2 & 2>zx>1 = D(f)=(1,2).
Nech teraz 1, xs € D(f) a 1 < x9, t. ].
1< <1,<2 & 22 201> -20,>-4 & 1>3—2x;>3—2xy>—1.
Funkcia arkuskosinus na intervale (—1, 1) je klesajtca, a preto
arccos(3 — 2z1) < arccos(3 — 2x3).

Takze
\V/ZL’1, ) GD(f), 1 < T2 = f('rl) <f<l’2),

¢o znamenad, ze funkcia je rastiica na svojom definicnom obore, teda je jednojednoznacna
a existuje k nej inverzna funkcia f~!. Aby sme uréili D(f~!), potrebujeme uréit obor hod-
not funkcie f. Kedze [ je rasttica, tak najmensia hodnota funkcie je
f(1) = arccos1 = 0, najvicsia hodnota, ktort nadobuda je f(2) = arccos(—1) = 7.
Z vlastnosti funkcie f sa dd dokazaf, ze obor hodnét je H(f) = (0, m) . Potom

D(f)=H(f)=(0, = a H(f)=D(f)=(L 2)

Predpis pre funkciu f~! nijdeme tak, Ze forméalne zamenime v predpise pre funkciu f x
za y a vyjadrime z neho y pomocou x.

3 —coszx

xr =arccos(3 —2y) = 3—-2y=cosx = Y= 5
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Predpis pre inverznua funkciu je

Obr. 2.2

Priklad 9.| Ur¢ime definiény obor a obor hodnét funkcie f : y = 1 — arctg(zx + 1).

Ukazme, Ze je rydzomonoténna a najdime k nej inverzni funkciu f~!. Nakreslime grafy

funkcii f a f~1.

Riesenie: Funkcia arkustangens je definovana pre kazdé reélne ¢islo z, teda D(f) = R.
Tom

Pretoze obor hodnot funkcie arkustangens je (— > 5), z vlastnosti funkcie f vyplyva,

Ze jej obor hodnot je H(f) = (1 — g, 1+ g) .
Nech teraz x1, x5 € D(f) a x1 < z3. Potom 27 + 1 < x5 + 1. KedZe funkcia arkustangens

je na R rastuca, dostaneme
arctg(r; + 1) < arctg(zg +1) = —arctg(x; +1) > —arctg(axs +1) =
= 1 —arctg(x; +1) > 1 — arctg(as + 1).

Takze
v.fCl, To € l)(f)7 1 < Tg = f(.fCl) > f(l'g),

¢o znamena, ze funkcia je klesajiica na svojom definicnom obore, teda je jednojednoznac¢na
a existuje k nej inverznd funkcia f~!. Jej defini¢ny obor

DU =H(H=(1-3.1+F) a HF)=D()=R

N4jdime predpis pre funkciu f~!:
r=1—arctgly+1) = arctgly+1l)=1—-2 = y+l=tgl—2) =
= y=—-1+tg(l—2x)
Predpis pre inverzna funkciu je
fiy=1+tg(l—2).
Grafy funkcii f a f~! st na obrazku (obr. 2.3).
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yﬂ
1+% ///
y=f(x)
‘l L
- 1+ -
! x
-
Obr. 2.3
2.2 Cvicenia
1. Urcte defini¢ny obor funkcie:
1 1—=x
a) fr)=—————, b r)=ln——, c x) = v/sinzx.
) f@) =~ ) fla) =In b, ©) f(a) = Ve

2. Urcte defini¢ny obor funkcie:

a) f(x) = arcsin(2x + 3) , b) f(xz) =1+ arccotg 4/ ;27:_12

3. Najdite x, pre ktoré plati:
i m 2T s s
a) arcsinx = T b) arccosx = 3 c) arctgr = — 3 d) arccotgx = 5
4. Uréte D(f) a H(f) a zistite, ¢i existuje inverznd funkcia f~! k funkcii f. Ak &no,
najdite ju a uréte D(f~!). Nadrtnite grafy f a f~1.

a) f:y:arcsinx;_ : b) f:y=1— arccos(z — 2), c) f:y = 3arccotg2x.

VYSLEDKY
1. a) D(f) = (—o0, =1)U (3, 0), b)D(f)=(-2, 1), <) D(f)= U (2km, (2k+ 1)7).

keZ
2.a) D(f) = (=2, 1), b) D(f) = (1, ).
3.a)x:§, b)x:—%, c) x=—+/3, d) z = /3.
4. a) D(f) = (=3,1), H(f) = <—g, g>, rastca, f~! : y = —1 + 2sinz,
D) = (=5 3)
b) D(f) = (1,3), H(f) = (1 — m, ), rastica, f~' : y = 2 + cos(l — z),
D(f)={1-m m). X
c) D(f)=R, H(f)=(0,3m), klesajtca, f~:y= §cotg§, D(f~1) = (0, 3m).
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Postupnost a limita postupnosti

Postupnostou nazyvame kazda funkciu, ktorej definiécnym oborom je mnozina vSetkych
prirodzenych c¢isel. Hodnoty tejto funkcie nazyvame ¢lenmi postupnosti a oznacujeme
f(n) =a, V¥n € N. Ak a,, € R, hovorime o postupnosti redlnych ¢isel. Grafom postup-
nosti realnych ¢isel je mnozina izolovanych bodov A, = [n, a,).

Postupnost je ohrani¢end zdola (zhora), ak existuje d € R (h € R), ze pre kazdé
n € N plati a, > d (a, < h). Ak je postupnost ohrani¢end zhora aj zdola, hovorime, ze
je ohranicena.

Postupnost je rastica (klesjaca), ak pre kazdé n € N plati a, < ant1 (@ > api1).

; : [ 2n % L
Priklad 1.| Napisme prvych pét ¢lenov postupnosti { } a nacrtnime jej graf.

n+1) _,
Aké vlastnosti ma dand postupnost?

2
Riesenie: Zo zadania postupnosti vidime, ze predpis pre n-ty clen je a, = %
n
Prvych pit clenov ziskame tak, Ze postupne za n dosadime ¢isla 1, 2, ..., 5. Potom
2.1 2.2 4 2.3 3 2.4 8 2.5 5
alz—zl’ 6112:—:—7 agz—:—’ a4:—:—7 a5:—:—
1+1 24+1 3 3+1 2 44+1 5 5+1 3

Aby sme nacrtli graf tejto postupnosti, potrebujeme v pravouhlom stradnicovom systéme
zostrojit izolované body

4 3 8 )
Al - [17 1]7 AQ - [27 §:| ) A3 - |:37 §:| ) A4 - |:47 g:| ) A5 - |i57 §:| PR

KedZe mame vypocitanych iba prvych pit ¢lenov postupnosti, zndzornime iba pit bodov
grafu (obr. 3.1).
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Obr. 3.1

Na zaklade grafu mézeme vyslovit hypotézu, Ze postupnost je rastiica a ohranicen4.
Ukézme to. Kedze
ap < An41 = Ap — Gp41 < 07

sta¢i ukézat splnenie druhej nerovnosti.

2n 2(n+1) 2n 2n+1) 2n(n+2)—2(n+1)(n+1)
an—a,n = —_ = —_ = =
T 041 (n+1)+1 n+l n+2 (n+1)(n+2)
_2n2—|—4n—2n2—4n—2_ -2

= 0 kazdé N.
(n+1)(n+2) )t — Prefesde ne

Teda, postupnost je rastica. Z tejto vlasnosti vSak vyplyva, ze pre kazdé n plati
a1 < ap, t. ]. 1< a,,
z ¢oho vyplyva, Ze postupnost je zdola ohrani¢ené (d = 1). Z grafu postupnosti a tiez aj

zo zadania moZeme usudzovat, Zze hodnoty postupnosti neprekroc¢ia hodnotu 2. Ukézme
to. Pocitajme

= = >
n+1 n+1 n+1 n+1

2n 2(n+1)—2n  2n+2-2n 2

2—a,=2— 0.

Pretoze nerovost 2 — a,, > 0 je ekvivalentné s nerovnostou 2 > a,,, postupnost je ohrani-
¢end zhora (h = 2). Kedze postupnost je ohranicend aj zdola aj zhora, je ohranicena.

Priklad 2.| NapiSme prvych pit ¢lenov postupnosti {cos(nm)}  a nacrtnime jej graf.
Aké vlastnosti méa dand postupnost?

Riesenie: Vypocitajme prvych péf ¢lenov postupnosti, a,, = cos(n).

ap=cosm=—1, ay=cos2nr =1, ag=cosdnr=—1, a4 =cosdmr =1,
as = cosbm = —1.

Znézornime (obr. 3.2) v pravouhlom stradnicovom systéme izolované body

A =11, Ay=[2,1, Ay=1[3, —1], A, =[4,1], A5=1[5 —1].
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y
A Ay
I R .
1 2 3 4 5 X
R PR P b 4
Al A3 AS
Obr. 3.2

Postupnost nie je rastiica, pretoze as > as a nie je klesajica, lebo a1 < ao. Postupnost je
ohranicena, pre kazdé n € N plati

—-1<aq, <1.

3.1 Limita postupnosti

Hovorime, Ze ¢islo a je limitou postupnosti {a,}°, (piSeme lim a, = a), ak ku kaz-
n—oo
dému ¢ > 0 existuje ng € N také, ze pre vsetky n € N n > ng plati: |a, — a| < ¢, alebo
symbolicky
lima,=a < Ve>03ny, Vn>ng: |a, —al <e.

n—oo
V tomto pripade hovorime o vlastnej limite postupnosti.
Definiciu nevlastnych limit postupnosti uvedieme iba symbolicky.

lim a, =00 < VK dng, Vn>ng: a, > K,

n—oo

lim a, = —oc0 << VK dng, Vn>ng: a, < K.

n—oo

Poznamka: Ak existuje vlastna limita postupnosti, hovorime, Ze postupnost je konver-
gentnd. V opa¢nom pripade je postupnost divergentné, t. j. ak limita je nevlastna alebo
neexistuje.

PRAVIDLA NA VYPOCET LIMITY
Nech lim a,, = a, lim b, =0, kde a, b € R. Potom plati:

lim (a, £b,) =a =+,

e lim (a,.b,) =a.b,

n—oo

)

a’.

o ak pre kazdé n € N je b, #£ 0 a b # 0, tak nmz_”:

n—oo n

e ak pre kazdé n € N je a, > 0 aa > 0, tak lim a,"

n—oo

I S
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Pri vypocte nevlastnych limit méZeme pouzit ,pravidla“ pri operacidch medzi redlnym
¢islom ¢ a symbolmi +oo.

e Pre sucet a rozdiel:
o0 + 00 = 00, —00 — 00 = —00, ¢+ 00 = 00, c— 00 = —00.

e Pre stidin:

{oo,c>0
0. 00 = 00, —00 .00 = —00, c.00 = .
—00, ¢ <0
e Pre podiel:
c
— =0.
+oo
e Pre mocninu:
- e . 00, ¢>0 ~ 0, c€(0,1)
00 = 00, o0~ =0, oo = , c® = .
0, c<O0 00, ¢c>1

Poznamka 1: Pri vypocte limity postupnosti budeme tieto pravidla zapisovat ako po-
mocny krok do hranatych zatvoriek priamo do vypoctu.
Poznamka 2: Poznamenajme eSte, ze v predchadzajucich pravidlach sa nevyskytli vy-
razy

00 — 00, 0. 00, 27 9, oo, 1°°, 0°.

00 0

Tieto vyrazy sa nazyvaju neurcité vyrazy a nedé sa vo vSeobecnosti jednoznacne urc¢it ich
hodnota.
Poznamka 3: Pravidla na vypocet vlastnych limit, méZeme pouzit aj v pripade nevlast-
nych limit, ak vyrazy, ktoré dostaneme maja zmysel.

Priklad 3.| Vypocitajme nasledujtce limity:

.2+’ , ) .22 —-3n+1
R b) Jm [ +in=3m), o)l T T
2n? -2 3 _n242 3
d) lim 22 ) gy RS
Riesenie: -
L2+ 08 L ) ) 2%
a) Postupnost 3 je stctom dvoch konvergentnych postupnosti, a to § —
n n=1 n n=1
a {1} 2. Pretoze
2
lim1=1 a lim — =0,
n—oo n—oo M,
tak 0 . 5 )
lim = = lim (—3+1)—lim (—3>+lim1—0—|—1—1.
n—oo n n—oo n n—oo n n—oo

b) Limitu nemdZzeme vypocitat priamo, pouzitie zakladnych viet ovypocte vedie na ne-
uréity vyraz ,00 — oo“. Urobme najskor tpravy (vyberme najvyssiu mocninu n pred
zatvorku), aby sme mohli pouzif pravidla pre vypocet limit.
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4
lim (44 5n — 3n%) = lim n’ &ﬂ+§—3> 02(0+0—-3)=00.(=3) | = — 0.

n—oo n—0o0

¢) Limitu nemozeme opiit vypodcitat priamo, pretoze dand postupnost je podielom dvoch
divergentnych postupnosti (o om sa moZzeme presvedc¢it podobne ako v predchadzajicom
. . . . . . Ve 4 /. m
vypocte) a pouzitie vety o limite podielu by viedlo na neur¢ity vyraz ,——*“. Urobme
—00
upravy (vyberme v Citateli a menovateli pred zatvorku najvys$siu mocninu n), ktoré ndm
umoznia pouzit pravidla pre vypocet limit.

3 1 3 1
2 2__ .
hm—2n2_3n+1—limn( n+n2>—lim2_g+ﬁ—2_0+o—_g
n—ool —2n —3n2 n-ooo 1 2 e 102 S 0-0-3 3
n2(=— = -3 —-=-3
nz n n? n

1 2
2 1 2
n“|l24+——— _ =
M hn—2 (_+n 2 1 2t o5 2400
lim ———— = lim = lim —. =0. =0.
n—oond —3n+1 n—occ 3 3 1 n—oo 1 3 1 1-0+0

ndll——+ — - —+ —

ng ng n2 n3

Cond—n?4+2m+3
lim = lim

nsoo  3n2+4+2n—1 n—00 ) 2 1 C n—oo 2 1
- _ - 34+ = —
n<3—i—n n2) —i—n 2
1-0+0+0 1
= e =0, | =X
3+0-0 3

Priklad 4.| Vypocitajme nasledujtce limity:
n
a) lim ——, b) lim (vn+1—+/n), c) lim ———
) n—oo /2 + 1 ) n—>oo( \/7) ) n—oo \/m + _\/_

d) lim n(n—vn2+1).

n—oo

Riesenie:
a) Opiit je potrebné urobit upravy, ktoré umoznia pouzit pravidla na pocitanie s limitami.

= lim = lim —— = lim ———

7L—>OO \//)’LQ n—oo n—o0 n—o0
1 + = ny/ 1+ —2 1+ —2
n2 n n
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b) Ak by sme chceli priamo pouzit pravidla na vypocet limit dostali by sme co — oo,
¢o je neurcity vyraz. Je potrebné urobit upravy. V tomto pripade je tprava zaloZena na
rozsireni postupnosti zlomkom s hodnotou 1 tak, aby sme odstranili odmocniny a tiez aj
neur¢ity vyraz. Pri odstraneni odmocnin vyuzijeme vzorec (a + b)(a — b) = a* — V2.

vVn+14+/n n+l-—n 1
lim (\/n—i—l— n).—:lim—:lim—:
el v Vit l+yn n=oyntld+y/n n=o/ntl+/n

IEBE

c¢) Urobime podobni tpravu ako v predchadzajicom priklade.

1 \/n+2+\/ﬁ_\/n+2+\/ﬁ:\/n+2+\/ﬁ:[oo—i-oo]
2 2

lim . =
n—oo\/n+2—+/n Vn+2+/n n+2-n

d) Vypocet urobime podobne ako vyssie.
n(n?—(n?+1))

n+vn?+1 I
— = lim =
n+vni+1 n-o n4+/n2+1

limn(n— n2~|—1)

n—oo

- 1 1

1
n—00 [ 1 n—oo 1 o 1—|—1/1—|-O__§

Priklad 5.| Vypocitajme nasledujtce limity:

. 2nt —1 . n2 3 ) _n_
a) m o\ T b) lim (54) ¢) lim 4z,

n24+6n+2
. — . n2+42n-3 . 2
d) lim 2-%+2, e) lim 3 | f) lim (- :
n—oo n—oo n—oo 5
Riesenie:

a) Podla pravidiel o vypocte limity, staci vypocitat limitu postupnosti, ktora je pod od-
mocninou. Preto.

4
n
. ont—1 . <
lim {/ ————— = lim
n—oo \| n* 4+3n+2 n—oo 4 (
nt(1

b) Podobne vypocitame

, n? \* n? _ 1 1N\ 1
lim 52 1 = lim 7\ = lim 1 = 3 = 3



3.1 Limita postupnosti

c¢) Najskor vypocitajme limitu exponenta.

. n . n ) 1 1
llmm:hmi?):hm—?):§
" n (2 + —> 24—
n n
Potom .
lim 42053 =42 = /4 =2,
d) Postupujeme podobne
1
lim = lim " = lim =0,
n—oo N2 —+ n—o00 2 n—00 2
n* (14— n|l+—
n n

teda

5 2 3 2 3
9 n|\l+—-—-—= n{l+—-——=
.o o n"+2n—3 . n o on . n o n
lim T: lim 1 = lim 1 = 0.
n—oo n n—oo n(1+—) n—oo 1+_
n n
Potom
lim 3" 1 = | 3% | = 0,
lebo 3 > 1.

e) Pretoze

lim (n2—{—6n+2):oo a §<1,

n—oo

n24+6n+2 00
lim 2 = 2 = 0.
n—oo \ H 5

Priklad 6.| Vypocitajme limity:

a) lim V/2n, b) lim v4n?3, c) lim V/b5n2.

n—oo n—oo n—oo

tak

Riesenie: Pri vipocte tychto limit vyuZijeme jednu zo zékladnych limit, a to lim /n = 1.

Potom
a)
lim V2n = lim V2¢/n = lim 27 /n = 2°.1 = 1.

n—oo n—oo n—oo

39
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b)
lim V4n® = lim V/4V/n? = lim 4% ({Y/n)’ =4%1° = 1,

n—oo n—oo n—oo

1 2 2
lim ¥/5n2 = lim %5 ¥/n? = lim 5% (V/n)® =5%15 =1.

n—oo n—0o0 n—oo

Priklad 7.| Vypocitajme limity:

on+1\" 1\" om+1\'""
a) lim (222 b) lim (2= ) ¢) lim 22 ,
2n n—3 n
2 —1
d) lim (14 3 , e) lim ot : f) lim r
Riesenie:
a) Kedze
. 2n+1 ) , ,
lim =2, lim n = o0 a vyraz 2% ma zmysel,
n—oo n n—oo
tak
2 1\"
lim ( nt ) = | 2% | =o0.
n—oo n
b) Podobne
. n+1 1 . . n+1\" 1\~
lim =— a limn=oc = lim = — = 0.
c) Opét
on+1 on4+1\'""
im 222 4 lm(l-n)=-oc0 = lim(n+ ) =|2=|=o0.
n—oo n n— oo n—0o0 n

Dalgie limity st limity typu ,1%°“. Je to neuréity vyraz a pri vypocte tychto limit vyuzi-

n—oo

jeme tvrdenie, ze lim | 1+ —) = ¢, kde e je Eulerovo ¢islo.
n

d) Mézeme sa presved¢it, ze limita postupnosti je typu ,,1°°“. Preto najskér dant postup-
nost upravime, aby sme mohli limitu vypodcitat.

2n

3\ %" 1
1+2) =(1+—~
(+n) T

3
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Ak polozime k= g, tak n = 3k, pricom lim k£ = lim n_ 00.

n—oo n—oo

on 2.3k E\ 6
lim 1—|—§ = lim 1+1 = lim 1+1 —
A%
- (;}L% (1+3) ) =

e) Pri vypocte postupujeme podobne ako pri predchadzajicom priklade.

Potom

n—3
5n+2\"7° e " e
5n N 5n N on
2
Polozme 5 .
k:?n = n=-k a 1imk‘:hm—n:oo
Potom
5n+2\" 3 1 2k-3 1\* 5 1\ 3
,}E&( 5n ) :,}E&(Hz) ﬂ:%((”%)) ‘(HE) -

f) Opét najskor upravme n-ty ¢len postupnosti na vhodny tvar. Kedze ¢itatel je mensi
ako menovatel, tak

n—1\"  /n+1\" [(n-1+2\""_ m 2\ 4 1
n+1 S \n-1 N n—1 N n—1 - n—1

Polozme

—-n

—1 —1
n = n=2k+1 a limk:zlimnT:oo.

2 n—00 n—oo

n—1 n n4+1 -n 1 —(2k+1)
li =1 =1 14+ - =
Jimn, (n+1) Jimn, (n_l) kar&(( m)

Preto
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3.2 Cvicenia

1. Napiste prvych pit ¢lenov postupnosti nacrtnime jej graf. Aké vlastnosti ma dana
postupnost?

ol ) oL

2. Vypocitajte limitu:

3 1 3n?+2n—5 -3
a) lim i) b) lim n—{—_nj c¢) lim __on
nHOOZnE?)Q n—oo 2+ 3n —n? n—oo 1 +n — 2n?
d) lim % e) lim (n* —2n+1),  f) lim (~3n°+ 2n).

3. Vypocitajte limitu:

Vn? +2n —1 Vn? 4+ 3n ( 1)
a) lim YT ) im ¢) Lim (3+—),
) n—oo 3nn—ZQ ) n—oo /203 — 2n ) n—00 4r
d) lim ﬁ e) lim (Vn+4—+n+1).

4. Vypocitajte limitu:

501 \* 3_ 2 n?_3n
a) lim (), b) lim /P2 o) lim 2T
n—oo \ 2n° + 3n n—oo \ 4n3 + 3n? n—oo

5. Vypocitajte limitu:
a) lim %/4, b) lim V/3n, c) lim Vn3.

6. Vypocitajte limitu:
n 2n—1
3 1\ 2n+3 3 2 n+l 4n2 + 1) n+t
a)lim(n+) : b)lim(n+) : c)lim<n+> :
n

7. Vypocitajte limitu:

3 n 9 2n+1 1 5
a) lim (222) ) b) bim (2 . ¢ lim (2 .

VYSLEDKY

4 7 13
1. a) {a,}>_, = {— 3 T3 -2, — F}’ klesajiica, ohrani¢ena,

) 40 125
b) {an}_y =42, 5 9 —, —
){a }n—l {37 57 37 7

c) {a,}3_, ={0, 1, 0, 1, 0}, ani rastiica, ani klesajtica, ohranicena.

}, rastuca, zdola ohranicena,

2. a) 2 b) -3, c) 0, d) oo, e) oo, f) —occ.
1 1
3.a)l, b) Kok c) 3, d) — 37 e) 0.
1 1 1
4. — — —.
a) 167 b) 27 C) 4
5. a) 1, b) 1, c) 1.
6. a) /3, b) oo, c) oo.
1
7.a) e, b)el, )

3
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Limita a spojitost funkcie

4.1 Limita funkcie

Limita funkcie v bode a poskytuje délezitt informéciu o ,spravani sa“ (hodnotéach) funkcie
v bodoch z, ktoré su ,blizko“bodu a, ale x # a. Pojem ,blizkosti“ sa zavadza pomocou
okoli.

Nech ¢ > 0 a a € R, potom interval (a — ¢, a + €) sa nazyva c-ové okolie bodu a, ozn.
O.(a) alebo skréatene O(a).

Mnozinu O(a) = O(a) — {a} = (a — ¢, a) U (a, a + ¢) nazveme rydze okolie bodu a.
Of(a) = (a,a+ ¢) sa nazyva pravé okolie bodu a, O (a) = (a — ¢, a) sa nazyva lavé
okolie bodu a.

Nech funkcia f je definovana v nejakom rydzom okoli bodu a. Potom

lim f(z) =b < Ye>036>0: z€Os(a) = f(z)e O(b).

r—a

Cislo b sa nazjva limita funkcie f v bode a.

Poznamka: Ak pri zavedeni pojmu limity funkcie uvazujeme len jednostranné okolie
O™ (a), resp. O~ (a) bodu a hovorime o limite sprava, resp. limite zlava, t. j. o jed-
nostrannych limitach funkcie f v bode a. Presné definicie jednostrannych limit najdete
v uvedenej literatare ([1], [5], [7]).

Nasledujice tvrdenie hovori o vzfahu medzi limitou funkcie v bode a a jednostrannymi
limitami.

lim f(x) existuje prave vtedy, ak existuje lim+ f(z), lim f(z)a lim f(z) = lim f(x).
r—a

T—a T—a~ r—at r—a~
Potom
lim f(z) = lim f(z) = lim f(x).

Pre limitu funkcie platia urcité vlastnosti, uvedieme len tie najdolezitejsie. Poznamenajme,
ze dané vlastnosi platia aj pre jednostranné limity.

e Funkcia mdze maf v bode a len jednu limitu.
o Ak f(z) =¢, c€ R, tak lim f(z) = c.
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e Ak lim f(z) = Aalimg(x) =B, A, B € R, tak lim(f(z) £g(x)) = A+ B,

lim f?:z:) .g(x) =A.B,

L flx) A

lim —= = —, ak B #0,
T—a g(x) B 7&

lim (f(2))"™ = AB, ak A >0

e Ak lim p(z) = b, lirri f(u) = A a existuje také rydze okolie O(a) bodu a, ze V = € O(a),
je p(x) # b, tak lim f(p(z)) = lim f(u) = A.

Pozndmka: Dalsie vlastnosti limity funkcie aj definiciu nejvlastnej limity, ¢ limity v ne-
vlastnych bodoch a vlastnosti nevlastnych limit najdete v uvedenej literatare ([1], [5], [7]).
Pri vypocte nevlastnych limit funkcii mézeme pouzit tie isté pravidla pri operaciach medzi
realnym cislom a symbolmi +o0o ako pri vypocte nevlastnych limit postupnosti. Pravidla
na vypocet vlastnych limit funkcie mdéZzeme pouzit aj v pripade nevlastnych limit, ak vy-
razy, ktoré dostaneme majia zmysel.

Priklad 1.| Vypodcitajme limitu funkcie f(x) = x + 4 v bodoch a = —4, 0, 1 a v ne-

vlastnych bodoch a = —c0, oo.

Riegenie: Defini¢ny obor funkcie D(f) = R, teda ma zmysel poc¢itat limity vo vSetkych
bodoch. Funkcia je sti¢tom dvoch funkcii, t. j.

f=h+f kde filz) =2, folx) =4.

KedZe z definicie lTahko vyplyva, ze

lim fi(z) = lim = = q, lim fo(z) = lim 4 = 4,
tak
lim4(:,17 +4) = lim4:v + lim44 =—4+4=0.
Podobne

lirr(l)(x+4):()+4:4 a linq(x+4):1—|—4:5.

Pre vypocet limit v nevlasnych bodoch pouzijeme pravidla pre operacie realneho cisla
a symbolov +oc.

lim(z+4)= | c0+4 | = a lim (z+4)=| —c0+4 | =—00.

r—00 r——00

244 3
Priklad 2.| Vypocitajme limitu funkcie f(z) = % v bodoch a = -3, —1, 0, 2

22— 1 —
a v nevlastnych bodoch a = —o0, .
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Riegenie: Defini¢ny obor funkcie D(f) ={z € R: 2> —x—2+#0} = R—{-1, 2}.

Pocitagme limitu funkcie f v bode a = —3.

Funkcia f je definovana v bode a = —3 a aj na nejakom jeho okoli (napr. na intervale
(—4, —2)). Na vypocet pouzijeme pravidlo o vypocte limity sacétu, rozdielu a podielu.
Potom

lim (x2+4x+3) lim 22+ 4 lim z+ lim 3

lim x2 +4r+3 _ xz—>—3 _ z——3 r——3 z——-3
-3 32 —xr—2  lim(22—2-2)  lim 22— lim x — lim 2
r——3 r——3 rz——3 r——3
~9-12+3 0 0
S 9+3-2 10
Pocitagme limitu funkcie f v bode a = —1.

Bod a = —1 ¢ D(f), ale urdite existuje rydze okolie O(—1) také, ze O(=1) C D(f).
Nemozeme pouzit predchadzajici postup, pretoZe limita menovatela i ¢itatela sa rovné
nule. Zlomok najskér upravime.

2’ +4r+3  (z4+3)(z+1) z+43

2—r-2 (z—-2)(xz+1) z-2

Pouzita tprava je mozna, pretoze x +1 # 0 pre V x € 5(—1) a funkcia, ktort sme po
Uprave dostali je rovnd poévodnej funkcii pre z # —1. KedZe limita menovatela je teraz
rozna od nuly, mozeme dant limitu uz vypocitat. Vypocet trochu urychlime, pri¢om je
potrebné uvedomit si, Ze pouzijeme vlastnosti na vypocet limity stuctu, rozdielu a podielu.

Teda

. 224+ 4x+3 . x+3 —-1+3 2
lim ——— = Iim = = _=
e——1 22 —x—2 a—-1x—2 —1-2 3

Pocitagme limitu funkcie f v bode a = 0.
Funkcia je definovand v bode a = 0 a aj na nejakom okoli O(0). Limita menovatela je
rozna od nuly, takZe tuto limitu mozeme priamo vypocitat.

o o244 +3 0+043 3
lim = = ——.
=0 2 —gx — 2 0—0—-2 2

Pocitagme limitu funkcie f v bode a = 2.

Funkcia nie je definovana v bode 2, ale je definovand v bodoch nejakého rydzeho okolia
O(2). Pre a = 2 je iba limita menovatela rovna nule. Podobne ako pri vypocte limity
v bode a = —1 mdZeme funkciu pre x # —1 upravit na tvar

x2—|—4x+3_9&—|—3
2—r—2 -2

Pretoze pre z € OT(2) jex > 2,tedaz—2>0aprex € O (2) jex <2, teda x —2 < 0,
budeme pocitat jednostranné limity.

Dohovor: Fakt, ze limita (jednostrannd limita) nejakého vyrazu sa rovna nule a vyraz
je kladny (zaporny) na nejakom okoli bodu, v ktorom limitu poc¢itame, budeme zapisovat
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0% (07). Pozor, ak znak 07, resp. 0~ bude v menovateli zlomku, nie je to delenie nulou.
Je to len pomocny zapis, pre lepsie pochopenie vypoctu.

Na zéaklade tohto dohovoru potom pri vypocte limity mozeme pouzit skrateny zapis

| 22 + 4z + 3 " r+3 5
z—2t 12 —x — 2 z—2+ ¢ — 2 0+
a
2?2+ 4r+ 3 T+ 3 5
lim = lim =| — | = —.
r—2~ ZBZ —x—2 z—2— T — 2 0

Pretoze jednostanné limity funkcie v bode 2 sa nerovnaju, limita

. 2t +4r+3 L
lim ———— neexistuje.
e—2 32 —x — 2

Pocitagme limitu funkcie f v nevlastnych bodoch a = +oo.
Limitu v nevlastnom bode a = oo pocitame podobne ako limitu postupnosti.

21+ 2 + 3 1.3
. P44 +3 r 2 : 1+;+E 1+0+0
lim —— = lim = lim = =
I l———==
r oz r P
Pri vypocte limity v nevlastnom bode a = —oo postupujeme podobne.
3 4 3
21+ -+ = R
. x’+4x+3 : x(+x+x2> . 1+:v+;1:2 1+0+0
lim ———— = lim = lim = =
z——00 T2 —x —2 ro—00 1 2 T——00 1 2 14040
e I R 1————
€T T2 T x?
Priklad 3.| Vypocitajme limity:
5—x 224 + 322 — b
. 2 _ . .
a) :c1—1>r—noo<x +3r = 2), b) ;plggo 202 4+ 6’ c) zl—l>r—noo 34+2r—1

Riesenie: Pri vypocte pouzijeme pravidla pre operacie s redlnym ¢islom a vyrazmi +oo.

a)

T——00 T——00 2

302
lim (24372 —2) = lim x2(1—|————): (—00)2.(1+0+0)=00.1 | = 0.
T

b)
5 5
——1
.0 . m(:c ) .1 ;_1 -1
hm22+6:hm—6:hm—.—6:0.7:0.
T T



4.1 Limita funkcie 47

3 5 3 5
4 2 -
22* + 322 — bz . o ( +x2 :103) . 2+ﬁ_ﬁ
1 = lim = lim =z =
T——00 l’3 + 20 — 1 T——00 3 (1 2 1 T——00 1+ 3 - i
v\t E T3 22 o3
=7
=| —00. 11= —00
Priklad 4.| Vypocitajme limity:
21 2r — 3 1 2 —4
a) lim =~ b) lim ——° ¢) Tim 27 d) lim 21T
r—172 — e——1 (r + 1)? =22 — 1 —-2 T+ 2
Riesenie:

a) D(fy={r e R: 22 —=x # 0} = R— {0, 1}, teda funkcia f je definovani v
nejakom rydzom okoli bodu 1. Limita menovatela aj ¢itatela sa rovna nule. Upravme
najskor funkciu a az potom vypocitajme limitu.

2_q 1 1 1 2
ol Vet el 2

=172 — 1 r—1 ;p(q} — 1) z—1 1

b) D(f) = R — {—1}. Funkcia je definovana v nejakom okoli bodu —1. Limita menova-
tela sa rovna nule, limita Citatela je rézna od nuly. Menovatel je vSak kladny pre kazdé

x € O(—1). Potom
5 2v — 3 -5
im —— = | — | =—oc.
rx——1 (1’ + 1)2 0+

c) D(f) = R — {2}. Funkcia je definovana na nejakom rydzom okoli bodu 2. Limita
menovatela sa rovna nule, limita ¢itatela je rdozna od nuly. KedZe znamienko menovatela
zavisi od toho, ¢i x € O1(2) alebo x € O~ (2), vypocitajme jednostranné limity.

1
lim s = i, leboxr>2 = 2—2x<0| =—o0,
=2+ 2 — 1 0~
1 3
xllgl;jm: [O—+, lebor <2 = 2—x>0} = 00.
Kedze +1 +1 +1
mlirgl+g_m ;éxlirgl_;c_m = ﬁ%;—x neexistuje.

d) D(f) = R — {—2}. Funkcia je definovana v nejakom rydzom okoli O(—2). Limita
menovatela sarovné nule, limita Citatela je rozna od nuly. PretoZe znamienko menovatela
zavisi od toho, ¢i x € O1(—2) alebo x € O~ (—2), vypoc¢itajme jednostranné limity.

o 4+ ax—4 —4
lim

Jm e T |gr leber> 72 = e 2>0] = e,
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2 —4 —4
lim L —, lebhor < -2 = 2+2<0| =o0.
z——2- T+ 2 0~
Pretoze
24+r—4 o2+ ax—4 o+ x—4 o
im ———— # lim — = lim ———— neexistuje.
r——21 x4+ 2 T——2" T+ 2 T——2 x4+ 2

Prlklad 5. Vypomtajme limity:
. VT +3-V3 .
) lim e b 9 fm(Vem3ova),
3x2+1 322 +1

d) lim (V2—-z-2), e) lim ———, f) lim

r—— 00 T—00 €T T——00 €T

Riesenie:

a) D(f)y={r € R: Ve+5-3#0 A z+5 >0} = (=5,4) U (4,00). Funkcia
je definovana na nejakom rydzom okoli bodu 4. Limita menovatela aj ¢itatela sa rovna
nule. Upravme funkciu tak, Ze rosirime ditetela a menovatela vhodnym vyrazom, ¢im
odstranime odmocninu z menovatela a potom vypocitajme limitu.

b Fm4 g r—4 VE+543 l.m(x—4)(\/x+5+3)
m ———=1 1 =
=T+ 53 =i Vr+5 -3 Vat5+3 et (Jpg5)t -3

) (VTT543 ) (VTF54+3
i EmH(VEH543) @) (Ve ):hm(\/as+5+3>:6.
r—4 $—|—5—9 z—4 r—4 r—4

b) D(f) = R — {0}, funkcia je definovand v rydzom okoli bodu 0. Limita menova-
tela aj citatela sa rovna nule. Urobme podobni tpravu ako v predchédzajicom priklade
a vypocitajme potom limitu.

\/a:+ — V3 Vit3-V3 Va+3+v3 . (Va+3) - (V3)

lim = lim = lim =

7—0 z—0 T '1/$+3+\/§ 7—0 x(\/m_|_\/§)

r+3—3 T . 1 1
= lim

(Vi T3ivE) e (/ri3vE) A ViTarvE 28

c) D(f) = (3, o), teda ma zmysel pocitat limitu pre x — oo. Ak by sme pocitali zvlast
limitu hm vr—3a hm Vx, dostaneme neurcity vyraz ,,00 — oo“. RozSirme dany vyraz

Vhodnou Jednotkou a vypomtaJme limitu.

- - TR ()
gch_)rgo(\/x— —\/_) (Va:_ I)%IJE&( \/%—FE/\;_) N

rT—3—x _ s -3 :[ -3 —3]20.

o0 + 0 o0
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d) D(f) = (—o0, 2), teda mdZeme pocitat limitu pre z — —oco. Kedze lim /2 —x = 0o

r——00

a tiez aj lim (—z) = oo, tak
r——00

lim (\/2—513—33): 00+ 00 | = o0.

r——00

e) Funkcia je definovand na D(f) = R — {0}. Ak pocitame zvlast limitu citatela
) . o0 c 1A , .
a menovatela, tak dostaneme neurcity vyraz ,—“. Najskor teda musine funkciu upra-
00

vit a az potom vypocitat limitu.

1
5 1‘2 (3 + —2)
3x . z

hm = hm —_— = hm ——
m—>oo T—00 €T T—00 €T T—00 €T

pretoze x — oo, teda = > 0, a preto |x| = z. Potom

vzt +1 24+ 1
i Vg (3 Lo 3
T—00 T—00 X

f) Mame pocitat limitu tej istej funkcie ako v predchddzajicom priklade. Kedze funkcia
f je neparna, tak

V32 +1 V3241
lim —:—hm—:—\/g.
T— —00 x T—00 Xz

00
Napriek tomu, vsak tuto limitu vypocitajme. Je to limita typu ,,——*. Urobime tie isté
—00

upravy ako v predchadzajucom priklade, ale je nutné uvedomit si fakt, ze x — —oo, ¢ize
x <0, a |z|] =—x. Potom

Nermm ]xh/3+— —x\/3+—2 1
lim 3x i vV lim ( 3+ —2) = —\/g.
r——00 €x r——00 T——00 r——00 x€x

= lim

Prlklad 6.| Vypocitajme hmlty

: 1 :
a) 11m13z+1 b) ;}En cosx’ c) glclgi arccotg T d) xl_lgl+ In(2x — 1).

Riesenie:
a) Funkcia je definovana na rydzom okoli bodu —1, D(f) = R — {—1}. Pre kazdé
r€0O (-1)jex < —1,tedaxz+1<0, a preto

2 2 . 2 _
lim — | = - = lim 3377 = | 37 | =0.
z——1— 2 + ]. 0 z——1
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Ak z € Ot(—1),tak 2 > —1 ax + 1 > 0. Potom

2 |2 = lim 3% = | 3% | =
B T e L B s B -

Ked7Ze

. 2 . 2
lim 31 # lim 3=+1,
r——1— r——11

limita danej funkcie neexistuje.

b) Funkcia je definovand pre kazdé = # kz,k € Z, teda je definovand na nejakom

rydzom okoli bodu g Ak z € O~ <g>, tak cosx > 0, ak v € OF <g>, tak cosx < 0.

Vypocitajme teda najskor jednostranné limity.

. 1 1 ) 1 1
lim —{—}:oo a lim —[—]:—oo.

)" COST Lot a—(z)" COST o

x—>(
Pretoze jednostranné limity sa nerovnaju, limita funkcie neexistuje.

c) Definiény obor funkcie je D(f) = R — {1}, mé teda zmysel pocitat dant limitu.

Je to limita zloZenej funkcie, jej vedlajsia zlozka u = . Pretoze
-
5 1 1 r 1 1
1m = | — | = 1m = | — = —
—1-1—x 0+ > a —1+ 1 —x 0~ o

tak vypocitame najskor jednostranné limity.

lim arccotg = lim arccotgu = 0,
z—1- l—2 u-c

1
lim arccotg T2 lim arccotgu = 7.
— X u

z—1+ ——0

Jednostranné limity st rozne, teda funkcia nema limitu v bode 1.

1
d) Funkcia je definovand na D(f) = (5, oo) M4 teda zmysel pocitat limitu sprava
v bode 3 Dané funkcia je zlozena funkcia s vnitornou zlozkou u = 2x — 1. Pretoze

lim+(2:c —-1)=0, pricom 20 —1>0,
1
T3

tak

lim In(2x — 1) = lim Inu = —o0.
PG u—0t
2
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Priklad 7.| Vypocitajme limity:
9 1\ *+2 9 1)\ %+2 9 1 5
a) lim<x+) . b 1im(x+> RS hm(‘H) ,

T—00 x—1 T——00 x—1 T—00 r—1
T+ 9 2x+41 2% — 1 T
d) L li )
i (57) @ m (5

Riesenie: Vetky funkcie st definované v okoli nevlastnych bodov, teda ma zmysel pocitat

27 + 1 2z + 1\ "
lim(gjjL >:2 a lim(z+2) =00 = lim<x+) =1|2% | =c0.

—00 T—00 r—1

b)
2x + 1 20 41\
lim T )2 a4 lim (z42) = —c0 = lim i =2 | =0.
T——00 Xr — ]_ T——00 T——00 xr — 1

1
2% + 1 1 2 + 1\ 72
im (2“2 22 4 lim —0 = Iim (2T —90 1,

d) Tato limitu nemozeme vypocitat priamo, lebo

2
lim (x+ ):1 a lim (22 4+ 1) = oo,

a preto dostavame po dosadeni neurcity vyraz ,,1°°“. Pri vypocte takejto limity vyuzijeme,

ze N
lim (1 + —) = e.
r—+o0 €T

Takze potrebujeme upravit funkciu, ktorej limitu poc¢itame na uvedeny tvar.

42 _ (@+D+1_ 1

r+1  z+1 +x—|—1

Ak

u=1x+1 = r=u—1
a exponent

20 +1=2u—-1)+1=2u—1.
Pretoze

lim (z + 1) = oo,

T—00
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2 2z+1 1 2z+1 1 2u—1
lim (2 — lim (1+ = lim (14~ -

1 2u 1 -1 1 u\ 2 1 —1
U—00 U U U—00 U U

e) Opif mame limtu typu ,,1-°°“ a budeme postupovat ako v predchadzajicom priklade.

tak

20—1 2z4+(1-1)—-1 22+1-2 —2 -2 5 1

20 +1 2r + 1 o 2r+1 +2x+1: oQr+1 =L 2+ 1

Ak polozime

2v+1 —2u—1 1 . 2v+1
U= — , tak r=———=—Uu—— a lim (— = 0.
2 2 2 z——00 2
Potom
20 —1\" ) 1 i
2

4.2 Spojitost funkcie

Hovorime, ze funkcia f je spojita v bode a, ak lim f(z) = f(a). Hovorime, Ze funkcia f

je v bode a spojita sprava (zlava), ak lim f(z) = f(a) ( lim f(r) = f(a)> :

Funkcia f je spojita na mnoZine M, ak je spojita v kazdom bode mnoziny M.
Funkcia f je spojitd na uzavretom intervale (a, b), ak je spojitd v kazdom bode
otvoreného intervalu (a, b), v bode a je spojita sprava a v bode b je spojita zlava.

Plati:
Ak funkcie f a g st spojité v bode a, tak aj funkcie f + g, f.g, c.f, ¢ € R si spojité

v bode a. Ak okrem toho g(a) # 0, tak aj funkcia = je spojitad v bode a.
g

Kazda elementarna funkcia je spojita na svojom definicnom obore.
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VLASTNOSTI SPOJITYCH FUNKCII NA UZAVRETOM INTERVALE

e Funkcia spojita na uzavretom intervale je na tomto intervale ohranic¢ena.

e Nech funkcia f je spojitd na uzavretom intervale (a, b). Potom f nadobida na intervale
(a, b) maximum a minimum, t. j. 3 ¢;, ¢ € (a, b), ze plati f(c1) < f(z) < f(c)
Ve ab).

e Nech funkcia f je spojitd na uzavretom intervale (a, b) a nech f(a). f(b) < 0. Potom
3 ¢ € (a,b), pre ktoré plati f(c) = 0.

e Ak funkcia f je spojita na uzavretom intervale (a, b) a nie je to konstantna funkcia, tak
obraz intervalu (a, b) je uzavrety interval. (V pripade, ze f(z) = ¢, ¢ € R, Vx € (a, b),

tak f((a, b)) = {c}.)

r+2, x€(—o0,0)

Priklad 8.| Zistime, ¢i funkcia f(x) = je spojita v bode 0.

e" +1, x € (0, 0)

Riesenie: Funkcia f je definovana na mnozine vsetkych realnych c¢isel. Aby bola v bode
a = 0 spojitd, musi existovat v danom bode limita a musi sa rovnaf funkénej hodnote
v tomto bode. Vypocitajme jednostranné limity v tomto bode.

lim f(z) = lim (z42) = 0+2 = 2, lim f(z) = lim (¢"+1) = e’+1 = 1+1 = 2.

z—0— z—0~ z—0t r—0t

KedZe jednostranné limity funkcie sa rovnaju, tak

lim f(z) =2 a  f(0)=0+2=2 = lim f(z) = f(0) =2,

z—0 z—0

teda funkcia f je spojitd v bode 0. Jej graf je na obrazku 4.1.

y
y=1(x)
2
2 1 X
Obr. 4.1
cr, v <1
Priklad 9.| Pre aké ¢ € R je funkcia f(z) = . spojita v bode 1?7 Nakres-
2—— 221
c

lime graf funkcie pre urcené c a pre ¢ = 2. Grafy porovnajme.

Riesenie: Aby funkcia f bola spojita v bode 1, tak v tomto bode musi existovat limita

funkcie a musi sa rovnat f(1) =2 — —. Kedze
c
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T 1
lim f(z)= lim cx =c¢ a lim f(z)= lim (2——)22——,

z—1— f( ) z—1- r—1t f( ) z—1t C C
limita funkcie existuje prave vtedy, ak jednostranné limity nadobudaju ta istd hodnotu,
teda musi platit

c=2—- & -2c+1=0 & (c—1P2=0 < c=1.
c

Ak ¢=1, tak lim f(z)= hI{l_‘_f(l‘) liirif(x)zlzf(l),

r—1—

teda funkcia je spojita v bode 1. Na obrazku 4.2 st nakreslené grafy funkcie pre ¢ = 1
a ¢ = 2. Kym graf funkcie pre ¢ = 1 je nepreruseny v bode 1, graf funkcie pre ¢ = 2 je
v bode 1 ,roztrhnuty*.

y
/7 3C=2
/s &~ _
/ : =< -
1 4 S~ o
/ =~ <
, <
/
7 1 2 X
// c=1
Obr. 4.2

Priklad 10.| Najdime obor hodnét funkcie f(z) =14 2/3 — z.

Riesenie: Definiény obor funkcie f je D(f) ={z € R: 3—x >0} = (—o0, 3). Nech
x1, T2 € D(f) a x1 < .

Potom

T < X9 <3 = 3—x1>3—29>0 = \/3—$1>\/3—ZE2 =

= 1+2vV3—21>142/3 — x5 = f($1)>f(l‘2)

a funkcia f je klesajica na D(f). Kedze funkcia je elementarna, tak je spojitd na svojom
defini¢nom obore (— 0o, 3) a zobrazi ho opif na interval. Jej najviiésia hodnota nexistuje,
pretoze lim f(z) = lim (1 + 2v/3 —z) = oo. Najmensiu hodnotu nadobuda v bode
3 € D(f), teda je rovna f(3) = 1. Takze

H(f) = (1, ).
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Priklad 11.| Ukazme, ze funkcia f(z) = In(2z + 3) je ohrani¢end na intervale (—1, 3),

najdime maximum a minimum funkcie na (—1, 3) a najdime interval, na ktory zobrazi
funkcia f interval (—1, 3).

3
Riesenie: D(f) ={r € R: 20 +3> 0} = —5 ). Funkcia f je elementarna funkcia,

teda je spojita na svojom definicnom obore a z toho vyplyva, Ze je spojita aj na intervale
(—1, 3) C D(f). Z vlastnosti spojitej funkcie na uzavretom intervale vyplyva, Ze je na
intervale (—1,3) ohrani¢ena.

Zo spojitosti funkcie tiez vyplyva, Ze na intervale urcite nadobiida maximum a minimum.
Kedze pre kazdé

x1, Ty € (=1, 3), 11 < X9 = 211 +3 < 2x9 + 3 =
= In(2x1 + 3) < In(2x2 + 3) = flz1) < f(z2),
teda funkcia f je rasttica na intervale (—1, 3), a preto

xer(rl_ilr}3> f(x)=f(-1)=In(-2+3)=0 a nax f(z)=f(3)=In(6+3) =1n9.

Obraz intervalu je potom opif uzavrety inteval, ktory sa rovna

f((-1,3)) = < min f(z), max f(:l:)> = (0,1n9).

ze(—1,3) ze(—1,3)

7
Priklad 12.| Ukazme, Ze rovnica cosz + x + 1 = 0 ma na intervale <—§, 0> aspon

jeden korer.

Riesenie: Funkcia f(z) = cosz +x + 1 mé D(f) = R, je to elementarna funkcia, teda je

T
spojita na R, a preto je spojita aj na intervale <—§, 0> C R.

f<—g):cos(—g)—g+1:—g+l<0, f(0) =cos0+0+1=2>0 =

teda existuje také cislo
ce (—%,0), s f(c)=0.

Z toho vyplyva, ze ¢islo ¢ je koreiom danej rovnice.
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4.3 Asymptoty grafu funkcie

Ak existuje priamka, ku ktorej sa priblizuji body grafu funkcie, tak takato priamka sa
nazyva asymptota grafu funkcie.

Mozu nastat dva pripady:

a) asymptota nie je kolmé na os x - nazyva sa asymptota so smernicou,

b) asymptota je kolmé na os = - nazyva sa asymptota bez smernice.

Na néajdenie asymptoty so smernicou nam slazi nasledujice tvrdenie, ktoré dava navod

na prakticky vypocet.

e Priamka y = kx + ¢ je asymptota so smernicou grafu funkcie f pre ,x — oo prave
vtedy, ak stucasne plati:

k::hmM a q = lim (f(z) — kx).

T— 00 T T—00

Podobné tvrdenie plati aj pre ,x — —o0*.

Pre asymptotu bez smernice plati:

e Priamka x = a je asymptota bez smernice grafu funkcie f, ak plati aspon jeden
z nasledujucich vztahov:

lim f(z) = oo, lim f(z) = —oo, lim f(z) = oo, lim f(z) = —o0.
z—at z—at T—a~ T—a~
Z uvedenej definicie vyplyva, ze priamka x = a moze byt asymptotou bez smernice, len ak
funkcia nie je v bode a definovand, ale méa zmysel pocitat aspon jednu z jednostrannych
limit. Ak funkcia f je spojita na mnozine R, tak neméa asymptoty bez smernice.

2_3x—-10
Priklad 13.| Najdime asymptoty grafu funkcie f(z) = T oo

224+ 3x+2°
Riesenie: Defini¢ny obor funkcie D(f) = {z € R; 2> +3z+2 # 0} = R — {-2, —1}.
Funkcia nie je definovana v bodoch —2, —1, ale na nejakom rydzom okoli tychto bodov

je definovand, teda priamky = = —2, x = —1 mozu, ale nemusia byt asymptoty bez
smernice. Pretoze

.22 —=3x-10 . (x+2)(z—-5) . r—5 =T
lim ————— = lim = lim =—=17,
T——2 x2+3$—}—2 T——2 ((L’—I—z)(l‘—f— 1) z——-2x+1 -1
tak jednostranné limity st rovné limite funkcie, teda su vlastné a priamka x = —2 nie je

asymptota bez smernice. Ziskany vysledok vSak dava informéciu o tom, Zze v okoli bodu
—2 sa hodnoty funkcie ,bliza“ k hodnote 7.
Vypocitajme limitu sprava v bode —1.

5 22 — 3z — 10 . x—5 —6
im ——— = lim =|—|=—-00.
r——1+ T2 + 3z +2 r——1+x + 1 0t
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Limita je nevlastné a z definicie asymptoty bez smernice dostavame, ze priamka r = —1
je asymptota bez smernice. Limitu zlava uz nemusime pocitat. Ak vSak chcemem vediet,
ako sa funkcia sprava aj v Tavom okoli bodu, tak tito limitu vypocitame a dostaneme
2?2 — 3z — 10 l —6 ]
= = 00.

lim o= |2
o 2 3042 0-

Néjdime, ak existuje, asymptotu so smernicou (priamku s rovnicou y = kz + ¢) pre

WL — 00,
r? —3x—10 2,3 10
f(x) 21 3: 42 x? — 3z — 10 T\ e
k= lim = = lim 2202 = Jim st im T\ =
T—00 I z—00 x r(x T $3<1+—+—2>
T T
1
310
= Jim ERA
T 1+—+—2
Xz T

2 _3z—10 > —32-10
¢ = lim (f(z) —k.z) = lim <L_O'x) :}E&m:

Asymptota so smernicou pre ,r — oo ma rovnicu
y=0.z4+1=1.

Pre asymptotu so smernicou pre , v — —oo“ Uplne tymi istymi tpravami dostaneme

x? — 3z — 10
k= lim M: lim 23T +2 _
Tr——00 €T Tr——00 €T
a
e —3r—10

= 1 —k.z)= lim ————
7= 20 (f(x) 2 e 22+ 3x + 2

Asymptota so smernicou pre ,x — —oo“ ma teda rovnicu

y=1.
Funkcia mé jednu asymptotu bez smernice s rovnicou = —1 a spolo¢ni asymptotu so
smernicou pre ,r — o0“ a ,r — —o0“ s rovnicou y = 1. Je to priamka rovnobezna

s osou Y.
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Priklad 14.| Najdime asymptoty grafu funkcie f(z) = v422 + 1.

Riegenie: Defini¢ny obor funkcie D(f) = R a funkcia je spojitd, teda nema asymptoty
bez smernice. (Limita pre kazdé redlne ¢islo a je vlastnd a rovna sa f(a) € R.) Najdime
asymptoty so smernicou.

1
2|4+ — 1
Va2 + 1 ( 932> . ’x‘\/4+ﬁ
X

= lim = lim
r—00 €x r—00 x T—00 x€x

[ 1
= lim \/4+ 5 =V4=2
T—00 €T

Vazr? +14 2%
= lim (\/ 42 +1 — 2:v> = | o0o—00 | = lim (\/ 422 +1 — 23:) ) =
q r—00 T—00 vV 4[L’2 —+ 1 + 2x

k= lim

T—00

(VAR FD) = (20 4+ 1-da® 1 1
= lim = lim = lim =|—1| =0,
z—oo  \4x? + 1+ 2x =00 \/4x2 + 1420 oo \/4x? + 14 2 00

takze pre ,x — oo ma asymptota so smernicou rovnicu
”
Yy = 2x.

Pretoze funkcia f je parna, jej graf je symetricky podla stradnicovej osi y, jej asymptota
v bode — oo bude tiez symetrickd podla osi y a jej rovnica je y = —2x, o ¢om sa mozeme

presvedcif aj vypoc¢tom. Pre ,, o — —oo“dostaneme:
1
x? 4+ —> 1 _ 1
' 1 ' ( 2 |xh/4—i—x2 J;”4+x2
k= lim —— = —_— = — =
x x x

r——00

lim

Tr——00

lim = lim

T——00 €T r——00

Vaz?2 +1 -2z
~ lim <\/4m2 T1+ 2:1:) — | co—o00 | = lim <\/4x2 T1+ 2:c> . _
4= 2m z——00 422 +1 —2x

(VAR - (20 4?14 1
= lim = lim = lim =

s——o0  \fAz? + 1 — 2 v——oo \[Ag? 4 1 — 2z w—-00\/AxZ 41— 2
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Rovnica asymptoty so smernicou pre ,x — —oo“ je potom
Yy = —2x.

Uvedomme si, ze grafom funkcie je ¢ast hyperboly —4x? + 3% = 1, ktora sa nachddza nad
osou z a najdené asymptoty si asymptotami tejto hyperboly.

Priklad 15.| N4jdime asymptoty grafu funkcie f(x) = In(4 — 2?).

Riesenie: Defini¢ny obor D(f) = {z € R; 4 — 2? > 0} = (-2, 2). Funkcia je definovana
na ohranidenom intervale, taze nemé zmysel poc¢itat limity v nevlastnych bodoch. Odtial
vyplyva, ze funkcia nema asymptoty so smernicou. Priamky © = —2 a x = 2 by mohli
byt asymptotami bez smernice, pretoze funkcia v bodoch +2 nie je definovana, ale je
definovand v pravom okoli O"(—2) bodu —2 a v lavom okoli O~(2) bodu 2. Ozna¢me
u =4 — 2% a pouzime vetu o limite zloZenej funkcie. Plati

lim In(4 —2%) = lim Inu = —oc.
r——27T u—0+
KedZe limita je nevlastna, priamka x = —2 je asymptota bez smernice. Podobne
lim In(4 — 2%) = lim Inu = —oo0,
T—2~ u—0+

z ¢oho vyplyva, ze graf funkcie f méa aj druhti asymptotu bez smernice, ktorej rovnica je
T =2.

Stacilo ndm néjst iba jednu asymptotu a na zistenie druhej asymptoty, vyuzit, Ze funkcia
f je parna, teda asymptoty bez smernice, tak ako aj graf funkcie, musia byt symetrické
podla stradnicovej osi y.

Priklad 16.| Najdime asymptoty grafu funkcie f(z) = 213

Riesenie: Funkcia je definovana na D(f) = {z € R; 1 —x # 0} = R — {1}. Vzhladom na
defini¢ny obor, priamka x = 1 by mohla byt asymptotou bez smernice grafu funkcie f.
Na overenie tohto faktu pocitajme

lim 277 — [20% :2*00} —0.

r—1t

Pretoze limita sprava je vlastnd, potrebujeme vypocitat este aj limitu zlava v bode 1.

lim 275 — [2# :200] — 0.

r—1—

KedZe limita zlava je nevlastné, z toho vyplyva, Ze priamka x = 1 je asymptota bez smer-
nice.

Néjdime asymptoty so smernicou. Budeme, pokial sa d4, stcasne pocitat limity pre £oo.

k= lim

r—+oo r—+o00 r—Fo00

zﬁ_[QO 1

jEOozjm]zo, g= lim <2ﬁ—0.x>: lim 277 =20 = 1,
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z ¢oho vyplyva, ze y = 1 je asymptota so smernicou pre ,z — Foo“. Graf funkcie f
a asymptoty su znézornené na obrazku 4.3.

1
Priklad 17.| Najdime asymptoty grafu funkcie f(z) = arccotg —.
T

Riesenie: D(f) = R — {0}, teda priamka = = 0 by mohla byt asymptotou bez smernice.
Vypocitajme limitu funkcie f v bode 0 sprava.
1

u=—a lim —=o00 |= lim arccotgu = 0.
T z—0t T U—00

) 1
lim arccotg — =
z—07F T

KedZe tato limita je vlastnd, vypocitajme este limitu zlava.

= lim arccotgu = .

U——00

u=—a lim — = -
T 2—0- T

. 1 1
lim arccotg — =
x

z—0~

Aj tato limita je vlastna, teda graf funkcie nema asymptoty bez smernice.

Néjdime asymptoty so smernicou, ak existuju. Vypocet trochu urychlime, budeme po-
¢itat, pokial sa bude dat stcasne limity pre +oo.

arccotg— 1

1
k= lim ——% = lim —arccotg — = 0.arccotg0 = 0.

T
r—+o00 €T r—to0 I x 2

. 1 T
g = lim arccotg— = arccotg( = —.
T—300 x 2

7
Priamka y = 5 je asymptota so smernicou pre ,z — F00“.

Priklad 18.| N4jdime asymptoty grafu funkcie f(z) = 23 — 5z + 1.

Riesenie: D(f)=R a funkcia f je spojita, teda graf funkcie nemé asymptoty bez smernice.
N&jdime, ak existuju koeficienty £ a ¢ v rovnici asymptoty so smernicou.



4.4 Cvicenia

lim ——= = = lim
r—too I r—to00 x r—+o0

3_ 1 1
/() lim ﬂ (1’2 — 5+ —) = 0.
x

KedZe limita je nevlastna, graf funkcie nemé asymptoty so smernicou.

4.4 Cvicenia

1. Vypocitajte limitu:

29 2 _3r+2 2 _3rx+4+2
a) lim = —2 b) lim 22T 2 ) g e
z—3 r—3 r—2 2 —4 z—1 2 —4
1— 2\ 2 2 _ 4 1—-2
d) lim L), e limy /i £) lim —— .
s——1\ z+1 =2\ x—2 z—1 (:[ — 1)2
2. Vypocitajte limitu:
322 — 4 2% —4 422 —3
lim ——— b) lim ———— lim ———
a) 11—{202132—335—1—2’ ):c—}I—Iloox3—3x+2’ ©) b r+2
d) lim (—22%+2x—4).

3. Vypocitajte limitu:

Vi+2-+3

a) lim —— b) lim : c) lim

z—1 x—1 z——2 x+ 2 T—— 00 T
d) lim (Vo —2- 1), e) lim z (Vo —2— ).
4. Vypocitajte jednostanné limity:
2 —2
a) lim ’ , b) lim ‘ , ¢) lim Inx, d) lim tgz.
=1t 1l —x z——2-x + 2 z—0t x—>%+

5. Vypocitajte limity:

_9 r—1 _9 r—1 3z — 92 —211113
a) lim ’ b) lim ’ c) lim ’
z—oo \ 3T + 5 z——o00 \ 3x + 5 z—oo \ &+ H

z—1 2z
d) lim (253 e) lim (—2—) .

6. Zistite, na akti mnozinu zobrazi funkcia f interval J, ak
a) f(x)=2*+3, J=(1,5), b) f(x)=1 —i—arccosg, J =0, 1).

7. Ukazte, ze dand rovnica (f(z) = 0) ma na intervale J aspon jeden korei, ak
a)z’—x—1=0, J=(0,2), b) e*+x =0, J=(-1,0).
8. Urcte defini¢ny obor funkcie a najdite asymptoty grafu funkcie

@) fr) =304 o b)flr)=1+et,  ©) -

VYSLEDKY
1
1. a) 6, b) 7 c) 0, d) 4, e) 2, f) —oc.

2. a) g, b) 0, c) oo, d) oo.

VI +6—2 ) 202 +1

61

d) f(z) =z +2arctgx.
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4 Limita a spojitost funkcie

1
) 2\/— b) Zv C) _\/57 d) 0, e) -

a) —oo, b) oo, c) —oo, d) .
a)0, b)oo, ¢)v3, d)e, a)e2
a) (4,28)  b) <1+g, 1+g>.

1

a) f(0)=-1, f(2)=5  b) f(-1)=—-1=-0,632121, f(0)=1.
D(f) — {2}, ABS: 2 =2, ASS: y = 3z pre  — $o0,

D(f) — {0}, ABS: 2 =0, ASS: y = 2 pre x — +o0,
D(f)=1(0,1)U(1, c0), ABS: 2 =1, ASS: y = 0 pre z — o0,
D(f)=R,ASS:y=az+7mprex — 00,y = — 7 pre x — —oQ.
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Derivacia funkcie

5.1 Vypocet derivacie funkcie

Nech funkcia f je definovana na nejakom okoli bodu xy. Ak existuje vlastna

o 1) = (20)
T—T0 r — X

tak tato limitu nazyvame derivacia funkcie f v bode xy a oznacujeme f'(xg), resp.

df (o) Teda
dr

Ak 1 F@) = (@)

T—T0 T — To

je nevlastna hovorime, ze funkcia f ma v bode xy nevlastni derivaciu.

Poznamka: Jednostranné derivacie definujeme pomocou jednostrannych limit. Deriva-
cia funkcie v bode z( existuje, ak existuju jednostrané derivacie v tomto bode a rovnaju sa.

Ak existuje derivacia funkcie f v bode xy, tak doty¢nica grafu funkcie f v bode dotyku
T = [zo, f(x¢)] mé& smernicu rovnt derivacii f'(zq) funkcie f v bode xq a jej rovnica je

y — f(wo) = f/($0>(x — ).

Nech funkcia f méa derivaciu v kazdom bode mnoziny M C D(f). Funkcia, ktord kazdému
bodu zy € M priradi hodnotu f’(z¢) sa nazyva derivacia funkcie f na mnozZine M

a oznacujeme ju f’, resp.

%.

ZAKLADNE PRAVIDLA DERIVOVANIA

Nech funkcie f a ¢ maji na mnozine M derivaciu a nech ¢ € R. Potom na mnozine M
maju derivaciu aj funkcie c. f, f + ¢, f.g a plati:

o [c.fl@)] =c.f(z),

o [f(z)E£g(@)] = f'(z) £ g (x),

o [f(x).9(@)] = f'(x).g9(z) + f(x).g'(z),
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e ak navySe g(z 7é 0 pre kazde x € M, tak existuje na mnozine M aj derivacia funkcie
. /

ot [ 1 } 9(0) @) 9'w)

g (z) 9*(x)

DERIVACIA ZLOZENEJ FUNKCIE
Majme zlozent funkciu F'(z) = f(¢(x)). Ak na mnozine M existuje drivacia ¢’ a na
mnozine ¢(M) existuje f’, tak pre derivaciu funkcie F' na M plati

F'(x) = [f (p(2))] = f'(u) . ¢'(z), kde u=p(z).

VZORCE NA DERIVOVANIE ELEMENTARNYCH FUNKCIf

1. =0, ceER

2. [2°] = ax®t, a € R, x je z mnoZiny, kde m4 vyraz x* ! zmysel
3. [a*] = a®Ina, reR
4. [e®] = e?, reR
/ 1
5. [log, ] = : x>0
rlna
o
6. [Inz] = —, x>0
x
7. [sinz] = cos, reR
8. [cosx] = —sin, rEeR
, 1 T
9. [tgr] = ——, r#—+kr, keZ
COS* T 2
1
10. [cotg ] = — ——, r#kn, keZ
sin®
11. [arcsin z]’ ! €(-1,1)
. |arcsinzx] = : x e (-1,
VI— a2
1
12. Jarccosz] = , r e (—1,1
jarceos i L1
13. [arctgz] = a:2 1 reR
1
14. [arccotgr]’ = — , reR

2+ 1
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Priklad 1.| Pomocou definicie derivacie funkcie vypocitajme, ak existuje, derivaciu fun-
kcie f v bode xg, ak

a) fz) =2"  zo=-2, b) f(z) =2’+1  ay=2,
c) flx)=vzr+1 xg = —1, d) f(z) =z —1] zo = 1.
Riesenze:
a) Funkcia f je definovand na mnozine vsetkych realnych ¢isel. Zistime, ¢i existuje limita
— f(-2 24 -2 2
PO e o) S P et U OO )] ) O MR W'}
z——2 x4+ 2 x——2 r + 2 z——2 x+2 z——2

Potom podla definicie
F(-2) = 4.

b) D(f) = R, teda ma zmysel zistovat derivaciu funkcie v bode zy = 2.

flx)—f(2) ,ma:3+1—(8+1)_ -mx3—8

lim =1 =1 =
T2 Tz — 2 T2 Tz —2 -2 x — 2
— ) (x® +2 4
- 111% (r = 2)(= +2 v+4) = lin%(x2 + 2z +4) =12 = f'(2) =12.
T— T — T

c¢) Funkcia f je definovana na mnoZine reélnych ¢isel. Potom

fm @ ICD oy Ver1-0 ! {L}:m

z——1 x+1 z——1 x4+1 N 9331—11 3/(3j + 1)2

Takze funkcia f ma v bode xqg = —1 nevlastnt derivaciu oo.

d) Funkcia f je definovand na mnozine vSetkych redlnych ¢isel. Zistime, ¢i existuje li-

mita ) ) 0 .

L0 R (e e [ R e ]

r—1 x—1 z—1 rx—1 z—1 x —1
Aby sme mohli vypocitat tiato limitu, potrebujeme vypocitat jednostranné limity v bode
zo = 1. Pretoze

e et S

. e —1] Cox—1
a lim = lim =1
z—1—- o — 1 z—1- x—1 z—1t x — 1 =1t — 1

)

limita funkcie neexistuje, teda neexistuje ani derivacia f’(1).
Pomocou jednostrannych limit sme vypocitali, ze derivacia zlava f’ (1) = —1 a derivécia
sprava f’ (1) = 1.

Poznamka: V dalsich prikladoch predpokladédme, Ze vypocty st robené na mnozine, kde
dané funkcia je definovand a kde mé derivaciu. Tieto mnoziny nebudeme uvadzat. Taktiez
vyrazy, ktoré dostaneme po zderivovani, nebudeme vSetky zjednoduSovat. Tieto tpravy
si moze v ramci doméaceho cvicenia urobit ¢itatel sam.
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Priklad 2.| Vypocitajme derivaciu funkcie:

2 3 v
a)f(x):x?’—i-\/f—f-;—g—ﬁ, b) f(z) = z* + 4% — e* + 4,
c)f(x) =logyx —3lnz, d) f(x) =sinz — 5cosz + tg = — cotg x,
e)f(x) = 2arcsinz — arccos z, f) f(x) = arctg x + 5 arccotg .

Riesenie: Pri vypocte vSetkych prikladov pouzijeme pravidlo na derivovanie stuctu fun-
kcii a derivaciu sucinu konstanty a funkcie.
a) Aby sme mohli dant funkciu zderivovat, najskor si funkciu upravime na stéet mocnin
. ve / —
tak, aby sme mohli pouzit vzorec [2°] = a2z%7!. Teda
2 3 1 1
—— =23 f 22 + 2071 — 3273,

f(x):x3+\/§+;—%

Potom , .
f(x) = [m?’}l + [:v%] +2 [x_l]/ -3 [x_%} =
5o1 L 1,4 —1-1 1 -1 o 1 1 -2 -4
=3z +ge +2.(-1)z -3. —g ) =3z +5 2 -2+ x7s =

P S

SN

b) V predpise funkcie sa nachiddza mocninova funkcia a exponencidlne funkcie. Preto
pouzijeme vzorec, ktory sme pouzili v predchadzajicom priklade a pri derivovani expo-
nencialnej funkcie vyuzijeme fakt, ze vo vzorci 3 mame a = 4. Potom

f(z) = [:Eﬂ/ +[4%) =[] +[4) = 42" ' +4°In4d — e* + 0 =42° + 4" In4 — .
¢) Pri vypocte pouzijeme vzorce na derivovanie logaritmickej funkcie, pri¢om zéklad prvej

logaritmickej funkcie a = 2.

"(2) =11 " 3Mnz] = —3- = —
fi(z) =[logga] = 3[naf = — = —=3-=——

1 1 1 3
=

d) PouzZijeme vzorce na derivovanie goniometrickych funkcii.

! - r / o [ — 5(—qi 1 — 1 =
f'(x) = [sinz] =5 [cosz] + [tg z| — [cotg x]" = cosx — 5( Smm)+cos2x ( 2 >_

1 1 sin® x + cos® z

=cosx + Hsinx + st == =CoST + 58Ny + —————5— =
cos?x  sin‘x cos? rsin® x

1

cos2 rsin®z’

=cosx + Hsinz +

e) Pocitajme derivaciu cyklometrickych funkcii.

F'(z) = 2 [aresina] — [arccos ] — 2ﬁ _ (_ ﬁ) _
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2 1 3
Vi—22 V1—-22 /1—2a?

f) Vypocet derivécie je opét na priame pouzitie vzorcov.

1 1 1 5 4
'(z) = [arctg 2] +5 tga)] = ——+5(— _ _ -
f'(x) = [arctg x| + 5 [arccotg x] 22 + 52 T+ 2 1522 122

Priklad 3.| Vypocitajme derivaciu funkcie:

a) f(z) = (z* + 2z —5)sinz, b) f(z) =z Inz, c) f(x) = earctgz,
d) fa) =5, ) flr)= =7, f) f()= 50

Riesenie: Na vypocet derivacie funkcie v prvych troch prikladoch pouzijeme pravidlo na
derivovanie stuéinu, suc¢tu a rozdielu funkcii, v dalSich pravidlo na derivovanie podielu,
suctu a rozdielu dvoch funkcii.

a)
f(z) = [(2® + 2z — 5). sinx], = [2° +2x—5]/. sinz + (z° 4+ 2x — 5). [sinz]’ =
= (32° + 2)sinx + (2° + 22 — 5)(cos z) = (32* + 2) sinz + (2° 4+ 27 — 5) cos .
b)
f(z) = [V=. lnm}/ = [:}0%]/‘ Inz+ vz [Inz] = %m_%lnx+f.é =

Inx 1 _lnx—|—2

VAR

f'(z) = [¢*. arctg x| = [¢*]' . arctgx + €”. [arctgr] = e"arctgx + €”.

14 22
— pT 1
=e (arctgx—}- 1 +$2) .
d)
, 22+1) [+ 1] . (22 —1)— (2*+1). 22 —1]
f( )_|:l'2 1} - ($2_1)2 -
20 (2 = 1) - (@*+ 12 22 -1-2°-1) 4
N (22 — 1) N (22 — 1) (22—
e)
; _ [cosz]’  [cosz].3" —cosx.[3*] (—sinz3” —coswr3”In3)
@)= %] = o7 - = -
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3% (—sinz —In3 cosz)

sinx +In3 cosx

32CC 31
f)
[tg 2] ( : (zr—e") —tga(l—e)
oy [tex ] leal@—e) —tga -] geuy T tBelloe
T L_ex] (x —em)? (z — e2)2

(22 + 1) arctg x

Priklad 4.| Vypocitajme derivaciu funkcie f(x) = ]
0gy T

Riesenie: Mame derivovat podiel dvoch funkcii, pricom v ¢itateli je je sucin funkcii. Po-
stupne pouzijeme pravidla na derivovanie.

(x2+1).arctgz]’  [(z® +1).arctga] . logyx — (22 + 1). arctgz . [logy 7]
B log; = B

ra) = |

log, =

([2* + 1) . arctg z + (22 + 1). [arctg z]') . logy = — (2% + 1) arctg « 5
rln2 _

logs

1 — (2241 t
)ogZx (z* + )arcg:vxln2

2x arct 24+1
<$arcg:v+(:v + ):c2+1

log;

(x? + 1) arctg

(2zarctg x + 1) log, x —

_ rln2
logs =
Priklad 5.| Vypocitajme derivéciu funkcie:
1 1
=(22z-3) b = /a2 -2 = — d = —
DI = CeoB B0 = VT O S0 g DI g
e) f(r) = sin”, ) f(=) nwz, g) f(z) arcsin® ) f(z) Ycosx

Riesenie: Vsetky funkcie, ktoré méame derivovat st zlozené funkcie a na vypocet derivacie
teda pouzijeme pravidlo na derivovanie zlozenej funkcie.

a) Vnuatorna zlozka danej funkcie je u = 2z — 3. Oznacme ju aj pri vypocte a zapiSme
v ramci riesenia prikladu medzi dve vertikalne ciary.

!/

flx)=[2r -3 =|u=20-3|=[u"]".[220 — 3 = 10u°.2 = 20 (22 — 3)°.
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b)

/ —17/ 1 , 9 1 1
)=l ] =u=asd) = P ool = -l = -5 = - o555
d)

, _ _%/_ B B _%/ 1 _% x2__3$2_
f(z) [(373+4) }— u=1x3+4 —[u ] [2° +4] = u"2.32° = o
___

e

e)
fl(z) = [(sinz)?] = |u=sinz | = [v*] . [sinz] = 2u cosz = 2sinz cosz = sin 2z.
f)
(z) = ' 2wtz | = [uf]  may=tetio L 1
f(a:)—[(lnx)]— u=Inz —[u}.[l .:1:]—2u T ar v
g)

f'(x) = 2 [(arcsine) ] = | u = arcsinw | = 2 [u~?]". [arcsina] = 2.(-3)u~". =

1 1 6
= _—6—. = — .
ut /1 — 22 arcsin® x /1 — 22
h)
17/ ! i
f’(x) — [(COS.T)ig] = |lu=-cosx | = [U_%} [Cosgj]/ = — =U g (— Sln:lj) = Slilii =
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sinx
53/ a1
3V cost x

Ak sme sa uz naudili derivaciu zlozenej funkcie, tak mozeme potom vypodet urychlif.
Vntatorni zlozku nemusime oznacovat a mozeme pisat:

y _17/ 1 _a , 1 ) sinx
xTr) = cosx) 3 = ——(cosx) ?.|coOsSy| = ———(—SINy) = —F——.
@) = [(eos2) 3] = =3 (con) - foosa = — s (msine) = Some

Priklad 6.| Vypocitajme derivaciu funkcie:

a) f(z) = e, b)f(x) = tg2" c) f(z) = Insinz,
1

d) f(x) = arccos/z, e) f(x) = arccotg —, f) f(z) = log(z? + 4).
T

Riesenie: Na vypocet derivacie pouzijeme pravidlo pre derivovanie zloZenej funkcie
a vzorce pre derivovanie zakladnych elementarnych funkcii.

b)
2¥ In2
(z)=[tg 2" = |u=2" | =[tgu] . [27] = 2° In2 =
Fia) = e 27 = | u tsu] 2] = 52 2= 2 22
resp.
1 2% In2
"(2) = [tg 2%] = 2 =
Fla)=ltg 2] = o 2] = 2
c)
1
f'(x) = [Insinz] = [sinz] = — cosxch)sx:cotgx
sin z sin z sin

_1—|—x2'
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f)

F(@) = [log(a® +4)]' = ——

(224 4) In10

1 2
FL I (S W S
(22 +4) In 10 (22 +4) In10

Priklad 7.| Vypocitajme derivaciu funkcie:

a) f(z) =logs(2x) sinx, b) f(z) = (2* — 1) arccotg (e?), c) f(x) =VInzx. tg z,
2cote cos /T 32% + 2z

Q) f(a) = o) flx) = VI ) f)= 22

arcsinz’

Y 2 *
arctg x arccos® x

Riesenie: V prvych troch prikladoch médme derivovat sucin dvoch funkecii, dalsie priklady
st na derivaciu podielu dvoch funkecii, pricom jedna z funkcii je zlozena funkcia. Teraz uz
nebudeme oznac¢ovat vnatorni zlozku funkcie. Nesmieme vSak zabudnit pouzif pravidlo
pre derivovanie stuc¢inu, resp. podielu dvoch funkcii a tiez aj pre derivaciu zlozenej funkcie.
Ziskané derivéacie nebudeme upravovat.

a)

f'(x) = [logz(27) . sinx]’ = [logs(22)] . sinx + logy(2z) . [sinz] =

= o3 [22] sinx + logs(2x) cosx = ZZHLTS .2+ logs(27) cosz =
sin x
= T 1n3 + log;(2x) cos x.

fl(z)=[(z"-1) .arccotg(e"’”)]/ = [2® - 1}/ .arccotg(e”) + (2° — 1) . [arccotg(e”)] =

31
. [e"]" = 32® arccotg(e”) + ’ e,

= 3z” arccotg(e”) + (z* — 1) . 1t ez ©

1+ (e¥)

f(z) = [\/m.tgx}/: [(lnx)%]/.tgqu\/m, tgz] =
1 11 N

1
Inz) 2. [Inz] ¢ Vinz. = =t .
(In.2) o} tgz+ Vina cos?z  2y/lnz =« gI—'—cos%c

L
2
d)

) = { 2008 ]’ [2¢°%82]"  arcsin o — 2°°%8 % [arcsin z]

arcsin x arcsin® z

1
V1—22

2°°%87 In 2. [cotg x| arcsinaz — 2°°t&®

arcsin?

2cotg T

1 :
- arcsinz — ———
sin? x V1= 12

arcsin?

20015 * I 2 (—
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e)

cos \/ﬂ/ _ [cos/z] .arctgz —cos/z. [arctgz]

arctg x B B

arctg?z
!/
—siny/z. [x%] .arctgx — cos\/x .

ri =
1
14 2?

arctg?x
cos /T
1+ a2

1
—sin/x . §x_% arctg x —

arctg?z

f)

322 +2x7"  [32%+ 2] . arccos® x — (322 + 2z) . [(arccos z)%]
arccos?z |

r = |

arccos? r)*
( )

(6x + 2) arccos® z — (32 + 2z) 2 arccos z . [arccos z]’

arccos? x
—1

(62 + 2) arccos? x — (3% + 2x) 2 arccos . —
—x

arccos? x

Priklad 8.| Vypocitajme derivéciu funkcie:
1

a) f(z) = arctg i—i—l b) f(z) = Ve® Inx, c) f(x) = m;
r+2 1 Ve +1

T
e)f(x)zm> f) f(z) =tg 3

d) f(z) = arcsin

coszx’

Riesenie: Mame derivovat zlozené funkcie, pricom vnutornd zlozka je bud stcéinom alebo
podielom dvoch funkcii. Preto pouzijeme prislusné pravidla pre derivovanie. Ukazeme len
postup derivovania, ¢iasto¢né vysledky nebudeme upravovat.

a)

x—l—l}/ 1 x+1]’_ 1 r—1—(z+1)

<x+1)2‘{x1 N
1+
z—1

f'(x) = [\/m}, = [(ex. In x)

) = [aret

r—1

b)

N=

/ 1 -
] =3 (e“*Inz)2 . [e*. Inx]| =

1 1
=—— (" Inx+e"— ).
2ver Inx ( 55)

1
(2x 4 3) sinx

/

fz) = [ ]/ = [((2z +3) sinz) '] =
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=—1.((2x+3) Sina:)_2 [(2z +3). sina)’ =

—1
= (@ 1 3) ) (2sinz + (2x 4+ 3) cosx).

d)
!/ /
f(x) = arcsinx+2 = ! : ]
cos 1 v +2\? Lcosz
Cos ¥
B 1 cosz — (v +2) (—sinx)
B c+o\?% cos? x '
1—
(cosx)

f)

17’ 1 17
f’(x):[t VT + } .|:\/5+ } _
3% cos? r+1 3%
390
1 —5 QT T
a C082 \/E"—l ' (3x)2

Priklad 9.| Vypocitajme derivaciu funkcie:

a) f(r) = ¢/In(sinx) b) f(x) = 2aesin(+7-52) c) f(x) =es®

d) f(z) = arctgvx? + 1, e) f(z) = cotg 395%4’

Riesenie: Mame derivovat dvakrat zloZené funkcie. Derivovanie urobime postupne.

a)

[

(In(sinz)) "3 . [In(sinz)) =

W =

f(z) = [3 1n(Sinx)}/ = [(ln(sinx)) }/ =
1 1

- ;. —— . [sinz] = . cosx.
3(In(sinx))s SWT

73
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b)
f,(l') — |:2arcsin(z3f5x)i|/ — 2arcsin(:p375x) n?2. |:8,I'CSiIl (IL‘S o 51’)}/ _

2arcsin(x3—5x) In2

— guesin(e?=52) 1y 9. [#® —5a] = (322 = 5).
V1- (@ - 50)? V1- @
c)
f(x) = [6C052 ”“"] e " [(cosz)”] =e* " 2cosx. [cosz] = e *2cosz (—sinz)
d)
/ 1 17/
f(z) = [arctg\/m} = [ 2 +1 2} =
S ()
1 1, o, 1
= —— . — +1) 2 +1 .2
I1+22+1 2(36 ) [ ] 2(x2 + 2)va2 + 1 x
e)
!/ 1 ,
f/(aj) = {cotg 37— 4] = — 1 . [(39@ —4) l] =
sin?
3r —4
1 ~ 1
=— T (=1). 83z —4)*. 3z — 4] = 3
sin? - (3x — 4)2sin 37 — 4

f)
f'(x) = [sin(3" — 1)°] = cos(3" —1)°. [(3" = 1)°] = cos(3" —1)°.5 (3" — 1)*. [3" — 1] =

=5(3" —1)* cos(3” — 1)° 3" In 3.

Priklad 10.| Vypocitajme derivaciu funkcie:
a) F(z) = 252, b) F(z) = (2? + 1)>te=, ¢) F(z) = (cosz)s.

Riesenie: Mame vypocitat derivaciu funkcie, ktora je v tvare F(z) = f(x)9®. Skér ako
za¢neme derivovat, za predpokladu, ze f(z) > 0, upravime si funkciu nasledovne

F(2)9@) = mI@D _ o). (@)

teda
F(x) = e9(@) In f(z)

a funkciu budeme derivovat ako zloZent funkciu.
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a) Funkciu najskor upravime. V nasom pripade f(z) = x a g(x) = sinz. Teda
F(IL‘) — xsinw — esinmlnaz
/ sinz Inxz]’ sinz Inx . ! sinz : 1
F'(z) = [e | =e Clsinz. Inz] =2 cosz Inx +sinz. — | .
T
b) Podla tivodného oznadenia f(z) = 2% + 1 a g(z) = arctg z. Potom

F($) — (1,2 + 1)arctgac _ earctgx ln(x2+1)

/
F/($) _ [earctg:c 1n(x2+1)} — earctgw In(z?+1) [arctg x. 111(:62 + 1)}’ _

1
= (22 4 1)ucte @ ( In(z* + 1) + (arctg ) o .Zx) :

1+ 22

c) Upravme funkciu. f(z) = cosz, g(x) = —, teda
T

Incosx

F(l’) — 6% Incosz _ e s

1

!/
Incosz / Incosz ll’lCOSLU 1
F'(z) = [e E } =e = . = (cosx)w LT
T

(—sinz)z —Incosx

xr2

Priklad 11.| N&jdime rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f v bode dotyku 7', ak
a) flz)=2*-3z+1, T=1[27, b) f(z) =e®cosz, T =10,7],
c)f(x):vél—x?, T:[?uz]

Riesenie: Rovnica doty¢nice ¢ ku grafu funkcie f v bode dotyku T' = [xq, f(z0)] je urdena
rovnicou y — f(xo) = f'(x0)(z — x0). To nam dava navod na rieSenie tlohy. Potrebujeme,
ak pozname g, vypocitat hodnotu funkcie v tomto bode, t. j. f(x¢) a hodnotu derivacie
f'(xg), t. j. smernicu dotycnice.

a) Prva stradnica bodu dotyku je xy = 2. Potom f(z) = f(2) = —1. TakZe bod dotyku
je T = [2,—1]. Vypocitajme derivaciu funkcie

fl(x) = [2* -3z +1] =22 - 3.
Smernica doty¢nice je f'(zg) = f'(2) = 2.2 — 3 = 1. Potom rovnica doty¢nice ¢ je

t:y—(-1)=1.(z—2), po Gprave  t:y=ux — 3.
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b) Vypocet trochu urychlime.
z0=0 a  f(zg)=f(0)=¢€". cos0=1.1=1 = T =10,1].

f'(z) = [e* cosx] = e" cosx + *(—sinx) = e”(cosx — sin x)

f'(wo) = f(0)=1.(1-0) = 1.

Rovnica doty¢nice je

t:y—1=1.(x—0) alebo po uprave t:y=x+ 1.

c¢) V tomto priklade nepozname z,, ale pozname hodnotu f(zg) = 2, hladdme teda také

x, pre ktoré je
V4 — 2?2 =2.
Riesme dant rovnicu. Najskér ju umocnime a dostaneme:
Vi —122=2 = 4— %=1 = 22 =0 = z =0.

Takze zo = 0 a bod dotyku T' = [0, 2]. Potrebujeme eSte vypocitat smernicu dotyénice
v bode T, t. j. f'(0).

Fay=[a-ahi] = -t (o) =

—X

Va — 22’

a preto

a rovnica dotycnice je

t:y—2=0.(x—0), resp. t:y=2.

Priklad 12.| N4jdime rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f(r) = x? — 5z + 2, ktora je

rovnobeznd s priamkou z +y + 1 = 0.

Riesenie: Aby sme mohli napisat rovnicu doty¢nice, potrebujeme najskor najst siradnice
bodu dotyku. Vyuzijeme poznatok, ze dve rovnobezné priamky maju rovnaké smernice.
Ak z rovnice zadanej priamky vyjadrime y = —x — 1, dostdvame, Ze smernica danej
priamky je —1. Na druhej strane, smernica dotyc¢nice ku grafu funkcie v bode dotyku
T = [z, f(x0)] sa rovna hodnote derivacie f'(zg). Teda hladdame také z, pre ktoré plati:

f'(w) = —1.
Kedze
f'(x)=2x -5 = 20— 5= -1 = r=2.
Takze
o =2, boddotykuje T =2, f(2)] =[2,—4], smernica doty¢niceje ['(2)=—1,
a rovnica dotycCnice je

t:y+4=-1.(x—2) alebo  t:y=-—x—2.
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5.2 Derivacie vyssich radov

Nech funkcia f mé& na mnozine M derivaciu f’. Ak existuje derivacia derivacie f’ na
mnozine M, tak tito deriviciu nazyvame derivacia druhého radu funkcie f, alebo
jednoducho druhé derivécia a oznacujeme f”. Teda

f'(@)=(f()), zeM.

Nech funkcia f ma na mnozine M derivacie az do (n — 1)-rddu. Ak existuje derivécia
derivacie (n — 1)-rddu na mnozine M, tak tato deriviciu nazyvame derivacia n-tého
radu (n-t4 derivacia) a oznacujeme f. Teda

() = (F"V(2), zeM.

Priklad 13.| Vypocitajme druhi derivaciu funkcie

a) f(r) = 2° + 6% — 8% + 15z — 10, b) f(z) =zInz,
ex

c) f(.:z:):x_Q, d) f(z) =z — arctg x.

Riesenie: Podla definicie musime najskoér vypocitat prvii a potom druhi derivaciu. Vy-
uzijeme pritom zakladné vzorce a pravidla na derivovanie.

a) D(f) = R,

f'(x) = [2° +62° — 822 + 152 — 10]" = 52* + 182 — 162 + 15, x € R

f(x) = [52* + 182% — 162 + 15| = 202° + 362 — 16, = € R.

b) D(f) = (0, o),

1
f'(z) =[zIna) :lnm+x.5 =Inz+1,

f"(x)=[nx+1) = i, z € (0, ).

e” }':em(m—Z)—e“J:em(m—i’))
x—2 (x — 2)2 (x —2)%°

r = |

weoN e*(x — 3) ! B le®(z — 3) +e*] (x — 2)? — e®(x — 3) . 2(x — 2)
=1 -2
_ e'(x—2)(x —2)* =2 (x —3)(x —2)  e(x—2)[(x —2)*—2(z — 3)] _

(z —2)t - (z —2)t
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(2 —4x +4—2x+6) e"(x® — 6z + 10)
= (x—2) = = 2) , reR—-{2}.

d) D(f) = R,

1 24+1-1 x?
/ g —_ t I:l— g et
f'(x) = [z — arctg x] T2 2 =t

22 2e(1+2%) -2 20 221+ 2% —2?) 27 c R
E— = = = T .
14 22 (1 + 22)? (1 + 22)? (1+22)%

e = |

Priklad 14.| Vypoéitajme f® a f®(r) funkcie f(x) = (z + 1) sinz.
Riesenie: D(f) = R. Postupne vypocitajme prvi, druhi, tretiu a $tvrta derivéciu.
f'(x) = [(x +1)sinz) = sinz + (z + 1) cos =,

f"(z) = [sina + (v + 1) cosx] = cosz + cosz — (v + 1) sinz = 2cosz — (v + 1) sinz,
f"(z) =[2cosx — (x + 1)sinz] = —2sinz—sinz— (z+1) cosz = —3sinz— (r+1) cos ,
fW(z) = [-3sinz — (2 + 1) cosz]' = —3cosz—cos z+(x+1) sinz = —4 cos z+(z+1) sin z,

pre x € R. Potom hodnota Stvrtej derivacie v bode 7 je

f(r) = —4cosm + (7 +1)sinm = 4.

Priklad 15.| Vypocitajme vSetky derivacie funkcie f(r) = 62° + 722 + 8z — 11.
Riesenie: Pocitajme postupne derivacie.
f'(z) = 182* + 142 + 8, f(z) =36z +14,  f"(z) = 36,

fBz)=0 = f™(z)=0, prekazdé neN, n>4, z€R.

Priklad 16.| Vypocitajme n-t derivaciu funkcie f(z) = In(z + 1).

Riesenie: Nasou tlohou je odvodit vztah, ktory bude platif pre Tubovolni derivéciu. Po-
¢itajme postupne derivacie.
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Z predchadzajucich vysledkov sa da predpokladat, Ze

(@) = (=1) . (=2) . (=3) . (=(n — D)) (x + 1) " =

(=) Hn -1

=(-D)"'n-D(z+1)" = CEE

Derivacia f™, n € N je tymto vztahom dana pre fubovolné = z defini¢ného oboru funkcie
f, t. j. na intervale (—1, oo).

Aby bol vysledok Uplny, potrebujeme este matematickou indukciou dokazat platnost tvr-
denia pre n-t derivaciu. Tento dokaz prenechame na Citatela.

Priklad 17.| Ukazme, Ze funkcia y = cos 2z + 3 sin 2z vyhovuje rovnici y” + 4y = 0 pre

kazdé realne cislo x.
Riesenie: Dana funkcia je definovand na mnozine vSetkych redlnych cisel. Potrebujeme
vypocitat druhi derivaciu funkcie a dosadit do rovnice.

/ _ i

Yy = —2sin2x + 6cos2x a y" = —4cos2x — 12sin 2z.
Tieto derivécie existuju pre kazdé x € R. Po dosadeni do lavej strany rovnice dostavame
L = —4 cos 2x—12sin 2z+4(cos 2z+3 sin 2x) = —4 cos 20—12 sin 2244 cos 22+12sin 2z = 0,
prava strana rovnice
P =0, teda L=P

a dana funkcia vyhovuje rovnici pre kazdé realne cislo x.

Priklad 18.| UkaZme, ze funkcia y = e® cos x vyhovuje rovnici y* + 4y = 0 pre kazdé

r € R.

Riesenie: Podobne ako v predchadzajicom priklade najskér vypocitajme prvé styri deri-
vacie funkcie.
Yy =e"cosx + e (—sinx) = e”(cosx — sinx),
y" = e"(cosx —sinx) + e*(—sinx — cosx) = —2¢” sin x,
y" = —2€e"sinx — 2€” cosx = —2e”(sinx + cos z),
y® = —2¢%(sinz + cos ) — 2¢%(cos z — sinz) = —2e%(2cos ) = —4e® cos .

Vsetky derivacie existuji na mnozine vSetkych redlnych ¢isel. Dosadme do rovnice:
L = —4e®cosx + 4e” cosx = 0, P =0, L=P,

teda funkcia vyhovuje rovnici pre xz € R.
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5.3 Diferencial funkcie, Taylorov polynom

Nech funkcia f je definovand a diferencovatelnd na istom okoli bodu xzy. Rozdiel
Afyo(x) = f(x) — f(xy) nazyvame prirastok (diferencia) funkcie f pre prirastok
Ar = x — xp.

Vyraz f'(zo)(z — xo) nazyvame diferencial funkcie f v bode xy a oznacujeme df, (),
t. j.
J dfay () = f'(z0)(z — 20).
Ak x — xg, tak Af,,(x) = df,,(z), teda
f(@) = f(zo) + f'(w0) (z — o).

Nech funkcia f ma v bode xy derivacie az do n-tého radu, kde n € N. Polyném

! Zo " X0 9 (n) To
T.(z) = f(x) + %(m — o) + / ; )(x — o)+ ...+ fT(')(x — )"

nazyvame n-ty Taylorov polyném funkcie f v bode xg.

Poznamka: Taylorov polyném aproximuje funkciu v okoli bodu g, ¢im vyssi je jeho stu-
pen, tym je aproximdcia presnejSia. VSimnime si, ze ak n = 1, tak T1(z) = f(zo) + df s, ().

Priklad 19.| Vypéitajme diferenciu a diferenciél funkcie f(x) = x* — 5z v bode x5 = 2,
pre prirastok a) Av =1, b) Az =0,1, c) Az =0,01.
Vypocitané hodnoty porovnajme.
Riesenie: Kedze
Ar =1z — xg = T = x9+ Ax,

tak diferencia
Afro(@) = Afso(xo + Az) = f(xg + Ax) — f(20)
a diferencial
df o (%) = df sy (z0 + Az) = f'(20) . Az

Potom

a) Diferencia
AR(2+1) = Af(3) = £(3) — f(2) =9~ 15— (4—10) = 0,
Kedze

fl(x)y=2x-5 a  f'(2)=-1, tak  dfy(3)=-1.1=—1.
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b)
Af(240,1) = Afy(2,1) = £(2,1) — f(2) = 4,41 — 10,5 — (4 — 10) = —0,09
a
dfx(2,1) = f(2).0,1=—1.0,1 = —0,1.
c)

Afa(240,01) = Afo(2,01) = £(2,01) — £(2) = 4,0401 — 10,05 — (4 — 10) = —0, 0099

df»(2,1) = f'(2).0,01 = —1.0,1 = —0,01.

Vsimnime si, ze ¢im blizsie je Az k ¢islu nula, tym menej sa lisia hodnoty Af,, a df,,.

Priklad 19. | Vypocitajme diferencial funkcie f v bode xg, ak

a) f(x) =vb—=x, z9=—4, b) f(z) = x sinx + cos z, xozg

Riesenie: Aby sme nasli diferencial funkcie, tak potrebujeme néjst hodnotu derivéacie fun-
kcie v bode ¢ a dosadif do vzfahu pre diferencial.

a)

f@) = 56— (1) = =

Diferencial funkcie je potom rovny

& ale) = —5(o +4)

b)
f(z) =sinz +x cosx —sinx = x cosz
’ Vi3
' ' E)ff T_TNy2_V2m
f'(@o) f<4 1 1712 8

Takze diferencial je
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Priklad 21.| Vypocitajme priblizntt hodnotu

a) /4,02, b) arcsin0, 15, c) In0,9.
Riesenie: Na vypocet pribliznej hodnoty vyuzijeme vzfah z vodu tejto podkapitoly, t. j.

f(@) = f(xo) + f'(20)(x — x0).

a) Kedze mame priblizne vypocitat /4,02 zavedme funkciu f(x) = +/x. Potom
V4,02 = f(4,02). Polozme = = 4,02 a zvolme xy = 4, pretoze lahko uré¢ime funként
hodnotu f(xo) = f(4) = v4 = 2. Naviac, diferencia Az = x — x9 = 4,02 — 4 = 0,02
je mala, a preto aproximacia bude dostatocne presna. Po dosadeni do predchadzajiceho
vztahu, dostaneme:

F(4,02) = F(4) + F/(4) . (4,02 — 4).
Vypocitajme potrebné hodnoty.

=2 A fWegm = @)=

1
47
teda 1

\/4,02 = 2+Z'0’02 =2+ 0,005 = 2,005.

Hodnota vypocitana kalkulackou je 2,0049938.

b) Zvolme: f(x) = arcsin x, lebo mame vypocitat hodnotu arcsin 0, 15, zo = 0 a z = 0, 15.
Potom
£(0,15) = £(0) + £/(0) . (0,15 — 0).
Pretoze
1
0) = arcsin0 = 0, (1) = — = '0) =1,
0) Flo) = == £0)

dostaneme
arcsin(0,15=0+1.0,15 =0, 15.

Pomocou vypoctu na kalkulacke dostaneme arcsin 0, 15 = 0, 1505682.
c) f(z) =lnz, xg=1ax=0,9. Potom

f(1)=m1=0, o=t = pm=t

X

£(0,9) = f(1)+ f(1).(1—-0,9) = In0,9=0+1.(-0,1) = -0, 1.
Ak na vypocet pouzijeme kalkulacku, tak In0,9 = —0, 1053605.
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Priklad 22.| N&ajdime n-ty Taylorov polyném funkcie f v bode xg, ak

a) f(r) =cosx, g = g, n =4, b) f(z) = e*, g =0, n =05,

c) f(x)=In(z+1), xg =1, n=3.

Riesenie:
a) Kedze n = 4, tak polyném, ktory potrebujeme najst, bude mat tvar

o™ FE) oy G me fE)  md fOE) oy
L@ =f ()3 ()t (- 5) + e - g) v (- 3)

™
Vypocitajme hodnotu funkcie f a hodnoty prvej az stvrtej derivacie v bode xy = 3

JORCI R

Potom

"0 an "o (4) 0 (5) 0
Ts(2) :f(0)+f1(! )(x—0)+f2(! )(x—0)2—|—f3(! )(x—0)3+f 4!( )(:):—0)4+f 5!( )(x—0)5,
f0)=e"=1, f'(x) = 2¢*, = [(0)=2,
f//(l') — 462x’ = f//(o) — 47 f///(ﬂf) — 8622:’ = f///(o) — 8,
f@(z) =16e*, = f4D(0) = 16, fO(z) =32%, = fO(0) =32
Takze

2 4 8 16 32 4 2 4
T =1 = T2 =3 — .4 _5:1 2 22 3 =4 _5.
5() +1x+2:1: —|—6x —|—24:1: +120$ +:c—|—a:—|—3:c —|—3:c —|—15a:
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c)
/ " 1 "
1) = ) + L0 -+ TV 12 D0y
f=h2  f@)=— = FO)=3,
" _ 1 " __1 "ip) — 2 " _2_1

Potom

L 1 L
Tg(m):ln2+%(w—1)+74(:17—1)2—1—%@—1)3:ln2—|—%(x—l)—é(m—1)2+2—14($—1)3.

Priklad 23.| Pomocou tretiecho Taylorovho polynému vypocitajte priblizne /4,02

a porovnajte s pribliznou hodnotou vypocitanou pomocou kalkulacky.

Riesenie: Kedze mame vypocitat /4,02, zvolime si funkciu f(x) = /z a o = 4. Nédjdeme
treti Taylorov polyndém, t. j. polyném

1) = f@) + L0 0 gy T o —ap Dy
4)=+4=2 (z) = — '(4) =
1 f(4) = Ia f@)—ﬁg, = f()—ls
f”(l‘) - _4—@’ f”(4) - 3_27 f///(l‘) - 8\/5’ = f///(4) - ﬁ
Potom
1 1 3
1 BED 256 1 1 1
Tg(ac):2+%(x—4)+ 232(:1;—4)%2%(:5—4)3:2+Z(x—4)—6—4(x—4)2+m<x—4)3
a
. 1 1 1
/4,02 = Ty(4,02) =2 + Z(4,02 —4) — 6—4(4,02 —4) + 53(4,02 —4)3 =
1 1
=2+47.0,02— . (0, 02)% + SR 02)* = 2,004993765625.

Hodnota vypocitana kalkulackou pripadne vhodnym softvérom na pocitaci je
4,02 = 2,0049937655763421351.

Tieto hodnoty sa zhoduji na prvych deviatich desatinnych miestach.

Vsimnime si, ze hodnota /4,02 vypocitani pomocou tretieho Taylorovho polynému je
T3(4,02) = 2,004993765625 a hodnota vypocitana v Priklade 21 a) pomocou diferenciélu,
resp. pomocou prvého Taylorovho polynému je T7(4,02) = 2,005. Aj v tomto pripade je
potvrdené, ze vyssi stupen Taylorovho plynému lepsie aproximuje hodnoty funkcie v okoli
bodu 4.
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5.4 L’Hospitalovo pravidlo

Ak by sme nespravne pouzivali vety o pocitani s limitami a nezistovali, ¢i s splnené
podmienky na ich pouzitie, méZzeme dostat vyrazy tvaru

— —, 0. 00, 00 — 00, 0°, 10, oo,

ktoré sa nazyvaju neurcité vyrazy. Pri vypocte takychto limit sa d& za urcitych predpo-
kladov pouzit pravidlo, ktoré sa nazyva L’Hospitalovo pravidlo.

L’HOSPITALOVO PRAVIDLO
Nech plati:

1. lim f(z) = lim g(xz) =0, alebo lim |f(x)| = lim |g(x)| = oo,

!/
2. existuje lim f/(x)
Tr—a g (:C)

(vlastna alebo nevlastna).

/() @) . f@)

Potom existuje aj lim ——=  a plati lim =——= = lim ——.
r—a g(x) r—a g(x) r—a g (.T)

Poznamka: L’Hospitalovo pravidlo plati aj v pripade jednostrannych limit a limity
v nevlastnom bode. Pokial st splnené predpoklady, mozeme pravidlo pouzit viackrat po
sebe.

Priklad 24.| Vypocitajme:

) i 22 — 3z +2 b) 1 z+1 )i sin 3z
a) lim ——— im — c) lim
z—1 22 + 5x — 6 eo-1r+2—1 =0
—1 In(z — 1 T _1
d) 1im 7L o) Tim 2 1) ) lim ©
2—0 x a—2 12 —4 z—0t X2

Riesenie:
a) Ozna¢me f(r) = 2? — 3z — 2, g(x) = 2® + bxr — 6 a pocitajme limity tychto funkcii
v bode 1.

lim f(z) = lin%(xz —3r+2) =0, lim g(z) = lin}(xQ +5r —6) = 0.

r—1 r—1

0 , . .
Dostali sme neurcity vyraz ,,6“. Na vypocet mozeme pouzit L’Hospitalovo pravidlo. Pre-
toze

. fl(x) . 2z—3 -1 1
! = 2 - ! - 2 1 = 1 =
f(x) T =3, g (z) T+95 2 zl_)n% g'(z) m1—>rri 20+ 5 7

Y

tak
x2—3x+2_, 2¢ — 3 1

=122 4+5x—6 2—12x+5 7
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Tento zapis je zdlhavy, a preto ho trochu skratime. Overenie prvého predpokladu zapiseme
priamo do riesenia prikladu medzi dve hranaté zatvorky a splnenie druhého predpokladu
zistime az po vypocitani limity. Teda, vypocet bude takyto:

. x> =3z +2 01 cap, [#*—=3x+2] .. 2v-3 1
lim ———— = = —
=122 +5r — 6

0

im ——— = = lim = :
=1 [22 +bx — 6/ «—12x+5 7

KedZe limita podielu derivécii funkcii existuje, existuje aj limita danej funkcie a rovnost
plati.

b)

) x+1 0| cup .. [z + 1) . 1 .

hm —_— = — = hm —_—— = ].lm —_— = hm 2\/37—{—2:2
z——1\/x+2—1 |:O:| m—>—1[ $_|_2_1}/ z——1 1 z——1

2V + 2

Predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené, takze dané rovnost plati.

c)

sin 3z 0] Lup,. [sin3z] . 3cos3x
1m =|-| = lim = lim = 3.
x—0 €x O x—0 [x]/ z—0 ]_
Obidva predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené.
d)
. cosx—1 0] Lup,. [cosxz—1] . —sinx
lm——=|-| = lim—— = lim =0.
x—0 €T O z—0 [{L‘]/ z—0 1
Predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené.
e)
1
In(z — 1 In(z — 1)] _ 1
limM: 0 Lgthw:hmx_l:_'
r—2 1‘2 —4 0 r—2 [552 — 4]/ r—2 21’ 4
Obidva predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené.
f)
1_ et —1 0 LHP 1, [el’ — 1]/ l' er 1
im =|=| "= lim = lim — =|—| = 0.
om0t 12 0 e—ot  [2?) e—0+ 2x  |0F
Predpoklady L’Hospitalovho pravidla st splnené.
Priklad 25.| Vypocitajme
2 6 2 2 _ 2
a) lim =, b) lim -0, ¢) lim =~
z—o0 3 + 2 a——oc0 312 + 5 z—00 3T + 5
1 r—5
d) lim —2, e) lim &

o0 T :c—>oo:L‘+1'
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Riesenie: V tychto prikladoch aj limita citatela aj limita menovatela sa rovna bud oo
alebo —oo. Aj teraz mozeme na vypocet limity pouzit L'Hospitalovo pravidlo. V priebehu
rieSenia budeme overovat splnenie predpokladov.

a)
2x 2
= lim — = lim — =0.

b)

217 2 2
lim L: lim i lim - = —.
T——00 [3:B2 + 5]’ z——00 0 w——-00 06 3

d)

r—oo I

Priklad 26.| Vypocitajme

3 _3r -2 In(2? + 4 1
a) lim - 7 , b) lim B4 ¢) lim —".
a—-12x3 422 — 4 —3 z——00 x z—0+ cotg

Riesenie:

a)

) 223 4+ 22 — 4z — 3] o1 622 + 20 — 4

0

!
xin;ll 203 + 22 —4x — 3

N _[O}LHP (23 — 32 — 2] 3z% -3

11m = 1m = — .
o1 [622 + 22 — 4] e—-1122+2  —10 5

0

|: 0 } LHP . [3$2 — 3]/ . 6x —6 3

L’Hospitalovo pravidlo sme pouzili dvakrat po sebe. KedZe posledné limita existuje, exis-

L 322 -3
tuje aj lim

m, m, a preto existuje aj povodna limita.
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b)
2z
lim In(2? + 4) _ [ 00 ] LHP | In(z*+4)] P24 _
T——00 T —00 T——00 [Z‘]/ T——00
2 — 2x] 2
= lim S o0 | EEP iy (2] = — =0.
z——oco 12 + 4 00 zo—co [x2 4+ 4]  2—-00 21
c)
| — In x| -
lim " = 22| FEP iy ﬂ = lim —%— =
z—0+ cotg x 00 a—0+ [cotgz] ot 1
sin®
. —sin’z 0] tup . [—sin®z] . —2sinzcosx
=lim ——=|-|"= lm ———=lim —— =0.
z—07F x 0 z—07t [ZL‘]/ z—07F 1

Priklad 27.| Vypocitajme
1 1

1 1 1
a) lim (— — — ) : b) lim (— — > : c) lim (tgw — ) :
z—0 \z sinx z—0+t \x e —1 eIt CoST

Riesenie: Limity v tomto priklade st tvaru ,00 — oo“. Preto musime funkciu, limitu
ktorej mame pocitat, upravime najskor na taky tvar, aby sme mohli pouzit L’Hospitalovo
pravidlo.

a) Pretoze

. 1 1 . 1 1
lim <—— >:—oo+oo a lim <—— >:oo—oo,

z—0- \x sinz z—0+ \x sinz

dostavame neurcity vyraz a nevieme jednoznacne rozhodnit o jeho hodnote. Preto funkciu
najskor upravme. Upravou, ktora sa priam pontka, dostaneme:

1 1 sinz —x
r sinx  zsinz
Potom . _ )
i 1 1 . sinz—=x 0] Lap,. [sinz—x]
lim [ — — = =lm ———=| - | = lim———" =
e—0 \z sinz e—0 z sinx 0 z—0 [z sinz]
, cosx — 1 0] rup . [cosz — 1]
= lim — = | -| = lim — - =
e—0sinx + x cosx 0 2—0 [sinx + x cos ]
sin T 0

t—0cosST +cosx —xsinx 2

b) Postupujeme podobne ako v predchadzajucom priklade.
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. 1 1 et —=1—x 0] cap .. [e*—1—12x)
lim (- — —|loo—c0|=1lm — "= || "& lijm -~ " _
0 z—0+ [C(](Gx — 1)]/

r—0t J](Gw — 1)

z—0+t \ T e? —1
. et —1 0 LHP . [em — 1], . et 1
=lim —=|-| "= lim = lim —— = —.
-0t ¥ — 1 4 ze® 0 e—0+ [e* — 1 4+ ze®) z—0+ e +e” 4 xe® 2
c¢) Najskor funkciu upravme.
1 sinx 1 sinz — 1
tgx — = - = .
COST  COST  COSZ cos
, . sinz—1 0] rup [sinz — 1)/
lim (tgx — =|loo—0c0|=Ilm ———=|=-| "= lim ——— =
et cos ¥ z—It  COST 0 s—z+ [cosx]

. Ccos T 0
= lim - =-=0.
eIt —siny 1

Priklad 28.| Vypocitajme
c¢) lim(1 — cosz) cotg?z, d) lim zarccotg 3x.

a) lim z Inx, b) lim z%e”,
r—0t r——00 r—0 r—00

Riesenie Pri pocitani tychto limit dostaneme limity typu ,0.(+o0)“. Aby sme mohli
pouzit L'Hospitalovo pravidlo, musime funkciu vhodne upravit.

a)

1
| — In z|’ o
lim zlnz=|0.(—00) | = lim o = | 222 | HEP [n$],: lim —L— =
z—07F z—0t l o0 z—07F z—0t _i
x [E} x?
2
= lim - lim x = 0.
z—0t X z—0t
b)
2 27/ 2
lim z%° = | 00.0 | = lim < :[g}Lgpl ] = lim a :[OO}LEP
T——00 z——o00 ¢~ 7% o0 T——00 [6_ ]/ z——o0 —e™ % —00
2z 2
w2 2
T——00 [_e—x]/ z——o00 7%

1—cosx 1—cosx
(1 — cosx) cotg’r = = 5
1 tg2x

cotg?x
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1-— 0 1-— !
lim(1 — cos x)cotg’r = | 0.00 | = lim ﬂ == | "2 lim w =
2—0 20 tglx 0 e—0  [tgix)

, sin , sin . cosz 1

lim ———— = lim — = lim ——

50 1 r—0 _ Sinx 1 —0 2 2

2tgr— 2 —
cos? cosT cos?x
d)
tg 3 0 tg 3z’
i & areotg e = | 00.0 | = fim “GES (3] 17y PrecsueBel
5 ;|
3
2 2 27/ 1
22
Priklad 29.| Vypocitajme
a) lim (sinzx)” b) lin%(Ba: — S)ﬁ ¢) lim (e® + 2)%.
z—0 r— T—00
Riesenie: Ak pri vypocte limity
lim ( f ()"

poditame zv1ast lim f(z) a lim g(z) a dostaneme neuréité vyrazy ,0°¢, ,1°°“ alebo ,00%¢
r—a r—a

a f(z) > 0 na nejakom okoli O(a) bodu a, tak funkciu (f(z))’™ upravime na tvar:
()" = e w2,

Potom |
lim (f(x))g(f) _ Jim g(@) n f(=)

za predpokladu, ze lim g(x) In f(x) existuje (vlastna alebo nevlastnd). Posledna limita je

potom typu ,,0.(d00)“. Takéto limity sme pocitali v Priklade 28.

a)
lim (sinz)” = [0°], a preto upravime (sinz)® = " msine,
z—07F

Vypocitajme teda limitu exponentu.

Cos T
Insinz —oo | rup Insin 2| ;
lim z Insinz = | 0.(—o00) | = lim = = [ p | lim SHILL
r—0t z—0t 1 0 z—0t 1 r—0t 1
x T x?



5.5 Cvicenia 91

. —x?cosw 0] cup . [~2*cosx] . —2xcosz+a’sinz 0
=lim ———=|-| = lim —— = lim =-=0.

e—0+  sinx 0 e—0t  [sinx]’ 2—0+ cos T 1

Potom
lim (sinz)” =¢’ = 1.
z—0t
b)
li —B)z=z = [1*® li —Hfe—z = |17
lim (32 —5) (1], lim (32 -5) [17]
a 1 1 In(3 5 In(3z—5)
(31‘ — 5) 2—x — eﬂ n( T ) 2—x
Pretoze
3
In(3z — 5 0 In(3 5] — -3
lig 2B =5) _ [0 zgp . Bz —5) . 3z-5 _, _ 3

z—2 2—x 0 =2 [2—zx) z—2 —1 z—23xr — 5

tak
— 2—x — 3 [ —
glgl_}ﬁé(?)x 5) e =
c)
lim (e” + x)% = [OOO} a (e” + x)% = e3- In(e"t) ew
Limita exponenta je
e’ +1
l x 1 x !/ z x 1
lim n(e” + x) _ [f] LHP 1 [In(e® + )] i T iy © +1 [f] LHP
T—00 €T o0 T—00 [;1;‘]/ T—00 1 z—oo e¥ + I o
x 1 / x x|/ x
LHP o A e :[g]@)l ol
T—00 [6"3 + $]’ z—o0 €T + 1 00 T—00 [6” + 1]’ r—00 T
a 1
lim (e + 7))z =e' =¢
5.5 Cvicenia
1. Vypocitajte derivaciu funkcie:
1 2
a) f(x) =22% — 42° + z, b) f(x):4\/§——2+7, c) f(z) = rarctgz,
x x
Inx+1 2?2+ 1
d = (e* 2_2 = f = )
) f@)= (@ +e) @ =2), o) fr) = o ) f) =

2. Vypocitajte derivaciu funkcie:

2) f(0) =[5 b S = ) J(2) = logs (1g0),

d) f(x) = 2, e) f(z) = cos® x + cos 23, f) f(z) = 1

arccos? x
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3. Vypocitajte derivaciu funkcie:

a) f(z) = (cosx). log 3z, b) f(z) =2". sin%, c) f(x) = ar(:j;lx,
d) f(x):;;iigzxx, e) f(z) =In(z+ Va2 +1), £) f(z) =tgver — 1.
4. Vypocitajte derivaciu funkcie: a) f(x) =a", b) (cosz)”.

20+ 1
22

5. Napiste rovnicu doty¢nice ku grafu funkcie f(z) = v bode dotyku T' = [-2,7].

6. Vypocitajte n—ta derivaciu funckie f, ak
a) f(z) =v2z+3, n=3, b) f(z) =2 Inz, n =4, c) f(z) =sin’x, n =4.
7. Vypocitajte diferencidl funkcie f(z) = /= v bode xy = —1.
8. Pomocou diferencidlu vypocitajte pribliznti hodnotu 0, 98°.
9. N4jdite treti Taylorov polyném funkcie f(z) = arctgx so stredom v bode zo = 0.
10. Vypocitajte limity:

341 Yz — 1-2 i
a) lm =" b) lim vr-z ¢) lim — ST gy fyy TR
z——1722 —1 =1 Y —x =% T —3x z—0 T
Ta? — 4 1 1 @
e) lim ——, £) m Lt g m PEED gy i
z—0 tg 31 r——00 3 — X2 T—00 2 z—00 I
VYSLEDKY
1. a) f'(z) =62> =8z +1, b) f'(z )—l 2L c) f’(:l:):arctg:c—l—L
. ) \/7 3 m? 1+$27
. . l—znz 2zsinz — (2% + 1) cosz
Q) (@) = (=242 40), ) fla) = T 6) e
1 —2x 1
2. a) f'(z) = — b) f'(z) = — '
D10 = e DO G 90 T
2 ln2 2
d) f'(z () = =3 cos? xsinxz—3a%sinz?, f) f'(z) =
) /') = ) () = ) Flo) =
1 1 1
3. a) f'(x) = —sinx. log 3z + ci)slx'()’ b) f'(z) =2 (ansmE—ﬁcosg)
1 : 3cotg?
T 2x arcsin — C(,) 2g x(x2 + 22) — (22 + 2)cotg® =
c) f'(x) = , d) fl(a) = —30F :

, e’ y (22 + 27)2
) 0= g D= e

4. a) f'(z) =2"(lnx + 1), b) f(z) = (cosz)” (In(cosx) —xtgm).

5. v +4y+5=0.

3 2

" _ (€ — (4) = —
6. a) f"(x) TR b) f pt c) fY(x) 8 cos 2z.
T () = 5@+ 1)
8. 0,88 ,
9. T3(z) =z — %

3 8 V3 1
10. a) — 5, b) 5, C) — ?, d) 1 e) g, f) —7, g) 0, h) Q.
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Pouzitie derivacii na vysetrovanie priebehu funkcie

6.1 Monoténnost, lokdlne a globalne extrémy funkcie

Funkcia f, ktora je na intervale J spojita a v kazdom vnutornom bode intervalu J mé
derivaciu f’, je na intervale J rastiica (klesajuca) prave vtedy, ak pre kazdé = z vnutra
intervalu J plati f'(z) > 0 (f'(x) < 0), priCom rovnost moze platit iba v bodoch, ktoré
netvoria interval J; C J.

Poznamka: 7 predchadzajuceho tvrdenia vyplyva, Ze ak chceme najst intervaly mo-
noténnosti funkcie, ktord ma na intervale J spojiti derivaciu, tak staci najst nulové body
prvej derivacie a tymi rozdelit dany interval na ¢iastkové intervaly. Zo spojitosti deriva-
cie potom vyplyva, Ze derivacia f’ na ¢iastkovych intervaloch nemeni znamienko, t. j. je
bud kladnd, alebo zaporné vo vsetkych bodoch, a preto staci zistit znamienko derivacie
v ITubovolnom vnutornom bode ¢iastkového intervalu.

Nech funkcia f je definovana v bode xy. Funkéna hodnota f(z() sa nazyva lokalne ma-
ximum (minimum) funkcie f, ak existuje také okolie O(xg) C D(f) bodu z, Ze pre
kazdé = € O(xo) plati f(xo) > f(x) (f(zo) < f(x)).

Ak Vz € O(xg), © # xo plati f(zo) > f(x) (f(zo) < f(x)), hovorime o ostrom lokdlnom
maxime (minime) funkcie f.

Lokéalne maximum a lokdlne minimum maja spolo¢ny nazov lokalne extrémy.

Bod, v ktorom mé funkcia lokalny extrém, sa nazyva bod lokalneho extrému.

NUTNA PODMIENKA EXISTENCIE LOKALNEHO EXTREMU
Ak mé funkcia f v bode zy lokdlny extrém a ma v tomto bode derivaciu f'(xg), tak

f'(xg) = 0.

Bod xg, v ktorom f'(zo) = 0, sa nazyva stacionarny bod.

Doésledok: Funkcia f moze (ale nemusi) mat lokdlny extrém v staciondrnom bode, alebo
v bode kde prva derivéacia neexistuje.
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PosSTACUJUCE PODMIENKY EXISTENCIE LOKALNEHO EXTREMU

1. Nech funkcia f je spojita v bode zq. Ak existuje Tavé okolie bodu zg, kde Vx € O~ (z0)
je f'(xg) > 0 (f'(z9) < 0) a pravé okolie bodu zy, kde Vx € O~ (xg) je f'(z9) < 0O
(f'(zo) > 0), tak f mé v bode xy ostré lokdlne maximum (minimum).

2. Nech f'(z¢) = 0 a f"(x9) # 0. Potom funkcia f ma v bode z( ostry lokdlny extrém,
a to ostré lokdlne maximum, ak f”(zg) < 0, ostré lokdlne minimum, ak f”(xy) > 0.

Nech funkcia f je definovand na intervale J a nech xy € J. Funkéna hodnota f(xg) sa
nazyva globalne maximum (minimum) funkcie f na intervale J, ak pre kazdé = € J

plati f(xo) > f(x) (f(z0) < f(2)).

Globalne maximum a globalne minimum maju spoloény nazov globalne extrémy.

Priklad 1.| Najdime intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcie

f(x) = 2* + 42® — 822 — 2.
Riesenie: Funkcia f je definovand na mnozine R a mé na nej aj derivaciu
f(z) = 42® + 122° — 16w,

ktora je spojitd na D(f) = R. Budeme hladat intervaly, na ktorych derivacia f’ nadobuda
kladné, resp. zaporné hodnoty. Najskor zistime, kedy je

fl(x)=0 & 42° +122% — 162 =0 & dor(x* +3x—4) =0 &

= z(x+4)(z—1)=0 =
& z=0 alebo r=—4 alebo r = 1.

Nulovymi bodmi prvej derivacie rozdelime defini¢ny obor na intervaly a zistime znamienko
prvej derivacie na jednotlivych intervaloch, a to tak, ze do vyrazu v prislusnom riadku,
dosadime Tubovolné ¢islo z daného intervalu, napr. pomocou bodov —5 € (—o0, —4),

1
—1€(—4,0), 5 € (0, 1) a2 e (1, c0). Pretoze

f'(=5) =4.(=5)*+12.(=5)2 —16.(-5) = —120 < 0,
fl(=1)=4.(-1*+12.(-1)? = 16.(-1) =24 > 0,

() ()i () ()= o

f(2)=4.23412.22-16.2 =48 > 0,

plati:
(—o0, —4) (—4, 0) (0, 1) (1, 00)
f(x) — + - +
f(z) N\ / N\ /

Funkcia je rastica na intervaloch (—4, 0) a (1, co), klesajica na intervaloch (—oo, —4)
a (0, 1).(To, Ze funkcia je na danom intervale rastica, sme v tabulku zapisali pomocou
znaku /", ze je klesajuca znakom \).
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V bode x = —4 ma funkcia f lokdlne minimum (pretoZe v favom okoli bodu je f'(x) < 0
a v pravom f'(z) > 0) rovné f(—4) = (—4)* + 4(—4)% — 8(—4)? — 2 = —130.

V bode z = 0 mé funkcia lokdlne maximumu (v favom okoli bodu je f’(z) > 0 a v pravom
f'(z) < 0) o hodnote f(0) = —2.

V bode z = 1 mé funkcia lokdlne minimum, (v lavom okoli bodu je f'(z) < 0 a v pravom
f'(z) > 0) ktoré sa rovnd f(1) =144 -8 —2= —5.

Priklad 2.| N&jdime intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcie
flx) =2+ ¢/ (z+1)2

Riesenie: Defini¢ny obor funkcie D(f) = R.

2
!
x) = ——.
fe) 3Wa+1
Derivacia funkcie f’(z) neexistuje pre z = —1. Funkcia nemé staciondrne body, lebo
f'(x) # 0 pre kazdé redlne ¢islo. Vytvorme tabulku, D(f) rozdelime na dva intervaly
pomocou bodu x = —1, v ktorom neexistuje f’.
2 2
Napr. pre == —2 je f’(—2):—§ <0 apre z=0 je f'(O):§ > 0.
Preto plati
(_007 _1> (_17 OO)
f'(@) - +
f(x) N\ /

Funkcia je klesajtica na intervale (—oo, —1), rastica na intervale (—1, co).

Pretoze v bode z = —1 je funkcia definovand aj spojitda, ma v niom lokalne minimum

o hodnote f(—1) =2+ ¢/(-1+4+1)2 =2.

2
3
Priklad 3.| N&jdime intervaly monoténnosti a lokélne extrémy funkcie f(x) = T :

rx—1

Riesenie: D(f) = {x € R; x # 1} = (—o0, 1) U (1, 00). KedZe monoténnost funkcie
vySetrujeme pomocou prvej derivacie, vypocitajme ju a ndjdime nulové body derivacie.

C2z(x—-1)—(2*+3) 22’ -2r—2*-3 2*-2r—-3 (z-3)(z+1)

f@) 1) G-17 @ 17 @-1p

Prva derivacia existuje pre kazdé = € D(f). Ak mé funkcia f lokdlne extrémy, tak iba
v stacionarnych bodoch.

f(x)=0 & r=3 v = —1.

Vytvorme tabulku na zistenie znamienka derivécie tak, Ze nulovymi bodmi prvej deri-
véacie rozdelime definiény obor na intervaly. Vyberieme Tubovolné vnatorné body tychto
intervalov, napr. t = =2 € (—o0, —1), 2 =0€ (-1, 1), z=2¢€ (1,3) ax =4 € (3, ).
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Potom
f(=2) = g >0, f(0)=-3<0, f(2)=-3<0, f(4)= g >0
Preto plati
(oo, -1) | (-1,1) [ (1,3) | (3, o0
['(x) + — — +
f(z) / N\ N %

Funkcia f na intervaloch, kde sme zistovali znamienko derivécie je definovana a spojita,
teda funkcia je rastiica na intervale (—oo, —1) a (3, 00). Klesajica je na intervale (—1, 1)
a (1, 3).

V bode x = —1 mé funkcia lokdlne maximum rovné f(—1) = —2.

V bode x = 3 ma funkcia lokdlne minimum rovné f(3) = 6.

Priklad 4.| Néjdime intervaly monoténnosti a lokdlne extrémy funkcie f(z) = —.

Inz

Riesenie: D(f) ={z € R; x>0 A Inz # 0}.

Inzx #0 = r # 1, teda  D(f)=(0,1)U(1, c0).

Néjdeme derivaciu

Inz —2z—
Inzx—1
f/(l’): L = 2 y

In?z In“z

ktora existuje pre kazdé x € D(f) a je spojita.

f'(z)=0 & Inz—-1=0 & Inz=1 & T =e.
Defini¢ny obor funkcie rozdelime nulovym bodom derivacie na intervaly a zistime po-
mocou tabulky znamienko derivéacie. ( In*z > 0 Vo € D(f), teda stadi zistit iba zna-

mienko ¢itatela derivicie f'(z).) Vyberieme fubovolné vntatorné body ¢iastkovych inter-
valov tak, aby sme v nich vedeli vypoéitat hodnoty logaritmov, napr. = = e € (0, 1),
e

Ve=c2 e (le), e* e (e,00).
Potom

Inet-1=-1-1=-2= f'(}) <0, lneé—lzé—lz—%:>f'(\/é)<()7
lne?—1=2-1=1= f'(e?) >0
a plati
(0, 1) (1, ¢) (e, 00)
7 - - T
f(x) N\ N\ /

Funkcia je klesajica na intervale (0, 1) a (1, e), rastica na intervale (e, 00).

V bode = = e mé funkcia lokalne minimum o hodnote f(e) =  —e

~Ine
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Priklad 5. | Najdime lokélne extrémy funkcie f(z) = x — 2arctg (x — 1).

Riesenie: Defini¢ny obor funkcie f je D(f) = R. Jej derivacia

2 2 x? — 2

/ :1—7:1— =
J(w) (z—1)2+1 22— 20 +2 22— 21 +2

je definovana a spojitd na celom D(f). Ak funkcia f ma lokdlne extrémy, tak jedine
v stacionarnych bodoch. Najdime ich.

fllz)=0 & 2*-2r=0 & 2(z-2)=0 & x=0 V x=2.

Pomocou druhej derivécie zistime, ¢i v staciondrnych bodoch mé funkcia lokdlny extrém.

() = 2z —2)(a* =20 +2) — (2 —22)(2x —2)  4(z—1)
B (22 — 2z + 2)2 (22422 +2)%
Pretoze f”(0) = —1 < 0, tak funkcia f ma v bode = = 0 lokdlne maximum o hodnote

f(0) = —2arctg (—1) = g Hodnota f”(2) = 1 > 0, teda funkcia f ma v bode z = 2

lokélne minimum o hodnote f(2) =2 —2arctgl =2 — g

1
Priklad 6.| N&ajdime najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f(z) = Zm‘l —2® + 2?

na intervale (—2, 3).

Riesenie: Funkcia je definovana na mnozine R, teda je spojita, a preto je spojitd aj na
intervale (—1, 3). Z vlastnosti spojitej funkcie vyplyva, Ze na tomto intervale urcite nado-
biida maximélnu a minimélnu hodnotu. Stac¢i teda najst body, v ktorych mézu existovat
lokalne extrémy vnutri intervalu a potom vypocitat funkéné hodnoty v tychto bodoch
a v krajnych bodoch intervalu. Najvécsie z tychto cisel je globdlne maximum a najmensie
globalne minimum funkcie na danom intervale. Teda

flx)=2*-32>+22 a  fl(z)=0 & 2 =32 +22 =0 &
& z(z® =32 +2)=0 & z(x—1)(x—2)=0 &
& =0 Vv =1 V r = 2.

Potom
f(=2)=4+8+4=16, f(0) =0, f(1) =
9
f(2)=4-8+4=0, f(3)=——27+9=1.
Na intervale (—2, 3) mé funkcia f maximum
= f(—2) =16
Jax [ =[(=2)
a minimum

min f=7(0)=f()=0.
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22
Priklad 7.] Nech f(z) = xe~ 2. Najdime

a) lokalne extrémy funkcie f na D(f),
b) najvicsiu a najmensiu hodnotu funkcie f na intervale (0, 3),
c) obor hodnot funkcie f na intervale (0, 3), t. j. f((03)).

Riesenie:
a) D(f) = R. Vypocitajme derivaciu funkcie

o? o? 22
2

fllr)=e2 +ae 2 (—x)=¢ 2 (1 —2?),

ktora je definovand a spojitd na D(f). Pretoze

22

e~z >0Vx €R, teda  f'(z)=0 & 1-2°=0 &

& (1-—z)1+x)=0 & r=1 v r=-—1.

Funkcia méa teda stacionarne body x = —1 a x = 1. Pomocou druhej derivacie overime,
¢i v nich nastava lokalny extrém.

22 2 2

(@)= e F (—a)(1—a%) +e 7 (-20) =we 7 (a® —3),

fl(=1) = —e"3.(=2) = % >0 a  f'(1)=ei.(-2)=— <0

Kedze f”(—1) > 0, funkcia ma lokdlne minimum v bode z = —1 o hodnote

f"(1) < 0, a preto funkcia f ma v bode z = 1 lokdlne ma-

b) Funkcia je na intervale spojitd, teda nadobida na 1fiom maximum a minimum. Vnitri
intervalu lezi iba jeden stacionarny bod, a to x = 1. Takze vypocitajme funkéné hodnoty
v tomto bode a koncovych bodoch intervalu.

FO0)=0,  f(1)= = =0,60653L,  f(3) =3¢} =

= 0,033327
\/E ) )

9

-

a preto
1
= Iw=7 e /=IO

¢) Obrazom uzavretého intervalu spojitej funkcie je op#t uzavrety interval a plati

; _[o L
[0, 3)) = <xg<15{13> f, x1&3§>f> - <0, \/E>'
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Priklad 8.| Aké maji byt rozmery otvorenej nadrze, ktorej objem m4 byt 64 m? a ktora

m4 mat Stvorcové dno, aby na jej vymurovanie bolo treba minimélne mnozstvo materialu?

Riesenie: Oznaéme dizku strany dna z a vysku nadrze y, > 0, y > 0. Plocha, ktort
mame vymurovat je
S = 2? + 4ay.

Objem nadrze je

V = 2%y, zo zadania pozmdme V =64, takZemedzi x a y plati

64
2y = 64 = y=—-
x
Potom
64 256 256
S:x2+4xy:x2+4x.—2:x2+—, teda S = f(z) =2+ "—.
x x x
Maéame vlastne najst globalne minimum funkcie f pre z > 0.
256 256
! /
f(x):2x—?, teda f'(z)=0 & 295—?:0
& 28 -256=0 & 2*=128 &  2=vV128=V2.64=14V2.
512 512
" — 2 - " 4 3 2 — 2 -
[@)=2+— a [(4V2)=2+72>0,

z ¢oho vyplyva, ze f ma v x = 4v/2 lokalne minimum, ktoré je jediné a funkcia je spojité
pre x > 0, teda je to globalne minimum.

Aby na vymurovanie otvorenej nadrze so Stvorcovym dnom bolo treba miniméalne mnoz-
stvo materidlu pri objeme 64 m3, tak jej rozmery st

64 64 4
r=4v2m  a = = - = V16 =2V2m.
Y (4/2)2  16v4 /4

6.2 Konvexnost, konkavnost a inflexné body funkcie

Nech f je funkcia, ktord je spojitda na intervale J a v kazdom vntutornom bode tohto
intervalu mé derivaciu. Hovorime, Ze funkcia f je konvexna (konkavna) na intervale
J, ak pre kazda dotyc¢nicu k jej grafu na intervale J plati, ze vSetky body grafu okrem
dotykového bodu lezia nad (pod) touto doty¢nicou.

Funkcia f, ktord je na intervale J spojitd a v kazdom vnutornom bode intervalu J ma
druha derivaciu, je na intervale J konvexnd (konkdvna) prave vtedy, ak pre kazdé z
z vnutra intervalu J plati f”(z) > 0 (f”(x) < 0), priom rovnost médze platit iba v bo-
doch, ktoré netvoria interval J; C J.

Nech funkcia f je spojitd v bode x( a nech existuje derivacia funkcie f v bode zy. Bod
xo nazyvame inflexny bod funkcie f, ak v niektorom lavom okoli bodu z( je funkcia f
konvexna (konkavna) a v niektorom pravom okoli bodu zy konkdvna (konvexna).
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Priklad 9.| N&ajdime intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexné body funkcie
f(z) =a* —22% — 1222 + 22 — 1.

Riesenie: D(f) = R. Aby sme zistili, kde je funkcia konvexné a kde je konkavna, po-
trebujeme najst intervaly, na ktorych je druhéd derivacia funkcie kladnd, resp. zédporné
podobne ako pri vySetrovani intervalov monoténnosti.

f'(z) = 42® — 62 — 24z + 2, f(z) = 122% — 122 — 24.

Druh4 derivacia je definovana a spojita na celom definicnom obore, teda najskor zistime,
kde je f”(x) = 0. Vysledky zapiSeme do tabulky, ak funkcia na intervale bude konvexna,
pouzijeme oznacenie U, ak konkévna N.

12202 — 120 — 24 =0 & 2’ —1—-2=0 & (z+1)(z —2) =0,

teda
I = —1, To = 2.

Nulovymi bodmi druhej derivacie rozdelime defini¢ny obor na ¢iastkové intervaly. Napr.
pre x = —2 € (—oo, —1) je f/(—=2) =12.(=2)2 — 12.(=2) — 24 = 48 > 0,

prez =0 € (-1, 2) je f"(0) =—-24 <0

aprex =3¢ (2, 00) je f'(3) =12.(3)2 —12.3 — 24 = 48 > 0,

takze plati

(—o0, —1) (-1, 2) (2, o0)
1) + = +
f(x) U N U

Funkcia je konvexnd na intervale (—oo, —1) a (2, oo), konkavna na intervale (—1, 2).

Inflexné body st z = —1, v lavom okoli tohto bodu je funkcia konvexné, v pravom
konkdvna a = = 2, v lavom okoli tohto bodu je funkcia konkévna, v pravom konvexna.

Priklad 10. | Najdime intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexné body funkcie
f(z) = 2% — 5z*.

RiesSenie: Budeme postupovat ako v predchadzajicom priklade. D(f) = R.
f'(z) =62° —202°,  f"(x) = 302" — 602>

f"(x) =0 & 30zt — 6022 =0 & 302%(z* —2) =0 &
& 302%(x — V2)(z — V2) =0 & r=0 V z=vV2 VvV z=-V2

Vyberme z ¢iastkovych intervalov napr. body z = —2 € (—o0, —\/5), r=-1¢€ (—\/§, 0),
r=1€(0,v2), r=2¢€ (v/2, ) a vypoéitajme v nich hodnoty druhej derivicie, ktora
je definovand a spojitd na D(f). Pretoze

f'(=2) =240,  f"(-1)=-30,  f"(1)=-30,  f"(2) = 240,



tak plati

6.2 Konvexnost, konkdvnost a inflexné body funkcie

(_OO’ _\/5)

(_\/Z 0)

(0. v2)

(V2, 00)

f//(x)

+

+

()

U

N

N

U

Funkcia je konvexna na intervale (—oo, —v/2) a (v/2, 0c0). Konkéavna je na intervale
(—v/2, /2), pretoze na tiom je funkcia f spojitad a f”(z) < 0, priom f”(x) = 0 iba
v jedinom bode x = 0.

Inflexné body funkcie st x = V2 az=vV2.

Priklad 11.| Najdime intervaly konvexnosti, konkavnosti a inflexné body funkcie
x
f@) =

—4
Riesenie: D(f) ={x € R; 2> —4 # 0} = (—o00, =2) U (=2, 2) U (2, o0).
oyt —d—x 2 —a?—4
M=y~
vy —2w(a® =4+ (2 +4).2(2% —4) 20 2x(a® —4)(—2® +4+2224+8)
/ (x) = (xg — 4)4 - (:E2 _ 4)4 -
_ 2z(2® 4 12)
T (a2 —a)p
" 2z (2% + 12
pretoze

2 4+12>0 Ve D(f).

Rozdelime definiény obor nulovym bodom druhej derivacie na intervaly a zistime zna-

mienko druhej derivacie na ¢iastkovych intervaloch. Vyberme napr. z = —3 € (—o0, —2),
r=-1€(=2,0),z=1€(0,2)ax=3¢€ (2, 00). Kedze
f"(=3) <0, f(=1)>0,  f'(1)<0,  f(3)>0,
tak plati:
(_007 _2) (_Za 0) (07 2) (27 OO)
/(@) - + - +
f(@) N U N U

Funkcia je konvexna na intervale (—2, 0) a (2, co), konkdvna na intervale (—oo, —2)
a (0, 2).

Funkcia m4 jeden inflexny bod = = 0.
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6.3 Priebeh funkcie

Pri priebehu funkcie urcujeme:

S

Defini¢ny obor a spojitost funkcie.

Nulové body, t. j. body, v ktorych graf funkcie pretina siradnicové osi.
Parnost a neparnost funkcie, pripadne periodi¢nost.

Asymptoty grafu funkcie.

Intervaly monoténnosti a lokalne extrémy.

Intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexné body.

Graf funkcie a obor hodnét.

2
Priklad 12.| Vysetrime priebeh funkcie f(z) =2 — ——.

r—1

Riesenie:

1.

D(f)y={zx € R, v —1 # 0} = (—o0, 1) U (1, c0). Funkcia je elementérna, teda je
spojita na D(f).

. x—ové suradnice bodov, v ktorych graf pretina os z ndjdeme z podmienky f(z) = 0,

t. .

2 2_ 52
—0) o LTTTE_ 5 & P2_p_2=0 @«
r—1 x—1

& (x4+1)(x—2)=0 & r=—-1 VvV z=2

V bodoch X; = [—1, 0] a X3 = [2, 0] pretina graf funkcie stradnicovi os z.
Priese¢nik grafu funkcie so stiradnicovou osou y je bod Y = [0, f(0)] = [0, 2].

. Kedze —1 € D(f) a1 ¢ D(f), tak nie je splnend podmienka, ze pre kazdé = € D(f)

aj —x € D(f). Z toho vyplyva, ze funkcia nie je ani parna ani neparna.

. Funkcia nie je definovana v bode x = 1, ale je definovana na rydzom okoli tohto bodu,

tak priamka z = 1 mdZe, ale nemusi, byt asymptota bez smernice. Vypocitajme preto
jednostranné limity v tomto bode.

lim (x— 2 = 1—3:14—00 =00 =
r—1- z—1 0-

priamka z =1 je asymptota bez smernice.

Pri vypocte druhej jednostrannej limity dostaneme

) 2 2
;}E{i(x_m—l)_{I_O_Jr_l_oo}__oo’

Aj z tohto vysledku vyplyva, ze priamka x = 1 je asymptota bez smernice.

Najdime asymptotu so smernicou, teda priamku y = kx + ¢.
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.2
A ) S T TS R @——Ti—):L
e

r—Foo I r—+o00 €T r—F00 xTr — 1)

. . 2 ) 2

Priamka y =2 je asymptota so smernicou pre x — 4o00.

5. Vypocitajme derivaciu funkcie a zistime intervaly monoténnosti a lokalne extrémy.

2
(x—1)*

2 !/
1]:1+%x—m”:1+

f'(x) >0 prekazdé =z € D(f), lebo (z—1)%*>0 = 1+ >0,

(z 1)
teda funkcia je rasttica na intervale (—oo, 1) a na intervale (1, co). Lokalne extrémy
nema.

. Vypocitajme druht derivaciu.
2 7 4

| =4 -1 = - ———.
e R T

Zistime znamienko druhej derivicie. Pre x = 0 € (—oo, 1) je f”(0) = 4 > 0 a pre
r=2¢€ (1, 00)je f"(2) = —4 < 0. Preto plati

f(z) = {1 +

(—o0, 1) (1, o0)
') - -
f(z) U N

Funkcia je konvexnd na intervale (—oo, 1) a konkdvna na intervale (1, co). Inflexné
body funkcia nema.

7. Na zaklade ziskanych vysledkov nakreslime graf (obr. 6.1).

4
4
y=X

Z vysledkov vyplyva, ze obor hodnot H(f) = R.
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Priklad 13.| Vysetrime priebeh funkcie f(z) = Qi T
x

Riesenzie:

1. D(f) = R, funkcia je spojita na D(f).

2. Zistime nulové body:

x
f(a:)_O = IL’2—|—]__O P SC—O,
3.
D(f)=R = =z aj —x patriado D(f)
f(—x) = —r X —f(x) = funkcia f je neparna.

(—2)2+1  22+1
4. Funkcia je spojita na R, teda nema asymptoty bez smernice.

Najdeme asymptoty so smernicou, t. j. priamku y = kx + ¢, kde

x
2 1
e tim 1) o L —0,
r—+oo I r—+00 €T r—+o0 ,jL'2 -+ 1
: . x ‘oo | Lup . 1
=1 —kx)=1 = = lim — =0.
Priamka y =0 je asymptota so smernicou pre xr — Fo0.

5. Zistime intervaly monoténnosti a lokalne extrémy.

z | 2?+1-z.2c0 1-2° (1-z)(1+2)
w24+ 1] (22412 (22412 (224 1)2

r = |

fx)=0 & (Q1-2)1+2)=0 <& z=1 V z=-1

3
Pre z = -2 € (—o0, —1) plati f'(-2) = — 5 < 0, pre x = 0 € (—1,1) je
3
F'(0)=1>0aprex=2¢€ (1, ) je f'(2) = —25 < 0. Preto plati
(_007 _1) (_17 1) (17 OO)
() I ¥ -
/() N / N\
Funkcia je rastica na intervale (—1, 1), klesajtica na intervale (—oo, —1) a (1, 00).
V bode z = —1 ma funkcia lokdlne minimum rovné f(—1) = 5 VT = 1 mé funkcia
1

lokalne maximum rovné f(1) = 3"

6. Najdeme intervaly konvexnosti, konkadvnosti a inflexné body.

1— a2 }/—2w(x2+1)2—(1—x2).2(:c2+1).2:[

f'(z) = {(aﬁ 1) (22 + 1)*
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C 2z(2?+ 1) (-2 —1—2+22?)  2x(2?—3)
- ($2+1)4 o ($2+1)3 )
ff2)=0 & 2(z—-V3)(@+V3)= & =0 V z=+v3 VvV z=-V3

Pretoze

4 1 4
ne_oy _ _ _*_ 1) = = 1) = — = "oy — =
=)= <0 f((=1)=5>0 f(1) <0, f2) =15 >0,

tak plati

f"(x) - + - +

f(x) N U N U
Funkcia je konvexna na intervale (—v/3, 0) a (/3, 00), konkavna na intervale (—oo, —+/3)
a (0, V3).

r = /3. Vypoéitajme este funkéné

Inflexné body funkcie st z = —/3, z = 0,
hodnoty v inflexnych bodoch, aby sme ich mohli zndzornit na grafe.

f(=v3) = —f(v/3) lebo funkcia je neparna, teda

fw@:@ f(=V3) === f(0)=0.

7. Nakreslime graf funkcie (obr. 6.2).

y
1]-
2
y=0 ,
-V3ou-l X
-l
2
Obr. 6.2
11
H(f)={-=, =
N={-33)
\/4 —
Priklad 14.| Vysetrime priebeh funkcie f(x) = NG L
x

Riesenze:
1L.D(f)y={zeR 4—2>0ANz>0={reR; 4> N x>0} = (0, 4). Funkcia je
elementarna, teda je spojita na svojom D(f).
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2. Najdeme nulové body:
f(x)=0 & 4—x=0 & x =4
V bode 0 funkcia nie je definovana, teda graf nepretina stiradnicva os .

3. Funkcia nie je ani parna ani neparna, nie je splnena prva podmienka, t. j. napriklad

1e D(f) a—1¢ D(f).

4. Funkcia je definovana v pravom okoli bodu 0, v bode 0 vSak nie je definovana. Priamka
x = 0 moze, ale nemusi by, asymptota bez smernice. Vypocitajme

. . V4= 2

lim f(z) = lim ——— = oF

z—0t z—0t \/E

Funkcia je definovana na ohrani¢enom intervale, teda nemé asymptoty so smernicou.

} =00 = 1x=0 jeasymptota bez smernice.

5. Néjdeme intervaly monoténnosti a lokdlne extrémy. Pre x € D(f) plati

f(l’):\/zf/—?:\/?:(‘l;x)%‘

Potom
Py L (e i g 44z T -2 )
x) == ) = e —
2 x x? Vi—x a2 Va4 — Va3
Pretoze

VA—2>0 a V23>0 Vze(0,4) = fl(z)<0 Vze(0,4),

teda funkcia je klesajtica na celom D(f) = (0, 4) a mé globélne minimum v bode z = 4

o hodnote f(4) = 0.

6. Vypocitajme druht derivaciu. Opéif je vyhodné si najskor upravit derivaciu funkcie na
tvar
-2 -2 -2

isa/s  Visos a2

fe) =

takze

f”(ZL‘) —_9 (_ % (41,3 _ x4),

3
2

42%(3 — ) 42%(3 — )

e MG

(122% — 4:53)) =

4B —ux)
V-
f(x)=0 & xr=3.
Uréime znamienko druhej derivécie na intervale (0, 3) a (3, 4). Pretoze
8 —2

[ =—=>0 a  [(35= V(3,57 /(0,5)?

< 0,
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plati

(0, 3) (3, 4)
f"(x) + -
f(x) U N

Funkcia je konvexna na intervale (0, 3) a konkavna na intervale (3, 4).
1
\/g?

Bod = = 3 je inflexny bod funkcie. Vypocitajme aj hodnotu f(3) = ktord pomoze

pri kresleni grafu funkcie.

7. Na zéaklade ziskanych vysledkov nakreslime graf (obr. 6.3).

Obr. 6.3

Potom

H(f) = (0, 00).

x

Priklad 15.| Vysetrime priebeh funkcie f(x) = c.
x

Riesenie:

1. D(f)y={z € R; x#0} = (—o0, 0) U (0, 00) a funkcia je spojitd na D(f).

2. Nulové body funkcia nemd, pretoze e > 0 pre kazdé = € R a f(0) neexistuje, lebo

0 & D(f).

teda neplati pre kazdé z € D(f), ze f(—z) = f(z) alebo f(—z) = —f(z), a preto
funkcia nie je ani parna, ani neparna.
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Funkcia méze mat asymtotu bez smernice priamku z = 0, lebo je definované na rydzom
okoli tohto bodu. Vypocitajme jednostranné limity v bode 0.

lim f(z)= lim c [i} = 0.

z—0t z—0t T
Teda priamka z =0 je asymptota bez smernice.
Poznamenajme, zZe stacilo, aby jedna jednostranna limita bola nevlastna. Obe limity

sme pocitali iba preto, aby sme vedeli, ako sa funkcia ,sprava“ v okoli bodu 0 a aby
sme vedeli nakreslit graf funkcie.

Najdime asymptoty so smernicou, teda priamky y = kx + ¢. Pretoze

e
. flx) . x . € 007 Lup .. €° 001 Lup ,. €*
lim —=1lm “*+=1lm —w=|— | = lim —=|— | = lim — = oo,
z—00 I z—o0 I a—oo T2 00 z—o00 21 00 z—00 2

limita je nevlastna a funkcia nema asymptotu so smernicou pre r — oo.

Najdime, ak existuje, asyptotu so smernicou pre x — —oo.

k= lim @: lim iz{glz :

Tr——00 €T Tr——00 U X0
lim (f(x) — ka) = lm & = | | =0
= 1m Xr)— RY) = m — = I = U.
q Tr——00 r——00 U — 0

Priamka y =0 je asymptota so smernicou pre x — —o0.

" etx—e®  e(z—1)
2 2
f(x)=0 & r—1=0, lebo e >0Vxe€R, teda z =1
Rozdelme D(f) pomocou stacionarneho bodu x = 1 na intervaly a zistime znamienko

derivacie na tychto intervaloch. Vyberme napr. body —1 € (—o0, 0), 0,5 € (0, 1)
a2 € (1, co) Potom

2 —0, 5e%° 2 e?
"(—1)=—-21=-2<0 "0,5) = —-=——<0 "2)=—>0.
f( ) € e ) f(?) (0,5)2 \/E ) f() 4

Preto plati

(—o0, 0) (0, 1) (1, o0)
7@ - - ¥
f () N N\ /

Funkcia je klesajica na intervale (—oo, 0) a (0, 1), rasttica na intervale (1, c0).
V z =1 mé lokdlne minimum, ktoré sa rovna f(1) = e.



6.3 Priebeh funkcie 109

6.
e*(r—1)]  (e"(x—1)+e*)a? —e(z—1).22
)= [ - 5 -
Cz.ef(a? =20 +2)  e(a? —22+2)
B zt B x3 '
Pretoze

22 —2x4+2+#0 prekazdé z € R,

lebo diskriminant kvadratickej rovnice 22 — 2z + 2 = 0 je zaporny (D = —4) a ¢® > 0,
tak f”(z) # 0 na defini¢cnom obore funkcie. Zistime teda znamienko druhej derivacie
na D(f). Zvolime napriklad body z = —1 € (=00, 0) az =1 € (0, 00). Pretoze

f'(-1) = - 2 <0, f"(1)y=e>0
(a f” je spojita funkcia) plati aj
(—OO, O) (07 OO)
f//(x) _ +
f(x) N U

Funkcia je konkdvna na intervale (—oo, 0) a konvexna na intervale (0, oco). Inflexné
body nemaé.

7. Na zaklade ziskanych vysledkov nakreslime graf funkcie (obr. 6.4).

y=0

Obr. 6.4

7 vysledkov vyplyva, ze
H(f) = (_007 O)U <€> OO)
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Priklad 16.| Vysetrime priebeh funkcie f(z) = In(x? — 4).
Riesenie:
1. D(f)={x € R; 2* —4 > 0}.

2 —4>0 & 7% >4 & 2| > 2 & r< -2V r>2

teda

a funkcia je spojitd na D(f).

f(z)=0 & In(z* —4) =0 & 2?—4=1 &
s1’=5 & lz| = /5 & z = +V5.
Graf funkcie pretina os z v bodoch X; = [—+/5, 0] a X5 = [v/5, 0].

3. Defini¢ny obor je mnozina, ktora je symetrickd podla bodu 0, teda

v € D(f) aj — v € D(f) o
f(—2) = In((—2)2 — 4) = In(2? — 4) = f(x)} = funkcia f je parna,

graf funkcie bude symetricky podla stradnicovej osi .

4. Funkcia nie je definovana v bode 2, ale je definovana v pravom okoli bodu 2, teda
priamka x = 2 moZe (ale nemusi), byt asymptota bez smernice. Vypocitajme teda

jednostranna limitu.
lim f(z) = lim In(z? —4) = —c0
z—2+ f( ) z—2+1 ("\/—’) ’
o+

teda priamka x = 2 je asymptota bez smernice.

Kedze funkcia je parna, tak aj priamka symetricka podla osi y s priamkou = = 2, t. j.

priamka
r = —2, je druha asymptota bez smernice.

Ak opit vyuzijeme to, ze funkcia je parna, tak stac¢i ndm vypocitaf, ak existuje, iba
asymptotu so smernicou pre r — oo. Pre druhii asymptotu potom mozeme vyuzit

symetriu podla stradnicovej osi y.

2z

.ox2—4 . 2
lim = lim
T—00 x T—00 :L‘2 — 4

2 _
b= lim 19 oy RE ) (=] 2
r—o0 I T—00 X

:07

0,9)

q = lim (f(z) — kz) = lim In(2? — 4) = co.

T—00 r—00

Pretoze ¢ = oo asymptota so smernicou pre x — oo neexistuje, a teda ani pre r — —oo.
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/ 2x

F(e) = n(? — )] = fl@)=0 & z=0¢D().

Néjdeme intervaly monoténnosti. Vyuzijeme napriklad body =z = —3 € (—o0, —2)
ax=3E€ (2, c0). Pretoze

F(-8)==-2<0 & f@=p>0
plati
(_007 _2) (27 OO)
f'(@) - +
f(x) ~\ /

Funkcia je klesajica na intervale (—oo, —2), rastica na (2, co). Lokalne extrémy
funkcia nema.

2 _ (2 — 4)2 - (22 — 4)2 - (z2 —4)2

2 }’_2@2—4)—232:5 2x? —4—22%) =2z +4)
T 41

e = |
Pretoze
?+4>0 a  (@*—4)?>0,  tak  f’(x) <0  prekazdé x € D(f).

Takze funkcia je konkdvna na intervale (—oo, —2) a (2, 00). Inflexné body funkcia
nema.

7. Nakreslime graf funkcie (obr. 6.5).

y
f x=-2 x=2 f
y=In(x2-4)
2 2 ; X
Obr. 6.5
H(f) = (o0, 00),

¢o vyplyva z grafu funkcie a z toho, ze

lim f(z) = E{n f(z) = lim In(2® — 4) = .

Tr—00
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1
Priklad 17.| VySetrime priebeh funkcie f(z) = arctg —.

T
Riesenie:

1. D(f)={z € R; v #0} = (—o0, 0) U(0, 00), funkcia je spojitad na svojom defini¢nom
obore.

2. Najdeme xr—ové sturadnice priesecnikov grafu so stradnicovou osou x, t. j. vyrieSime
rovnicu f(z) = 0.

1
arctg — =0 & —=0.
x x

Tato rovnica vSak nem4 rieSenie, a preto graf funkcie nepretina os x. KedZze 0 nepatri
do defini¢ného oboru, tak nemé zmysel hladat priesecnik grafu funkcie s osou .

3. Nech
reD(f) = x#0 = —x#0 = —xecD(f).

Potom

1 1
f(—z) = arctg — = —arctg —,
—x x
pretoze funkcia arctg x je neparna. Teda

x aj — x patria do definicného oboru funkcie } . funkcia f je neparna
f(=z) = f(x) '

4. Kedze funkcia nie je definovand v bode 0 ale je definované na rydzom okoli tohto bodu,
tak priamka x = 0 moze byt asymptota bez smenice. Vypocitajme jednostranné limity
funkcie v tomto bode.

lim arctg

a lim arctg
z—0t

v ™
2 r—0~ 2 '

8{H|H
é{&IH

KedZe jednostanné limity st vlastné, funkcia nemé asymptoty bez smernice.
Najdime asymptoty so smernicou y = kx + ¢, kde

k= lim
r—to00 x

1
arctg — to 0
x:{arcg }:07 .

1
= lim arctg— = arctg0 = 0.
Fo0

xr—to00 x

Teda priamka
y=20 je asymptota grafu funkcie pre r — Fo0.

5. Vypocitajme derivaciu funkcie.

oy t1’_ 1 1\ 1 1\ 1
f(af)—[arcg;} —W (_ﬁ>__m2+1 (P)__;I;2+1'
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1
22+ 1
Funkcia je teda klesajica na intevale (—oo, 0) a na intervale (0, co). Lokalne extrémy
funkcia nema.

<0 VzeD(f), pretoze 2°+1>0 VrcR.

. Zistime intervaly konvexnosti a konkavnosti.

2x
(1'2 + 1)2 :

1) = [ = e 0 = @yt

Najdeme nulové body druhej derivacie

2x
") =0 —— =0 =0¢ D(f).
(@) EET & 2=0¢D()
Ur¢ime znamienko druhej derivécie na definiénom obore v intervale (—oo, 0) a (0, 00).
Pouzime napr. body * = —1 a x = 1. Pretoze
" 1 1 1
i) ==5<0 a  fi(1)=5>0,
2 2
plati aj
(_007 O) (07 OO)
f"() - +
f(x) N U

Funkcia je konvexna na intervale (0, co), konkdvna na intervale (—oo, 0). Inflexné
body nemad, pretoZze konkdvnost sa meni na konvexnost v bode 0, ktory nepatri do
defini¢ného oboru funkcie.

. Na zdklade ziskanych vysledkov nakreslime graf funkcie (obr. 6.6).

[SIE

y=arctg %

y=0

[S1E]

Obr. 6.6

Z grafu vyplyva, ze obor hodndt H(f) = (— g, 0) U <0, g)



114

6 Pouzitie derivacii na vySetrovanie priebehu funkcie

6.4 Cvicenia

1.

Najdite intervaly monoténnosti a lokalne extrémy funkcie
a) f(r)=12%—32> — 9z + 2, b) f(z) = 2* — 2Inx.

. N4jdite maximum a minimum funkcie f(x) = 223+ 322 — 12z + 1 na intervale (—3, 0)

a obor hodnot funkcie f na intervale (—3, 0).
Najdite intervaly konvexnosti a konkavnosti a inflexné body funkcie

a) f(x) =a* — 42, b) /() = &

3:3

4. Vysetrite priebeh funkcie f(z) = —;
iy
5. Vysetrite priebeh funkcie f(z) = e*’
6. VySetrite priebeh funkcie f(x) =« lna:
7. VysSetrite priebeh funkcie f(z) =z — 2arctgz.
VYSLEDKY
1. a) D(f) = R, rasttca na (—oo, —1) a (3, 00), klesajica na (—1,3). V. = —1 ma
lokalne maximum f(—1) =7, vz = 3 ma lokdlne minimum f(3) = —25.
b) D(f) = (0, c0), rastiica na (1, c0), klesajica na (0, 1), v z = 1 ma lokdlne minimum
f1) =1
re(—3,
3. a) D(f) = R, konvexna na ( 00, 0> a (2, 00), konkdvna na (0, 2). Inflexné body
r=0x=2.
1 1
b) D(f) = R — {0}, konvexna na <— 3 0) a (0, 00), konkdvna na <—oo, - §>
Inflexny bod z = — —.
4. D(f) = R — {0}, priese¢nik s osou x X = [1,0], nie je pdrna ani neparna, x = 0
je ABS, y = —x je ASS, rasttica na <— V2, O) klesajica na (— 00, — \3/§> a (0, 00),
3
v 2 = — /2 ma lokdlne minimum f (- v/2) = 7T konvexna na (— oo, 0) a (0, c0),
inflexné body nemé, H(f) = R.
5. D(f) = R, priesecnik s osouy Y = [0, 1], parna, y = 0 je ASS, rastiica na (—oo, 0), kle-
1
sajuca na (0, c0), v = 0 ma lokdlne minimum f(0) = 1, konvexna na <—oo, — ﬁ>
<1 >kk' < ! 1>'ﬂ $ bod i—lH(f) (0, 1)
a { —, oo |, konkédvna na { — —, — ), inflexné body x = +—, = (0, 1).
V2 V2 V2 TR
6. D(f) = (0, o), priesecnik s osou x X = [1,0], nie je parna ani neparna, nema
1 1 1
asymptoty, rastica na <—, oo), klesjuca na (O, —>, v r = — ma lokdlne minimum
e e e
1 1 1
f (—) = — —, konvexna na D(f), inflexné body nema, H(f) = <— —,oo).
e e e
7. D(f) = R, prechadza zaiatkom stradnicového systému, neparna, y = = — 7 je ASS

pre x — oo, y = x+7 je ASS pre x — —o0, rastica na (— oo, —1) a (1, o), klesajtca

a (=1, 1), v x = —1 ma lokdlne maximumu f(—1) = —1 + g, v r = 1 ma lokélne
minimum f(1) = 1 — z, konvexna na (0, oo), konkdvna na (—oo, 0), inflexny bod
x=0, H(f) = R.
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Neurdity integral

7.1 Primitivna funkcia a zakladné integraly

Funkcia F' sa nazyva primitivna funkcia k funkcii f na intervale (a, b) prave vtedy, ak
pre kazdé = € (a, b) plati F'(z) = f(z).
Plati:

e Nech funkcia F' je primitivna funkcia k funkcii f na intervale (a, b). Funkcia G je
primitivna k funkcii f préve vtedy, ak existuje také ¢ € R, Ze pre kazdé = € (a, b) plati
G(zx) = F(z) +c.

e Ak je funkcia f na intervale (a, b) spojité, tak k nej existuje primitivna funkcia na
intervale (a, b).

Ak uvazujeme Tubovolnt z primitivnych funkeii k funkecii f na intervale (a, b), hovorime,
vzhladom na predchadzajice tvrdenie, o neuréitom integrale funkcie [ a piSeme

/f(x) dr = F(x)+¢, Vz € (a,b), ce R, kde F'(z)= f(x), Vz € (a, ).

Konstantu ¢ nazyvame integra¢na konstanta.

ZAKLADNE VLASTNOSTI NEURCITEHO INTEGRALU
Ak funkcie f a g maji na intervale (a, b) neurcité integraly a k € R tak aj funkcie f + g,
k. f maja na (a, b) neurcité integraly Vz € (a, b) a plati:

o [G@ o) dr= [f@do+ [ g@)de
. /k:f(x)dx:k/f(x)dx.

ZAKLADNE VZORCE INTEGROVANIA

anrl
1./x°‘dx:a+1+c, a# -1, a€R,

1
2. /—dx:ln|x|+c,
T
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eder =e" + ¢,

xdx———f—c a>0, a#1l
Ina

J
I
¥
J

=]

cosxdr =sinz + ¢,

\]

ope dr =tgz +c,
cos

8./ dr = —cotgz + c,
sin?

9. /ﬁdx:arcsinx—i-c /\/ﬁdx:arcsing—i-c, a >0,
10. /1i ;dr = arctgz + ¢, /ﬁdm:éarctggnLc, a >0,
11. /mdx—ln‘x—i-\/x?i’—i—c k40,

12. /ﬁ:%ln i—T—Z +c, a>0,

3. /f;f v —In|f(z)| +c

Poznamka: Vsetky uvedené vzorce platia na lubovolnom otvorenom intervale, ktory je
podmnozinou defini¢ného oboru funkcie, ktort integrujeme.

Priklad 1.| UkdZme, Ze funkcia F(z) = 22° — 32% + 5z — 2 je primitivna funkcia

k funkcii f(z) = 6x? — 6x + 5 na intervale (—oo, 00).
Riesenie: Funkcia f aj F' st definované na intervale (—oo, co). Pretoze
F'(z) =62 —6x+5, tak F'(z)= f(z) Vz € (—o0, ),

teda funkcia F' je primitivna k funkcii f na intervale (—oo, 00).

2
Priklad 2.| Ukazme, ze funkcie F(x) = COZ T G(x) = cos’ z st primitivne funkcie
k tej istej funkcii na intervale (—oo, 0o).

Riesenie: Defini¢mé obory funkcii F' a G s D(F) = D(G) = R. Vypocitajme derivacie
funkcii ' a G.

1
r) = =(—sin2zr) 2 = — sin 2z, r) = 2cosz(—sinz) = —2sinz cosx = — sin 2.
F 5 in2x) 2 in 2 G’ 2 i 2si in 2
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F'(z) =G'(z) = —sin2zx Vz € (—o00, 0),

preto funkcie F' a G st primitivne k funkcii f(z) = —sin2z, x € (—o0, 00).
Ak funkciu F upravime, dostaneme:

1

2 1
_ S8t (cos?z — (1 — cos® z)) ZCOS2ZE—§ :G(x)—g,

Py =—=5 :%

(cos2 x — sin® x) =

N —

resp. F(z) = G(z) — %

1
Nasli sme konstantu ¢ = — 37 © ktort sa lisia funkcie F' a G na intervale (—oo, c0).

1
Priklad 3.] Ukazme, Ze funkcie F(z) = arccotgz a G(z) = arctg — st primitivne
T

funkcie k tej istej funkcii na intervale (0, co). Najdime konstantu ¢, o ktort sa lisia.

Riesenie: D(F) = R a D(G) = R — {0}, teda funkcie F' a G st definované aj na intervale
(0, o0). Vypocitajme ich derivacie.

1 1 1 x? 1 1
/ . !/ _ _ _
o) =-17 G(x)_il‘(_;>_x2+1'<_ﬁ)__m'

T2

Derivéacie funkcii F' a G st tiez definované na intervale (0, co) a pre kazdé x € (0, c0),
plati
1

Fl(z) =G'(z) = Tl g2

1
teda funkcie F' a G st primitivne k funkcii f(z) = T2 Pre? € (0, 00). To ale
x

znamend, ze existuje takd konstanta ¢ € R, ze pre kazdé = € (0, oo) plati

F(z) =G(z) +c.
Zvolme napr. x = 1 a vypocitajme konstantu c. Plati
F(1)=G(1)4 ¢ = arccotgl =arctgl+c = =—+c = c=0.

Takze plati

1
arccotg x = arctg —, x € (0, 00).
T

Pozndmka: Dalsie priklady budéi venované technike vypoc¢tu neuréitych integralov
pomocou zékladnych integra¢nych vzorcov. Vsetky rovnosti buda platit na Tubovolnom
otvorenom podintervale defini¢cného oboru, na ktorom je integrovana funkcia spojita. Nad
znamienkom rovnosti v prvych prikladoch budeme v zatvorke uvadzat aj ¢isla vzorcov,
ktoré pri integrovani pouzijeme. Ak pri vypocte budeme robit tpravy (prirdtame vhodni
nulu, resp. vynasobime vhodnou jednotkou), tak tieto Gpravy zaznacime a zapiSeme ich
vyraznejsie.
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Priklad 4.| Vypocitajme:

a) [ (2° +42® — 52® + 2)dz, b) /(m—|—3)(x—6)dx,
c)/(x4—§+%)dx, d)/(ﬁ+2€/‘—%+%)dx,
o) /(x2—5x)\/§d:¢, £) /x3_2x+5ﬁdx.

2

Riesenie: a) Mame integrovat linedrnu kombinéciu funkeii, teda vyuzijeme vlastnosti ne-

urc¢itého integralu.

/(:L’5+4x3—53:2+2)dx:/x5dx+4/x3dx—5/x2dx+2/x0d:v W

5+1 3+1 2+1 0+1 6

T T T T 5
=" 4ot -+ 2r+e

W
AR 9
511 341 %241 041 T % 3

b) Funkciu najskor upravime a potom budeme pokracovat ako v predchddzajicom pri-
klade.

/(x+3)(x—6)da::/(x2—3x—18)dx:/x2dx—3/xdx—18/dx(:’

33
)%—§x2—18x+c.

—~

c) Rozpisme dany integral na stcet integralov a upravme integrovant funkciu tak, aby
sme vedeli pouzit zdkladné integrac¢né vzorce.

1 2 1 5 -1
/ - =+ = dx:/x4dx—/—d:£+2/x_2d$ L2 x——1n|x|+2x—+c:
r 2 x 5 -1

1,5

In |z — 2 +
=——Inlz| - —+c

5 x
d) Postupujeme podobne ako v predchadzajucom priklade.

5 3 1 1 1 1
/ VT +29r — — + dxz/x?dm+2/a:3dx—5/x2dx—|—3/x4dx:
N

3 4 1 3
9 = = 2 2 3 33 4
ORI AT ST A S
3 5 3
4

—~
~—

—10y/z + 4Vz? + c.

e) Upravme najskor funkciu.

/(1:2—5x)\/de:/(:c2—5x)x§d:c:/<x

—
~

Njo

—51,%) dx:/xgdx—S/xgda: =



7.1 Primitivna funkcia a zadkladné integraly 119

7 5
L 2 T2 _2\/x7
ST s T
2 2

f) Funkcia je podielom dvoch funkcii, preto ju najskor upravme.

-2 1
/:c :1:—}—5\/_ ( 2 + bz~ 2)dm—/xdw—2/—dw—l—5/x_gd:ﬁ (L2)
2 x

2 10
(L2) %—2lnx—|—5z 1 +c—x——21nx———i—c.

2 Vi

l\?\»—t

2
Integrovana funkcia je definované na intervale (0, oco), tak sme mohli namiesto In |z| pisat
Inz.

Priklad 5.| Vypocitajme:

6" + 47
a) /(332 + 2% + € + €?)da, b) /(2“7 + 3%)*dx, c) / ;; dr.
Riesenie: Mame vypocitat integraly exponencidlnych funkcii. AZ bude potrebné, funkcie

naskor upravime.

a)

3 2z
/(m2—|—2w+ez+€2)dm = /xde+/2“dx+/exdx+e2/daz (134 %+ln2+ez+62x+c.

b)
/(23” +3%)2dx = / ((2)2+2.273° 4 (3%)?) dx = / ((2°)" +2(2.3)" + (3%)7) =

/4dx+2/6dx+/9 ln4 2ln6+ln9+c
6% + 4 6r  4* 6\" 4\"°
IS dw—/@m w) = [((5) < (5) )=
. 4\" () 4°
_/de+/(§) dz 1n2 4 _ln2 4+c.
3“”31115

"3

Priklad 6.| Vypocitajme:
cos 2x
a) /(3 sinx — 5cos x)dzx, b) /tgzx dx, c) /ﬂidx.
sin”x cos? x
Riesenie: Mame vypocitat integraly goniometrickych funkcii. Prvy integral vypocitame-
pomocou zakladnych vzorcov a vlastnosti. Funkcie v dalSich integraloch budeme musiet
najskor upravit.
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a)
/(3Sinx—5cosx)dx:3/sina:da:—5/cosacdx 30 3(—cosx) —bsinz 4 ¢ =

= —3cosz — bsinx + c.

b)

.2 2
1-— 1
/tg%da::/smxdx:/ﬂdx:/ —1)dx (g)tgx—anc.
cos? x cos? x cos? x

c)

cos 2% cos?z — sin’ cos? x sin z
sZr o™= | s eonr U= | \Gtr s snfreors) M
sin? x cos? x sin? x cos? x sinx cos?x  sin®x cos? x

1 1 7,8
:/( - )dx @8 —cotgxr —tgax + c.
sin“r  cos*x

Priklad 7.| Vypocitajme:
a) / id:c b) / L dx c) / ! dx d) / ! dx
1+a22 7 4422 2422 7 22 —4

Riesenie: Funkcie najskor uravime.
a)
x? ?+1-1 22 +1 1
der = | =~ " de = — dr =
/1—1—%21: / 1+ 22 v /(1+x2 1—|—x2) v

1
:/(1— 1+x2)d:c (1,10 x — arctgx + c.

1 1 (10) 1 x
/4+x2dx:/mdx = Earctg§+c.

b)

/ 1 d / 1 d (o) 1 ; x n
r= | —5——dr = ——=arctg— +c.
2+ a2 (V2)" + a2 V2 T2

1 1 a2 1
et et

d)
z—2
T+ 2

Tz —2
T+ 2

o= qufi
+ec=-In + c.

4
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Priklad 8.| Vypocitajme:

a) bl—gd% b)/ﬁdm, c)/ﬁdm, d)/\/%dx.

Riesenie: Funkcie najskor uravime.

a)

—/<#—1 dx (L9) arcsinx — x + ¢
N V1— 22 B '

b)

(9) .
= arcsin — —+ c.

1 (11)
——dr = ln‘x—i-\/xZ—l—Z‘—l—c.
/\/:U2+2
d)

1 _ 1 (1) o

Priklad 9.| Vypocitajme:
2 2x x? z* + 22
d b d —.d d —dx.
Q) [igde b [ o [Soan @ [

Riesenie: Ak sa pozorne pozrieme na funkcie, ktoré mame integrovat, vSimneme si, Ze
v Citateli zlomku je bud derivicia menovatela, alebo citatel sa da upravit na derivaciu
menovatela.

a) Pretoze 2z + 3] = 2, tak

2 2z 4+3) | 3
dr= | ————dxr = In|2 3 .
/21‘—1—3 x /2x+3 x n2x+3|+c

b) Opit [z? — 3] = 2z, teda

21 22 = 3] | (3 5

c) KedZe [23+1]' = 322, najskor upravime ¢itatela funkcie a aZ potom vypocitame integral.

x? 1 322 (13) 1 3
/x3+1dx:§/x3+1d$ = §1n|a: +1‘+c.
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d) Podobne [2° + 52%]) = 5z* + 10z = 5(z* + 2x), teda

rt + 2z 1 [5(z*+2x) , @3 1 5 5

Priklad 10.| Vypocitajme:

sinx 2% 3e” sin 2x
—d b d d d —dx.
a) /1+cosa: ot )/2x+3 ) c) /1+2ez o )/sin2m—4 v

Riesenie: V Citateli kazdej funkcie je ,skoro“ derivacia menovatela. V tomto priklade
budeme postupovat trochu rychlejsie.

a)
: —1. si
/&dmz—l-/ﬂd% e —In|1+ cosz|+c.

1+ cosz 1+ cosx

b)

27 1 27 In2 a3 1 In (2% + 3)
L dr = de 2 2t 43| 4e= 2 TV
/2r+3 T 2 /2x+3 TS e m2 1 ©

lebo 2" +3>0Vr € R = [2°+3]=2"+3.
c)

3e” e’ 3 2¢” 13) 3 31n (1 + 2¢%)
/1+26w . /1+26w . 2/1+Qew v = ghnfl+ 2 2 +eo

lebol1+4+2e* >0V e R = |1+2e"| =1+ 2"

d) Pretoze [sin® x — 4] = 2sin x cos x = sin 2z, tak
sin 2z (13) .
————dr = ln‘sm r— 4| +c.
sin“z — 4

Priklad 11.| Vypocitajme:
1 1
a) / dx, b) / dx,
(tgx — 3)cos?x xlnx
1 V1—2a?
<) / dr, d) / R )
(1422 (

) arctg « 1 —a?)arcsinz

Riesenie: Kazdé z funkcii, ktort mame integrovat, sa da napisat tak, aby v citateli bola
derivécia menovatela. V poslednom priklade potrebujeme urobif aj mala tpravu.

a)
1

1 I
/(tgx—:a)coszxdx:/tg‘jf%dx Y jiga — 3/ +c.
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b)

1
] -

/ da::/idx = In|Inz|+ ¢
rlnx Inz

1

1 1+ a2 (13)
dr = | —/——dz =1 t :
/ (1 + 2?)arctgz v / arctg x v njarctg | + ¢

d)
1

VI—a? 1 N
/( - d:v:/ dx:/gdx = In | arcsin x| + c.

1 — x?) arcsinx V1 — 22 arcsinz arcsin x

7.2 Integrovanie substitu¢nou metédou

Nech F je primitivna funkcia k spojitej funkeii f na intervale (a, b). Nech funkcia ¢ mé na
intervale (o, §) spojitu deriviciu ¢’ a nech pre kazdé x € (o, ) je p(z) € (a, b). Potom
plati:

[ #6te) #wyds = Flota) + e

Postup pri substituénej metéde mozeme symbolicky zapisat

[iteanewan=| 250

— [ f0ydt = F(©) +c = Flola) +c

Poznamka 1: Substituénd metéda sa pouziva, ak za integralom je sucin dvoch funkeii,
pricom jedna je zloZend a druhé je derivaciou vedlajsej zlozky, pripadne sa d4 na derivéaciu
vedlajsej zlozky upravit. Vsetky vypocty platia na intervale, kde st splnené predpoklady
danej metédy. Nasobenie vhodnou jednotkou budeme zapisovat vyraznejSim pismom.
Ak bude nutné tito tpravu urobit, tak ju zapiSeme za substitiiciu do zatvorky. Substiti-
ciu budeme zapisovat medzi dve vertikalne ¢iary.

Poznamka 2: Pri vypocte neurcéitého integralu sa pouziva eSte jedna substiticia, ak
nevieme vypocitat / f(z)dz ale vieme vypocitat / flp®)¢'(t)dt. V tomto pripade,

pouzijeme druhé pravidlo o substittucii, ktoré zapiseme iba symbolicky. Presné znenie je
v kazdej uéebnici zakladov matematickej analyzy, napr. pozri [1], [5], [7].

x =t t=op Yz
/f(x)dx:‘da::gi’((t)); 7 ()

= [ #e)e 0 dt = a1 = (07 @) e
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Priklad 12.| Vypocitajme:

1

a)/(2x—1)9d1‘, b)/\/fi——xdx, c)/%dm, d)/ﬁd:p,
e) / sin(4z — 3)dr,  f) / ¢ dz. ) / (Cos;?mdx, h) / tg?Zﬂc +51)d:z:.

Riesenie:

a) Dany integrdl mozeme vypocitat tak, Ze pouzijeme binomickd vetu na umocnemie
a polyném uz vieme integrovat. Ovela jednoduchsie a efektivnejsie je pouzit substitticiu.
Pri tomto priklade substiticiu podrobne rozpiSeme, v dalsich prikladoch budeme pokra-

¢ovat rychlejsie.
/ (22 — 1) dx =

Aby sme mohli pouzit tito substittciu, najskér potrebujeme funkciu za integralom trochu
upravit, aby sme tam mali derivaciu vedlajsej zlozky. Teda

1 1 140 (20 — 1)10
2% —1dr== [ (20 -1 2dv == [Odt=>. " te="2" 1
/(w ) da 2/(33 ). 2du 2/ 210 7¢ 0 ¢

t=2z—1

dt
%:[Qx—l]’ = dt=2dx

b)

l\?\»—t

t=3—=x
/v3_xdx_‘dt:—1dx

() [

23 W 2% V1 23 — ) /3 =
:—?2_{’6:— \§_+C:——3\/—+C:— ( JI‘; ﬂf_}_c'

3 t—:v—|—4 _ 3
/7(174—4)56&:‘ ‘ /—dt—?)/t dt—3—+c——@—|—c—

- 4(:c+4) e
d)
1 t=3r—-95 1 1
d — — — 73d = t__dt
/_3/7?%_5 v ‘dt:?)dx ’ (3/3/3:5—5 x) /\[ 3/ 3
1 3t§+ _ Ve VB
=3 c= 5 c= 5 C.

/sintdt =

NG

. t=4x -3 1 .
/sm(4x—3)daz‘-’dt:4dx ‘— <Z/sm(4a:—3)4dx) =
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1 4o —
:Z(—cost)—l—c:—MqLc.
f)
5z . t =5z . l 5z _1 t _lt _f
/e dx_‘dt:5da: —(5 e’ 5dx =% edt—5e+0—5—|—c.
g)
3 t=1-2x 3 1
/c0s2(1—2x) v ‘dtZ—QdLE (—2/COS2(1—2Z‘)( ) I)
3 1 3 _ 3tg(l—2x)
= 2/cos2tdt_ 2tgt+c- 5 +c
h)

| t=2z+1| (1 1 B
/tg(2x+1)dx—’dt:2dx ’—(E/tg(2x+1)2dx>—§/tgtdt—

1 int 1 —1)sint 1 1 2 1
= &dt——l.—/7< S5t L cost| 4 ¢ = — LSBTt L)
cost 2 2

2 cost 2

C.

125

Poznamka: Substiticia, ktort sme pouzivali v Priklade 12 sa d4 zov§eobecnit pri vypocte

integralu /f(k:c +b)dz, k # 0. Potom

| t=ketb| 1 1  F(kz +b)
/f(ka:—l—b)dx—‘dt:kdx ‘—E/f(t)dt—EF(t)—l—c—T+c,

ak F'(t) = f(t). Speciélne:

cos(kx)

/Sin(ka:) dr = — ’ + ¢, /cos(lm) dx = ? + ¢, /ek’” dx = %

Tieto integraly sa casto pouzivaju v technickej praxi.

Priklad 13.| Vypocitajme:

a) /293 \/:1:22—1— 4dx, b) /\/%dx, c) /336_:02 dx,
2x 1 1 Ve

d) /s/ﬁdﬂf? e) \/ECOSde’, f) / \/5 dx.

Riesenie:

a)

s = 22 2t 2/t
=2z dx 3 3
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2($2+4)\/:E2—|—4+
= c.
3
b)
/ T d_tzl—xz_ 1/—2xd_1/1dt_
Iz T dt==2de |\ 2 ) T2 )" 2] i
1 1 1 1
:—i/t_ﬁdt:—iﬂti+c:—\/¥+c:—\/1—x2+c.
c)

3e~ % n
= — c.
2
d)
212 t=23_-5 2 322 2 1
dx = 9 =z | ——/]/m=dz | =< | —=dt =
3/(353_5 dt = 3z dx 3) (a3 —5)2 3] e
2 2 1
:§/t_§dt:§.3t3+c:2%+c:2\3/a:3—5+c.
e)
1
t=—
/—cos—dx— T < /—cos—dx):—/costdt:—sint+c:
dt:——dx
= —sin— +c.
T
f)
2V t:@ (2/2ﬁd) 2/2tdt 22t+ 2'2ﬁ+
T |dt= dr |~ v T2 T ¢
NG N x 2\ In2 In 2
Priklad 14.| Vypocitajme:
vVinze +1 In? x+3
a) —dx, dx,
arctg x 1—1—332)

x
. 2 2
d) / (arcsinx + 2) iz, / i, /
Vv1— a2 V1 —3e 1+€2x
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Riesenie:
a)
Vinz +1 t=Inz+1 2t 2t \/t
/ v T a=ta /‘/Ed 3 T3 T
x
2(lnx—|—1)\/lnx—|—1+
= c
3
b)
In?z + 3 t=Inx t3 In®z
———dr = 1 = [ (¢ dt =—=+3t+c= 1 :
/ ” =1 /( +3) 3+3 +c 3 +3lnz+c
x
c)
1 t = arctgx 1 42 1
da = 1 = —dt:/t—3dt=—+c=——+cz
/arctg3x(1+x2) dt:1_|_$2 dx t3 —2 2t2
1
= — c.
2 arctg? x
d)
/(arcsinx—i—22)2 dp — dzzarcsinz_;i :/tzdt:§+cz(arcsin3x+2)3+c.
v1i—=z T2
e)

* =1-23* 1 (=1 1 1
/3_@3: t=1-3 _ 3. (=) :__/_dt:
J1-3° dt = —3% In3dx -3/ 1-3 n3 /) Vt

1 , 2t3 24/1 21— 32
=—— [t odt=— L
In3 ’ In3 e In3 e In3 e
f)

1
= /—dt = arctgt+c = arctge” +c.

/ — / “ 4 t=c
xTr = —axr =
1+ 22 1+ (ev)? dt = e” dx 1+¢2

Priklad 15.| Vypocitajme:
. 2tg:c
a) /\S/ sin? z cos z dx, b) /ﬂdx, c) / dx,

2 — cos?x cos? x

1
d dx, e dx.
) / cos? x+/4 — tgix ) / sin®z+/(cotgz — 1)3
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Riesenie:

a)
3/ 5 t=sinz
Vsin® x cosx dx =

dt = cosz dz 5

3t3 3V
=/€’/t_2dt:/t§dt:?3+c= \F+c:

3 Vsin® x
:T+

C.

b)
sin x t=coszx —1sinzx 1
/2—cos2xdx_’dt=—sinxdx _(_1/2—0052xdx>__/2_t2dt_
1 1 1 t—+V2 1 — V2
:/Z—dt:/ I Ll ] B Bl ]
2 —2 2 - (V2) 2vV2 [t+V2 2v2  |cosz 4+ V2

c)

otgx t=tgx . ot otgx
——dxr = 1 = [ 2dt = — = .
/cos%c v dt = ——dx / 1n2+c ln2+c
cos? x
d)
1 d Foteg / L in L1 in B2,
x = = = arcsin —+c¢ = arcsin —+-c.
201 /4 — to? dt = d Vi — 12 2 2
cos®xry/4 —tgex o2 1 x 4—1
e)
1 t=cotgr —1 1
/ dr = -1 = —1/ dr =
sin? 71/(cotgz — 1)3 dt = sin? 7 dx sin® 71/(cotgz — 1)3

/ L /t‘gdt P (e bem 2o 2
= — B — — — 2 —_ — 2 (— C = —— Cc = C.
Vi3 Vi Veotgr —1

7.3 Integrovanie metédou per-partes

Nech u a v st funkcie, ktoré maju na intervale (a, b) spojité derivacie v, v'. Potom na
intervale (a, b) plati

Poznamka: Metéda per-partes sa pouziva, ak za integralom mame siucin dvoch funkeii
a pri spravnej volbe funkcii v a v’ dostaneme jednoduchsi integral. Metédu per-partes
mozeme pouzit aj viackrat za sebou. VSetky vypocty platia na intervale, kde funkcie v/’
a v’ st spojité.
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Priklad 16.| Vypocitajme:
a) /xez dx, b) /(l‘-l— 1)2% dx, c) /(1 — 2z)sinz dx,

d)/ x2 dz, e) /(x2+2x)cosxdx.

sin”“ x

Riesenie: Prvy priklad urobime podrobne, dalsie budeme zapisovat skratene. Kedze za
integralom mame su¢in polynému a funkcie, ktorej integral vieme vypocitat, vyhodné je
zvolit za funkciu u polyném, pretoze derivovanim sa stupen polynému znizuje.

a)

zvolime si vypocitame
u(zr) == u(z) =1
V' (z) = e” v(z) = [e"dr = e*

Tato volbu pri vypocte zapiSeme do rieSenia nasledovne:

/xe‘”dm:

wz) =z = u(r)=1
V(r) =€e" = v(x) = [e"dr=¢€"

:xem—/ewdx:xex—equc.

b)

wz)=xz+1 = u(zr)=1 o 1

1)2%dx = 2% | = )e——— | 2%dx =
/(QH_ )2 dv V(x)=2" = v(r)=[2"dr= (z+ )1n2 In2 v
In2
¥@+l) 1 2 P+l ¥
L Gy L M. - c.
In2 In2In2 In2 In?2
c)
1 / _
(1 —2z)sinzdr = u/(x)-l_ 2v = u(z) 2 =
V'(x) =sinz = v(z) = [sinzdr = —cosx

= (1 —2x)(—cosx) —/—2 (—cosx)dr =

=2z —1)cosx — 2/COSZL‘dZL' = (2z — 1)cosx — 2sinz + c.

d)
/ r_ / 1 ; u(x):xl = u(r)=1 ,
r= [ r.——dr= _
sin’® x sin’ x V(2) = —— = v(z) = [ —5—dr = —cotgx
sin® x sin® x

cos ,

:x(—cotgx)—/—cotgxdxz—xcotg&:—k/ —— dr = —xcotgr + In|sinz| + c.
sinz

e)
u(z) =2 +2x = u'(xr) =2x+2
V'(z) =cosz = v(zx)= [coszdr=sinx

/(:U2 + 2z) cosx dr =
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uw(z) =2r+2 = u(r) =2
V'(z) =sinz = v(z)= [sinxdr = —cosz

= (2°+27) sinx—/(2x+2) sinz dx =

(2?4 22)sinz — [(m +2)(= cosz) — /2(—Cosx) dx] _

= (2?4-27) sin z+(22+2) cos a:—2/cosa:dm = (2*4-27)sinz+(22+2) cosz—2sinx+c =

= (2* + 22 — 2)sinz + (22 +2) cosz + c.

Pri vypocte sme pouzili dvakrat po sebe metédu per-partes.

Priklad 17.| Vypocitajme:
a) /x logs x dx, b) /\/Elnxda:, c) /m In® z dz, d) /xarctgxdm.

Riesenie: Za kazdym integralom mame sucin dvoch funkcii, pricom primitivnu funkciu
k jednej z nich nevieme priamo urcit. Preto tito funkciu budeme volif za nederivovani
funkciu w.

a)
1

u(z) =logsz = u'(x) =
/mloggxdx: z1n3 2=
V() ==z = v(x):fxdx:?
x? 1 a? 22 logy © 1 22 log, © 1 a?
=1 - Cdr = 3= — dr = 3= — S te=
g 88t /xln?) 2 2 21r13/3j ! 2 om3 2 ¢
7? logs x?
~ T2 T Im3 “
b)
(1) =tz = /()= :
u\r)=1mx u\r)= — 2) 1 923
/\/Elnxdx: L 9pd | = ;E)Q lnx—/— ?dx:
V(z) = T = v(x) = [x2de = 3 .
3
ZZxﬁlnx_g/xld :2:1:\/Elna:_2.2:1:2+C:2x\/51n:v_4:v\/5+c'
3 3 3 3 3 3 9
c)
1 2Inzx
x r | _

u(z) =1n*z = u/'(z) =2lnz - =
/xlnzxdx: 2
V() =2 =>v(x):fa:da::§

T
2 2 9] 2
:%ln2x—/%. nxdx-%lrfx—/xlnxdx-

T
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1
wz) =lnz = u'(zr)=— 2 2 1 42
= L 2 ::E—lnzx—(%lnx—/—.%dx):
T

2 2 22
T lnzac—lnx—i-1 +c
2 2 ’

V tomto priklade sme pouzili metédu per-partes dvakrat za sebou.

2 2 1 2 2 1 2
:x—ln2x—x—ln:c+—/xdx:x—ln2:c—x—lnx+— x_+c:

d)
1
u(zr) = arctgr = u/(z) =
/marctgxdm: 14 a2 2
U’(,jj):x = U(;(;):fxd(];:?
x? 1 2P x? 1 x?
= — arctgx — .—dxr = —arctgr — = dr =
2 1+22 2 2 2 1+ 22
x? 1 [22+1—-1 22 1 1
:Earctgx—Q/de:?arctgx—§/(1— 1—}—:172) dx =
22 . 1( tgz) + x? . x _i_arctgx
= —arctgxr — = (v — arctgz) + ¢ = — arctgr — =
g BT T & g BT T 5T

Priklad 18.| Vypocitajme:
a) /lnxdw, b) /arccotgxdx, c) /lnzxdx,

d) /arctg2x dx, e) /ln(:z:2 +1)dx,

Riesenie: Za integralom je iba jedna funkcia, jej primitivnu funkciu vSak nepozname.
Aby sme mohli pouzit metédu per-partes, zvolime druht funkciu rovnajtcu sa 1.

a)

uw(z) =lnz = u’(ac)—l 1
/lnxd:)::/l.lnxdx: z :xlnx—/—.xdx:

x
V()=1 = v(x)=[ldez=x
::clna:—/d:c:xlnx—x—i—c.

b)

1
u(z) = arccotgr = u'(z) = — T
T

/arccotgxdx = /1.arccotg:1:dx = =
v(z) =1 = v(z)=[ldr ==
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t / 1 d £ +1/ 2,
= X arcco Xr — — .radxr = I arcco X — — dTr =
& 1+ a2 8T | 15

1
= x arccotg x + 3 In(1 + 2%) + c.

1
u(r) =In*r = u'(r) =2Inz.-

/angsdx:/l.an:de: z =

Vz)=1 = v(z)=[ldr=x
1 a
:xlnzx—/2lnx.—.xdx:x1n2x—2/1nxd:r(:)xlnzx—2x Inx +2x + c.
T

Pri vypocte sme pouzili dvakrat metédu per-partes. KedZe posledny integral je vypoci-
tany v priklade a), tak sme vyuzili tento vysledok.

d)
u(x) = arctg 2z = u’(gv):L
_ _ 1+ 4x2 o
arctg2xdr = | 1.arctg2zdr = =
v(z) =1 = v(z)=[ldr ==z
tg2 /2 d t2+1/4‘2x
= xarctg 2z — .xdx = xarcc T+ = T =
e 1+ 422 WO | T4
1 2
= x arccotg 2z + 1 In(1 + 42°) + c.
e)
2 / 2w
u(z) =In(z*+1) = u(z) = ]
/ln(azz—l—l)dx:/l.1n(3:2~|—1)dx: Tt =
V(z) =1 = v(z)=[lde ==z
2 211-1
:xln(m2+1)—/$2j_1.md:p:xln(wQ—}-l)—Z/x;;Td:p:

1
:xln(x2+1)—2/(1_ 2+1>dw:ggln(x2+1)—2x+2arctgx+c.
x

Priklad 19.| Vypocitajme:
a) /e“” sin 2z dx, b) /\/1 — x%dx.

Riesenie:
a) Na vypocet pouzijeme dvakrat metédu per-partes.
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u(z) =sin2x = u'(x) = 2cos2x
V(z)=e" = v(x)=[e"dr=e¢"

/e:‘c sin 2z dx =

= egcsin2x—2/e“C cos 2z dx =

—2sin 2%
[ et dr =e”

u(z) = cos2x = u'(x)
v'(z) =¢€” = v(z

=e"sin2z — 2 (ew cos 2x + 2/69” sin 2x dx) = e"sin2x — 2e” cos 2x — 4/e$ sin 2z dzx.
Dopracovali sme sa k tomu istému integralu, ktory sme mali vypocitat, ¢ize plati
/ex sin 2x dx = e” sin 2x — 2e” cos 2z — 4 / e’ sin 2z dzx,

a preto

5 / e” sin 2x dx = e* sin 22 — 2e% cos 2x

. ersin 2x — 2e” cos 2x
e” sin2x dx = E + c.

Podobne sa pocitaju aj integraly typu /aka’ sin(gx)dr a /a’” cos(qx) d.

b)
u(z) =v1—2%2 = u’(:z:):_igc2
/\/1—x2d$:/1.\/1—x2dx: V-
v'(r) =1 = v(z)=[de=x

1—22—1
V1 — a2 — :x\/l—mQ—/ z dr =

2
—z

T g =4 =4

/\/1—3;2 v Va2

1

:x\/l—x2—/<\/1—x2dx—7) dx::L’\/l—a:2—/\/1—x2dx+arcsinx.
V1—a22

Takze

/\/1—x2dx::v\/1—xz—/\/l—dex—l—arcsinx

2/\/1—xzda:::v\/l—a:2+arcsina:

VI—a2 i
[V e PO R



134 7 Neurcity integral

7.4 Integrovanie niektorych Specialnych typov funkcii

INTEGRALY NIEKTORYCH RACIONALNYCH FUNKCI{

P
Funkcia f(z) = QEJ;;, kde P a @ st polynémy sa nazyva racionalna funkcia. Bu-
x

deme pracovat s takymi racionalnymi funkciami, ktoré maji v menovateli najviac po-
lyném druhého stupria. Kazd4 raciondlna funkcia sa dé rozlozif na stdet polynému
a rydzoraciondlnej funkcie (stupen polynému v ¢itateli je mensi ako stupen polynému
v menovateli). Tento rozklad dostaneme pomocou delenia polynémov P a (). KedZe poly-

ném uz vieme integrovat, a tiez uz vieme vypodcitat integral typu [ 5 dr, a, b€ R,
ax
staci, ak si ukdzeme, ako integrovat funkcie v tvare
A Az + B
T a ST A,B,p,q € R.
T+ pr +q r*+pr—+q

Integraly tychto rydzoracionalnych funkcii vypocitame tak, ze najskér doplnime menova-
tela na uplny Stvorec a potom vhodnou substitticiou dostaneme integraly typu

T 1 1 1
/inagdxa /?d'xa /mdl’, /mdl’, kde a > 0.

Prvy integral vypocitame doplnenim citatela na derivaciu menovatela a mozeme pouZit
vzorec na integrovanie 13 a dalSie tri integraly st zakladné integracné vzorce 1, 10 a 12.
Podrobnejsie to ukazeme na prikladoch.

Poznamka: Upravu menovatela na tplny Stvorec zaznaCime v priebehu rieSenia me-
dzi dve vertikalne ciary.

Priklad 20.| Vypocitajme:
2 1
a) / 2 / dr, ) / L
x? —4r+4 :)32+3:)3+5 22 —4xr —5

rz—1 2¢ + 1
d) /x2+2x+1dI’ /w2—4x+8 £)

Riesenzie:

a)

/7m2—4x+4dx_ r?—dr+4=(x—2) _2/—(x—2)2dx_'dt:d:c ‘—

1 -2 —1 1 1
:2/t—2dt:2/t dt = —t +c:—¥+c:—x_2—|—c.
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b)
3 2 3 2
22 +3x+5=(z+=-) — (=) +5=
/ 1 2 2
— — dr= ) —
22 4+3x+5 +3 +11
= x — -
2 4
3
1 a2 1 1
:/ = t=x+3 :/ th:/ S dt =
dt = dx 11 11
3
2 % ) 2<x+§)+ 2 243,
= ————alcC — = ———alcC C = —— aIcC C.
NG RViTT VIR T VIR AT
c)
1 22 —dr—5=(r—-2)2-22-5= 1
d = = d frnd
/12—495—5 Tl =@-27-9 /(a:—2)2—9 !
t=x—2 / 1 it 1 t—3+ 11 x—2—3+
= = c=-1In c=
dt = dx 2 _ 32 2.3 |t+3 6 |z—2+3
_1l T —D5 n
6 nx—i—l ¢
d)
r—1 r—1
dr=|22+2x+1= 1)? :/761 =
/x2+2x+1 r=|2"+2x+ (x+1) CESE T
| t=2z+1 = 2z=t-1| (t—-1-1_  [t-2 1 I
—‘dt:dx ‘—/Tdt_/ = dt_/zdt—2/t dt =
1 2 2
Injt|-2—+4+c=h|t|+-+c=hlz+ 1]+ —+c
—1 t r+1
e)
/ 20+ 1 2 —4r+8=(r—2)2—-2248= / 20 +1
e ) = 2T g =
2 —4r + 8 =(x—2)°+4 (x —2)2 +4

dt =

| t=r-2 = 2=t+2]| 2(t+2)+1d7 2t +5
T dt =dx - 24+ 4 ] 244

ot 1 ) 1 t

5 —2 5 —2
:ln((13_2)2+4)+§aTCtg%+C:1H(I2—4x+8)+§arctng+c.
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f)
5\> [/5\°
?+5r+6=z4+-] — () +6=
2% + 52 + 6 I ‘1 5\ 1
- 2) "1 Tty ) Ty
5
) t——
_ 2 —_2 t 5 1
—| fmrry T rsieg —/ 21dt:/ 1dt——/ _dt =
dt = dx 12 2 _ 2 2 1
4 4 —{3
. 1 +5 1
1 2 2 “5 1 1 rT+T575
——/ t d g—ln 2 —1nt2———§ln 2 2\ .=
2J p ! 22 t+1 42 x—|—§+—
4 2 2 2
1 5\> 1| 5. |z+2 1 5. |z+2
2n(x+2) 1 2nw+3’+c 2n’x +5x+6| 2nx+3‘ c
Priklad 21.| Vypocitajme:
1 z3 ot + 23+ 3
—d b d ——dx.
a) /2x2—8x+6 “ )/w+1 o °) /x2—|—2a:+2 o

Riesenie:
a) V menovateli nemame polyném druhého stupiia v tvare 2> + pz + ¢. Aby sme mohli
pouzit predchadzajuci postup, najskor menovatela upravme.

1 1 1 1 2 —dr 43 =
202 —8x +6 2(2? — 4z + 3) 2 ) (2?2 —4x+3) =(x—-2)"—1
1 1 t=x—2 1 1 1 1. [t—1
L N . _ de =~ . =1 =
2/(93—2)2—1 v ‘dt:dac ‘ 2/t2—1 tTam t—|—1'+c
1l x—3 "
=-In :
i )

b) Zadana funkcia nie je rydzoraciondlna. Ak chceme dany integral vypocitat, najskor
musime vydelit ¢itatela menovatelom. Dostaneme polyném a rydzoracionalnu funkciu.
»i(r+1)=2—2+1
—(z® +2?)
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Dostali sme

23 2, 1
=z —x -
xr+1 z+1

3 1 3 2
/xi_ldx:/(ﬁ—x—l—l—x_i_l) dx:%—%—l—x—ln]:c—irl]nLc.

c) Po vydeleni ¢itatela menovatelom dostaneme

at+ a1+ 3 9 2 +3
—_ =4+ —-—
x2+2x+2 x2+2x+2

ot 23+ 3 20+ 3
S = [ (a®—a)d — T2
/:1:2+2x+2 . /(x 2 x+/x2+2x+2 .

Druhy integral je integral typu, aké sme pocitali v Priklade 20. Kedze

/ 20 + 3 dp — 2242 4+2= _/ 2z + 3 .
224242 | =@+1)?+1| ) (z+1)2+1

teda

a preto

t=cv+1= z=t-1 2(t—1)+3 / 2t / 1
’dt:d:c ‘ / £l EES L

= In(t* 4+ 1) + arctgt + ¢ = In(2® + 2z + 2) + arctg (v + 1) + ¢,
tak

4 313 3 2
/%dw:%—%+ln(x2+2x+2)—}-arctg(;p—}-l)_kc‘

INTEGRALY NIEKTORYCH IRACIONALNYCH FUNKCIf
V tejto Casti si ukdzeme vypocet neurcitych integralov dvoch typov.

137

1. Za integralom je funkcia, kde sa nachadzaji odmocniny rézneho stupna toho istého
linearneho ¢lena. Zvolime taki substitiiciu, aby sme odstranili odmocniny, ktoré sa vo
vyraze vyskytuji, a tym ich prevedieme na integraly racionalnych funkcii. Podrobnejsie

si to ukazeme na prikladoch.

1
2. Integrély typu [ dr A, B, C € R. Po doplneni kvadratického troj-

VAx2+ Bx + C
¢lena na uplny stvorec a po vhodnej substitiicii dostaneme integraly typu

1 1
——_ar - ar
/\/aQ—x2 /\/:ch—i—k

¢o su zakladné integrac¢né vzorce 9 a 11.

Priklad 22.| Vypocitajme:
1 T 1
d b ——d ——du.
a)/1+\/5‘”’ )/mx’ c)/\/me/;‘”
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Riesenie:

a)
1 r =t? t+1-1
/71+ﬁdx‘dx:2tdt‘/ 2t dt = 2/—dt / =

1
:2/(1—T:>cﬁ_zu—mw+db+c_2¢7—mn@r+n

Vyuzili sme, ze [/ + 1| =+/x + 1, lebo /2 + 1 > 0.

b)
11—t 11—t
T 1-3z=t= x:—t
/_dx: 3 :/¢<_t2>dt:
J1 -3z t
dr = —t2dt
1 [(—tH)(1-1) 1 A 1/ 2
= - dt == [ (¢ dt — - — =
3/ ¢ 3/( ) s\5 7 2)*¢
_ 5 3 _
_ V(32> /(1 32) e
15 6
c)

/ L o] #=1 —/ﬁ ! m%ﬁ—ﬁ/ v ﬁ—ﬁ/ L
VT + P de=6ttdt | T ) By 2t+1) t+1

Posledny integral mame vypocitany v Priklade 21.b). Vyuzijeme tento vysledok a dosta-

vame
3 A
/ dt =—— —+t—Inlt+1|+ec

t+1 3 2

Pretoze x=1% = t= {x, 2= (¥z)" = ¥z, = (¥2)" =z, ateda

/\/r Vﬁ 6(%:—XC \/‘1M®E+H)+c=

=2yr —3Vr +6Yr —6In(Yr+1)+c

Priklad 23.| Vypocitajme:
1

1 1

a —dz, b dx, c —_—dx.
>/\/:E2+3$+6 >/\/2x2—4x—6 )/\/5—6x—x2
Riesenie:
a)

1 v+ 3r+6= 1 . +3
—_—dz = 3\? 15 :/ dr = -7 2| =
/ 2 +3x+6 :(x+§> +Z \/( 3)2 15 dt = dx

x4+ +
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t+\/t2+15 +c—ln$+3+ m+3 2+15 +c=
4 B 2 2 4 N

3
x+§—|—\/x2+3x+6’+c.

t=1n

1

:/ 5 ¢
t2 _
Ve

=1In

b)
20 —dr — 6 = 2(2* — 22— 3) =

1
dr =
/m a1 -4

t=x—1
dx_‘dt:dx ‘_

_/ 1 dl’—i/ 1

Ao g vl Jeoroa
1 1 1 1 A—

1 5—6x —a?=—(2>+6x—5) =
S S

/V5—6x—$2 — —[(x+3)2—14] = 14 — (2 + 3)?

1 = 1 t
= dmz’ t x—i—B‘:/ dr = arcsin —— + ¢ =
(VId)’ — 2 V14

INTEGRALY NIEKTORYCH GONIOMETRICKYCH FUNKCI{

Priklad 24.| Vypocitajme:

)/‘3 d b) COS ¥ d )/ sin x
a sin® x cos x dx —dx c ——dx
’ Usinz +2 4+4cos?x

d e®®** sinx dx.

Riesenie: V nasledujicich prikladoch mame vypocitat integraly goniometrickych funkcii.
Vsetky integrované funkcie st v tvare f(sinz) cosxz alebo f(cosx) sinx, pripadne sa
daju na takyto tvar upravit. Integraly takychto funkcii sa pre vhodné f daja pocitat sub-
stiticiou t =sinx, resp. t = cosx.

a)

t4 i 4
:/t3dt:Z+czsm x—i—c.

4

sin® z cosxdr = t=sinz
| dt =cosxzdx
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b)
COS T t=sinz + 2 1 1 3t3 3V/t2
73*Sinx+2dx_‘dt:cosxdx ’—/%dt—/tSdt—T—i—c— 5 +c=

3/ (sinx 4 2)?
= + c.

2

1/—1.sinxd / 1 dt
—_— — —_—_— xr = — fr—y
4+ cos?x 4+ t2

sin x do — t=coszx
44+ cos2y |dt=—sinzdx

1 ¢ t+ 1 ; cosx+
= — arctg— + ¢ = = arc c.
g MBS g T
d)
cosT _: o t:COSI _ cos T _ : _ t _ _t o
/e Smﬁdx_‘dt:—sinxdac = 1/6 (=1).sinzdr = /e dt = —e"+c =

= %% | .

Priklad 25.| Vypocitajme:

a) /sinzxdaz, b) /sin?’xdx, c) /cos4xdx,

d) /sin 2z sin bz dz, e) /sin 2z cos 3z dw, f) /cos 3x cosbx dx.

Riesenie: Integraly tychto typov sa casto vyskytuju v technickej praxi. Ich vypocet sa

zjednodusi pouzitim nasledujucich vzorcov goniometrickych funkeii:

. 1 — cos2a 9 1+ cos 2«
sin” o = ————, cos® o= ————
. cos(a — 3) — cos(a + 3) cos(a + f3) + cos(a — )
sinasin § = 5 cosacos 3 = 5
, sin(a + ) + sin(a — )
sina cos f = .
2
Potom dostaneme integraly typu
k in k
/sinkazd:c:—coskx—i-c a /coskxdmzsmkx—i-c,

s ktorymi sme sa stretli pri substitucnej metode.
Skor, ako zacdneme integraly pocitat, poznamenajme eSte, Ze funkcia sinus je neparna
a kosinus parna, teda

sin(—a) = —sina a cos(—a) = cosa.
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a)

sin?pde = | =982 g 2 (1—cos2z) dx = = (o — sin 2x e x  sin x_i_c'
2 2 2 2 27 4

b)

t=cosx
.. 3 o .92 . o . 2 . _
/sm xdx—/sm a:smxdx—/(l cos” x) sinx dx ‘dt:—sinxdx

3

:—1/(1—cos2x).(—1).sinxdx:—/(1—t2)dt:/(t2—1)dt=%—t+c:

3

cos®

= —coszT + c.
3

c) Pretoze

1 20\ 1
cos?z = (cos2 a:)2 = (W) =1 (1 + 2 cos 27 + cos® 2x) =
1 1 4 1 1
:i<1+20082x+#)=§(2+40082x+1+cos4x):§(3+4c052m+cos4x),

tak

1 1 4sin 2 in4
/cos4xdm:g/(3+4c082x+cos4x) d:z::§ (3SC+ Sl; ZL‘+SH14 x) +c=

3r sin2x sindx
= — + + + c.

8 4 32

d)

1 1
/sin 2 sinbx dr = ) /(cos(Qx —bx) —cos(2x +bx)) dr = 3 /(cos(—?):c) —cosTx)dr =

1 / (cos3 72)d 1 /sin3x sin7z . sin3x sinTx .
= - cos3x —cosTx)dr = - — c= — c.
2 2 3 7 6 14

e)
. 1 . . 1 . .
/sm 2z cos3x dr = 3 /(sm(?x + 3x) + sin(2z — 3z)) dx = 3 /(sm Sz + sin(—x)) do =

COosSDr  COosx

—(—COSIE))+C:_ 10 + 5 +ec

1 <_ cos bx

1
25/(sin5x—sinx)dx:§ E

f)

1 1
/cos 3z cosbr dr = 5 /(cos(3x+5x)+cos(3x—5x)) dx = 5 /(cos 8z + cos(—2z)) dx =
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C.

25/(cos8x+0032x)dx:§<sm T sin $>+C:SIH x+sm x

8+2 16 4

Na zaver uvedieme eSte niekolko prikladov, ktoré sa nedaji vypocitat iba jednou sub-
stitticiou alebo iba metédou per-partes.

Priklad 26.| Vypocitajme:

r+1
a arcsin x dx, b Insin x) cos x dx, C —dx,
>/ 1 )/( nz) )/\/5+4x—:p2
Sl v

x—i—4\/x—

Riesenie:
a) KedZe nepozname primitivnu funkciu k funkeii arcsin z, pouzijeme metédu per-partes.

1

— 1 !/ — S—
/arcsina:dx :/1. arcsinx do = u(z) = arcsine = o'(z) Vi—z2| =
V'(z) =1 = v(r) =12
. x L. o t=1-—2?
=z arcsinx — / N dx = (poZijeme substiticiu) ‘ d — —9 du

1
= (.7: arcsinx + — T arcsin x + — /—dt—a:arcsmx—i—i 2\f+c—

f o)
x
2 1— 22

=g arcsinz + V1 —22 +c.

b)
t=sinw —=Int (¢ _1
/(lnsinx)cosxdx:‘d J /1 Intdt = u(t) =Int = u(>_¥ =
t =cosxdx V) =1 = v(t)=t
:tlnt—/dt:tlnt—t+c:t(lnt—1)+c:sinx(lnsinx—1)+c.
c) Najskor dopliime kvadraticky trojélen na tplny Stvorec.
r+1 ‘5+4x—x = —(22 -4z —5) = r+1
N [(x—2)* =9 =9~ (z - 2)* V9 — (z—2)2
-z — = t+2+1
‘t T—2= x= t+2‘ Lt:/idt—kiﬁ 5t —
dt =dx NG ) NGO /9—752
2=9—¢2

(prvy integral vypocitame substitiiciou)

t
dz = —2t dt /—dfc‘—i-fﬂarcsmg =

t t —
= —\/§+3arcsin§+c: —\/9—t2+3arcsin§+c: —\/5+4x—x2+3arcsinx

2
+c.
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d)
Vi _|r-dA=P= =0 +4] t o df —
\/— dr = 2t dt ) 4 —at N
—2=z=t=2+2 (z+2)? P244z4+4
/t—? ‘ di — d» ‘ 2/ = dz =2 —Q dz =

4 4 8
:2 (l—l— +—2) dz—2(z+4ln|z|——)+c:2(t—2)~|—8ln|t—2|—t—2+c:
Z p—

= \/x—4—2)+81n|\/x—4—2]—ﬁw.

Poznamka: Aj ked ku kazdej spojitej funkcii existuje primitivna funkcia, nie vzdy ju
vieme vyjadrit pomcou kone¢ného poc¢tu zakladnych elementérnych funkcii. Napriklad
neurcité integraly

/Smxdx, /Cosxda:, /e—d:v, /ex2 dzx, /—dx
T x x Inz

sa nedaju vyjadrit kone¢nym poc¢tom elementarnych funkcii.

7.5 Cvicenia

1. Vypocitajte:

2 2
a) /(6x2+2x—5)dx, b) /%d:ﬁ, / —dr,
. ) +f sin? x cos
d) /Sx—ldx’ e) /x§+4dx, /cotgxdx

2. Vypocitajte:
a) /(Sx +2) da,

1
; N dx c) /x sin(z? + 5) dz,
x arctgx e’
. £ _°
d) / cos?(x® + 2) a, ) / 1+ 22 dz, ) / V1— e dr

3. Vypocitajte:
1
a) /(1 — z)cosxdr, b) /Zx e** dz, / e dz, /arccotg 3xdx.
4. Vypocitajte:
20 — 1 3T+ 2 x
—d b —d —d
a)/$2—4x+4 o )/x2—2x+5 “ C)/x2+5x—|—4 o
5. Vypocitajte:

a>/m—%d””’ b) /ﬁm e

6. Vypocitajte:

a) /C,Oix dx, b) /cos3x sinxdr, c) /COS2ZEdI, d) /sinx cos 2x d.

simm- T
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1 | 1
.a) (1—xz)sinz —cosz +¢, b)e* (x——>+c, c) — nr T

2 T

In(922 + 1
d) x arccotg 3z + In(92” +1) +c

7 Neurcity integral
VYSLEDKY
a) 223 + 22 — 5z + ¢, b) Inljx| — 5 !
' ’ 2Vax3  a?
In|3z —1 1
d) %—i—c, e) ln(x2+4)+§arctgg+c, f) In|sinz| + c.
3 2 11 2 5
a) % +¢, b) 2y/r—3+¢ c) —% + ¢, d)
t 2
e) aree & ¢, f) arcsine” + c.

cos 3x

6
3 ) -1
. a) 21n]$—2|—m+c, b) §(ln(x2—2x+5)+arctg%>+c,
¢) 41n |z + 4| ln|x—|—1|+
— c.
3 3
-1

ca) 6ln(yxr +1)+c, b)2arcsimm\/6 +¢, ¢)In|z+3+ Va2 +6x+5|+c

1 cos* x r  sin2z oS T
. — b) — — d
D g 0P T e gt e D

6

— — 4+ ¢ c¢) tgx — cotgx + ¢,
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Urcity integral

8.1 Vypocet uréitého integralu

Definiciu a vlastnosti urcitého integralu nebudeme uvéadzaft, c¢itatel ich ndjde v kazdej
zékladnej literatire matematickej analyzy. Stustredime sa iba na vypocet urcitého integ-
ralu. Zékladom je Newtonov-Leibnizov vzorec, ktory vyjadruje vzfah medzi neurcitym a
uréitym integralom.

NEWTONOV-LEIBNIZOV VZOREC
Nech funkcia f je integrovatelna a funkcia F' spojita na intervale (a, b) a nech funkcia F
je primitivna funkcia k funkcii f na intervale (a, b). Potom plati

/ f(x) dv = [F(z)]’ = F(b) — F(a).

Newtonov-Leibnizov vzorec ddva navod na vypocet uréitého integralu. Zakladom je najst
jednu primitivnu funkciu a dosadit do vzorca.

Poznamka: Kym pri neuréitom integrale sa dal ziskany vysledok overit pomocou de-
b

rivacie vysledku, pri vypocte urcitého integralu / f(z) dz, ktorého vysledkom je redlne
a

¢islo, to uz nie je mozné. Preto musime v priebehu vypoctu kontrolovat, ¢i st splnené

predpoklady pouzivanych postupov. V prikladoch, ktoré budeme pocitat, s vsetky pred-

poklady splnené. Riadne ich overime v prvom priklade, v dalsich ich nebudeme overovat,
mozu sa overit pri samostudiu.

Priklad 1.| Vypocitajme:
3 2 V3 . 2
a) /(w —3) dx, b) /cosxdx, c) / dx, d) /(e% — V) dz,

1+ 22
’ % 2 2T
e)/xf_éldx, f) /tgxdx, g) /|x—1|dx, h) /mdm

0 0 -1 0
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Riesenie:
a) Funkcia f(x) = x — 3 je spojita na intervale (—2, 3), teda je integrovatelné na intervale
2

(—2, 3). Jej primitivna funkcia F'(z) = % — 3x je tiez spojita na intervale (—2, 3). Preto

plati

3 22 R & (—2)2 9 25
—3)dr = |— — =2 _3.3- —3.(-2))=2-9-2-6=-"2

/@:3)x {2 MLQ S —3.3 ( 5 3()) 59 6 :

-2

b)

cosx dr = [sinx]og = sing —sin0=1-0=1.

=}
INE

V3

1
/ T2 dx = [arctg :17]8/g — arctg v/3 — arctg 0 =

m ™
0=
3 3
0

1 1
x 1 2x 1 9 11 1 3
/x2_4d:c:§/x2_4d:c:§[ln|x —4]]0:§(ln\—3\—ln|—4|):§.an:

0 0
3 . V3
=Iny/-=In—.
4 2
f)

1 T 1 e
/tgxdx:/smxd:p:—l/ﬂdx:[—ln|cosx|]6‘:—ln‘cosz)+ln|cos()|:
cos T cos 4

0 0 0
2 2 1 In2
:—lng—l—lnl:—lng:—ln\/§+ln2:—§ln2+ln2:HT.

g) Aby sme mohli integral vypocitat, potrebujeme najskor odstranit absolitnu hodnotu.
Vyuzijeme pri tom definiciu absolttnej hodnoty.
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2
o — 1| do = r—1<0 e <1 = |z—-1=—(z—-1) ze(-1,1)|
Clz—120e 2>1 = |zr—-1]=z-1 re(l, 2y |
S
1 2 e 2 )
:/(1—x)dx+/(:c—1)dx:{a:——} —|—{——x} =
2], 2 1
S 1
12 (1) 22 12 5
—1-—— (-1 29 41=2
2 (=D + 2 +2 2+ 2

h) Funkciu najskor upravime.

27 27 27
/\/1—Cos2xdac—/\/sin2xdx—/]sinx]dx—
0 0 0

_|sinz <0 & z e (rm+2km2r+2knr) = |sinz|=-—sinz ze (m 2m)|
sint >0 & z € (2km, 7+ 2km) = |sinz| =sinz  x € (0, 7)
™ 2m
:/sinxdﬂc—i—/(—sinx)dx: [— cos 2]y + [cos z]2" = — cos T + cos 0 + cos 2m — cos 7 =
0 T

= () +14+1—(-1)=4

4

Ak mame pocitat napr. / Va2 + 4dx, tak primitivnu funkciu ndjdeme substituénou

1
1

metodou, pri vypocte integralu / x e” dr pouzijeme metodu per-partes. Tieto metédy sa

0
pri vypocte urcitého integralu daju pouzit aj priamo.

SUBSTITUCNA METODA URCITY INTEGRAL

Ak sa integrovand funkcia na intervale (a, b) da vyjadrit v tvare f (p(z)) ¢'(z), kde ¢’ je
spojitéa funkcia na (a, b) a zaroveri funkcia f je spojita v kazdom bode t = p(z), z € (a, b),
tak plati

b ©(b)
[ e@an= [ s
“ ¢(a)

METODA PER-PARTES PRE URCITY INTEGRAL
Nech u a v st funkcie, ktoré maju na intervale (a, b) spojité derivacie u’, v'. Potom plati

/bu(a:) V' (x) de = [u(z) v(z))) — /bu'(x) v(z)dx.
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Priklad 2.| Vypocitajme:
4

3 1
1 3z% + 4
a) /:1: Va?+4dz, b) / dx, c) / i 5 dx,
r+1 (3 4+ 4z +1)
1 0 0
1+1n’z vtgxr +1
d) /;dm‘, e) /em” sin x dz, f) /gijdx,
x cos? x
1 x 0
e
4 Ve 2
x arctgx 1
o [V 4 h) CLp D[ ——
1+ 1+ a2 2 — 2+ 2
0 0 0

Riesenie: Je potrebné si uvedomit, ze pokial by sme pocitali neurcité integraly, tak by
sme na vypocet pouzili substitu¢ni metédu. Preto ju pouzijeme aj na vypocet urcitych
integralov. Pozor, nezabudnime zmenit hranice.

a) Opét prvy priklad urobime podrobnejsie, v ostatnych st predpoklady substitucne;j
metédy splnené, mozu sa overit pri stadiu.
Ak polozime

o(r) =2 +4=t,

tak funkcia za integralom sa da napisat v tvare

S VR (@)

pretoze ¢'(x) = 2x. Funkcia ¢’ je spojitd pre kazdé redlne ¢islo, teda je spojita aj na
intervale (1, 4). Potrebujeme eSte zmenit hranice. Ak

r=1 = t=9p(1)=1*+4=5
r=4 = t=p(4) = 4%+ 4 = 20.

Funkcia

je spojitd v kazdom bode t = 2% + 4, kde x € (1, 4). TakZe moZeme pisat

1
3 5 3
5

4 20 5720
1 1 [23 1 2 20
/x\/x2+4dx=—/\/idt=—[L] :—.—[t\/%] - (20.\/20—5.\/5)2
2 2 23
1 5

:%(20.2\/5—5\@ :%5.

Tento vypocet zapiseme skratene

4 20
t=a224+44 z=1=t=5 1 355
2 p— == — p— = —-—
/x\/:v +4dx_‘dt_2xdx x_4:>t—20'_2/\/gdt 5
1 5
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3 A ,

1 | t=x+1 x=0=t=1] 1 B 1 RveS

[l azilt ISZITA]= e [ ] -
0 / /

—2|Vi| =2 (Vi- V1) =2
1
c)
1 6 6
32 +4 ] t=2t+dr+1 z=0=t=1 iﬁ—»tQ B
(z3+4x+3)° ~  |dt=0BP+4)dr r=1=1t=6 B =2],
0 1
__-1{_4_%1 -l 1%
Col2tr], 2,62 2,12 T2 2 T2

d)

1+ In?
/ﬂdx:
s

t=Inx r=1=t=mnl=0

1 t31
:/@+ﬁﬁ:&+—}:
30
0

1
dt=—dr z=e=t=lne=1
x

[y

1 4
=14+-—-0=—
T3 3
e)
t: = — t: — =
/e“’” sinzdr = cos v 2 = COS2 = —/etdt:/etdt:
J dt = —sinzdr =7 =t=cosm=—1 / ]
x I

1 e—1
£10 0 -1
p— p— _— :1——: .
€]’ =¢"—¢ . .
f)

i 2 2
Sto T -1 t=tgex+1 r=0 =>t=tg0+1=1 34
/ﬂdx: T T :/%dt: UL
cos? x dt = dr rz=—-=t=tg—+1=2 4
0 cos?x 4 4 1 1

3 2 3
:_P%]:_@&iq)
4 1 4
g)
; 2 2 o2
\/_ dr — t=yr=uxz=t r=0=t=0 —Qtdt d
1—1—\/_ de=2tdt z=4=t=2
2 2
Po vydeleni ¢itatela menovatelom dostaneme =2t — 2+ ——. Potom
t+1 t+1
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4 2
2
/ VI = (224 2 dt = [ — 2t +2In|t + 1]], =
1+ x t+1 0
0 0

=22-2.2+42In(2+1)-0-2In1=2Im3=1n3*>=n9.

h)
ﬁarctgz t =arctgx r=0 =t=arctg0=0 g 275
14 22 v dt:#dl‘ ac:izﬂf:arctgizz = [ tdt= 21 =
0 ! 1422 V3 V3 6 0 0
:1,@)2_0:12
2 \6 72
i)
2 2
/ 1 2?2 42=(r—12—12+4+2= /
——dx = 2 dr =
2 — 21 + 2 =(x—-1)%*+1 z—1)2
0 0
1
| t=x2—-1 x2=0=t=-1| larct t]
| dt=dx r=2=t=1 | &
77 T T
tg 1 — arctg (—1 :--(--):—.
arctg 1 — arctg (—1) 1 1 5
Priklad 3.| Vypocitajme:
1 ™ 2
a) /xexdx, b) /(23:—1) sin 2x dz, c) [ 2° Inzda,

0
1

0
d) /xarccotgxdx, e) /lnxdm, f)
0 1

arctg 3z dx.

S —

Riesenie: Ak by sme pocitali neurcité integraly, tak by sme pouzili metédu per-partes.
Preto aj pri vypocte urcitych itegralov pouzijeme tito metddu.
a)

1 1

u(z) :::C wla ) = [xex](l)—/emdx:1.61—0—[63’3](1):
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™

T uwz)=2x—-1 = u(zx)=2 )
/< v = 1) sin2zdr = V'(x) =sin2x = v(m):—COS T
0 2
cos2z]”
=|—(22z—-1) + [ cos2zdx =
2 0o
cos 27 cos 0 sin 2z " 1 1 sin27  sin0
—(27 —=1). —-1). = — - 4+ — = —T.
(2 —1) 5 +(=1) 5 T [ 5 L Tt -5t 5 m

3

 8m2 1/2° 1\ 8h2 7
. 3 3\3 3) 3 9

[y

1
u(z) =lnzr = u(zx)=- 3 2
/x2lnxdx: L :{— lnx} ——/m2dx:
_T 3
-3

—1
1 !
s t —_— —
- u(z) = arccotgr = u'(x) 2
x arccotg r dr = 9 =
x
0 V(z) = = v(x):—
x? I 12 L fa? 411
= {?arccotgx]o+2/1+x2 dr = 5} arccotg1—0+§/ T =
0

1
1 7T+1/ ] 1 J 7T+1[ ; ]1
— - 4z — r=—+ - [r —arctgz|, =
2°4 2 1+ 22 82 &%l
0

653

—_

_g—i——(l—arctgl—O—l—arcth):g—i—

[\
N

e

:[xlnx]i—/dw:e.lne—l.lnl—[x]‘f:

1

u(z) =lnz = v (z) =

1
V()=1 = o(z)= a:x

=e—(e—1)=1

3
u(z) = arctg 3z = u/(z) = 1102
Vv'(z) =1 = v(r) =2z

1

3
/ arctg 3x dxr =
0
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1

3

i1 6.3 1 1 1
[z arctg 3z|§ — 5 / T;ﬁ dr = 3 arctgl — 0 — G [In(1+ 9x2)}§
0
1 = 1 1\? m In2
- T 2 m(149. () |—ma+0)| =% 22
34 e;[n(Jr <3)> B(l+0)) =15 -7

8.2 Aplikacie urcitého integralu
8.2.1 Plosny obsah rovinnej oblasti
Mnozinu FO = {[z, y]; a <z <b, g(x) <y < f(z)}, kde f, g st spojité funkcie na in-

tervale {(a, b), nazjyvame elementarna oblast. Pre plosny obsah elementérnej oblasti
plati:

P= [ (#a) = gla)) do.

a

Priklad 4.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie
f(x) = 2*> + 1 a osou x na intervale (—1, 2). Nakreslime dant oblast.

Riegenie: Najskor dantt mnozinu nakreslime (obr. 8.1). Grafom funkcie f je parabola,
ktorda mé vrchol v bode [0, 1].

y=x2 +1

-1 1 2 X

Obr. 8.1

Mnozina je elementarnou oblastou, resp. je to Specidlny typ elementérnej oblasti — krivo-
Ciary lichobeznik. Mo6zeme ju vyjadrif v tvare:

EO:{[:L',yL —1<x <2, 0§y§;p2+1}
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Priklad 5.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej grafom funkcie
f(z) = tgx a osou x na intervale <— %, 0>. Nakreslime dant oblast.

Riesenie: Mnozinu nakreslime (obr. 8.2). Je to elementarna oblast, d4 sa vyjadrif v tvare:

y
y=tgx
1+
—ﬂ= E X
4 4
Obr. 8.2
™
EO:{[IE,?J]: _ZSZBSO, tgxgyg()}

0
P:/(O—tgx) dx:/ Smxdx:[ln|cosx|]ozzlnl—lngzln\/ﬁ.

COS T

Priklad 6.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej grafom funkcie
f(z) = €* a priamkami g(z) = —z, * = 0 a z = In 2. Nakreslime dant oblast.

Riesenie: Nakreslime dantt mnozinu (obr. 8.3).
y x=In 2

y=e"

j=e

y=-X

Obr. 8.3
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Je to elementarna oblast, ktora sa da vyjadrit v tvare:
EO ={[z,y]; 0<x<In2, —z<y<e}

Potom

In2 In2
In2
22" ma . In*2
=e "+ —

P:/(e“”—(—x)) dx:/(eux)dm: {eu?

0 0

0

Priklad 7.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej grafmi funkcii
f(z) = /x a g(xr) = 3. Nakreslime danti oblast.

Riesenie: Nakreslime mnozinu (obr. 8.4).

y=x*

a=0 b X

Obr. 8.4

Aby sme dantt mnozinu mohli zapisat pomocou nerovnosti, potrebujeme najst z-ové sirad-

nice priesecnikov grafov funkcii, t. j. potrebujeme najst reélne rieSenia rovnice \/x = 3.

V=2 = z=2° =2°-2=0 = z20°-1)=0 = 2=0V r=1,

¢ize
a=0, b=1
Potom
EO={[z,y; 0<2<1, 2° <y <}
a

p:/lwaé—ﬁ) dz = [2 ] [29«"@_%_4}::

2
3 4 3
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Priklad 8.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej grafmi funkcii
f(x) =2* — 2z — 3 a g(x) = —2® + 4z + 5. Nakreslime dant oblast.

Riesenie: Kvoli spravnemu znézorneniu mnoziny mozeme najst nulové body funkcii. Plati:
fx)=0 & 2°-22-3=0 & z=-1 V 2=3

Dalej
g(x)=0 & —2’+42+5=0 & x=-1 V=5

To znamen4, e parabola y = 2 — 22 — 3 pretina os z v bodoch [—1,0] a [3, 0] a parabola
y = —2%+ 4z +5 v bodoch [—1,0] a [5, 0], pozri (obr. 8.5).

y=x2-2x-3

y=-x2+4x+5

Obr. 8.5

Vypocitajme x-ové stiradnice priesecnikov grafov funkcii.
w? =20 —-3=—-2+42+5 & 22°-62x—-8=0 & 2*-3r—-4=0 <&

& (z4+1)(z—4)=0 < z=-1Vze=4 t.j b=4
Potom

EO={[z,y]; -1<2<4, 2> 20 -3<y<—2’+42+5}

4 4

P:/(—x2+4x+5—(m‘2—2x—3)) dx:/(—2x2+6x+8) dr =

322 + 8 = 448+ 32—=_-348=".
—l—:c—l—xil 3 + 40 + 3 + 3

B {—2:1:3 ! 128 2 125

Priklad 9.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohrani¢enej grafom funkcie
f(z) = sinx a priamkami y = z — 7 a y = —2x. Nakreslime dani oblast.

Riesenie: Nakreslime mnozinu (8.6). Priamka y = —2x prechédza zaciatkom suradni-
cového systému, priamka y = x — 7 pretina os x v bode [r,0] a os y v bode [0, —7].
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y
Y=X-T
1.-
EOIE EO,
0, :a T X
y=sin X
-1
Obr. 8.6
Dana mnozina je zlozena z dvoch elementarnych oblasti £FO; a EQ,. Priamka y = —2x
a graf funkcie f(x) = sinx sa pretinaji na stradnicovej osi = v bode [0, 0], podobne
priamka y = x — 7 a graf funkcie pretina graf funkcie f(z) = sinz pretinaji os z
v bode [r,0]. Potrebujeme este vypoéitat z-ovi siradnicu priese¢nika priamok y = —2x

a y = x — 7 oznacenu v obrazku ako a, teda
s
—2r=rx—-—71 & 3Jr=1 & T=_

Teraz mozeme vyjadrit elementarne oblasti v tvare:

E’Ol:{[gp7 y]; 0<z < -, —ZISySSinZL’}

EOQZ{[x,y]; Sacgw,x—wgygsinx}.

Vypocitajme plosné obsahy tychto elementarnych oblasti.

s s

™ 1 2
Plz/(sinx—(—Qa:)) da::/(sina:—l—Qa:) dr = [—cosm+x2}5’ =+l 41-0=

2 9
0 0
—1+7T2
29
a
Pg:/(sinx—(m—ﬂ)) dx:/(sinx—x+7r) dr = [—COSI—?+7T1‘:| _
3 z 3
-1 7T2+2+1+7T2 772_3+27TZ
T T T TR T g T g
Potom

1 x2 3 272 2
P=P+Pb=+—4+-4+—=1(24+—].
1+ 1o 2+9+2+9 (+3)
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Priklad 10.| Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranic¢enej grafmi funkcii
f(z) = e g(x) = e* a priamkou y = e. Nakreslime danti oblast.

Riesenie: Najskor nakreslime mnozinu (obr. 8.7). Grafmi funkcii f a g st exponencidlne

krivky, ktoré prechddzaji bodom [0, 1].

y:e-3x
y=¢

y=¢

Obr. 8.7

Opit je mnozina zloZené z dvoch elementarnych oblasti. Grafy funkcii sa pretinaja na su-
radnicovej osi y, teda v bode s x-ovou stiradnicou 0. Najdime x-ové stiradnice priesecnikov
grafov funkcii a priamky y = e.

1
a e =e & “3r=1 & x:—g,
b ef=e & x=1
Zapisme elementarne oblasti
1 —3x
EO, = [x,y];—gngO,e <y<ey,

EOy={[z,y]; 0<z <1, " <y<e}

a vypocitajme ich plosné obsahy.

/ e—307° e e e 1
P = 37) dp = =0+ —+-—=- =~
1 /(ee ):c {em—i—g}é _|-3_|_3 3= 3
%)
a
1
sz/(e—ex)dx:[e:x—ex]é:e—e—O—i—eO:l,
0
teda ) 4
P=P+P=-+1=-.
1+ 1 3+ 3



158 8 Urcity integral

Priklad 11. Vypocitajme plosny obsah rovinnej oblasti ohranicenej parabolou

y? = x + 1 a priamkou y = 1 — 2. Nakreslime danti oblast.

Riesenie: Mnozinu nakreslime (obr. 8.8). Parabola y? = x + 1 ma vrchol v bode [—1
a jej osou je sturadnicové os x. Priamka y = 1 — x pretina stiradnicové osi v bodoch [0
a [1,0].

0]
1]

y2 =x+1

y=1-x

Obr. 8.8

Aby sme mnozinu zapisali pomocou nerovnosti, rozdelime ju na dve elementarne oblasti
EO; a FO,. Najdeme z-ové stradnice priese¢nikov paraboly a priamky.

2 __
y—fﬂ“} = (1-2Pl=z+1 & 1-2+2’=z+1 & 22-3z=0 <&

< z2z(r-3)=0 < x=0 V x=3=hb.

Parabola y? = x+1 vsak nie je grafom Ziadnej funkcie ale sklad4 sa z grafov dvoch funkcii,
atoy = +z+ 1 (Cast paraboly nad osou z) a y = —v/x + 1 (Cast paraboly pod osou x).
Teraz mozeme elementarne oblasti zapisat v tvare:.

t = dx r=0=t=1

p1:/0(¢x—+1—<—m>) dx:2/\/:v—+1dx:‘dt:x+1 "”:_1:25:0‘:

-1

o[- 3] -4

/3 1—x—(— x—i—l))d /3(1—:c)dx+/md:c:
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. , o (. t = 1 = t=1
(druhy integral vypocitame substiticiou) = ‘ T r=0= ‘ =

dt = dx r=3=1t=4

4 4
2 9 213 3 2 1 3 2
:{x—x—] +/\/¥dt:3———0+ :——+—[t\/¥] =——-+-.8-1)=
0 . 3 1 2 3

9 2 3 9
1
3 14 19
23 6
& 4 19 27 9
P=P 4+P=-4—=22_7
1t =st e =55

8.2.2 Objem rotac¢ného telesa

Nech elementéarna oblast FO = {[z, y]; a <2 <b, 0 < g(x) <y < f(x)} rotuje okolo osi
x. Pre objem takto vzniknutého rotacného telesa plati:

V= (f(a) - g2(e) de.

Priklad 12.| Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou ¢asti roviny ohrani-
T
Cenej grafom funkcie f(x) = cosz a stiradnicovou osou z na intervale <O, §> okolo osi .

Dani mnozinu nakreslime.

Riesenie: Najskdr mnozinu nakreslime (obr. 8.9).

<P

(SE]
(SE]

y=co0s X

Je to elementéarna oblast

Potom

3

% 2 g B}
1 2 1 9r13
VZW/CO@[L’dQ?Z?T/Wd@':g/(l—i—COSQiB)dﬂj:g[x—i—snl x} —
0 0

0
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bl
b
|

Priklad 13.| Vypocitajme objem telesa, ktoré vznikne rotaciou Casti roviny ohranic¢ene;j

grafom funkcie f(x) = — a priamkou y = 5 —  okolo osi . Dani mnoZinu nakreslime.
x

Riesenie: Grafom funkcie f (obr. 8.10) je hyperbola, stradnicové osi st jej asymptoty.
Priamka y = 5 — x vytina na stradnicovych osiach tseky, ktoré sa rovnajua 5.

Obr. 8.10

Dand mnoZina je elementarna oblast, aby sme ju vyjadrili, potrebujeme najst z-ové su-
radnice priesecnikov tychto dvoch kriviek, teda

4

—=5-12 & 4=br—1° & 2-br+4=0 & (@-DE-4)=0 <

x

&S =1 VvV zxz=4, t.j. a=1 b=4
Potom A
EO:{[x,y];1§x§4,—§y§5—x}
x

a

ver [ (imar (1) )i f (50 )

4

516
:w{25x—5w2+x—+—}
3 €T

:w(100—80+@+4—25+5—1—16> -
. 3 3

63
= (—12 + ?) =m(—12+21) = 9.
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Priklad 14.| Vypocitajme objem rota¢ného elipsoidu, ktory vznikne rotaciou elipsy
2 2

x
n + yz = 1 okolo osi z. Elipsu nakreslime a vyzna¢me mnozinu, ktord bude rotovat.

Riesenie: Elipsa (obr. 8.11) je v zékladnom tvare, stred mé suradnice S = [0, 0], jej
osi st stiradnicové osi a dlzky poloosi st a = 3, b = 2.

y2 2 ll_XTz

-2

Obr. 8.11

Elipsa je symetricka krivka, preto nechame rotovat iba cast, ktora lezi v prvom kvadrante
a objem elipsoidu sa potom bude rovnat dvojnasobku objemu vzniknutého telesa. V prvom

2
— , . s T I AT .
kvadrante cast elipsy sa da vyjadrit v tvare y = 24/1 — n a tato cast elipsy je potom

2
grafom funkcie f(z) =24/1 — %, x € (0, 3). Mnozina, ktord bude rotovat, je elementarna

oblast
2
EO = [m,y];OSxSS,OSySQ\/l—%}
a jej objem
3 2 3
x? x? 23]°
- 21/1— = —rfa(1-L ) de=dr|r— 2| =4r(3-1) =8
Vi 7T/< 9) dx w/( 9>dx 7T|:£E 27] 7(3—1) =38~
0 0

0

Potom objem elipsoidu je V = 2V} = 167[j°], kde j oznacuje pouzivani jednotku dlzky.

Priklad 15.| Odvodme vzorec pre objem gulového vrchlika s vyskou v em.

Riesenie: Gulovy vrchlik vznikne rotaciou casti roviny, ktora je ohranicend castou kruz-
nice so stredom S = [0,0] a polomerom 7 cm, ktord je grafom funkcie f(z) = /r? — a2

na intervale (r — v, r) a osou x. Tato mnozina je zndzornené na nasledujicom obrazku
(obr. 8.12).
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y y= [r2-x2
v | N
r-v T X
Obr. 8.12

Okolo osi x bude teda rotovat elementarna oblast
20 ={fra} r—v<a<r 0<y< Vit 27

a objem takto vzniknutého telesa je

T T

2 2377
V:’]T/( r2—x2> d:pzw/(rz—xQ) dxzw{r%—g} =
3 3
_ 3 2 (r—v)’\ _
_7T(7" 3 r(r—v)+ 3 )
3 3 2 2 .3 3
:W(TS—%—T3+T2U—|—T 37“1)—:1))—37“1) U)zﬂ(mﬂ—%)cm?’.

8.2.3 Dlzka rovinnej krivky a plosny obsah rota¢nej plochy

Nech existuje spojita derivacia f’ funkcie f na intervale (a, b) a nech krivka
K ={[z,y]; a<x<b, y= f(x)}. Potom pre dlzku krivky K plati

L:/\/1+(f’(x))2dx

a pre plosny obsah rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou uvedenej krivky K okolo osi x
plati

S:27r/|f(a:)| L+ (f(2))? da.

Priklad 16.| Vypocitajme dlzku krivky K urcenej grafom funkcie f(z) = 4 — 22

pre z € (0, 1). Nakreslime danu krivku.

Riesenie: Grafom funkcie f je mnozina bodov v rovine, pre ktoré plati y = 4 — 22,
pricom x € D(f) = (=2, 2). Ak rovnicu y = v/4 — 22 umocnime, dostaneme y? = 4 — 22,
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resp. 22 + y? = 4, ¢o je rovnica kruznice so stredom v zaciatku stradnicového systému
a polomerom r = 2. Kedze f(zx) > 0 pre x € D(f), grafom funkcie f (obr. 8.13) je
polkruznice so stredom [0, 0] a polomerom r = 2 nachadzajica sa nad osou z. Krivka K
je zvyraznena.

Obr. 8.13

Vypocitajme derivaciu
—2z —X

/
€Tr) = —= y
f(@ 2v4 —a? 4 — a2
ktora je spojitda na D(f’) = (=2, 2), teda je spojité aj na intervale (0, 1) C D(f). Potom
dlzka krivky K je

1

1 1
2 2 2 2
7 T 4—z"+ux

L:/ H(ﬂ) dx:/ ”mdx:/ BT

0 0 J

1 1 1 )

v/ ! 1

—/ 4_x2d:c—/mdw—Z[arcsin%h—Z(arcsing—arcsinO) :2.%:%
0 0

2
Priklad 17.| Vypocitajme dizku krivky K uréenej grafom funkcie f(z) = Inz — %

na intervale (1, 2).

Riesenie: Na nakreslenie krivky vyuZijeme softvérové moznosti (obr. 8.14).

1, 2 X

Obr. 8.14

Derivacia funkcie ]
T

f/(x)zz—z

je spojitd na intervale (1, 2) a dizka danej krivky je
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/ 1 2 / 1 1 [1
x
—/\/1%—(;—1) dx—/\/l—i—ﬁ—ijL—dx / —+ +1—6d:v
1 1
x 227?
/ dx‘/\ \‘“‘ (‘*1) {m“ﬂi
L3
8

1
ln2—|—§—ln1—§zln2
S . . 1o . 1 =
Pri vypocte sme vyuzili, ze—+z>0na intervale (1, 2), a teda |— + —| = — + —
x x x

Priklad 18.| Vypocitajme plosny obsah rotacnej plochy, ktora vznikne rotaciou casti
paraboly urcenej rovnicou y = v/2x — 1 na intervale (1, 3).

Riesenie: Nakreslime krivku, ktora bude rotovat (obr. 8.15).

Obr. 8.15

Krivka je grafom funkcie f(z) = 2z — 1 pre z € (1, 3). Derivécia funkcie f

1

I ==

1
je spojita na intervale (5, oo>, teda aj na intervale (1, 3). Funkcia f(z) > 0 Vz € (1, 3)
a plosny obsah rotacnej plochy je

S—2W/W\/1+ _1) da;=27r/\/2x7—,/

—27r/\/2:167— 1+1dw-2ﬂ/\/2x7—\/gdx—2\/_7r/\/§dx:

:mw[%g] L N s Y EV T

1

3
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Priklad 19.| Vypocitajme plosny obsah plasta zrezaného kuzela s polomermi podstéav

ry = 3dm, ro = 1dm a vyskou v = 2dm.

Riesenie: P1ast zrezaného kuzela so zadanymi parametrami vznikne napriklad rotaciou
tsecky, ktora je nakreslend na nasledujicom obrazku (obr. 8.16).

Obr. 8.16

Potrebujeme napisat rovnicu usecky, ktora je ¢astou priamky. Vyuzijeme smernicovy tvar
rovnice priamky, t. j. y = kx + ¢. KedZe priamka prechddza bodom A = [0, 1], tak po
dosadeni do rovnice priamky za z a y dostavame

1=k.0+¢q = q=1,
teda y = kx + 1. Priamka prechadza vSak aj bodom B = [2, 3], takzZe
3=k.2+1 = k=1

Rovnica priamky je y = x4 1, a preto rovnica tsecky AB jey = x+1, x € (0, 2). Usecka
je grafom funkcie f(x) = x + 1 a f'(x) = 1. Derivacia f’ je spojita na itervale (0, 2)
a obsah plasta sa rovné

2 2

S:27T/(x+1)\/1+12dx:2\/§7r[%2+x] =2V2 (2 +2) =8V2 wdm?.

0
0

8.3 Cvicenia
1. Vypocitajte:
2

a)/(x2—3)dx, b)/?)({’/f—i—\/@) dz, c)/;dm‘, d)7mma

0
2. Vypocitajte:

a) iﬂdx,

cos® z dz.

d)

D
—
s

IES]
+
—_
QL

8

&
—

—_
ks
=
&
oW

“53

\mm

._
[
vl
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3. Vypocitajte:

T % V3 e
a) /;E cosx dx, b) / 3; dz, c) /azarctgxdx, d) /ln2xda:.
cos?
0 0 0 1

4. Vypocitajte plosny obsah rovinnej oblasti ohranicene;j
a) grafom funkcie f(z) = v/2x + 1 a osou z na intervale (0, 4),

b) grafom funkcie f(x) = cosz a priamkami y = z — Tar=— g.,
c) grafmi funkcii f(z) = 22 — 2z a g(x) = 4 — 22,
d) grafmi funkcii f(z) =Inz, g(z) = 2Inz a priamkou y = In4.

5. Vypocitajte objem telesa, ktoré vznikne rotaciou €asti roviny ohranicnej
a) grafom funkcie f(z) = e” a osou x na intervale (0, 1),
b) grafmi funkcii f(z) =2 — 22 a g(z) = 2°.

6. Vypocitajte objem zrezaného kuzela s polomermi zékladni r; = 4em, ro = 2cem
a vyskou v = 3em.

7. Vypocéitajte dlzku krivky uréenej grafom funkcie f(z) = ¢ +26 pre z € (=2, 2).
VYSLEDKY
10 9v/3 ™
1. ——, b — —, d) 2.
)2 e T a)
42 3 4
2. o b 2—-1 = d) -.
a) 3 Y ) \/_ Y c) 27 ) 3
m—1n4 or /3
3. a) —2, b) 1 s C) ? — 7, d) e— 2.
26 2
48) 3 b)2+%, )9, d)1.
T, 5 167
—(e*—=1), b) —.
5.0) 2(c~1), b) 1
6. 28 T em?®
1
(O —
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Nevlastny integral

9.1 Nevlastny integral na neohrani¢enom intervale

Nech funkcia f je definovanad na intervale (a, co), resp. (—oo, b) a integrovatelnd na
intervale (a, b) pre kazdé a < b. Ak existuje vlastna

b b
lim/f(a:) dz, resp. lim [ f(x)dx

b—oo a——00
a

tak tto limitu nazveme nevlastny integral funkcie f na intervale (a, c0), resp. (—oo, b)
a piseme
b

ff(x) dx,  resp. / f(x)da.

Teda

b b b

/f(x) drx = blim f(z)dz, resp. / f(z)dr = lim [ f(z)dz.

a——00

a a

Poznamka: Ak uvedené limity existuji, hovorime, Ze nevlastny integral konverguje.
V opa¢nom pripade (ak limita je nevlastnd, pripadne neexistuje) hovorime, Ze nevlastny
integral diverguje.

Nech funkcia f je definovand na intervale (—oo, 0o) a nech nevlastné integraly
/ f(z) dx, /f(:c) dz, ¢ € (—00, 00)

konverguji. Potom ich sicet nazveme nevlastny integral funkcie f na intervale (—oo, 00).
Teda

]Of(x)dx:/cf(:v)dx—l—/oof(x)dx, ¢ € (—o0, ).
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Priklad 1.| Vysetrime konvergenciu nevlastného integralu
)71d b)71d )71d d)]old )7 d
a) [ ——=dx, ——dx, ¢ x, x, e) [ coszdx.
Va3 14 a2 zln®zx r+1
1

—1 e 2

wlA

Riesenie: Vietky funkcie su definované na intervaloch, na ktorych mame pocitat nevlastné
integraly. Pri rieseni prikladov vyuzijeme definiciu a vypocitame limitu uréitého integralu.

a)

b

b
' 1 . B ‘ L ) —927° ) —2 2
e e R e D
1

1

Limita je vlastna, teda

71 1
——dx = lim/—dzz::Z
1/‘\/:1/'3 b—>001 \11'3

b)

. IRT b1 _ o _ E e
blirgo e dx = blirgo larctg x]” | = bhj?o (arctg b — arctg (—1)) 5 (
5

Limita existuje a na zaklade definicie

[e%) b
1 1
/ dr = lim dr = 3—7T
1+ 2 b—oo 1+ T2 4
21 21

Inb

t=Inzx r=e=>t=1 1 17
= lim /—dt: lim [——] =
b—oo t2 b—o0 t
1

1
dtzid:p r=b=t=1Inb

b—oo | xln“x
€

1

— i LI I
o\ 1) T -

Limita je vlastna a

0o b
1 1
/ 5— dr = lim s—dr =1
rIn®x b—oo J xln”x
d)
b
. T b1 _ _
blg& T der = blggo In(z 4+ 1)], = bli)rgo (In(b+1) —1In3) = oo.

2
KedZe limita je nevlastna, nevlastny integral je divergentny.
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b

blim cosx dr = blim [sinz]% = blim (sinb — sin g) = lim (sinb—1).
— 00 — 00 2 — 00

b—oo

wl3

Pretoze
lim sinb neexistuje, neexistuje ani  lim (sinb — 1),

b—o0 b—oo

a preto nevlastny integral je divergentny.

Priklad 2.| VysSetrime konvergenciu nevlastného integralu
0

2v3 . 0 5
. x
a) /e dx, b) / e dx, c) / T2 dx.

Riesenie: Funkcie st definované na danych intervaloch. Opét pri vypocte vyuzijeme defi-

niciu nevlastného integralu.

a)

a——00 a——00 a——00

0
lim /ex dr = lim [ex]g = lim (eo — ea) = lim (1—e¢%) =1.

Limita je vlastna, a teda

0 0
/exda:: lim /exdmzl
b)
2v/3 2v/3
1 _ 1 1 2?3
dr = lim dr = lim |—=arctg— =
4 + z2 a——00 4 + x2 a——o0 | 2 21,
1 1 a 1 = 1 s om
= lim (sarctg V3 — SarctgS ) = o 5 — . (=2) = 2.
P <2arcgf Ph g2> 2°3 2\ 2/ 12
Limita existuje a je vlastna, ¢iZze nevlastny integral je konvergentny a plati
2v/3 2v/3
1 1 5
/ dr = lim dx = —W.
4 + x? a——o0 4+ 22 12

0

. 2z
lim
a——00 1+

dz = lim [In(z® + 1)}2 = lim (0—1In(a®+1)) = —oc.

a——00 a——00

2

Limita je nevlastné, nevlastny integral je divergentny.
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Priklad 3.| Vysetrime konvergenciu nevlastného integralu
[0.9] 1 (o.9) o0
a) / ————duz, b) / e du, c) / 2 Va2 + 2dx.

24+ 2z + 2

—00 —00 —0o0

Riesenie: Vsetky funkcie st definované na intervale (—oo, co).

a) Zvolme v definicii nevlastného integralu ¢ = 0. Potom

T ; 1 T
/—dmz/—dm+/—dm,
2 + 22 + 2 2 + 22 + 2 2 + 22 + 2

—00 —00 0

ak obidva nevlastné integraly na pravej strane buda konvergentné. Ak jeden z tychto
nevlastnych integralov je divergentny, tak aj integral na lavej strane je divergentny. Poci-
tajme

0 0
lim /71 dr = lim /71 dr = t=o+l w=a=i=atl)
a——00 l‘2+2$—|—2 _a—>—oo (:L‘+1)2+1 o dt = dx r=0=t=1 o
1
1 3
= GEIPOO 5l dt = al_i)r_noo larctg t]iﬂ = GE@W (arctgl — arctg (a + 1)) = %—(—g) = ZW’
a+1
teda
0 0
1 1 3T
————dr =i — =
/x2+2x+2 . a—1>1—nc>o/x2+2x+2 S
b b
lim | ————dzr = lim 1 dx = t=o+l o=0=1t=1 =
booo ) 22420 +2 bvowo) (x+1)24+1 7 |dt=dx r=b=t=b+1|
0 0
b+1 .
:blirélo mdt:blirilo[arctgt]?+l:blirilo(arctg(b+1)—arctg1):g—gzg
1
a
oo b
1
/7dx:1im = dr=C
2 4 2z + 2 b—co | 224 21+ 2 4
0 0

KedZe nevlastné integraly s konvergentné, tak plati

o] 0 o]

/ 1 d / 1 d +/ 1 d 37T+7T
— dx = — dx —  dr=—+—=m.
22 4+ 22 + 2 2 4+ 22 + 2 22 4+ 2x +2 4 4

—00 —00 0
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b) Opift polozme ¢ = 0. Potom
00 0 00
/egxdx = /e?’md:c—l—/e?"”d:c,
—00 —00 0
ak existuju nevlastné integraly na pravej strane rovnosti.
r e’ ed e 1 1
lim edr=lim |—| = lm [———)==—-0=—,
3], 3 3 3

a——00 a——00
a

teda
0 0 .
/ e dr = lim /e?’m de = -
b
3270 3b 0
lim [ % de=lim || =1im (S-S ) = 00,
b—o00 b—o00 3 0 b—o00 3 3

a preto nevlastny integral / e3® dz je divergentny a je divergentny aj nevlastny integral

0

/639” dx.
c) Zase, nech ¢ = 0. Potom
00 0 o]
/ 2e Va2 4+ 2dx = / 2x VvV x? +2dx+/2x\/x2+2d:z:,
—o0 —o0 0

ak obidva nevlastné integraly st konvergentné.
Kedze

2

0
. t=224+2 zx=a=t=a*>+2 .
m 2 _ — lim _
ano/zx T8+ 2dx ' dt=2zdxr xz=0=t=2 ' aE—oo Vidt

a2+2
2

— lim ;[t\/z_f] — lim g(z\/i—(azm)\/W):—oo,

a——00 a’+2 a——00

0
tak nevlastny integral / 2x Va2 + 2dx je divergentny, a preto aj nevlastny integral

—00
o

/ 2x V2 4+ 2dx je divergentny.

— 00
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9.2 Nevlastny integral z neohranicenej funkcie

Nech funkcia f je definovana na intervale (a, b), resp. (a, b), nech lim f(x) = to00, resp.

r—b—

lim f(z) = +oo a nech f je integrovatelnd na intervale (a, c), resp. (c, b) pre kazdé

a:—»a

€ (a, b). Ak existuje vlastna

C

b
lim [ f(z)dz, resp. lim /f(a:) dx

c—b— c—at
a

tak tto limitu nazveme nevlastny integral funkcie f na intervale (a, b). Potom

c b

b
/f(x) der = lim [ f(x)dz, resp. /f dr = hm f(z)dx.

c—b— c—at
a c

Poznamka: V pripade, Ze funkcia f je neohranic¢end v oboch koncovych bodoch, tak
nevlastny integral sa bude rovnat suc¢tu dvoch nevlastnych integralov (ak buda oba kon-
vergentné) na vhodne zvolenych intervaloch, podobne ako v pripade neohrani¢eného in-
tervalu. Ak funkcia bude neohranic¢ené vo vnitornom bode intervalu (a, b), tak pomocou
tohto bodu rozdelime interval na dva podintervaly a dany nevlastny integral je opif de-
finovany ako stcet nevlastnych integralov na tychto podintervaloch (ak oba konverguji).

Prlklad 4.| VysSetrime konvergencm nevlastného integralu

™

c) / cotg x dx.

—dx,
0/\/1—m2 \/Q—w

wl3

Riesenie:

a) Defini¢ény obor funkcie f(z) = je D(f) = (—1, 1), teda funkcia nie je defi-

1
V1 — a2
novand v bode 1. Na svojom D(f) je spojit, a preto aj integrovatelnd na Iubovolnom
intervale (0, c¢) pre c € (0, 1). Dalej

lim /() = lim ——
im f(z)= lim ——— = o0
rz—1— z—1— 4/1 — x2 ’

¢ize integral treba skiimat ako nevlastny integral z neohranicenej funcie. Pretoze

. . . . . . ™
lim dr = lim [arcsinz|; = lim (arcsinc — arcsin0) = BL

1
c—1— / V1 — x2 c—1— c—1—
0
tak

lim

1 1
— dx = — dx =
0/\/1—:172 c—»lo/\/l—x2

a nevlastny integral je konvergentny.

pol



a naviac

b) Funkcia je definovand na D(f)

9.2 Nevlastny integral z neohranicenej funkcie

1
lim

(—00, 2), t. j. v bode 2 nie je definovana. Fun-
= 00.
2= /2 —x
Kedze

173
kcia je spojitd, a teda integrovatelnd, na Iubovolnom intervale (0, ¢) pre ¢ € (0, 2)

lim

/ 1 dr — t=2—zx
c—2~ V2—x
0

2—c
r=0=t=2 . 1
dt=—dr zrz=c=t=2-c _cl_lgl— _%dt_
2
2—c
= lim [—Qﬁ] — lim
c—2~ 2

c—2~
tak nevlastny integral je konvergentny a plati

(—2\/2——0 + 2\/5) — 22,

2 c

1 1

———dr = lim [ ———dr =2V2.
/\/2—1‘ cﬂ2—/\/2—x
0 0
c¢) Funkcia je definované pre kazdé © # kw, k € Z, teda v bode 7 nie je definovana. Na
intervale <z, c>, ceE (Z, s
2 2

> je spojita, a teda aj integrovatelna a naviac

lim cotgx = —o0
T—T
Limita
(& C
. ) cos T
lim [ cotgzdr = lim -
C—T C—T
s
3

ST

SIE]

dx = lim [In|sin :c|]cg =
= lim

. .

In|sinc| —In|sin -| | = —o0,
C—T 2
™

teda je nevlastna a nevlastny integral / cotg x dx je divergentny.

Priklad 5.| Vysetrime konvergenciu nevlastného integralu
8 0
1
a) / —— d,
22
0

b) x—+2
ve+1
21

B

dx,
Riesenie:

3
1
dx.
c)/xlna: v
0

a) Funkcia je definovana pre kazdé x # 0. Na kazdom intervale (¢, 8), ¢ € (0, 8) je spojita.
Dalej

I 1
11m — = Q.
z—0+ S 2
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Pretoze .
. 1 .
i | e = Jom (393, = i (398 -3 2) =6

tak nevlastny integral je konvergentny a plati

1
dr — 1
W c—07t
C
1, 00). Funkcia je spojité, a teda aj integrovatelna,

b) Defini¢ny obor funkcie je D(f) = (—
na intervale (¢, 0) pre kazdé ¢ € (—1, 0). Taktiez

c+1

I T+ 2
im = 0.
x~>71+\/$——{—1
Vypocitajme limitu integralu
0 1
T+ 2 dx— t=a2+1 z=c=>t=c+1]| lim t—1+2dt_
dt = dx r=0=t=1 P Vi -

hm{%JgQJW =

—1+
c——1 c+1

23 '
5 TV

c+1

1
) 1 )
= hm+ (\/1? + %) dt = CEI_I}+
2 1+/c
(crDverl /s >=—+2_§

2
li - +2-—
m (3 + 3

Limita je vlastna, teda nevlastny integral je kovergentny a podla definicie plati

; 2 h 2 8
T+ . T+ TrE =

lim
\/;1:+ c—— 1+ Vr+l 3

c) D(f) = (0, 1) U (1, co). Funkcia je definovand a spojita, teda aj integrovatelna, na

1 1
intervale <c, §> pre kazdé c € (0, 5)

1 oot o< | rgp , —x? .o —1
lim =Jim —=|—| = lim = lim — = -
c—0+ x Inx c—0+ Inx —00 c—0t l c—0t X
T
a
1 1
3 3 1
1
dr = lim [ £ dz = lim [In|lnz|)? = ‘ ln|lnc|) —00.

c—0t nx c—0t

e—0+ | xlnz
C

dx je divergentny.

KedZe posledné limita je nevlastna, tak nevlastny integral /
0
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Priklad 6.| VysSetrime konvergenciu nevlastného integralu
3 1

2 4
20 — 3 20 — 1 1 1
—_— b —_ — d .
V) )O/:UZ—xdx’ °) [%dx’ )O/(x—2>2dx

Riesenze:

2r — 3
a) Defini¢ny obor funkcie f(x) = —— je D(f) = (0, 3), teda funkcia nie je
V3x — a2

definovand v bodoch 0 a 3. Rozdelme interval (0, 3) na dva intervaly, napr. (0, 1) a (1, 3).

! 20 — 3 ! 20 — 3
im ——— = —© a im ——— = o0,
e—0t /3x — 22 =3~ \/3x — a2
teda funkcia nie je ohrani¢ena na okoli bodov 0 a 3. Nevlastny integral bude konvergentny,
ak budu konvergentné nevlastné integraly

1 3
20 -3 d / 2r — 3 P
——dx a E——;
V3zr — 2?2 V31 — 12
0 1
Potom bude platit
3 1 3
/ 2 — 3 d / 2¢ — 3 dr + / 2 — 3 J
VY ar = —F—ax — acx.
) vV 3x — x2 ) vV 3x — x2 J V3x — 22
Pretoze
1 2
lim oS dx = t=3v -2’ z=c=t=3c—c = lim __1dt_
ci>0+ V3r—z2  |dt=3—-22)dr x=1=t=2 _c—1»0+ Vi
¢ 3c—c?

2

— lim [—2\/%] — lim (—2¢§+2\/m> WO

c—0t 3c—c? c—0T
tak
1 1
2¢ — 3 20 — 3
———dx = lim 2 dr = —2V2.
) V3z — 22 =0t ) 3z — 22
Dalej
c 3c—c?
) 2r — 3 t=3x — 22 r=1=t=2
lim

dx:‘

—1
= lim —dt =
ci>3* / \/z_f

2

dt=(3—2x)dr z=c=1=3c—c

=3~ ) 3z — 22
1

— lim [—2\/{5} 2”2 — lim (—NW+N§> — 22,

c—3~ c—3~

a preto
3 c

2z — 3 2z — 3
7 dr=lim [ " dx = 2V2.
V3x — 22 =3~ J) 3x — 22
1

1
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KedZe obidva nevlastné integraly st konvergentné, tak

3
2r — 3
dr = —2v242v2 = 0.
/\/3m—x

0

2 — 1
b) Defini¢ny obor funkcie f(z) = ’ je D(f) = R — {0, 1}, funkcia teda nie je
x?
definovana v bodoch 0 a 1.
2 — 1 2 — 1
lim = 00 a lim = —00,
r—0+ 12 — 1 r—1— X2 —

teda funkcia f nie je ohranifend na okoli bodov 0 a 1. Rozdelme interval (0, 1) na dva

1 1
intervaly, napr. (0, §> a <§, 1). Nevlastny integral bude konvergentny, ak buda kon-

vergentné nevlastné integraly

1
2 1

2
20 — 1 20— 1
/:U dx a /w dz.
2 —x 2 —x
0

NI

Pretoze

VI

20 — 1 1
lim f dz = lim [In|z® —z]]? = lm (ln
c—0t T4 —T c—0F ¢ —0t

C

1
——’—ln|c —c|> 00,
4

1

L. , 2z
tak nevlastny integral 5
x

1

. . : . o [ 2% —

dz je divergentny, a preto aj nevlastny integral o
0

0
je divergentny.

1
¢) Funkcia f(z) = i nie je definovand v bode 0, ktory je vnutornym bodom inter-
x
valu (—1, 2).
: 1 1
lim — = — a lim — = oo,

z—0— % z—0t \/_

2

1
teda funkcia je v okoli bodu 0 neohranic¢ené. Nevlastny integral / ? dz bude konver-
x
1

0
1
gentny prave vtedy, ak buda konvergentné nevlastné integraly / . / —dx.

Potom bude platit
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Pretoze
r 3922 ]° (3@ 312 3
lim —dx = lim = lim — = ——,
c—0— \/_ c—0~ 2 c—0~ 2 2 2
tak
0 c
. 3
{’/de_cli%l %dq::—é.
- 21
Dalej
2 2
1 3V o (3722 3y 34
lim —dzr = lim = lim — =
c—0t \3/5 c—0t 2 c—0t 2 2 2
a
2 . 2 . 591
/ —dx = lim —dx =
3 c—0t \3/5 2
0 c
Potom

/1 _3+3€'/21 343
Y 2 2 2

d) Funkcia f(z) = 5 je definovand na D(f) = R — {2}, teda nie je definovand

— 2)
v bode 2, ktory patri do intervalu (0, 4).

Y EA
4

1
teda funkcia v okoli bodu 0 nie je ohranicena. Nevlastny integral / — = dx bude

(z —2)?
2
1
konvergentny prave vtedy, ak buda konvergentné nevlastné integraly / W dx
x —
4
1
——dx.
a / =2 x
2
Pretoze
. r 1 t=r—2 rz=0=t=—
Clirg (q;—2)2dx_‘dt:dx x—c:>t—c—2‘_cligl/_dt
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2

nevlastny integral /

0

1
W dx je divergentny, a preto je divergentny aj nevlastny in-
x _

4

, 1
tegral / m d.ﬁl’f

0

9.3 Cvicenia

Vysetrite konvergenciu nevlastného integralu:

[e'e) [e'e) 1 —1 1 00
1 Inx 1 ex 3x
1. —d b —d —d d —d dz.
a)g/\/(:c—2)3 " )2/ v c)/1+w2 . )/:v2 " e)/x2+4 !
2 3

sin x

3 0 %
1 1 1 1
2. —— b) | == =i d) [ — '
a)Q/\/x—2dI7 )/1\3/352 4z, C)O/cos2x v )Z\Ml—x? az, e)/x_1d$

VYSLEDKY

3 1
1. a) 2, b) divergentny (cc), c) 1" d) 1 — -, e) divergentny.
e

2.a)2, b)3, c)divergentny (00), d)m, e) divergentny.
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Diferencialne rovnice prvého radu

10.1 Zakladné pojmy

Diferencialna rovnica prvého radu je rovnica, ktora vyjadruje vztah medzi nezavisle
premennou z z intervalu J C R, nezndmou funkciou y = f(z) a jej derivéaciou ¥/
RieSenim diferencidlnej rovnice prvého radu na intervale .J, nazyvame Tubovolni funkciu
y = ¢(x), ktora je na intervale J definovana, ma na J derivaciu a vyhovuje danej rovnici.
Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice prvého radu je mnozina rieSeni danej diferen-
cialnej rovnice, ktoré vo svojom vyjadreni obsahujua aj konstantu ¢ € R.

Partikularne riesenie diferencialnej rovnice prvého radu vznikne zo vSeobecného riese-
nia konkrétnou volbou konstanty c.

Singularne rieSenie diferencidlnej rovnice prvého radu je také rieSenie, ktoré nemozno
dostat zo vSeobecného riesenia pri Ziadnej hodnote konstanty c.

Dve diferencialne rovnice su ekvivalentné, ak kazdé rieSenie jednej je sucasne rieSenim
i druhej na tom istom intervale a naopak.

Graf riesenia diferencialnej rovnice sa nazyva integralna krivka.

Priklad 1.| Ukdzme, Ze funkcia y = xv/1 — 22, x € (—1, 1) je rieSenim diferenciél-

nej rovnice 22° — z + yy’ = 0.

Riesenie: Funkcia y = zv/1 — 22 je definovana na intervale (—1, 1), teda aj na intervale
(—1, 1). Jej derivacia

—2x 1—a?2—22 1-—222
"=V1—a22+2x. = =
Y 24/1 — 22 V1—a22 V31— 22

existuje na intervale (—1, 1). Dosadme dant funkciu a jej derivaciu do diferencidlnej rov-

nice. Lavi strana rovnice

1 — 222
L:2£L‘3—$—|—£E\/1—[E2—x:2$3—:l?—|—l’(1—21‘2):2$3—[E—|—$—2$3:0.

VAR

Pravé strana rovnice P = 0, teda funkcia vyhovuje danej rovnici na intervale (—1, 1),
a preto je rieSenim danej diferencialnej rovnice.
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Metédami na riesenie diferencidlnych rovnic vzdy nédjdeme vSeobecné riesenie. V praxi
vSak velakrat potrebujeme riesenie, ktoré spliia isté podmienky.

Uloha najst partikularne riesenie diferencialnej rovnice prvého radu, ktoré vyhovuje pod-
mienke y(z¢) = yo, o € J a Yo je dané realne ¢islo sa nazyva Cauchyho zaciato¢na
uloha. Podmienka y(xy) = yo sa nazyva Cauchyho zaciatoéni podmienka.

Poznamka: N&jst vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice prvého radu nie je trividlna
tloha. Existuju diferencialne rovnice, ktoré vieme riesit iba pribliznymi metédami, ne-
vieme najst ich exaktné rieSenie. V tejto kapitole sa budeme zaoberaf iba niektorymi
zékladnymi typmi diferencidlnych rovnic prvého radu, ktoré vieme riesit a ktoré sa ¢asto
vyskytuju v technickej praxi.

10.2 Diferencialne rovnice so separovanymi premennymi

Diferencialnu rovnicu tvaru

p(x) +q(y)y =0,
kde p je spojita funkcia na intervale (a, b) a ¢ na (¢, d) nazyvame diferencialna rovnica
SO separovanymi premennymi.

Kazdé rieSenie diferencialnej rovnice p(x) + ¢(y)y’ = 0 ma tvar
/p(x)dx—l—/q(y)dy:c, ceR.

Poznamka: Ak q(y) # 0 na (¢, d), tak kazdym bodom mnoziny G = (a, b) X (¢, d)
prechadza prave jedna integralna krivka tejto diferencialnej rovnice.

Priklad 2.| Najdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice e* + 3’ = 0.

Riesenie: Diferencidlna rovnica je rovnica so separovanymi premennymi. Podla tvodného
oznacenia

p(r) =¢€" a q(y) =1.

Obe funkcie st spojité na intervale (—oo, 00). Najdime riesenie.

€z+y/:0
/el’dx+/1dy:c, ceER
e“+y=c
y=c—e"

Vsetky riesenia diferencialnej rovnice st tvaru

y=c—e", reR,
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kde ¢ je Tubovolné reélne ¢islo. K tomuto vSeobecnému rieSeniu prislicha systém integral-
nych kriviek (obr. 10.1), ktorymi st posunuté grafy exponencialnych funkeii.

<

c=-3 c=-2 c=-1 y=c-e*

4

Obr. 10.1

Priklad 3.| N4jdime rieSenie diferencialnej rovnice 2242y v’ = 0, ktoré spliia zaciatoéni
podmienku (1) = v/2.

Riesenie: Funkcie p(x) = 2z, q(y) = 2y st spojité na (—oo, c0). Najdime najskor vse-
obecné riesenie diferencialnej rovnice.

20 +2yy =0
/2xdx+/2ydy:c, ceER
2?2+ =c, ¢ >0, lebo lava strana rovnice je nezdporna
y? =c— 2°

ol = Vo=
y==+vVec—a?

Dostavame dva typy funkcii, ktoré si vSseobecnym riesenim danej diferencidlnej rovnice,
a to

p=Ve—2 a we(—ve Vi),

resp.

yp=—Ve—2a2 a ze (Ve V).

KedZe hodnota partikuldrneho riesenia, ktoré hfadame v bode 2o = 1 je yo = v/2 > 0, tak
dosadime do vSeobecného riesenia typu y; = V¢ — 22. Polozime z = 1 a y; = v/2. Potom

V2 =+c—12 = 2=c—1 - c=3.
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Hladané partikularne rieSenie je
yp = V3 — a? xe(—\/§,\/§>.

RieSenia st definované iba na otvorenych intervaloch, pretoze musi existovat aj derivacia
funkcii, ktoré sme dostali a t4 neexistuje v koncovych bodoch intervalu, t. j. v bodoch
—+/¢, \/c. Integralna krivka je polkruznica so stredom S = [0, 0] a polomerom r = /3
bez koncovych bodov, leziaca v polrovine y > 0. Je znazornena na nasledujicom obrazku

(obr. 10.2).

Obr. 10.2

1 1
Priklad 4.| N&jdime rieSenie diferencialnej rovnice ——— + — 1/ = 0, ktoré splia
Priklad 4] Ni jromiee Lt Ly

zacCiatoént podmienku y(0) = 1.

1 1
Riesenie: Funkcia p(z) = je spojita na (—1, co), funkcia ¢(y) = — je spojita na
@) == (-1, ) W=
(0, 00). Najdime vSeobecné riesenie.
1 1,
——y =0

ve+1 Y

1 1
————dor— | —dy=c, c€R
/\/x—l—l /\/§ Y
2T+ 1—2,7=
ve+1l—\/y=

Nl O

c
Ak polozime konstantu 5 = tak ¢; € R, lebo ¢ € R. Potom vSeobecné riesenie je

urcéené rovnicou

\/ﬂzvx—l—l—cl.

Néjdime konstantu ¢; zodpovedajicu hladanému partikuldrnemu riesSeniu. Plati

Vi=vV0+1-—¢ = ¢ =0,

£, j.
Vy=vz+1 = y=xz+1, z¢e(-1, c0).

Integralna krivka je polpriamka zndzornemé na nasledujicom obrazku (obr. 10.3).



10.2 Diferencidlne rovnice so separovanymi premennymi 183

yﬂ

Yp =x+1

/! :

-1 X

Obr. 10.3

Ak rovnicu /y = v/x + 1 — ¢1, ktorou je ur¢ené vSeobecné rieSenie umocnime, dostaneme
vyjadrenie vyjadrenie vSeobecného riesenie v explicitnom tvare

2
y:(\/:t+1—cl>, re(-1,00) A Vr+1l—c >0.

1 1 .
Priklad 5.| Najdime rieSenie diferencialnej rovnice — + p— y' = 0, ktoré spliia zacia-
TS
toént podmienku y(—1) = 2.

1
Riesenie: Funkcia p(x) = — je spojité na itervale (—oo, 0) a tiez aj na intervale (0, c0).
T

Funkcia ¢(y) = . je spojita na intervale (—oo, 1) a (1, co). Najdime najskor vieobecné
riesenie.
11
r y—1
1 1
/ —de+ | ——dy=c ceER
T y—1

Injz|+Injy—1]=c¢
V pripade, Ze na lavej strane sa vyskytne funkcia y ako vnutorna zlozka logaritmicke;j
funkcie, je vyhodné aj konstantu ¢ € R napisat pomocou logaritmu, a to ¢ = Ine. Teda
In|z|+Inly — 1] =Ine°

In|ly— 1] =Ine® — In |z

ln\y—llene—

||
eC
ly—1=—
||
y—1=+"
xXr

Polozme #e¢ =¢;. KedZze e >0 = —e® <0, teda ¢; # 0. Potom
c
Yy = 1+ _1a 1 7£ 0
x

je v8eobecné riesenie danej diferencidlnej rovnice definované na intervale (—oo, 0) alebo

(0, ).
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Skor, ako za¢neme riesit Cauchyho tlohu, je dobre si uvedomit, Ze partikularne riesSenie,
ktoré mame najst bude definované na intervale (—oo, 0), pripadne na jeho podintervale,
pretoze hladame riesenie, ktoré spliia podmienku y(—1) = 2 a —1 € (—o0, 0). Dosadme
do vsSeobecného riesenia r = —1 a y = 2. Potom

C1

2=1+— = a=-1

Hladané partikularne rieSenie je

1
ypzl—g, pre x € (—00,0).

Integralna krivka je na nasledujiicom obrazku (obr. 10.4).

y

Obr. 10.4

1 2
Priklad 6.| Najdime riesenie diferencidlnej rovnice 4 y = 0, ktoré splia

r—1 y2+1
zaCiatoént podmienku y(2) = —1.
L : 1 : s : .
Riesenie: Funkcia p(x) = —— e spojitd na intervale (—oo, 1) aj (1, co)
x J—
2
aqly) = —— j{ . je definovana a spojitd na intervale (—oo, 00). Najdime vSeobecné
Y
riesenie rovnice.
1 2y
2 ¥y =
r—1 y+1
1 2y
dx — dy = €ER
e U :

In|z—1] —In|y? + 1| =Ine*
In(y?+ 1) =In|z — 1| — Ine°
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Polozme
1 1 1 1
+—=c¢#0, lebo >0 = —>0 a ——<0, tedat— #0.
e’ e’ ec e’
Potom

v =ci(z —1)—1.

Dostaneme dva typy vSeobecného riesenia, a to
y1=+veax—1)—1 a Yo = —y/cr(x —1) — 1,

pri¢om rieSenia su definované na podintervaloch intervalov (—oo, 1) alebo (1, c0), na kto-
rych sti¢asne plati ¢;(z — 1) — 1 > 0, aby rieSenia a ich derivécie boli definované.

Néjdime partikuldrne rieSenie. Bude definované na podintervale intervalu (1, o), lebo
2 € (1, o0). KedZze hodnota partikularneho riesenia je zaporna, vyhovuje nam riesenie ys.

Potom
—1:—\/01(2—1)—1 = 1201—1 = 01:2

a partikularne riesenie

v =—V2@—1)—1=—V22-3, xE(%,oo).

Graf partikularneho riesenia je na nasledujicom obrazku (obr. 10.5).

Obr. 10.5

10.3 Diferencidlne rovnice so separovatelnymi premennymi
Diferencidlna rovnica tvaru

p1(x) 1 (y) + po(x) 2(y) y' =0,

kde p;, p2 st spojité funkcie na intervale (a, b) a ¢q1, ¢z na (¢, d) sa nazyva diferencialna
rovnica so separovatelnymi premennymi.
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Riesenim diferencidlnej rovnice so separovatelnymi premennymi si vsetky funkcie urcené

rovnicou
/pl('x) d$+/q2<y) dy:C, cE R
pa(x) ¢ (y)

a vSetky konstantné funkcie
yi="b;,  prektoré  qi(y;) =0.
Poznamka: Ak chceme teda riesit diferencidlnu rovnicu so separovatelnymi premennych,

tak ju najskor upravime na separovant, ktort uz vieme riesit. Nesmieme vSak zabudnf
na konstantné funkcie, ktoré ziskame riesenim rovnice ¢;(y) = 0.

Priklad 7.| N&jdime rieSenie diferencidlnej rovnice 3y — (z + 2)y’ = 0.

Riesenie: Ak porovname rovnicu so zékladnym tvarom, tak mozeme napriklad polozit

(@) =3,  p)=2+2, @)=y, @) =-1

Vsetky funkcie st spojité na (—oo, 0o). Urobme najskor separaciu premennych a potom
vyrieSme rovnicu so separovanymi premennymi.

- 0, 2+2#0
NCET) y# T+ 2#

3 1
de — | —dy =
/x+2 x /y y=c ceR

3In|z +2| —In|y| =1Ine°
Inly| =In|(z + 2)?| — Ine*

2 3

In |y| :1n7|(x+ )l
eC
|(z +2)°|
AR

1 1
y=+—(v+2)? t—=c #0
ec

ec N
y=rc(r+2)>

Dostali sme vieobecné riesenie y = c;(z+2)3, ¢; # 0, ktoré je definované bud na intervale
(—o0, —2) alebo na intervale (—2, 00).
Diferencialna rovnica 3y — (z+2)y’ = 0, ktort riesime, je vSak definovana pre kazdé = € R,
teda aj pre x = —2. Pretoze hodnota vieobecného riesenia y = ¢;(z + 2)% v bode = —2
je

y(=2) = a(-2+2)° =0,

a teda mé zmysel, tak rieSenia diferencidlnej rovnice so separovatelnymi premennymi st
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y=al+2)?  a#0, zeR

Pri separécii premennych vypadlo rieSenie y = 0, ktoré vSak mdZeme napisat v tvare
y=0.(z+2)3, ¢ize vietky rieSenia maju tvar

y = k(x+2)3, ke R, T € R.

Na nasledujiicom obrazku (obr. 10.6) st nakreslené integralne krivky.

c=4 ¢=3 =2 c=1 vA c=-4 c¢=-3 =2 c=-1 vy
y=c(x+2)’ y=o(x+2)’
c>0 c<0
-2 X 2 '
Obr. 10.6

Priklad 8.| N4jdime vSetky riesenia diferencidlnej rovnice (y + 1) x + 2%y’ = 0 a parti-
kularne rieSenie, ktoré spliia zaciato¢nit podmienku y(2) = 0.

Riesenie: Funkcie pi(z) = z, po(z) = 2%, q1(y) = y+ 1, q2(y) = 1 st definované

a spojité na intervale (—oo, o). Urobme separdciu premennych a najdime vseobecné
rieSenie separovanej diferencialnej rovnice.

1
1 20 =0/ ——— 0 140
(y+1)z+az%y /I2(y+1) r#0, y+1#
1 1
— —y:
r y+1
1

Injz|+1Injy+ 1| =Ine°
Injy+ 1| =1Ine® — In |z|

C

Inly+1|= In—
]
ec
ly+ 1] =
]

C

+
y+1= ;, +ef =c; #0.
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VsSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice so separovanymi premennymi je potom
c
y=—1+—, c #0, x € (—o0, 0) alebo =z € (0, 00).
x

Toto riesenie je sucasne aj vSeobecnym rieSenim rovnice so separovatelnymi premennymi,
ale riesenim pévodnej rovnice je aj funkcia y = —1, = € R , ktord z mnoziny rieSeni

. ;e o v . v o ev s ’ , s
vypadla pri separacii. Toto rieSenie vSak vzhladom na defini¢ny obor sa neda zapisat
v tvare vseobecného riesenie, ktoré sme dostali. Takze vSetky rieSenia pévodnej rovnice st

y:—1+%, c1 #0, x € (—o0,0) alebo z € (0, c0)

y=-—1, x€R.

N&ajdeme partikuldrne rieSenie, ktoré bude definované na intervale (0, c0), lebo 2 € (0, 00).
Kedze

y2)=0 = 0:—1—1-% = =2

hladané partikularne riesenie je

2
yp:—l—l-;, z € (0, 00).

Graf partikularneho rieSenia je na nasledujicom obrazku (obr. 10.7).

-1
Priklad 9.| N&4jdime vsSetky rieSenia diferencidlnej rovnice 4 —2yvy' = 0 a partiku-
x

larne riesenie, ktoré splita zaciato¢ntt podmienku

a) y(—1) = —- b) y(4) = V2.

1
Riesenie: Funkcie p;(x) = — a pe(x) = —1 s definované a spojité na intervaloch (—oo, 0)
T

a (0, c0). Funkcie ¢;(y) = y* — 1 a q2(y) = 2y st spojité na (—oo, co). Urobme separaciu
premennych.
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U WV 1 2 140 = y#£+1
O A S V() I ’
1 2y
_Z -0
x+y2—1y

1 2

—/—dx+/2y dy = c, ceR
x ys—1

—In|z| +In|y? — 1| =Ine°
In|y? — 1] =Ine® + In |z|
Iny? — 1] = In (¢ Ja]
ly* — 1] = ez
y? — 1= +eu, +e¢ =c; #0.
Potom
y2 =14 .

Dostavame dva typy rieseni, a to
y1 =+Vear+1 a Yo = —vex + 1,

ktoré su definované na podintervale intervalov
1
(—o0, 0) alebo (0, o), kde ar+1>0 = z>-——, c1 #0.
C1

Pri separacii premennych sme vylucili rieSenie dve riesenia y = +1, ktoré su definované
na intervale (—oo, 0) alebo (0, co). Tieto rieSenia sa daju zapisat pomocou vSeobecného
rieSenia, a to tak, Ze konsStanta sa bude rovnat 0. Potom vSetky rieSenia st

n=VvVkr+1l, keR alebo Yo =—Vkr+1, keR

definované pre

1
x € (—o0,0) alebo z € (0, o) pricom pre k #0 sacasne x> — T

3
Néajdime partikularne riesenia. Kedze y(—1) = g >0 a y(4) = V2 > 0, vyhovuje nam

vSeobecné rieSenie ;.

a) Pretoze —1 € (—o0, 0), partikuldrne riesenie moze byt definované na podintervale
tohto intervalu.

3 3 3 1
y(—l)zg = gzx/k.(—l)Jrl = Z:—k+1 = k:l

. o . , S 1 a1
Ak sa pozrieme na definiény obor vseobecného riesenia, tak x > — T teda partikularne

riesenie je definované pre

x> —4 astfasne € (—oo, 0) = x € (—4, 0).
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Potom hladané partikularne rieSenie je

Y1, ze(—4,0).

Yp1 = 4

[x
Graf partikularneho rieSenia je ¢astou paraboly y = 1 + 1 a je zvyrazneny vlavo na
obrazku 10.8.

b) V zadiatofnej podmienke xy = 4 > 0, teda partikuldrne riesenie bude definované
na intervale (0, c0), resp. na podintervale intervalu (0, o).

y)=v2 = V2=Vk4+1 = 2=4k+1 = k:i
Defini¢ény obor partikularneho riesenia je urc¢eny podmienkami
r > —4 astfasne z € (0, o) = x € (0, c0).
Potom partikularne riesenie je
he=y/7+L 70, 00).

Graf partikuldrneho riesenia je zvyrazneny vpravo na obrazku 10.8.

y y‘ szz\l%Jrl

Obr. 10.8

Vsimnime si, ze obidve partikuladrne rieSenia maji ten isty predpis, ale rézne defini¢né
obory. Pri rieSeni diferencidlnych rovnic je potrebné uz na zaciatku rozobrat tlohu a aj
v priebehu rieSenia treba dévat pozor na mozné zzenie definiéného oboru.

Priklad 10. | Najdime vsSetky rieSenie diferencidlnej rovnice ycosz — sinzy’ = 0 a par-

70
tikularne rieSenie, ktoré spliia zaciatoént podmienku y <§) = —2.

Riesenie: Je to diferencidlna rovnica so separovatelnymi premennymi, kde p;(x) = cosz,
po(z) = —sinz, ¢1(y) =y, ¢2(y) = 1. Vsetky tieto funkcie su definované a spojité na
(—o00, 00). Urobme separaciu premennych.
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1
ycosx—sinxy’:O/.i,, y#0, sinz#0 = x#kn, keZ
y(—sinz)
1
_c9sx+_y,zo
sinz

1
—/Cosxdqu/—dy:lnec, ceR
)

sin T
—In|sinz| +1In|y| =Ine°
In|y| =Ine®+ In|sin z|
In |y| = In €| sin z|
|yl = el sinz|
y = tesinz, +e¢=c; #0.

Vseobecné rieSenie separovanej diferencialnej rovnice je teda
y=cisinz, z € (kr, (k+1)m), ke Z

St to parcidlne funkcie y = c¢;sinz definované na intervaloch dizky 7, kde sinz # 0.
Nasou tlohou je vSak najst rieSenie separovatelnej diferencidlnej rovnice, kde funkcie pq, po
su spojité na R. Pretoze hodnota vSeobecného riesenia y v bodoch k7 je

y = ¢y sin(km) = 0,
a teda méa zmysel, vSeobecné riesenie pdévodnej rovnice je
Yy =csinz, c1 # 0, x € R.

V priebehu separacie premennych vSak vypadlo riesenie y = 0. Ak vo vSeobecnom rieseni
konstanta sa bude rovnat nule, tak aj toto rieSenie sa d& vnorit do mnoziny vSetkych
rieSeni. Takze vSeobecné riesenie je tvaru

y=cgsinr, c€ R, x€R.

. ’ . v . z ﬂ- v ’ . v .
Partikularne riesenie dostaneme dosadenim x = 5 y = —2 do vSeobecného riesenia.
Potom

.
—220251n§ = —2=1cy
a hladané partikularne rieSenie je
Yp = —2sinz, r € R.

Integralna krivka je na nasledujicom obrazku (obr. 10.9).



192 10 Diferencialne rovnice prvého radu

Obr. 10.9

Fola

Priklad 11.| Najdime vSetky riesenia diferencidlnej rovnice /y? —4+y1y' = 0 a vSetky

partikularne riesenia, ktoré spliiajii zaciatocnti podmienku y(0) = 2.

Riesenie: Funkcie pi(x) = 1, po(x) = 1 sh spojité na (—oo, 00), funkcia ¢2(y) = y je
spojitd na R a funkcia ¢;(z) = /92 — 4 je spojit4, ak y> —4 > 0, t. j. na intervaloch
(—00, —2) a (2, 00). Urobme separaciu premennych a vyrieSme rovnicu so separovanymi
premennymi.

Vy2—4+yy =0
_¥y
Ny
/dm—l—/\/%dy:c ceER

Aby sme mohli pokracovat v rieseni dalej, najdime jednu primitivnu funkciu k funkcii
Y
, teda

NrE

1

1+ y' =0

t=y>—4

Yy B 1 1 1 B 7

Potom dostaneme

r+4yt—4=c

Vyi—4=c—xz, c—x>0 = zx<c
yP—4=(c—ax)
y’ =4+ (c—2)?

|y\:¢m:»<

y1=+/4+(c—2)% x<c c€R,

Yo=—/4+(c—1x)?, x<c, c€ER.

Funkcie 1, a y, st v8eobecnym rieSenim separovanej diferencidlnej rovnice. Kedze
yl(c) =2 a yZ(c) = -2,

tak rieSenia diferencidlnej rovnice so separovatelnymi rieSeniami st definované pre
r € (=00, ¢), ¢ € R. V priebehu separacie nam vsak vypadli dve rieSenia, a to kon-
Stantné funkcie y3 = 2 a y; = —2, ktoré sa vSak nedaji vnorit do mnoziny vSeobecnych
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rieSeni, su to singularne riesenia. Teda vSetky rieSenia povodnej diferencialnej rovnice st

y1 =4+ (c—2x)? ©<c¢, c€R, Yyo=—/4d+(c—2x)? 2<c¢, c€ER

y3=2, x€R ys=—2, x € R.

Teraz najdeme vietky riesenia, ktoré spliiaji podmienku y(0) = 2. Jedno z takychto
rieSeni je konstantné riesenie
Ys = 2, r€eR

a dalsie ndjdeme volbou konstanty vo vSeobecnom rieSeni. Kedze y(0) = 2 > 0, tak
vyhovuje riesenie y;. Potom

2=14/4+(c—-02 = 4=4+ = c=0.
Druhé partikularne riesenie je

Yp = V4 + (0 — )2 = V4 + 22 pre  x € (—00,0).

Grafy partikularnych rieSeni s na nasledujicom obrazku (obr. 10.10), graf y, je ¢astou
hyperboly —z?% + ¢* = 4.

y
Yp= [4+x2
2 y=2
X
Obr. 10.10

10.4 Linearna diferencialna rovnica prvého radu

Diferencialna rovnica tvaru

Y+ p(@)y = qla),
kde p a ¢ st spojité funkcie na intervale (a, b) sa nazyva linearna diferencialna rovnica
prvého radu.

Ak ¢g(x) = 0, Vz € (a, b) rovnica sa nazyva homogénna, v opacnom pripade neho-
mogénna.

VSeobecné riesenie homogénnej linearnej diferencialnej rovnice mé tvar

yp = ce” JP@)de c€R.
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PRINCIP RIESENIA NEHOMOGENNEJ LINEARNEJ DIFERENCIALNEJ ROVNICE

1. Najdeme vSobecné riesenie y;, honogénnej linearnej diferencialnej rovnice, t. j.
Y +p(x)y=0 — yp = ce  JP@d e R

2. Najdeme jedno riesenie y nehomogénnej linearnej diferencialnej rovnice metédou va-
ridcie konstant, t. j. hladdme ho v tvare

J=clz)e Jr@de, ¢(x) je neznama funkcia.
3. VSeobecné riesenie nehomogénne;j linearnej diferencidlnej rovnice je

yv:yh_'_/yv-

Priklad 12.| N&jdime vieobecné rieSenie diferencialnej rovnice y' — 2zy = e* a parti-

kularne riesenie, ktoré spliia zac¢iato¢ntt podmienku y(0) = —1.

Riegenie: Ak porovname direncidlnu rovnicu so zékladnym tvarom, tak p(z) = —2uz,
2 . , , ey s v J L v ’

q(r) = e”. Funkcie p a ¢ su definované a spojité na mnozine R. Najdime vSeobecné

rieSenie homogénnej diferencialnej rovnice.
— — 2
thC€f2xdw:C€f2zdI:C€$, ceER, z€R.

Metoda variacie konstant spoc¢iva v tom, Ze konstantu, ktort mame vo vSeobecnom rieseni
yp, nahradime neznamou funkciou ¢(x), to znamena v nasom pripade

22

y=-c(x)e
Tato funkciu uréime tak, aby funkcia ¥ bola rieSenim danej rovnice, teda musi platit:
~/ ~ g2
Yy —2xy=-e€".
Vypoditajme derivaciu i’ a dosadme do poslednej rovnice.

y' = [C(I) 69&2} =c'(x) e + c(x) e’ 2

¢'(z) e +c(x) e 2x — 2w c(x) e = e*

e’ ¢'(x) =e* /: e
Tato uprava je ekvivalentna, pretoze e’ 0, Vx € R. Teda
J

ca)=1 = c(a:):/ldx:x.

(Vhodnt funkciu ¢(z) budeme uréovaf ako zdkladnt primitivnu funkciu, t. j. s nulovou
integracnou konstantou.)
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Dosadime do rieSenia y za nezdmu funkciu ¢(z),

a vSeobecné riesSenie je

yU:cexz—i-xer:er(chx), c € R, x € R.

N&ajdime partikularne riesenie.
y(0)=—-1 = —1=€%c+0) = c=-1,
takze partikularne riesenie je

2

y, =€ (r —1), r € R.

195

Priklad 13.| N&ajdime vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice vy’ + Y1 a parti-
x

1
kularne riegenie, ktoré spliia zaciatoéntt podmienku y(1) = 3"

1
Riesenie: Funkcie p(z) = — a ¢(x) = 1 st spojité na intervale (—oo, 0) a (0, c0). Vse-
T

obecné riesenie nehomogénnej diferencialnej rovnice je

yp=ce 5 = ce Il = c bl = cem T = ci.
||
Teda n o
c
yh:?:;, C:ZEC, C eR.

RieSenie nehomogénnej diferencialnej rovnice budeme hladat v tvare

y=—"=, kde C(z)  je neznama funkcia.

Vypocitajme derivéaciu iy’ a dosadme do rovnice y' + Y_1.
T

o Cl@)e—Cl) _ C') Ol

x? x x2
a teda
C'(z) Clx) C(z) 1
-y o1
x x xr x
') _
x
Cl'(z)==x
Potom
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a
_ 21 oz
YTor Ty
Vseobecné riesenie danej diferencialnej rovnice je
C =z
Yp = — + > C €R, x € (—o0, 0) alebo z € (0, c0).
x

Néjdime partikuldrne rieSenie definované na intervale (0, co), lebo xy = 1 € (0, c0).

1 1 C 1
)= = —-=—+- = (C=0
teda 0
r
w=_t3 =% z € (0, 00).
Integralna krivka je castou grafu funkcie f(z) = g a je na nasledujicom obrazku

(obr. 10.11).

Obr. 10.11

1
Priklad 14.| Najdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice 3/ — ——y = (z — 1)*

z—1

a partikuldrne rieSenie, ktoré spliia zaciatoéntt podmienku y(0) = 3

1
Riesenie: Funkcie p(z) = — 7@ q(r) = (z — 1) st spojité na intervale (—oo, 1)
x —
a na intervale (1, co). Najdime v8eobecné rieSenie homogénnej diferenciélnej rovnice.

o1 1 -
yp = ce I TFidr = cel Tdr — pelmlel — p 1|, ce R

Odstranme absolttnu hodnotu

yp = e (x —1), a polozme +c=0C, C € R.
Kedze
y,=Cx—1) = y=C)(z—1) a y'=C"(z)(x—1)+C(z).
Funkcia § ma byt riesenim diferencialnej rovnice 3y’ — ——y = (x — 1)*, teda dosadme

r—1
a najdime neznamu funkciu C'(z).
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C'(a) (1) + C(x) ~ —— Ofa) (¢ 1) = (z — 1)

C'(z)(x—1)+Cx) — C(x) = (x — 1)3
C'(a) = (z - 17

Urobili sme ekvivalentnt apravu, pretoze x # 1. Potom

_ 1\3
C(x) :/(x—u%zxz -1 31) ,
_ (z—=1) (x —1)*
= -1 =
y 7 (@—1) 3
a vSeobecné riesenie
(e - 1)*

Yy =Clx—1)+ C eR, r € (—o0,1) alebo z € (1, ).

3 Y

Partikuldrne rieSenie bude definované na intervale (—oo, 1) pretoZe 0 patri iba do tohto
intervalu. Najdime toto riesenie.

_1 1_ (—1)4 1_ 1 B
y(o)—3 = 3—C.( 1)+ 3 = 3= C+3 = (C=0
a 14
Yp = %7 VS (—OO, 1)

Integralna krivka je nakreslend na nasledujicom obréazku (obr. 10.12).

_ (x-1)*
Yp="3

W|—

N

Obr. 10.12

Priklad 15.| Najdime vSeobecné riesenie diferenciilnej rovnice 3y’ + tgxy = xcos’x

a partikuldrne rieSenie, ktoré spliia zaciatoént podmienku 3(0) = 0.
Riesenie: Funkcie p(r) = tgz a ¢(r) = xcos?r st spojité na kazdom z intervalov

s ™
<—§ + km, 5 + kr), k € Z. Vypocitajme vSeobecné riesenie homogénnej rovnice.

_ _ [ sinz —sinx
yp = ce 1871 — com GBS A — pof T A — cetnleosal — ¢ cosz|, ceR.
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Odstranme absolitnu hodnotu. Potom
yp = *ccosx =Ccosx, *c=CE€ER
a jedno riesenie rovnice s pravou stranou ma tvar
y=C(x) cosx.

Néjdime nezndmu funkciu C(z) tak, ze dosadime funkciu y do diferencidlnej rovnice
Y +tgxy = xcos® x. Najskor viak musime vypod&itat derivaciu 7.

y'=C'(z) cosx+ C(x)(—sinz) = C'(x) cosx — C(z) sinz

a potom
C'(x) cosx — C(z) sinz + tgx C(x) cosz = x cos® x
C'(z) cosx — C(x) sinx + ::Z C(z) cosx =z cos®
C'(x) cosx — C(z) sinz + sinx C(z) = xcos’
C'(z) cosx =z cos’ z
C'(z) =z cosx.
Takze

u(z) =z = u(z)=1
V'(z) =cosx = wv(x)=sinz

C(x) :/xcosxdx: :xsinx—/sinxdx:

=xsinx + cosz

y = (rsinz + cosz) cos v = xsinx cosx + cos” .

VSeobecné riesenie potom je

Yy = C'cosx + xsinx cosx + cos® z, x € (—g+k7r, g+k7r> ke Z.

m™ T
, —

Néjdeme partikularne riesenie, ktoré bude definované na intervale (—— 5 ), lebo o =0

patri do tohto intervalu.
y(0)=0 = 0=C.cos0+0.sin0.cos0+cos’0 = 0=C+1 = C=-1

a hladané partikularne rieSenie je

. T T
yp:—cosx+xs1nxcosx+0052x WS (—— —).
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1
Priklad 16.| N&jdime vSeobecné rieSenie diferenciélnej rovnice 3’ + Y-~ a parti-
NS

kuldrne riesenie, ktoré splita zaciatoénti podmienku y(1) = 3.

1
Riesenie: Funkcie p(z) = q(x) = NG st spojité na intervale (0, c0). Najdeme vSeobecné
x

rieSenie homogénnej diferencialnej rovnice.
1
_ L g _
yp=ce | FET = ceVE, c € R.
Jedno rieSenie nehomogénnej rovnice sa dé aj odhadntf. Lahko sa presved¢ime, ze funkcia
y = 1 je rieSenim danej rovnice. Pokial to vSak nie je zrejmé, tak pokracujeme dalej
metddou variacie konstant a hfadame ho v tvare

J=c(zx)e 2V, kde c¢(z) je nezndma funkcia.

Funkcia ¢y ma byt rieSenim, teda musi vyhovovat danej rovnici. Pomocou tejto podmienky
najdeme neznamu funkciu.

7 =c(x) et c(z)e VT (_%)

a ked dosadime do povodnej rovnice y = iy a v = y’ dostaneme

¢'(x) eV 4 ofz) eV <—%) Te(w)e™VF = =

c'(x)e Ve =

c'(x) = eQﬁi
N7

Potom

t=2x
1
c(z) = V' dr = 1 :/etdt:et:eQﬁ
a

J— VT eE 0
Vseobecné riesenie danej diferencidlnej rovnice potom je

Yp=ce VT 41, ce R, x € (0, ).

Néjdeme partikularne riesenie.
y(1)=3 = 3=ce? 41 = 2=ce?® = c=2¢&

teda
yp = 2% e7HVE 41 =227V z € (0, 00).
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10.5 Cvicenia

Najdite najskor vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice a potom partikularne riesenie,
ktoré splia zaciatoénti podmienku, ak

1 1
L. a)———ly’zo, y(—=1) =2, b)1+evy =0, y(1) =0,
x  y-—
1 2 1
— 1)=-2 d) t ~y' =0 0) =1.
©) —ti (1) : )gx+yy , y(0)
2.a)2y—y =0, y(0)=-1, b) Vy—+Vay =0, y4)=1,
c)ylhy+azy =0, y(1) =1, d) y* +1+azyy =0, y(1) =3
2y 3
3.a)y —y=e*, y(0)=1, by ——=— yl)=2
c)y —ycosz =cosz, y(0)=-—1, d) v/ — cotg & y = sin® 7, y( )
VYSLEDKY

l.a)y=14cz, z€(—00,0) V z€(0,00), c#0, y,=1—2, x € (—00,0),
b) y =In(c — ), z € (—o0,¢), c€ R, y,= x), x € (—00,2),
c) 1 = Vitex, yop = —/1+cx, z €
1
xE(—oo,O),c<0\/,:1:E<0,——),c<0, Yp = —V1+ 3z, z € (0,00),
c

d) y=ccosz, = € (—g+k7r, g+k7r), ke Z c#0, y,=cosz, v € (—%,%)
2.a)y=ce*, t€R, ceER, y,=—€*, zE€ER

b) y = (c+\/§)2, z € (0,00), ce R N y=0, 2 € (0,oo), y, = (\/5—1)2,
€ (0,00),

c)y=ex, 2€(-00,0) V1€ (0,00), c#0, N\y=1, r€R, y,=1, 2 €R,
[c [c
d) y1 = ;—1, Y2 = — ;—1, r € (—/c,0), Vo € (0,4/c), ¢

/4
yp: p—l, $€<O,2)

.a)y=ce®+e** v e€R, cER, y,=¢* 1ER,
1 1
b)y=cr?— =, 2 € (-00,0) V 2 €(0,00), cE R, y,=32>—=, z€(0,00),
T x
c)y=ce’™* -1, v €R, ceR, y,=—1 z€R,

er—t

In(2 —
0>,c>0\/x€(0 ), ¢ >0 V

1 in 2 si
d) y = csinx+§xsinx— w, r € (km,(k+1)7), k € Z, ¢ € R,
. 1 . sin 2x sin x
Yyp =——sinz + —rsinet — ——, x € (0, 7).

4 2 4
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Linearne diferencialne rovnice druhého radu
s konstantnymi koeficientmi

11.1 Zakladné pojmy

Diferencidlna rovnica tvaru
Y+ p1y 4 p2y = q(x),

kde p1, p2 € R a q je spojité funkcia na (a, b), sa nazyva linearna diferencialna rov-
nica (ozn. LDR) druhého radu s konstantnymi koeficientmi.

Ak ¢g(x) = 0, Vz € (a, b) rovnica sa nazyva homogénna (bez pravej stany), v opac-
nom pripade nehomogénna (s pravou stranou).

Riesenim LDR druhého rddu na intervale J C (a, b), nazyvame taka funkciu y = ¢(x),
ktora je na intervale J definovana, mé na J prva a druht derivaciu a vyhovuje danej
rovnici.

Vseobecné riesenie diferencialnej rovnice druhého radu je mnozina vsetkych rieseni da-
nej diferencialnej rovnice, ktoré vo svojom vyjadreni obsahuju aj dve konstanty ¢i, ¢; € R.
Partikularne rieSenie LDR druhého radu vznikne zo vSeobecného riesenia nejakou kon-
krétnou volbou konstant ¢;, cs.

Uloha najst partikularne rieSenie LDR druhého radu, ktoré vyhovuje podmienke
y(ro) = yo, V(o) = y1, o € (a,b) a yo, y1 st dané redlne ¢isla, sa nazyva Cau-
chyho zadiato¢na tuloha. Podmienky y(z9) = yo, ¥'(x9) = 71 sa nazyvaju Cauchyho
zaCiato¢né podmienky.

Poznamka: Existuje prave jedno riesenie LDR druhého radu s konstantnymi koefi-
cientmi, ktoré spliia zaciatoéné podmienky y(xo) = vo, ¥'(z0) = y1, 7o € (a, b).

Priklad 1.| Ukazme, 7Ze funkcia y = 2cos3z, x € R je rieSenim diferencialnej rovnice
y" —y + 9y = 6sin 3z.

Riesenie: Funkcia y = 2 cos 3z je definovana na mnozine R. Jej derivacie
Yy = —6sin 3z, y" = —18cos 3z
st tiez definované na R. Dosadme do rovnice. Pre kazdé x je lava strana

L = —18cos3x — (—65sin3z) + 9. (2cos 3z) = 6sin 3z,
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prava strana
P = 6sin 3z,

teda L = P, z ¢oho vyplyva, ze funkcia y = 2cos 3z je rieSenim danej diferencialnej rov-
nice na intervale (—oo, 00).

PRINCIP RIESENIA NEHOMOGENNEJ LDR DRUHEHO RADU

1. Najdeme vSobecné rieSenie y;, homogénnej LDR, t. j. rovnice y” + p1y/ + poy = 0.
2. Najdeme jedno riesenie y nehomogénnej LDR.
3. Vseobecné riesenie nehomogénnej LDR je

yv:yh+g'

11.2 Homogénna LDR druhého radu s konstantnymi koeficientmi

Dve rieSenia y;, y homogénnej LDR " + p1y/ + poy = 0 st linearne nezavislé na R,
ak ziadne z nich nie je nasobkom druhého.
Nech funkcie y, y, st definované na intervale (a, b) a maja tam derivacie y;, y5. Determi-

Y1, Y2

nant ‘ oo ‘ nazyvame Wronského determinant funkeii y;, yo (wronskidn) a oznacujeme
1 Y2
1174 Y1, Y2
5 pu— .
w2 =1y

RiesSenia 77, y» homogénnej LDR st linedrne nezavislé na intervale (a, b) prave vtedy, ak
W(y1, y2) # 0 Vx € (a, b).

Systém dvoch linearne nezavislych rieSeni homogénnej LDR sa nazyva fundamentalny
systém rieSeni tejto rovnice.

Ak y1, ys tvoria fundamentalny systém rieseni homogénnej LDR y” + p1y/ + poy = 0, tak
jej vSeobecné riesenie ma tvar

Yn = C1Y1 + C2Y2, c1, ¢ € R.

RIESENIE HOMOGENNEJ LDR DRUHEHO RADU S KONSTANTNYMI KOFICIENTMI
Diferencialnej rovnici

' +py +py=0 priradime kvadratickt rovnicu 72 4+ pir + py = 0.

Kvadratickd rovnica
r? + pir+p2 =0

sa nazyva charakteristicka rovnica prislichajica diferencialnej rovnici

Y+ p1y' 4+ pay = 0.
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KedZe charakteristicka rovnica je kvadratickd, tak mozu nastat tieto pripady:

1. Charakteristicka rovnica mé dva rozne realne korene r1, ro. Potom

rooe =t
T2 — y2 == eer.

2. Charakteristickd rovnica mé dvojnasobny realny koren r; = ro = r. Potom

r = yp=e€"7
Yo = xe™.

3. Charakteristicka rovnica méa komplexne zdruzené korene r; = a + bi, ro = a — b,

Potom stac¢i zobrat iba koren

rn=a-+1ib — Yy =ecosbr
Yo = e*sin bzx.

Vo vsetkych troch pripadoch funkcie y;, 1 tvoria fundamentalny systém rieseni homo-
génnej LDR.

Priklad 2.| Najdime vSeobecné riesenie LDR
a)y' +2y —y=0, b) v + 2y =0, c)y’' —4y=0,
d) vy +6y +9y =0, e)y +4y +5y=0, f) v+ 4y =0.

Riesenie: Najskor diferencidlnej rovnici priradime charakteristickti rovnicu, najdeme jej
korene a potom podla typu koremiov najdeme fundamentalny systém rieseni.

a) Koeficienty rovnice y"” + 2y —y = 0 st p; = 2, ps = —1, teda chakteristickd rov-
nica je
r?+2r—1=0.

Jej diskriminant

—2i\/§:—212\/§:_1i\/§_

D=22—4.(-1)=8 =
(=1) = T 5 5

Charakteristickd rovnica ma dva rézne realne korene, takze

" = -1+ \/§ — (= e(_1+\/§)$
ro=—1—v2  yy=el 1V

Funkcie y; a y, tvoria fundamentalny systém rieseni a vSeobecné riesenie danej diferen-
cialnej rovnice je

Yn = cle(fH\/i)m + 026(717\/5)33, c1, ¢2 € R, r € R.
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b) Koeficienty rovnice y” + 2y’ = 0 st p; = 2, p2 = 0 a charakteristickd rovnica je
r? 4+ 2r = 0.
VyrieSme ju.

2+ 2r =0 & r(r+2)=0 & =0 VvV ry=-2

Potom
=0 = oy =T =1
=2 - gp—e
a vSeobecné riesenie
yp =c1.1+ e = ¢1 + coe 2, c1, ¢2 € R, r € R.
¢) Rovnica y” — 4y = 0 m4 koeficienty p; = 0, po = —4 a charakteristickd rovnica je
r?—4=0

VyrieSme ju.

Potom
n=2 - =
rg=-2 > ypg=e
a vSeobecné rieSenie
_ 2z —2x
Yp = 1€ + coe” c1, o €ER, T € R.

d) Koeficienty rovnice 3" + 6y’ 4+ 9y = 0 s p; = 6, ps = 9, teda charakteristici rovnica
ma tvar
r?4+6r+9=0.

Néjdime jej korene.
P?4+6r+9=0 & (r+32%=0 & r+3=0 & r=-3.

Charakteristické rovnica mé jeden dvojnasobny koren, teda

3z
3x

r=-3 — y=e
Y2 = x€
a vSeobecné rieSenie

yp = c1e3% 4+ coxe 37, c1, 2 € R, r € R.
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e) Rovnica 3" + 4y’ + 5y = 0 m4 koeficienty p; = 4, ps = 5 a charakteristickd rovnica
ma tvar
r+4r+5=0.

Néjdime korene kvadratickej rovnice.
D=16—-20=—-4<0,
¢ize rovnica méa dva komplexne zdruzené korene

—4+i\/|—4] —4+iVi —4+£2i .
o = 5 = =5 = 2%i

teda
T1:—2+i a T2:—2—i.

Koreti 75 nebudeme uvazovat, dve linedrne nezavislé rieSenia dostaneme pomocou koreria
r1, a to
r=-24+1.19 — 1y =e *®cosx
Yo = e X sin .

Potom vSeobecné riesenie je

2 2

yp = cre” “Ycosx + coe” “sinx, c1, o € R, r € R.

f) Koeficienty rovnice y” + 4y = 0 st p; = 0, ps = 4, teda charakteristickd rovnica je
r?+4=0.
P+4=0 & rP=-4 & rp=2+2
Opiit charakteristickd rovnica méa komplexne zdruZené korene, a to
ry =21 a re = —21.
Druhy koreni neuvazujeme a je potrebné si uvedomit, ze r; = 2i = 0 + 2i, a preto

rn=2 +— 1y =e’%cos2x = cos2x

Yo = €°-% sin 2z = sin 2z.

Potom vSeobecné riesenie je

Yp = €1 COS 2x + C5 Sin 2, c1, Co € R, T € R.

Priklad 3.| N&jdime najskor vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice vy’ — 3’ — 6y = 0
a potom partikuldrne rieSenie, ktoré spliia za¢iatoéntt podmienku y(0) = 1, 3/(0) = 0.

Riesenie: Charakteristickd rovnica prislachajica danej diferencidlnej rovnici je

r?—r—6=0.
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Vyriesme ju.
2 — — — —
r“—r—6=0 < (r-3)(r+2)=0 < =3V rp=-2

Urcéime fundamentélny systém rieseni diferencidlnej rovnice.

r=3 =y = e
ro=—2 = qyp=e 2
a vSeobecné riesenie je
_ 3z —2x
Yp = cre”" + coe” c, o €ER, r € R.

Aby sme vyuzili zaciatoéné podmienky a urcili partikularne rieSenie, potrebujeme vypo-
¢itat derivaciu vseobecného riesenia, teda

Y, = 3c1e3 — 2cpe .
Ak
y(0)=1 = 1=ce* 4+ ce?? = 1l=c+c
a ak
Y(0)=0 = 0=3c>"—2ce" = 0=23¢c; — 2.

Dostali sme systém dvoch rovnic o dvoch neznamych, ktory ma vzdy jediné riesenie.
Vyriesme ho.

c1 + ¢ = 1

301 — 202 =0

Vynasobme prvu rovnicu dvomi a sé¢itajme ich. Potom

2
51 =2 = Clzg-

Ak za ¢; dosadime vypocitani hodnotu napr. do prvej rovnice, dostaneme

2 + 1 = 5
—+cy = Co = —.
5 7 75
Potom hladané partikularne rieSenie je
= —e’ 4+ —e 7, r € R.
P50 T

Priklad 4.| Najdime najskor vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice y” — 2y’ +y =0

a potom partikularne riesenie, ktoré spliia zaciatoénit podmienku, y(1) = 0, (1) = 2e.
Riesenie: Prisluchajica charakteristicka rovnica je

r?—2r+1=0.
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Vyriesme ju.
rP=2r+1=0 < (r—-17%=0 & r—-1=0 < r=1
Charakteristicka rovnica ma dvojnasobny koren. Potom fundamentalny systém rieseni je

r=1 +— qy =€
Yy = xe®

a vSeobecné riesenie

yn = c1€” + coze”, c1, ¢ € R, r € R.

Néjdime partikularne riesenie, najskor vypocitajme derivaciu vSeobecného riesenia.
Y, = c1€” + coe” + cowe”,

potom
y(1)=0 = 0=cet+cne = 0=c +c,

Y(1)=2e = 2e=ciet+cmetce = 2=c+ 2.

Dostali sme systém dvoch rovnic o dvoch nezndmych. Ak od druhej rovnice odcitame
prvi, dostaneme

co =2 a po dosadeni do prvej rovnice 0=c; +2 = ¢ = —2.
Hladané partikularne riesenie je

yp = —2€" + 2xe€”, r € R.

Priklad 5.| N&jdime najskor vSeobecné rieSenie diferencialnej rovnice 3" + 2y +2y = 0
a potom partikularne riesenie, ktoré splia zaciatoéni podmienku, y(0) = 0, »'(0) = 1.

Riesenie: Charakteristicka rovnica je
r*+2r+2=0.

Jej diskriminant
D=4-8=—4,

teda riesenim st dva komplexne zdruzené korene

—2diy[—4] —2+442
P = 12‘ | = -1%i

Aby sme nasli fundamentalny systém rieSeni, staci zobrat rieSenie r; = —1 + 7. Teda

r=—-—14+¢1 +— gy =e *coszw
Yo =€ “sinx
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a vSeobecné riesenie
Yp = c1e” Y cosT + coe” Usinx, c1, ¢ €R, r € R.

Vypocitajme derivaciu vSeobecného riesenia
y, = —cre T cosx — cre” P sinx — cpe ¥ sinx + cpe” ¥ cos x.

Vyuzijeme zaciatocné podmienky a vypocitame konstanty c; a co.
y(0)=0 = 0=rce’cos0+cpe’sin0 = 0=c,

/ 0 0. 0. 0
y(0)=1 = 1=—cie cos0—cre’sin0 — cee”sin0 + cpe”cos0 = 1= —c; + co.

Pretoze
c1=0 = =04 ¢y = cp =1

a hladané partikularne rieSenie je

yp =€ "sinz, r € R.

11.3 Nehomogénna LDR druhého radu s konstantnymi koeficientmi —
Specialna prava strana

Homogénnu LDR druhého réadu s konstantnymi koeficientmi uz vieme riesit. K tomu,
aby sme nasli vSeobecné rieSenie nehomogénnej rovnice, potrebujeme este najst jedno
konkrétne rieSenie ¥ nehomogénnej rovnice. Niekedy sa toto rieSenie da odhadnit, a to
v pripade, ak prava strana rovnice ma tvar

q(z) = e P(x) (1)

a(x) = €7 (P(x) cos Bz + Q(x) sin ) (2)

alebo

kde «a, 3 st redlne ¢isla, P a @ st polynémy. Funkcia typu (1) alebo (2) sa nazyva Spe-
cialna prava strana LDR s konstantnymi koeficientmi.

Priklad 6.| Zistime, ¢i funkcia ¢ je Specidlna prava strana typu (1). Urcime éislo o
a polyném P.

a) q(z) = 4, b) q(z) = z* +25x, c) q(x) = 563;,
d) q(z) = (z + 1)e2*, e) q(z) = "’“"6_ : £) g(z) = 12267—1—1

Riesenie: Pokusime sa vyjadrit funkciu ¢ v tvare ¢(z) = e**P(z). Je potrebné si uvedo-
mit, Ze
" =el =1.
Tento tvar jednotky budeme casto vyuzivat.
a)
gz)=4=¢e""4 = a=0 a  Px)=4.

Dana funkcia je Speciadlna prava strana.
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b)
q(z) =2+ 52 =" (2> +52) = a=0, P(z) = 2° + 5.
Funkcia je Specidlna prana strana.
c)
qg(z) =5 =e**.5 = a=3, P(z) =5,
funkcia je Specidlna prava strana.
d)
g(z)=(z+1e ™ = a=-2, Pl)=z+1l
Funkcia ¢ je Specidlna prava strana.

e)

_33—2

q(z) =(x—-2e* = a=-1, P(z) =z — 2,

el’
teda ¢ je Specialna prava strana.

f) ) :
e X
q(z) = P a=2, ale

teda funkcia ¢ nie je Specialna prava strana.

nie je polynom,

Priklad 7.| Zistime, ¢i funkcia ¢ je Specidlna prava strana typu (2). Uréime ¢isla o, (3
a polynémy P, Q.

a) q(z) = 2cos 3z — sin 3z, b) q(z) = (22 + 1) cos 2z, o) q(x) = s1r213:7
e X
6296
d) q(z) = e* ((z +1 i _ <
) q(z) =€* ((z+1)cosz +sinx), e) q(x) g

Riesenie: Pokusme sa vyjadrit, funkciu g v tvare g(z) = e** (P(z) cos Sz + Q(z) sin fx) .

a)

q(z) = 2cos 3z — sin3x = ¢ (2cos 3z + (—1). sin 3x),

teda
a=0, =3 P@)=2 Q) =-1

Funkcia ¢ je Specidlna prava strana.
b)
q(z) = (2* + 1) cos 2z = €”* ((z* + 1) cos2z + 0. sin2z)

a preto
a=0, g=2, P(z) = 2 +1, Q(z) =0,

¢ize funkcia ¢ je Specialna prava strana.
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sin x
q(z) = =e *siny =e”

22(0. cosx +1.sinz),
a= -2, 6=1, P(z) =0, Q(z) = 1.
Funkcia ¢ je Specidlna prava strana.

d)
q(z) =e" ((zr+1)cosz +sinz) =e® ((z+1)cosx + 1. sinx)

a=1, B=1, P=z+1, Q(z) = 1.

Funkcia ¢ je Specidlna prava strana.

e) Funkcia

6290

q(x) - sin 3z

nie je Specidlna prava strana, lebo sa neda zapisat v tvare (2).

PRE ODHAD RIESENIA § PLATI:

1. Ak prava strana nehomogénnej LDR ma tvar
a(x) = e P(a),
kde o € R a P je polyném, tak rieSenie y mé tvar
¥ = zFe® P*(x).

Cislo k udava kolkonasobnym koretiom prislusnej charakteristickej rovnice je &islo «
a P* je neznamy polyném toho istého stupna ako polyném P.

KedZze charakteristickd rovnica je druhého stupiia, tak k& € {0, 1, 2}, a to, ak
« nie je koren, tak k=0,
a je jednoduchy koren, tak k=1,
a je dvojnasobny koren, tak k= 2.
Pri urc¢ovani neznameho polynému P* postupujeme nasledovne. Ak polyném
P(z) je konstanta, tak  P*(x) = A,
P(z) je prvého stuprnia, tak  P*(x) = Az + B,
P(z) je druhého stupiia, tak P*(z) = Ax? + Bx + C,
. atd.

2. Ak prava strana nehomogénnej LDR ma tvar

4(x) = e (P(x) cos Bz + Q(x) sin Bz)

kde a, f € R a P, Q st polynémy, tak riesenie y méa tvar

y = a2 (P*(x) cos B + Q*(x) sin fz) .
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Cislo k udava kolkonasobnym koretiom prislusnej charakteristickej rovnice je kom-
plexné ¢islo a + Bi a P*, (Q* st nezname polynémy rovnakého stupna, ktory sa rovna
vysSiemu zo stupna polynémov P a Q).

V tomto pripade mdze byt k € {0, 1}, pretoze kvadratickd rovnica, ak mé riese-
nie v mnozine komplexnych ¢isel, tak st to dva navzajom komplexne zdruzené korene.
Teda, ak

a + i nie je koren, tak k=0,

a + i je koren, tak k=1

Pri urc¢ovani neznamych polynémov postupujeme podobne ako v predchadzajicom pri-
pade, teda, ak napriklad jeden polyném je konstanta a druhy polyném prvého stupna,
tak P*(z) = Az + B a Q*(x) = Cx + D.

Pri urcovani koeficientov neznamych polynémov pouzijeme metédu neurcitych koeficien-
tov (vysvetlenie v prikladoch) a vyuzZijeme fakt, Ze funkcia ¥ méa byt rieSenim diferencidlne;j
rovnice.

Priklad 8.| N&ajdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y” + 3y’ — 4y = q(x),

ak
a) q(z) = 2, b) ¢(z) = 3™, c) q(z) = e™"(2z + 1),
d) ¢(z) = e, e) q(x) = 10ze”, f) q(z) = cos .

Riesenie: Najskor najdeme vSeobecné rieSenie homogénnej LDR
y" + 3y — 4y = 0.
Prislachajtca charakteristickd rovnica je
r?4+3r—4=0.
Najdime jej riesenie, fundamentalny systém rieSeni a vSeobecné riesenie.
P43r—4=0 & (+4)r—-1)=0 & r=-4V =1

rn=—-4 =M _
! 9 } = yn = cre ¥ + cpe”.

=1 = =

Aby sme nasli vSeobecné rieSenie nehomogénnej LDR, sta¢i najst este jedno rieSenie y
LDR s pravou stranou. Vsetky funkcie ¢ st Specidlne pravé strany typu (1), az na po-
slednt, ktora je typu (2).

a) Funkcia ¢(z) = 2 = 2¢-7, teda

a=0 = k =0, lebo 0 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z) =2 = P*(zx)=A€R.

Potom
y = 2" P*(x) = 2% "A = A.
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Funkcia ¥ méa byt rieSenim diferencidlnej rovnice, teda musi platit
y" + 3y — 4y = 2.

Vypoéitajme prvia a druhi derivaciu a dosadme.

~ ~ 1
y'=0, y"=0 = 0+3.0-4A=2 = A:—i.
Potom riesenie 1
Y= D)
a vSeobecné riesenie nehomogénnej LDR je
~ —4z x 1
Yo =Yn +Y =cre "+ coe — 3 c, .o €ER, x€R.
b) Funkcia g(z) = 3€* je $pecidlna prava strana,
a=14 = k=0, lebo 4 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z) =3 = P (z)=A€eR
a
g = 2% A = Ae*.
Potom
y' = 4Ae*, 7" = 16Ae*
a po dosadeni do rovnice s pravou stranou dostaneme
16Ae™ + 3. 44e™ — 4Ae* = 3e™.
VyrieSme tuto rovnicu
16Aet” + 1246t — 4 At = 3et*
24 Aet* = 3et*
24A =3
1
A=—.
8
Teda
~ 1 4z
=—e
Y738
a vSeobecné riesenie
1
Yo = cre 4 4 coe” + 3 e ¢, c€R, z€R.
c) Prava strana ¢(x) = e *(2x + 1), ¢ize
a=-—1 = k=0, lebo — 1 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z) =2z +1 = P*(z) = Az + B.
Potom

y=1"e"(Az + B) = e *(Az + B).
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Najdeme nezname koefickienty A, B dosadenim funkcie y do rovnice s pravou stranou.
Teda
v =—e Az +B)+e *A=e¢"(—Ax+ A— B),

’:ljl/ — _efx(_A:L. + A — B) 4+ 67:6(—/4) = 671:(/41' — 2A+ B)

e “(Ar —2A+ B)+ 3¢ *(—Ax + A— B) —4de “(Ax + B) = e “(2z + 1).

Najskor upravme lavi stranu rovnice a potom rovnicu vyrieSme.

e "(Ar —2A+ B —3Ax +3A —-3B —4Ax —4B) = e *(2x + 1)
—6Ar+ A —-6B =2+ 1.

Pretoze dva polynémy sa sebe rovnaju, ak sa rovnaju koeficienty pri rovnakyjch mocni-
nach, porovnajme tieto koeficienty.

pri x: —6A=2

1 1 2
absolutny ¢len: A—-6B =1 } = A:_§ = _§_6B:1 = B:_§'

Takze

a vSeobecné riesenie

1
Yp = Cre” ¥ 4 coe” + 7" (— —r — —) , ¢, c€ER, x€R.

d) Funkcia g(z) = e™4® = 1.e¢71%, &ize

= k=1, lebo —4 je jednoduchy koren charakteristickej rovnice,

P(z)=1 = P (z)=A€eR
y=a'e A= Are ™"
Vypocitajme derivacie
y' = Ae™ —4Axe ™ = ¥ (—4Ax + A),

y" = —de ¥ (—dAx + A) + e ¥ (—4A) = e (16 Az — 8A)
a dosadme do rovnice s pravou stranou

e (16Ax — 8A) + 3e ¥ (—4Ax + A) — dAze ™ = 7"
Najskor upravime Tavii stranu rovnice a zjednodusime ju.

e (16 Ar — 8A — 12Ax + 3A — 4Az) = ¥

—bA=1

a=-1
)
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Dostali sme

<
Il

——xe T,

a preto
1
Yy = cre” 1T 4 e — 5176_4””, ci,, o € R, xe€R.

e) Prava strana ¢(z) = 10xe”, teda

a=1
P(z) = 10x

k=1, lebo 1 je jednoduchy koren charakteristickej rovnice,

=
= P*(x) =Az+ B

a
y = 1'e"(Azx + B) = *(Ax® + Bu).

Derivacie su

y' = e"(Az® + Bx) + ¢*(2Az + B) = € (A2 + (2A + B)z + B) ,
y" =" (Ar® + (2A+ B)x + B)+¢e” (24x + 2A+ B) = ¢” (Az” + (4A + B)z + 2A + 2B) .
Dosadme do rovnice s pravou stranou
" (Az* 4+ (4A+ B)x + 24+ 2B) +3€” (Az® + (2A + B)z + B) —4¢e"(Az*+ Bx) = 10ze”.
Najskor upravme lavi stranu a potom ju zjednodusme.

e’ (Ax® + (4A + B)x + 2A + 2B + 3Ax* + (6A + 3B)x + 3B — 4Az* — 4Bx) = 10z€”
10Ax +2A + 5B = 10x

Porovnajme koeficienty pri rovnakych mocninach

pri x: 10A =10 B B 7_2
absoltitny ¢len : 94+ 5B =0 = A=1 = 2.145B=0 = B= 2
Potom

2
y=-e" (x2 — ga:)

2
Yy = cre 4 4 coe” + €” <x2 — ga:> , ¢, c€ER, x€R.

f) Funkcia ¢(z) = cosz = €% % (1. cosz + 0. sinx), ¢ize madme Specidlnu pravi stranu
typu (2) a
+13=1i = k=0, Ilebo i nie je koren charakteristickej rovnice,

a
Plz)=1, Q(z) =0 = Prr)=A, Q(x)=B, A BeR,
lebo P(x) a Q(z) st konStanty.

y = 1" " (Acosx + Bsinx) = Acosz + Bsinz.
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Vypocitajme derivécie a dosadme do nehomogénnej rovnice.
y' = —Asinz + Bcosu, y" = —Acosx — Bsinx
—Acosz — Bsinz + 3(—Asinz + Beosx) — 4(Acosz + Bsinx) = cosx

Upravme Tavi stranu rovnice tak, ze dame spolu koeficienty pri funkeii cos x a pri funkcii
sin .

—Acosz — Bsinz — 3Asinx +3Bcosx —4Acosz —4Bsinz = cosx
(—=bA+3B)cosx + (—3A — 5B)sinx = cos .

Ak porovname koeficienty pri funkcii cosz a pri funkcii sin x, dostaneme

pri cosx: —HA+3B=1 —25A+4+15B =5 _ B _ 9
pri sinz: —3A—5B=0 9A—15B=0f — “H#A=5=A=-4
Po dosadeni do prvej rovnice dostaneme
5 25 9 3
-5 —— 3Bb=1 = 3B=1-— = 3B=— = B=_—.
( 34) + 34 34 34
Hladané rieSenie . 3
Yy = —ﬂcosx+3—451nx
a vSeobecné rieSenie
—ce_4x+cex—£cos:v—|—isinx ¢, o €ER, x€ER
Yp = C1 2 34 34 ) 1, €2 ) .

Priklad 9. | Najdime vSeobecné riesenie diferencidlnej rovnice y” — 2y’ + y = ¢(x), ak
a) q(z) = 2% + 3w, b) q(x) = e, c) g(x) =€,
d) e*(x +4), e) ¢(z) = 2z cosx, f) q(z) = e**sin .

Riesenie: Najskor najdeme vsSeobecné rieSenie homogénnej LDR, teda rovnice
y" — 2y' +y = 0. Jej charakteristickd rovnica je

r?—2r+1=0,
ktora ma dvojnasobny korenn » = 1. Potom fundamentalny systém rieseni je

r=1 +— gy =€
Yo = ze®

a vSeobecné rieSenie
Yn = c1€° + coxe”, c1, ¢ € R, xr € R.

Néajdeme jedno riesenie y nehomogénnej LDR so $pecidlnou pravou stranou, teda rovnice
y" — 2y 4+ y = q(x), pricom postupne budeme pravi stranu menit.
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a) q(x) = 2? + 3z = € *(2* + 3z) je Specidlna prava strana typu (1), teda

a=0 = k =0, lebo 0 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z) = 2%+ 3x = P*(z) = Az* + Bx + C

y =2’ *(Az* + Bx + C) = Ax* + Bx + C.

Aby sme mohli dosadit do rovnice a najst konstanty, najskor riesenie zderivujeme

y' =2Ax + B, y" = 2A.
Potom

2A — 2(2Ax + B) + A2® + Bx + C = 2* + 3z.
Teda

Ar? 4+ (—4A+ B)xr +2A - 2B+ C = 2>+ 3x

Porovnajme koeficienty pri rovnakych mocninach. Dostaneme

pri z2: A=1 A=1
pri x: —4A+ B=3 = —44+B=3 = B=7
absolutny ¢len : 2A—-2B+C =0 2—144+C=0 = C=12
RieSenie
y=a>+Tr+12
a vSeobecné riesenie
Yy = C16° + coxe® + 2% + Tx + 12, c1, 2 € R, r € R.
b) Funkcia g(z) = e = 1.e* je Specidlna prava strana typu (1) a
a=-—1 = k=0, lebo — 1 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z)=1 = P*(x) = A.

Navrhneme rieSenie

7=a"e"A=Ae"
a vypocitame derivacie

g/ _ _Ae—:c’ g// — Ae 7.
Dosadime do rovnice s pravou stranou
Ae ™ —2(—Ae™™)+ Ae " =e"

a ziskand rovnicu upravime a vyriesime.

eP(A+24+A)=¢e"
4A =
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Potom

a vSeobecné riesSenie je

1
Yo = C1€” + coxe” + —e™ ", c1, ¢ € R, r € R.

c) Hladdme jedno rieSenie diferencialnej rovnice

y// _ 2y/+y — e$
Funkcia ¢(x) = e = 1.¢e" je Specidlna prava strana typu (1)

a=1 = k=2, lebo 1 je dvojnasobny koren charakteristickej rovnice,
P(z) =1 = P*(z) = A.

Potom rieSenie
7= 12" A = Ax’e”.
Vypocitajme derivacie

y' =2Aze” + Ax?e® = e"(Ax? 4 2Ax),

y" =e"(Ax? 4+ 2Ax) + €"(2Ax + 2A) = e"(Ax? + 4Ax + 2A),
dosadme do diferencidlnej rovnice

e (Ax® + 4Ax + 2A) — 2e"(Ax® + 2Az) + Az’e” = €”

a najdime neznamu konstantu A.

e”(Ax? + 4Ax + 2A — 2Ax? — 4Ax + Ax

2) — e;t
24 =1
1
A=—
2
Potom
~ 1 2 x
= —g‘€
Y73
a vSeobecné riesenie
1
Yo = C1€° + coxe” + 5:626"”, c1, c3 € R, r € R.

d) Hladame jedno riesenie diferencidlnej rovnice

y// _ 2y/ +y — eit(l. +4)
q(x) = e (x + 4) je Specidlna pravd strana typu (1).

a=1

= k=2, lebo 1 je dvojnasobny koren charakteristickej rovnice,
P(x)=x+4 = P*(x) = Az + B,

217
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teda
y = 2%e"(Az + B) = " (Ax® + Bx?).

Zderivujme

v’ = e*(Ax® + Bx?) + e"(3Az* + 2Bx) = €*(Ax® + 3Ax? + Bx? + 2Bux),

y" = e*(Ax® + 3Ax? + Ba? + 2Bx) + ¢®(3Ax? + 6Ax + 2Bx + 2B) =
e”(Az® + 6Az? + Ba? + 6Ax + 4Bz + 2B),

dosadme do rovnice

e (Az®+6Ar* + Bx® +6Ax+4Br+2B) —2e"(Ax® +3Ax* + Ba* +-2Bx) +e*(Az® + Ba?) =
=e"(r+4)

a najdime konstanty A, B.

e®(Ax3 + 6Az? + Bx? 4+ 6Ax + 4Bx + 2B — 2Ax3 — 6 Az* — 2Bx? — 4Bz + Az® + Ba?) =
=e"(x+4)
6Ar + 2B =z + 4

Porovname koeficienty pri rovnakych mocninach x, teda

pri x: 6A=1 N A= L
absolttny ¢len: 2B=14 B— g
Potom riesenie
~ x (1 3 2)
y=¢€"|=-x"+2x
6
a vSeobecné riesenie
T T x 1 3 2
Yo = C1€° + coxe” + e 690 + 227 |, c1, o € R, r € R.

e) Néjdeme jedno riesenie rovnice
y' — 2y +y=2xcosx.
Funkcia ¢(x) = 2xcosz = €°-*(2x cos z + 0sinz) je $pecidlna prava strana typu (2),
a=0, =1 = a+if=i¢ = k=0, Ilebo i nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z) =2z, Q(x) =0 = P (z)=Ax+ B, Q*(zr)=Cx+ D,
lebo P(x) je polyném prvého stupria
a Q(x) je iba konstanta.

Potom

y=1"%""((Az + B) cosz + (Cz + D)sinz) = (Ax + B) cosx + (Cx + D)sinz
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y'=Acosx — (Az + B)sinz + Csinz + (Cx + D) cosz =
=(Cx+ A+ D)cosz + (—Az — B+ C)sinz,

y"=Ccoszx — (Cx+ A+ D)sinx + (—A)sinz + (—Ax — B+ C)cosx =
= (—Az — B+2C)cosxz + (—Cx —2A — D)sinz.

Ked dosadime do diferencialnej rovnice za funkciu y odhadnuté rieSenie a jeho derivéacie,
dostaneme

(—Ax—B+2C)cosx+(—Cx—2A—D)sinz—2[(Cx+A+D) cosz+(—Ax— B+C) sin x|+

+(Az + B)cosz + (Cx + D) sinx = 2z cos z.

Upravme
(=2Cx —2A+2C —2D)cosz + (2Ax —2A + 2B — 2C) sinx = 2z cosx
a najdime nezname konstanty:.

pri cosx: —2Cr —2A+2C —2D =2x N —(Cr—A+C—-D=x
pri sinx: 2Ar —2A+2B —-2C'=0 Ar—A+B-C=0

Ak porovname koeficienty pri rovnakych mocninach x v prvej rovnici, dostaneme

pri x: —(C=1= (C=-1
absolttny clen : —A+C—-D=0
v druhej rovnici
pri x: A=0
absolutny ¢len : —-A+B-C=0

Po dosadeni uz vypocitanych hodnét do druhych rovnic v systémoch dostaneme

0—-1-D =0 D=-1
0+B—(~-1)=0 B=-1
a teda
y=—cosx — (x+1)sinx.
Potom vSeobecné riesenie je
Yy = c1€” + coxe” — cosx — (x + 1) sinx, c1, 2 € R, r € R.

f) Potrebujeme najst jedno rieSenie y rovnice
y' — 2y +y = e**sina.
Funkcia ¢(r) = e**sinz = €**(0. cosz + 1. sinz) je $pecidlna prava strana typu (2).

a=2 0=1= a+if=24+1 = k=0,

lebo 2 4+ ¢ nie je koren charakteristickej rovnice,
Plz) =0, Qz) =1 = P'(z)=A, Q' (z) =B,

lebo P(x) a Q(z) st konstanty.
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Takze
y = 2°e**(Acosx + Bsinx) = e**(Acosz + Bsinx)
a derivacie

y' =2e*(Acosx + Bsinx) + e**(—Asinz + Bcosx) =

=e**[(2A+ B)cosz + (—A + 2B) sin ],
y" =2e*"[(2A+ B)cosz + (—A + 2B)sinz| + e**[—(2A + B) sinz + (—A + 2B) cos 2| =
= ¢**[(3A+ 4B) cosx + (—4A + 3B) sin z].

Dosadme do rovnice a upravme

e**[(3A + 4B) cosx + (—4A + 3B) sinz]—
—2e*[(2A + B) cosw + (—A + 2B) sinz] + e**(Acosx + Bsinx) = e**sinx

(3A+4B —4A — 2B+ A)cosz + (—4A+ 3B +2A — 4B+ B)sinx =sinx

2Bcosx — 2Asinz =sinz

Porovname koeficienty pri sinusoch a kosinusoch.

pri cosz: 2B=0 = B=0
1
pri sinx: —24A=1 = A:_§
teda
~ 2z 1 . ]. 2%
y=-e —icosx+0.smx :—56 cos .

Potom vSeobecné riesenie je

1
Yo = C1€¥ + coxe” — 3 e** cosx, c1, 2 € R, r € R.

Priklad 10.| Najdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y” + y = ¢q(z) ak

a) q(z) = 22* — 3, b) q(z) = e7*, c) q(z) = dze”,
d) ¢(z) = 3sinz, e) ¢(x) = 2cos 2z — sin 2.

Riesenie: Najskor najdeme vSeobecné riesenie homogénnej LDR, t. j. rovnice

y'+y=0.
Jej charakteristickd rovnica je
r?+1=0,
ktora ma komplexne zdruzené korene r; = ¢ a r = —i. Fundamentalny systém rieseni

ziskame pomocou korena r, a to

r=i=0+1.9i — gy =e" Tcosz =coszx
ys = eV Tsing = sinx
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a vSeobecné riesenie
Yp = €1 COST + co8in T, c1, co € R, r € R.
Teraz postupne najdeme jedno riesenie nehomogénnej LDR .

a) Riesime rovnicu
y' +y=22"—3.

q(x) = 22? — 3 = €2 7(22? — 3) je $pecidlna prava strana typu (1),

a=0 = k =0, lebo 0 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(r)=22*-3 = P*(z) = Ax® + Bx + C.
Potom

y=a%""(Ax* + Bz + C) = Ax* + Bz + C

7' =24z + B, 7" = 2A.

Dosadme do nehomogénnej diferencialnej rovnice. Potom
2A+ Ar*+ Bz +C=22"-3 = Ar*+Bx+2A+C=22"+0.2-3.

Porovname koeficienty pri rovnakych mocninach.

pri z%: A=2
pri z: B=0
absolutny ¢len: 24A+C=-3 = 2.24+4C=-3 = (C=-7
Takze
y=222-7
a vSeobecné riesSenie je
yv:clcosx+0281nx+2$2—7, c1, co € R, r € R.

b) Hladame riesenie y nehomogénnej LDR

y// + y = 672:1:'
Funkcia ¢(r) = e72* = ¢72% . 1 je $pecidlna prava strana typu (1) a
a=—2 = k=0, lebo — 2 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(z)=1 = P*(z) = A.

Potom riesenie
y=a"" A= Ae ™

a derivéacie
7 = —24e7%, 7" =4Ae %
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Po dosadeni do zadanej rovnice dostaneme

4A€—2x + Ae—Qm — e—2w

hbA=1
1
A=—
5
teda
g — _6—2:10
. |
Yo :clcosx+CQSinx+ge_2x, ci1, Co € R, r € R.
c¢) Riesime rovnicu
y" +y = dxe”.

Prava strana q(z) = 4xe® je Specidlna prava strana typu (1),

a=1 = k =10, lebo 1 nie je koren charakteristickej rovnice,
P(x) = 4x = P*(z) = Az + B.

Potom

y = 2°e"(Az + B) = ¢"(Az + B)

a derivacie _
y' =e"(Ax+ B)+e*. A=¢e"(Ax+ A+ B),
y'=e"(Axr+ A+ B)+e*. A=¢e"(Ax + 2A+ B).
Vyuzijeme fakt, Ze y mé byt rieSenim danej rovnice a nadjdeme konstanty. Po dosadeni do
rovnice a uprave dostaneme

e’(Az +2A+ B) + *(Ax + B) = 4ze®
24 +2A+ 2B =4x

Ak porovname koeficienty pri rovnakych mocninach, tak

pri x: 2A=4 = A=2
absolutny ¢len: 2A+2B=0 = 2.242B=0 = B=-2
Potom
y=e"(2x — 2)
a vSeobecné riesenie
Yy = €1 COST + Cosinz + e”(2x — 2), ci, 3 € R, r € R.

d) Méme vyriesit rovnicu
y"+y=3sinz.
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Pavé strana ¢(z) = 3sinz = €% 7(0. cosz + 3sinz) je §pecidlna prava stana typu (2),

a=0,0=1= a+if=1 = k=1,

lebo 7 je jednoduchy koren charakteristickej rovnice,
P(r) =0, Q(z) =1 = P'(z)=4, Q"(z) = B,

lebo P(z) a Q(z) st konstanty.

Potom

y=e""2'(Acosz + Bsinz) = Az cosz + Brsinz
a derivacie

y' = Acosx — Axsinx + Bsinz + Brcosz = (Bx + A) cosz + (—Ax + B)sinz,
y" =Bcosxz — (Bx + A)sinx — Asinz + (—Az + B) cosz =
=(—Az+2B)cosz + (—Bx — 2A)sin .

Dosadme do diferenciélnej rovnice, upravme

(—Az +2B)cosx + (—Bx — 2A)sinz + Az cosx + Brsinx = 3sinx
2Bcosx — 2Asinz = 3sinx

a porovnajme koeficienty pri sinusoch a kosinusoch.

pri cosx: 2B=0 = B=0
3
pri sinx: 24 =3 = A:_§
Teda
N——§xcosa:
Y773
a vSeobecné riesenie
yvzclcosx+028inx—§xcos:p, ¢, o €ER, T € R.

e) Nakoniec najdime rieSenie y rovnice
y" +y = 2cos2x — sin 2z.

Funkcia g(z) = 2cos 2z — sin2x = €°-%(2cos 2z + (—1)sin 2z) je $pecidlna pravd strana
typu (2),

a=0,=2= a+if=2 = k=0,
lebo 2i nie je koren charakteristickej rovnice,
lebo P(z) a Q(z) st konstanty.

Potom

y = 1" *(Acos2x + Bsin2z) = Acos 2z + Bsin 2z

a derivacie

y' = —2Asin 2z + 2B cos 2z, y" = —4Acos2x — 4B sin 2x.
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Dosadme do rovnice, upravime

—4Acos2x —4Bsin2x + Acos2x + Bsin2x = 2 cos 2x — sin 2z
—3Acos2x — 3Bsin2x = 2cos 2z — sin 2z

a porovnajme koeficienty pri sinusoch a kosinusoch.

2
pri cos2x: —34A=2 = A:_g

pri sin2x: —-3B=-1 = B=

W~

Takze

1
y:—gcos2x+§sin2x

a vSeobecné riesenie

2 1
yv:clcosx—i-czsinx—gcos2x+§sin2x, c1, ¢ € R, r € R.

Priklad 11.| N4jdime partikuldrne riesenie diferencialnej rovnice y” + 3y’ = 922 +3z —4,
ktoré spliia zaciato¢ni podmienku y(0) = 1, 3/(0) = 2.

Riesenie: Najskor najdeme vSeobecné rieSenie danej rovnice, teda v prvom rade hladame
vseobecné riesenie homogénnej diferencialnej rovnice, t. j. rovnice

y" + 3y = 0.
Prislachajuca chrakteristicka rovnica je
r? +3r=0.
Riesme ju.
P?+3r=0 & rr+3)=0 & r=0Vr=-3
Potom fundamentalny systém rieseni je

0.z _ 1
—3z

r =20 — Yy =€
P=-3 - p=e

a vSeobecné riesenie homogénnej LDR
yp = 1 + e
Néajdeme jedno riesenie y nehomogénnej LDR, teda rovnice
y' + 3y =222 + 3z — 4,

ktorej prava strana q(z) = 922 + 3z — 4 = €°-®(92% + 3z — 4) je Specidlna prava strana
typu (1), pricom

a=0 = k=1, lebo 0 je jednoduchy koren charakteristickej rovnice,
P(z) =922+ +3r —4 = P*(x) = A2’ + Bx +C.
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Takze
y =" (Ar* + Bz + C) = Az* + B2® + Cx

a derivacie
y' =3Ax* +2Bx + C, y"” = 6Ax + 2B.

Aby sme nasli nezname koeficienty A, B, C, dosadme do nehomogénnej LDR, upravme
ju a porovnajme koeficienty pri rovnakych mocninach x.

6A2°B + 3(3Az* + 2Bz + C) = 92%3z — 4
9Az% + (6A+6B)x +2B +3C =927 + 3x — 4

: pri z%: 94 =9 = A=1
priz: 6A+6B =3 = 6+6B=3 = B:—%
absolutny ¢len: 2B+3C=-4 = —-14+3C=-4 = (C=-1
Potom

- 1
y:x3—§x2—x

a vSeobecné riesenie danej rovnice je

1
yv:cl+02€_3”+x3—§:ﬂ2—x, c1, c2 € R, r € R.

Teraz najdeme partikularne rieSenie, ktoré splita podmienky y(0) = 1, 3/(0) = 2. KedZe
je dané aj hodnota prvej derivacie, najskor vyjadrime derivaciu y..

Y, = —3ce " +32° —x — 1

y(0)=1 = 1=c¢; +cpe’ l=c+c
y(0)=2 = 2=-3ce’—-1 2=—3c, — 1.
Z druhej rovnice ddostavame c; = —1 a po dosadeni do prvej rovnice 1 = ¢; — 1 dostaneme
¢ = 2. Takze hladané partikuldrne rieSenie je
32, .3 1 9
Yp=2—c¢ —|—£E—§£E -, z € R.

Priklad 12.| N4jdime partikuldrne riesenie diferencidlnej rovnice y” — 4y’ + 5y = cos 2z,
ktoré spliia zaciato¢nt podmienku y(0) = 0, 3/(0) = 0.

Riesenie: Najdime najskor vseobecné riesenie homogénnej LDR
y' — 4y + 5y =0.
Jej prisluchajica charakteristicka rovnica je

r2 —4r+5=0.
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KedZe diskriminant D = 16 — 20 = —4 < 0, rovnica méa komplexne zdruZené korene

4+ 2
2

=2t

o=
Urcéime fundamentélny systém riesent,

rm=2+1i + 1y =e**cosx
Yy = e**sinx

a vSeobecné riesenie homogénnej LDR je
. 2x 2x
Yp = C1€77 COST + Ce€” " SIN L.
Jedno riesenie 3 nehomogénnej LDR, t. j rovnice
" /
Yy — 4y 4 dy = cos 2z

odhadneme. Funkcia ¢(z) = cos 2z = €% %(1. cos 2z + 0. sin 2x) je $pecidlna prava strana
typu (2).

a=0, =2 = a+if=2i = k=0,
lebo 2i nie je korenl charakteristickej rovnice,
P(z) =1, Q(z) =0 = Pr(x)=A, Q' (z) = B,
lebo P(x) a Q(z) st konStanty.
Potom
y = 1" *(Acos2r + Bsin2z) = Acos 2z + Bsin2z

a derivacie
y' = —2Asin 2z + 2B cos 2, y" = —4Acos2x — 4B sin 2.
Dosadme do nehomogénnej LDR a upravme.

—4Acos2x — 4B sin 2z — 4(—2Asin 2x + 2B cos 2z) + 5(A cos 2x + B sin 2x) = cos 2z
(—4A — 8B +5A) cosx + (—4B + 8A + 5B) sin 2x = cos 2w
(A —8B)cos2x + (84 + B) sin 2z = cos 2z

Porovnajme koeficienty pri sinusoch a kosinusoch.

pri cos2x: A-8B=1
pri sin2z: 8A+B=0

Ak druhd rovnicu vynasobime 8 a s¢itame s prvou, dostaneme 654 =1 = A = —

65

8
a po dosadeni za A do druhej rovnice dostaneme B = — 65 Potom

_ 8 .
Yy = — cos2xr — — sin 2x

65 65
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a vSeobecné riesenie

1 8
Yy = 1% cosx + coe** sinx + 65 cos 2z — 6F sin 2z, c1, c3 € R, r € R.

Aby sme nasli partikularne riesenie, potrebujeme aj derivaciu vSeobecného riesenia.

2 16
2 oosr — — sin 20 — — cos 2.

65 65

2

Y, = 20162 cosx — cre®* sinx + 2¢0e?® sinx + c9e

VyuZzijme zaciatocné podmienky, hned budeme aj pocitat hodnoty jednotlivych vyrazov
a zapiseme iba nenulové hodnoty.

1 1
y0)=0 = O=ca+—_- = a=——
65 65

'0)=0 = 0=2c —|—c—§ = O:—3+0—E = c:§

Y L7265 65 65 2= 65

Hladané partikularne rieSenie potom je
1 18 1
Yp = —%GQICOSl’—F%ehsinm—i—@COSQl’—%SinZ%, r € R.

11.4 Nehomogénna LDR druhého radu s konstantnymi koeficientmi —
metdda variacie konstant

Ak pravé strana LDR nie je Specidlna prava strana, tak jedno rieSenie y nehomogénnej
LDR najdeme metdédou varidcie konstant.

METODA VARIACIE KONSTANT
Nech vSeobecné riesenie homogénnej LDR v + p1y/ + poy = 0 je v tvare

Yn = C1Y1 + C2Y2, c1, 2 € R.

Potom riesenie ¥ nehomogénnej LDR 3" + p1y/ + poy = q(x) mé tvar

y = c1(z)yr + c2(x)ya,

kde W W
ci(x) = Wl dx a )= W2 dx
a
Y1, Y2 0, Y2 Y1, 0
W - W y = y = , —=
(o) =1y ' 'Q(x)a Y 2T qlx)
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Poznamka: Metéda varidcie konstant je univerzalna metéda, mdZzeme ju pouzit, aj ked
mame Specialnu prava stranu. Je potrebné si vSak uvedomit, ze pri metéde variacie kon-
Stant, aby sme nagli nezndme funkcie musime integrovat a nie ku kazdej funkcii vieme néajst
primitivnu funkciu. Derivovat vSak vieme kazdu funkciu, a preto, pokial prava strana rov-
nice je Specidlna prava strana, tak rieSenie y je vyhodnej$ie odhadnit pomocou tvaru
Specialnej pravej strany.

2x

Priklad 13.| Najdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y” — 4y’ + 4y =

Riesenie: Najskor ndjdeme vSobecné rieSenie homogénnej LDR, teda rovnice

241

y' =4y +y=0.

Jej charakteristick& rovnica
7 —dr+4=0

ma dvojnasobny koren r = 2. Najdime fundamentalny systém rieseni.

r=2 i+ y =e*
Yo = we

Potom vSeobecné riesenie homogénnej LDR je
yp = 1% + coxe®®, c1, ¢ € R, r € R.
RieSenie y teda hladame v tvare

U= c1(2)e*™ + o) e

Wronskian
2x 2z 2z 2x
_ Y1, Y2 e, re e, xe _ J4x dr dor _ 4z
W = yi’ yé = [€2x] : [xe%] ‘ 26236, e2% 4 9yt = €™ + 2ze 2re e,
0, ze? 0, ze? -
Wl — 07 Y2 — 6290 = 6290 - _ LC€4
), s xe?® — ¥4 2xe?® 2241’
62907 0 62907 0 .
WQZ yl/’ 0 — , 6237 — 6237 —
T 2x 2 2x [E2 1
y]_ q() [6 ]7,%2—'—1 € 71'24—1 +
Potom
$64$
%%} 241 / x 1 / 2x 1 )
a@)= [ —wdov= | ———dr = — dr = —= der = — = In(z*+1),
1) /W / edw 2+ 1 2) x2+1 2 ( )
4x

e

W 2 1
co(x) = W2 x:/xej;ldx:/x2+1dx:arctgx.
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Nasli sme nezndme funkcie c;(x) a co(x), ktoré s v rieSeni y, takze

~ 1 2 2z 2z 2x 1 2
v=-3 In(z® + 1)e** + (arctg x)ze™ = ™ | — 5 In(z®+ 1)+ xarctgzx | .

Vseobecné riesenie danej LDR je

1
Yo = 1627 + cyze®® + (— 3 ln(a:2 + 1) + zarctg :17) , c1, 2 € R, r € R.

Priklad 14.| N&jdime vSeobecné rieSenie diferencidlnej rovnice y” + 4y =

sin 2x
T 7
a partikuldrne rieSenie, ktoré spliia zaciato¢ni podmienku y (Z) =1, v <Z> =7
L L @ . 1 .
Riegenie: Pretoze sin2x = 0 & = = k—, k € Z, funkcia ¢(z) = — je spo-
2 sin 2x

jitd na intervaloch Ji, = </<; g, (k+ 1)%) , k € Z. Najskor riesime rovnicu

y" +4y = 0.
K nej prislachajiuca charakteristicka rovnica
r24+4=0
ma dva komplexne zdruzené korene 7 5 = £2i. Potom

r =2 + y =e’%cos2x = cos2w

Yo = €% % sin 2z = sin 2z
a vSeobecné riesenie homogénnej LDR je
g, (k+1)5> keZ

Yp = €1 €COS 2x + co 8in 2, c1, 3 € R, T E (k 5

RieSenie 7, kedZe pravé strana nie je Specidlna, hfaddme v tvare

y = c1(x) cos 2z + co(x) sin 2z.

Vypocitajme
cos 2z, sin2x 9 .9 2 . 9
W = . = 2cos” 2z + 2sin” 2z = 2(cos” 2z + sin” 2z) = 2,
—2sin 2z, 2cos2z ~ ~- 4
1
0, sin2z in 2
W, = :_s%n :c:_L
———, 2cos2zx sin 2x
sin 2x
cos2x, 0 9
W, = . _ CF)S z
—2sin 2z, - sin 2x
sin 2x
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Potom W )
ca(zr) = Wldx:/%dx:—g,
cos 2x
1% : 1 2 1
cz(x):/wﬂuz/%dx:§/Z?§2§dzzzln|sin2x|
a

N 1
7= — %cos 2x + 1 (In | sin 2x|) sin 2.

Vseobecné riesenie nehomogénnej LDR je

1
yv:clcos2x+cgsin2a:—gc032x+zsin2xln|sin2x],
c1, ca € R, :L"G(k‘g, (k+1)g>,k:eZ.

9 9 , . , .V . T T .
Kedze hladame partikularne rieSenie v bode oy = — € (O, —), tak na tomto intervale

4 2
je sin2x > 0, a preto In|sin2z| = In(sin2z) pre = € <0, %) Vypocitajme derivaciu

vSeobecného rieSenia, aby sme mohli vyuzif zaciatocné podmienky.

Cos 2x 1 1 2cos 2z

Y., = —2¢; sin 2z + 2¢, cos 2z — + xsin 2z + 5 Cos 2z In(sin 2z) + 1 sin 2x

sin 2x

Skor ako dosadime za x a y do vSeobecného riesenie a do derivace, uvedomme si, ze
7T ™ . .
akxry = n tak cos2xg = cos 5 = 0 a sin2zy=sin 5= 1.

Teda

y(%)z = l=c = =1,

, 7r) T T T
—l== = —-—=-2 - = =0.

Y <4 1 - Ty “
Hladané partikularne rieSenie je

1
Yp = sin 2z — gcos 2z + 1 sin 2z In(sin 2x), T € (0, z) :

11.5 Cvicenia

1. Najdite vSeobecné riesenie diferencialnej rovnice
a)y'—y —6y=4,  b)y'+y =6x-1  c)y +y=>5¢",
d) vy’ — 4y = 4e*, e)y' +2y +y=4de "
2. Najdite vseobecné riesenie diferencialnej rovnice
a) ¥y’ +4y = cosz +sinz, b) vy’ — 4y + 5y = sin 2z, c) vy’ + 4y = cos 2z.
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3. Najdite vseobecné riesenie diferencialnej rovnice
x

&
a)y'+y= b)y”—2y’+y:;-

cosx’
4. Najdite partikularne rieSenie diferencialej rovnice, ktoré spliia zaciatoéntt podmienku
a)y' +y =4x+1, y(0) =1, y(0) = -3,

b) ' +2y +2y = , y(0) =—1, ¥'(0) = 1.

ercosx

VYSLEDKY

2
1. a) Yy = 163 4 cpe™ % — 3 c1, o € R, x€R,
b)y=c1 + e *+322—Tx, ¢, » € R, v € R,
1
c) y:clcosx—i-cgsinx—i—ge?’x, c1, o € R, xeR,

d) y =c1e* + e +xe*, ¢1, c € R, x € R,
e)y=ce " +cre®+2r% ¢, » €R, T E€R.

5 3
2.a)y=c; +ce ¥ — —cosx+ —sinx, ¢, ¢ € R, v €R,
17 17 ]
b) y = c1e* cosx + xe** sinz + a5 oo 21 + @sin%v, c1, o € R, T €R,

c) y:clcos2x+cgsin2x+1xsin2x, ¢, 2 €R, x€R,
3.a)y=cosz(c;+1n|cos|) +sinz (o + ), c1,c2 € R,

v € Jyp = (g(1+2k),g(3+2k)>,k62,

b) y=¢€"(c; + cox —x +xn|z|), 1, co € R, x € (—00,0) V z € (0, 00).
4. a) y, =22 —-3r+1, v €R,

b) y, =e *(—cosx +coszln|cosz|+xsinz), = € (—g, g)
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