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PREDHOVOR

Mili ¢itatelia,

skriptd sme napisali pre predmet Zaklady aplikovanej Statistiky, ktory sa vyucuje
v druhom ro¢niku bakaldrskeho $tadia ako povinne volitelny predmet. Text skript obsahuje
kapitoly Pravdepodobnost’, Nahodné premenné, Viacrozmerné ndhodné premenné, Tvorba
nahodného vyberu a opisna tatistika, Bodové odhadovanie, Statistické intervaly a rozsahy
vyberov pri danej presnosti bodovych odhadov, Testy hypotéz v jednom vybere a Indukéna
Statistika pre dva vybery.

Pri pisani skript sme kladli doraz na to, aby text bol ¢o najblizsi k inzinierskemu
mysleniu. Vyhybali sme sa exaktnym matematicky formulovanym definicidm. Nové terminy
sme sa snazili definovat’ tak, aby boli zrozumitelnejSie technikom a pritom nestracali svoju

¢

»exaktnost™. Kazdy termin preto vysvetl'ujeme aj na prikladoch a obrazkoch.

Chceme upozornit’ na niektoré rozdiely od bezne dostupnych slovenskych a ¢eskych
ucebnych textov z oblasti Statistiky. V prvej kapitole kladieme doraz na Statisticku definiciu
pravdepodobnosti, ktord ma v inzinierskej praxi velky vyznam, obzvlast v Statistickej
regulacii produkénych a meracich procesoch. Ciselné a grafické metody opisnej Statistiky
prezentujeme aj na konkrétnom priklade z praxe. Uvadzame tri druhy Statistickych intervalov.
Okrem intervalu spolahlivosti pre parametre rozdeleni sa zaoberame predikénym intervalom
ohrani¢ujicim hodnotu budiceho merania, ktoré chceme urobit. Toto je niekedy vel'mi
dolezit¢ pre rozhodovanie, ¢i urobit alebo neurobit’ dalSie meranie. Za vel'mi dolezity
povazujeme Statisticky toleran¢ny interval, ktory s danou spolahlivostou pokryva aspon
zadany podiel hodnét celého zakladného suboru. Pomocou tohto intervalu sme prispeli
k vyrieSeniu zavazného problému v dvoch firmach na Slovensku a jednej v USA. V tejto Casti
sa opierame o vlastné vysledky publikované v monografidch uvedenych v prilohe. V testovani
hypotéz je v praxi vel'mi ddlezitd chyba druhého druhu asiiou stvisiaca sila testu, ktora
pomadha detegovat’ odchylky od menovitej hodnoty meranej veli¢iny. Toto mé velky vyznam
v regulécii procesov. Nemaly vyznam ma aj stanovenie rozsahu ndhodného vyberu, t. j. kol'ko
merani je potrebné urobit, aby sme s danou spolahlivostou detegovali rozdiel medzi
menovitou hodnotou a skuto¢nou hodnotou meranej veli¢iny. Na to slazia najmi krivky
operativnej charakteristiky, ktoré su uvedené v prilohe.



Hoci je text skript napisany pre bakaldrske Studium, posluzi aj Studentom inzinierskeho
a doktorandského Studia. Vyskumnikom a pracovnikom z technickej praxe moze pomoct’ pri
spracovani a vyhodnocovani experimentalnych dat.

Skriptd obsahuju vela rieSenych prikladov, na ktorych su zrozumitelne vysvetlené
zakladné pojmy. Na konci skript st uvedené najpotrebnejsie Statistické tabul’ky.

Za pripomienky a vypracovanie recenznych posudkov d’akujeme prof. Ing. Ladislavovi
Starekovi, CSc. a doc. RNDr. Karolovi Pastorovi, PhD.

Autori



Pravdepodobnost

1 PRAVDEPODOBNOST

1.1 Nahodny experiment, vyberovy priestor a nahodna udalost’

Ciele vyucby

[
[
[

[]

Vysvetlit’ terminy ndhodny experiment, vyberovy priestor a nahodna udalost.
Definovat’ vyberovy priestor a ndhodnt udalost’ v ndhodnom experimente.

Definovat’ nové zdruzené udalosti z existujiicich udalosti pomocou mnozinovych opera-
cii.

Posudit’, ¢i st udalosti disjunktné (vzajomne sa vylucujuce) a ¢i tvoria uplny systém.

Nahodny experiment

Ked’ rozne vysledky sa ziskaji v opakovanych pokusoch, experiment sa nazyva ndhodny ex-

periment. Niektoré zdroje variability vysledkov su kontrolovatel'né a iné su nekontrolovatel-

né.

Napriklad, pri skasani Zivotnosti ziaroviek k zdrojom premenlivosti (variability) patri:

material,

vyrobny postup,

vyrobné prostredie (teplota, vlhkost’ atd’.),
meraci pristroj,

kolisanie elektrického prudu,

ozorovatel (merac).
p

Vyberovy priestor (2

Vyberovy priestor je mnozina moznych vysledkov ndhodného experimentu. Definujeme dva

typy vyberovych priestorov.

1.

2.

Diskrétny vyberovy priestor: sklada sa z konecného (alebo spocitatel'ne nekonecného)
poétu vysledkov. Napriklad hod mincou: 2 = {hlava,znak}.
Spojity vyberovy priestor: skladd sa z nekonecnej a nespocitatelnej mnoziny vysled-

kov. Napriklad dizka Zivota uspornej ziarovky: 2 ={x: x > 0}.
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Nahodna udalost’ E

Néhodna udalost’ (d’alej len udalost) je podmnozina vyberového priestoru patriaceho
k ndhodnému experimentu.

MnoZinové operacie

Na stanovenie novych zlozenych udalosti z existujicich udalosti sa pouzivaji tri mnozinové

operacie:
1. zjednotenie ( £, U E,): kombinacia vSetkych vysledkov z E, a E,,
2. prienik (£, N E,): obsahuje spolo¢né vysledky, ktoré patria do £, a sucasne do E,,
3. doplnok (E' alebo E): obsahuje vysledky, ktoré nepatria do E. Viimnime si, Ze
(E"Y =E,pricom EUE'=Q.
ZiKkony pre mnoZinové operacie

Pri mnozinovych operaciach sa pouzivaju nasledujuce zakony:

1. komutativny zikon
ENE,=E,NE, EVUE =E UE,
2. distributivny zakon
(E,NE,)VE,=(E,VE,)N(E,VE,),
(E,VE,)NE,=(E,NE,)U(E,NE,),

3. deMorganov zakon

’ !

(E,NE,) =E/UE,, (E,UE,) =E/NE,.

Disjunktné udalosti a Gplny systém

Udalosti E,E,,...,E, st disjunktné (vzajomne sa vylu¢ujuce), ak nemaju ziaden vysledok

spolo¢ny. Pre disjunktné udalosti plati:
E.NE, =< pre vietky dvojice (i,/): i ).
Disjunktné udalosti £, E,,...,E, tvoria uplny systém, ak sa ich zjednotenie rovna (2, t. ].

E VE,U...UE =0,
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£y

Obr. 1.1. Vzdjomne sa vylucujuce udalosti tvoriace uplny systém

Priklad 1.1

V experimente sa meraju doby nabehu (jednotka: minuta) reaktora na dve davky.

1. Definujme vyberovy priestor experimentu.

Q= {x: x> 0} , kde x reprezentuje dobu nabehu reaktora

. Definujme udalost' A, ze doba ndbehu reaktora z prvej davky je menSia ako 55 mintt

a udalost’ B, Zze doba nabehu reaktora z druhej davky je vécsia ako 70 mintt.

A={x:0<x<55}

B={x: x>70}

. Vyjadrime mnozinové operacie AU B; ANB; B'.

AU B ={x:0<x<55vx>70}- reaktor nabehne do 55 min alebo az po70-tich min.

AN B = — reaktor nemoze nabehnut’ do 55 min a sucasne po70-tich min.
A = {x: X2 55} — reaktor nabehne najskor za 55 min.

. Stt udalosti A a B vzajomne sa vylucujuce?

Ano, lebo ANB=0 .

. Tvoria udalosti A a B uplny system?
Nie, lebo AUB# 2.

Diagramy

Diagramy sa ¢asto pouzivaju na zobrazenie vyberového priestoru a udalosti v danom nahod-

nom experimente

1. Vennov diagram: ObdiZnik reprezentuje vyberovy priestor a kruhy oznaéuju jednotlivé

udalosti, ako vidiet’ na nasledujicom obrazku.
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Obr. 1.2. Vennove diagramy zjednotenie, prienik a doplnok

2. Stromovy diagram: Vetvy reprezentuji mozné vysledky, ako vidiet’ na nasledujiucom ob-
razku. Metdda stromového diagramu je uzitocna, ked’ vyberovy priestor je vytvoreny pro-
strednictvom viacerych krokov alebo stuptnov.

HHH HHZ HZH HZZ ZHH ZHZ Z7ZH ZZZ

Obr. 1.3. Stromovy diagram vysledkov pri hode tromi mincami naraz

(H — padne hlava, Z — padne znak)

1.2 Pojem pravdepodobnosti

Ciele vyucby

T Vysvetlit' termin pravdepodobnost’.

'l Definovat’ pravdepodobnost’ udalosti.

Pravdepodobnost’

Pravdepodobnost’ udalosti znamend moznost’ nastania udalosti v nahodnom experimente. Ked’
L2 oznacuje vyberovy priestor, potom platia nasledujice podmienky:
1. P(2)=1
2. 0<P(A)<1,kde 4 je 'ubovol'na udalost’,
3. P(4 VA, VA, )=P(A4)+P(A4)+P(4)+---, pricom udalosti A4,4,,4,,... st
disjunktné.

10
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Klasicka definicia pravdepodobnosti

Ak sa vyberovy priestor sklada z n vysledkov, ktoré maji rovnaku moznost’ nastania, tak
pravdepodobnost’ kazdého vysledku je 1/n. Pravdepodobnost Tubovolnej udalosti
A obsahujucej k rovnako moznych vysledkov je potom

P(A)=%.

Poznamka. Pre 'ubovol'nu udalost’ A plati, ze P(A4")=1-P(A).

Statisticka definicia pravdepodobnosti

Ked nezévisle n krat opakujeme pokusy v danom nahodnom experimente a sledovana udalost’

. oo k
A nastane kkrat, potom relativna pocetnost’ nastania udalosti 4 je &, (4)= (n); ak pre
n

n — oo bude relativna pocetnost’ kolisat’ v stale uzsich medziach okolo urcitého ¢isla, moze-

me predpokladat’, Ze toto ¢islo je pravdepodobnost’ udalosti 4, t. j. P(4)=1im#, (A4). Hodno-

tu P(4) odhadneme pomocou relativnej pocetnosti
P(A)=h (A)= kn) :
n

Poznamka. Rozdiel medzi klasickou a Statistickou definiciou je v tom, ze pri klasickej defi-
nicii sme podiel priaznivych vysledkov £ a vSetkych moznych vysledkov #, t. j. relativnu po-
Cetnost’, dostali na zaklade objektivnych vlastnosti skimanych udalosti; vypocitali sme ju
pred realizaciou ndhodného experimentu. Pri pouziti Statistickej definicie relativnu poc¢etnost’
vypocitame zo skuto¢ne vykonanych pokusov v ndhodnom experimente.

1.2.1 Pravdepodobnost’ zdruZenych udalosti

Ciele vyucby
T] N4jst pravdepodobnost’ zdruzenej udalosti za pouzitia pravdepodobnosti jednotlivych
udalosti.
Pravdepodobnost’ zdruzenej udalosti

Pravdepodobnost’ zdruzenej udalosti mozno Casto vypocitat’ pouzitim pravdepodobnosti jed-
notlivych udalosti. Ked” pravdepodobnosti jednotlivych udalosti sit zndme, na vypocet prav-
depodobnosti zdruzenej udalosti pouzijeme nasledujice pravidla:

P(AVU B)=P(A)+ P(B)— P(AnN B) plati vSeobecne;

11
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P(Au B) = P(A)+ P(B) plati, ked’ su udalosti disjunktné, t.j. ANB = ;

P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)— P(ANB)—P(ANC)~P(BNC)+P(AnBNC).

Obr. 1.4. Vennove diagramy pre pravdepodobnosti zdruzenych udalosti

Priklad 1.2

Ucitel’ statistiky povedal Studentom, Ze pravdepodobnosti ziskania hodnotenia A, B, C, D
a horsie s 1/5, 2/5, 3/10 a 1/10. N4jdeme pravdepodobnosti ziskania hodnotenia:

1. A alebo B;

2. B ahorsie.
RieSenie
Nech E|,E,,E,,E, oznatuju udalosti ziskania hodnotenia A, B, C, D a horsie. Tieto

udalosti su disjunktné a tvoria Uplny systém, lebo

P(E,UE, UE,UE,)=P(E))+P(E,)+P(E,)+P(E,) = %+%+%+%:1.

1. Udalost ziskania hodnotenia A alebo B je E, U E, . Teda plati:

P(E, U E,) = PUE) + P(Ey) ~ P(, N Ey) = + 2 -0=2.

2. Udalost ziskania hodnotenia B alebo horsie je E, U E, UE,, ¢osarovna E|. Preto

P(EzUE3UE4):P(E{):]—P(EI)ZI_%:%'

Priklad 1.3

Vysledky skusky odolnosti proti poskrabaniu (OPP) a na otrasuvzdornost (OV) 100 diskov
z polykarbonatového plastu st v Tab. 1.1.

Nech A oznacuje udalost’, ze disk ma vysokt odolnost’ proti poskrabaniu (OPP), potom A’
oznacuje udalost, ze disk mé nizku OPP. Nech B oznacuje udalost’, Ze disk mé vysoku otra-
suvzdornost’ (OV), potom B’ ozna¢uje udalost’, Ze disk ma nizku OV (Tab. 1.2).

12
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Tab. 1.1
oV
OPP
Vysoka Nizka
Vysoka 80 9
Nizka 6 5
Tab. 1.2
oV
OPP Z
Vysoka (B) Nizka (B")
Vysoka (A) 80 9 89
Nizka (4") 6 5 11
> 86 14 100

1. Ked’ ndhodne vyberieme disk, aka je pravdepodobnost, Ze disk mé vysoktit OPP aj OV?

P(AmB):&:O,8:80%.
100
2. Ked ndhodne vyberieme disk, akd je pravdepodobnost, ze disk ma vysokt OPP alebo
ov?
89 86

Vieme, ze P(A)=——, P(B)=—— a P(ANnB)= & Potom
100 100 100

&9 N 86 80 _ 95
100 100 100 100

3. Zoberme do uvahy udalost’, Ze disk ma vysoka OPP, a udalost’, ze disk ma vysoku OV.

P(AU B)=P(A)+ P(B)— P(ANB) = =95%.

Su tieto udalosti disjunktné (vzajomne sa vylucujuce)?

Pretoze P(ANB) = % #0, udalosti 4 a B nie st disjunktné.

1.3 Podmienena pravdepodobnost’

Ciele vyucby

'] Vysvetlit’ termin podmienena pravdepodobnost’ medzi udalostami.
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Pravdepodobnost

'l Vypocitat’ podmienent pravdepodobnost’ udalosti.

Podmienena pravdepodobnost’

Podmienend pravdepodobnost P(B |A) je pravdepodobnost’ udalosti B podmienena udalo-

stou 4. Na vypocet podmienenej pravdepodobnosti sa pouziva nasledujici vzorec:

P(ANB)

P(B|4) = 20

,kde P(4)>0.

Priklad 1.4

Nova metdda monitorovania syndromu karpalneho tunela (CTS) v pracovnom prostredi sa
testuje na dvoch skupinéach l'udi: 50 pracovnikov, ktori maja CTS a 50 zdravych pracovnikov,
ktori nemaju CTS. Zhrnutie vysledkov testu je v nasledujucej tabul’ke (Tab. 1.3).

Tab. 1.3
. Vysledok testu
Skupina ‘
Negativny Pozitivny
CTS 10 40
Zdravi 45 5

Nech A oznauje udalost’, Ze pracovnik ma CTS, a A4' udalost’, ze pracovnik nema CTS.
Nech B oznacuje udalost, ze CTS test je pozitivny, a B" udalost’, Ze CTS test je negativny
(Tab. 1.4).

Tab. 1.4
Skupina Vysledok testu z
Negativny (B") Pozitivny (B)
CTS (4) 10 m =
Zdravi (4") 45 5 -
& > 45 100

1. Najdime pravdepodobnost’, ze CTS test je pozitivny ( B ), ked pracovnik ma CTS (A4).
50 45 40
Vieme, ze P(A)=——-, P(B)=—— a P(AN B)=——, potom plati:
(D=0 P =199 @ PANBI =1 potom

P(ANB) _40/100 4
P(4)  50/100 5

80 % .

P(B|4) =

14



Pravdepodobnost

2. N4ajdime pravdepodobnost’, ze pracovnik ma CTS ( 4 ), ked’ CTS test je pozitivny (B ).

P(A|B)=zr>(,amza)=40/1oo:@=88 -
P(B)  45/100 45

1.4 Uplna pravdepodobnost’

Ciele vyucby
[l Vysvetlit’ pravidlo o ndsobeni pravdepodobnosti.
"1 Vysvetlit’ pravidla o Gplnej pravdepodobnosti.
Pravidlo o nasobeni pravdepodobnosti

Z definicie podmienenej pravdepodobnosti vyplyva nasledujice pravidlo o ndsobeni pravde-
podobnosti

P(ANB)=P(B|4)P(A)=P(A|B)P(B)=P(BNA).

Pravidla o uplnej pravdepodobnosti
1. Ked udalost’ B je rozdelena na dve disjunktné udalosti BN A4 a BN A', potom plati:

P(B)=P(BNA)+P(BNA")=
= P(B|A) P(4)+ P(B|4") P(4).

Cone />

Obr. 1.5. Rozdelenie udalosti B na dve vzdjomne sa vylucujuce udalosti

2. Nech A4;, 4y,..., 4 je uplny systém vzajomne sa vylu¢ujucich (disjunktnych) udalosti, po-

tom plati:
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Pravdepodobnost

P(B)=P(BNA)+PBNA4)+--+P(BN4)=..
= P(B|4,) P(4)+ P(B|4,) P(4,)+--+ P(B|4,) P(4,).

BN A, B

) BN A,

A,

Obr. 1.6. Rozdelenie udalosti B na k vzajomne sa vylucujuci udalosti

Priklad 1.5

V predchadzajicom priklade opisany experiment metdody monitorovania CTS naznacuje, Ze
pravdepodobnost’ monitorovania pracovnika, ktory ma CTS (A4), ako pozitivneho (B ) sa
rovna 0,8. Pravdepodobnost’ monitorovania pracovnika, ktory nema CTS ( 4"), ako pozitivne-
ho (B) je 0,1. Z tychto tvrdeni vyplyva, ze

P(B|4)=0,8 a P(B|4)=0,1.

Predpokladajme, Zze vyskyt CTS v priemysle mé pravdepodobnost’ P(A4)=0,0017=0,17 %.
Najdeme pravdepodobnost’, ze ndhodne vybrany pracovnik mé pozitivny CTS test (B) na

pracovisku.
Vieme ze P(A4)=0,0017, potom P(A")=1-P(4)=1-0,0017=0,9983.
Pouzitim pravidla u Gplnej pravdepodobnosti dostaneme:
P(B)=P(B|4)x P(4)+ P(B|A")xP(4') =
=0,8x0,0017+0,1%x0,9983=0,101.

Priklad 1.6

Na vyhodnotenie predbeznych navrhov produktov sa vyuzivaji ndzory zakaznikov.
V minulosti 95 % vel'mi Gspesnych produktov, 60 % mierne uspesnych produktov a 10 % sla-
bych produktov ziskalo dobré hodnotenie. Okrem toho, 40 % dizajnov produktu bolo vel'mi
uspesnych, 35 % mierne uspesnych a 25 % dizajnov produktu bolo slabych. Ndjdeme pravde-
podobnost’, ze produkt dostane dobré hodnotenie.

16



Pravdepodobnost

RieSenie
Nech 4,4, a A; reprezentuji udalosti — ,,velmi Gspesny produkt®, ,,mierne uspesny

produkt® a ,,slaby produkt“. Oznacme G udalost’, ziskanie dobrého hodnotenia od zdkazni-
kov. Potom

P(G|4)=0,95; P(G|4,)=0,60; P(G|4,)=0,10;
P(4)=0,40; P(4,)=0,35 a P(4,)=0,25.

Udalosti 4,4, a 4, sa disjunktné a tvoria uplny systém, pretoze plati:
P(A VA, UA)=P(A)+P(4,)+P(4,)=
=0,40+0,35+0,25=1= P(£2).
Ked’ pouzijeme pravidlo o uplnej pravdepodobnosti, dostaneme:
P(G)=P(G|4)x P(4)+ P(G|4,) x P(4,) + P(G|4,) x P(4;) =
=0,95%0,40+0,60x0,35+0,10x0,25=0,62 = 62 %.

1.5 Nezavislost’ dvoch udalosti

Ciele vyucby

71 Vysvetlit’ termin nezavislost’ medzi udalost’ami.

[1 Posudit’ nezavislost’ dvoch udalosti.

Nezavislost’ udalosti

Dve udalosti A a B su stochasticky nezavislé, ked’ vyskyt udalosti 4 nema ucinok na prav-
depodobnost’ udalosti B a naopak. Inak povedané, dve udalosti 4 a B su nezavislé vtedy,
ked’ plati jeden z nasledujucich vztahov:

1. P(A|B)=P(4)
2. P(B|4)=P(B)
3. P(AnB)=P(A)P(B)

Odvodenie vzahu P(ANB)=P(A) P(B):
Ked 4 a B st nezavislé, potom plati:

P(ANB)

P(B|4)= 0

=P(B) = P(AnB)=P(4)P(B).

17



Pravdepodobnost

Priklad 1.7
Pre CTS test (Priklad 1.4) sme vypocitali tieto pravdepodobnosti:

4

_ 4 4
;-

P(B) P(B|4) =

Overime, ¢i udalosti 4 a B s nezavislé. Pretoze P(B|A) :% # P(B)= % , udalosti

A a B nie su nezavislé. To znamend, ze informacia o vysledkoch CTS testu je uzito¢na pre

monitorovanie pracovnikov majucich CTS na pracovisku.

1.6 Bayesova veta

Ciele vyucby
71 Aplikovat’ Bayesovu vetu na ndjdenie podmienenej pravdepodobnosti, ked’ udalost’ je
rozdelena na niekol’ko disjunktnych udalosti tvoriacich Gplny systém.
Bayesova veta

Z definicie podmienenej pravdepodobnosti dostaneme:

P(A|B):P(AmB) _PBIHPMA) _ PBIAHPMA)
P(B) P(B) P(BNA)+P(BNA)
P(B|4) P(4)

" P(B|4) P(4)+ P(B|A) P(4)

Z pravidla o nasobeni pravdepodobnosti pre subor k disjunktnych udalosti 4, 4y, ..., 4, tvo-

riacich tplny systém (2 a l'ubovolnej udalosti B odvodime vSeobecny tvar Bayesovej vety:

PM“”:HBMH%QZ P(B|4)P(4) _
' P(B) P(BNA)+P(BNA)+--+P(BNA,)
P(B|4,) P(4)

" P(B|4) P(4)+ P(B|4) P(4,)+--+ P(B|4,) P(4;)

Priklad 1.8
V predchadzajtcich Castiach (Priklad 1.4 a Priklad 1.5) sme vypocitali pravdepodobnosti:
P(B|A) =0,8; P(B|A")=0,1; P(A)=0,0017 a P(B)=0,101.
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N4jdeme pravdepodobnost’, ze nahodne vybrany pracovnik ma CTS ( 4), ked’ test je pozitiv-

ny (B).

RieSenie

Pouzitim Bayesovej vety dostaneme

sl PBIDPA) P(B|4) P(4) _
=55y~ Pl PA) + P PO

~0,8x0,0017

0,101

=0,01344 =1,344 %.

Pretoze vyskyt CTS v priemysle je maly (0,17 %), pravdepodobnost, ze nejaky pracov-

nik ma CTS, je tiez pomerne mala (1,344 %), hoci test je pozitivny.

Vypocet ukazeme s pouzitim nasledujticej tabul’ky:

Tab. 1.5
Udalosti Apridrne pravde- Podmienené Pravdepodobnosti Aposteridrne
4 podobnosti pravdepodobnosti prienikov pravdepodobnosti
’ P(4) P(B|4;) P(4; N B) P(4|B)
A 0,0017 0,8 0,00136 0,01344
A’ 0,9983 0,1 0,09983 0,98656
1,0000 P(B)=0,10119 1,0000
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Ndahodné premenné

2 NAHODNE PREMENNE

Ciele vyucby

[l Vysvetlit’ terminy ndhodna premenna X, obor hodndt X.

"1 Vysvetlit’ rozdiel medzi diskrétnymi a spojitymi ndhodnymi premennymi.
Nahodna premenna

Néhodna premennd, oznacovana vel’kym pismenom ako napriklad X, priradi redlne ¢isla jed-
notlivym vysledkom ndhodného experimentu. VSimnime si, Ze namerand hodnota (pozorova-

nie, realizécia) sa oznacuje malym pismenom, napr. x = 70 mA.

Mnozina vSetkych moznych hodndt premennej X tvori obor hodndt ndhodnej premen-

nej X. V zavislosti od typu oboru hodndt definujeme dve kategérie ndhodnych premennych:

1. Diskrétna nahodna premenna: ma konecny (alebo spocitateI'ne nekonecny) obor hod-
not. Napr. hadzanie mincou (X) nadobuda dve hodnoty: x=0 (padne hlava) a x =1
(padne znak).

2. Spojita nahodna premenna: obor hodnoét je interval redlnych Cisel (konecny alebo ne-
koneény). Napr. dizka Zivotnosti Gispornej Ziarovky X nadobuda hodnoty x >0 .

2.1 Diskrétne nahodné premenné

2.1.1 Rozdelenia pravdepodobnosti a pravdepodobnostné funkcie

Ciele vyucby
"1 Vysvetlit’ terminy pravdepodobnostné funkcia a distribucné funkecia.
1 Urc¢it pravdepodobnostnu funkciu diskrétnej nahodnej premenne;.
Rozdelenie pravdepodobnosti

Rozdelenie pravdepodobnosti udava ako st pravdepodobnosti rozdelené na hodnotach x, ktoré
nadobuda nadhodna premennd X.

Na vyjadrenie rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X sa pouzivaji dva ty-
py funkeii:
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Nahodné premenné

1. pravdepodobnostna funkcia (p. f.): vyjadruje pravdepodobnost’ hodnoty nahodne;j

premennej X, t. j. P(X =x,),

2. distribuéna funkcia: vyjadruje sucet pravdepodobnosti hodndt premennej X, ktoré su

mensie ako Specifikovana hodnota alebo st rovné tejto hodnote, t. j. P(X <Xx;).

Pravdepodobnostna funkcia (p. f.)

Pravdepodobnostna funkcia diskrétnej ndhodnej premennej X, oznacovand ako f(x), je defi-

novana
f(x)=PX =x,), X, =x,,%,,...,X,,
¢o mdzeme vyjadrit’ tabulkou
Tab. 2.1
X X, X, X, X,
Jx) f(x) S (xy) S (%) f(x,)
Pravdepodobnostné funkcia spiiia nasledujuce vlastnosti:
1. f(x,)=0 pre vSetky x,
2. z S(x)=1
i=1
Potom jej graf je:
Ax)
A
L ]
L ]
i o
. | |
i ! L o
X [ X

=

-3

=1
ted

Obr. 2.1. Pravdepodobnostna funkcia d. n. p. X

Priklad 2.1

Znamky n =50 Studentov zo Statistiky su v nasledujucej tabulke (Tab. 2.2).

Ur¢ime pravdepodobnostni funkciu f{x) nahodnej premennej X (znamka z predmetu)

a nakreslime jej graf.
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Tab. 2.2
Znamka A B C D E FX
Pocet Studentov 5 8 10 12 10 5
Riesenie

Nech nahodna premenna X (znamka z predmetu) nadobuda hodnoty x =1,2,3,4,5,6 re-

prezentujuce znamky A, B, C, D, E a FX.

Tab. 2.3
X 1 2 3 4 5 6
Podet Studentov 5 8 10 12 10 5

Najskor vypocitajme hodnoty pravdepodobnostnej funkcie:

5 8 10
x)=P(X=1)=—=0,1 x,)=P(X=2)=—=0,16 x)=P(X=3)=—=0,2
S (x)=P( ) 50 S (x)=P( ) 50 S (x)=P( ) o
12 10 5
f(x)=P(X=4)=—=0,24 f(x)=P(X=5)=—=0,2 f(x)=P(X=6)=—=0,1
50 50 50
Potom
f(x) dana tabul’kou: f(x) dané grafom:
x | fv) fx)
A
1 0,10 3
0,25
2 10,16 : '
3 1 020 0,20 7 » °
4 | 0,24 0.15 !
5 10,20 0107 !
6 | 0,10 005 |
2 1 1 2 3 4 5 6 x

2.1.2 Distribu¢né funkcie

Ciele vyucby

Tl Vysvetlit’ termin distribucna funkcia diskrétnej ndhodnej premenne;.

'] Ur¢it distribu¢nu funkciu diskrétnej ndhodnej premenne;.
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Distribu¢na funkcia (d. f.)

Distribu¢na funkcia diskrétnej nahodnej premennej X, oznacovana F(x), je definovana

F(x)=P(X<x)=) f(x)=Y P(X =x,),

X; <x X; <x

¢o mdzeme vyjadrit’

0, X <X,
f(x1)9 X1£X<X2
J )+ f(x,), NSX<X,

F(x)=

SO+ () ++ f(x), X <x<x

1 x, <x

Distribu¢na funkcia ma nasledovné vlastnosti:
1. 0L F(x)<1 pre l'ubovolné realne x,
2. F(x1)<F(xy) pre x; <xp,
3. f(x)=F(x)-F(x,_,).

F(x)
|
L =% fix,)
o
[ flxy)
fix),
— i
PAxy)
o 4§ = X
X, X, Xy . X,

Obr. 2.2. Distribucna funkcia

Priklad 2.2

V predchédzajicom priklade sme vypocitali tieto pravdepodobnosti:
P(X=1)=0,10; P(X=2)=0,16; P(X=3)=0,20;
P(X =4)=0,24; P(X=5)=0,20; P(X =6)=0,10.

Urcime distribu¢nt funkciu F(x) premennej X a nakreslime jej graf.

23



Ndahodné premenné

Riesenie

Pouzitim pravdepodobnostnej funkcie n. p. X dostaneme:

— hodnoty d. f- v jednotlivych bodoch:
F()=P(X <1)=P(X =1)=0,1
F(2)=P(X<2)=P(X=1)+P(X =2)=0,1+0,16=0,26
F(3)=P(X <3)=0,10+0,16+0,20 = 0,46
F(4)=P(X <4)=0,10+0,16+0,20+ 0,24 = 0,70
F(5)=P(X<5=0,10+0,16+0,20+ 0,24+ 0,20 = 0,90
F(6)=P(X <6)=0,10+0,16+0,20+0,24 +0,20 + 0,10 = 1,00
P(X =2)=P(X <2)-P(X <1)=0,26-0,10=0,16

— funkcny zapis (tvar) d. f.:

0 x<1

0,10 1<x<2

0,26 2<x<3
F(x)=10,46 3<x<4

0,70 4<x<5
0,90 5<x<6
1 6<x
— grafd. f:
F(x)
1.0 1 —
038 | T
0.6 - T
04 | -
0,2 N
R T T I T R

Obr. 2.3. Distribucna funkcia n. p. X

2.1.3 Ciselné charakteristiky diskrétnej nahodnej premennej

Ciele vyucby

71 Vypocitat’ strednu (ocakavanu) hodnotu, rozptyl a smerodajni odchylku.
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Stredna (o¢akavana) hodnota d. n. p. X

Stredna hodnota d. n. p. X, oznacovana ako u alebo E(X), znamena oakavanu hodnotu X

a definovana je vztahom

iz =E(X)=ZXf(X)-

Rozptyl (disperzia) d. n. p. X

Rozptyl d.n.p. X je miera variability rozdelenia oznalovania ako o> alebo D(X)

a definovana vzt'ahom

o’ =D(X)=Z(x—ﬂ)2f(X) =D % f(x) -

Smerodajna odchylka
Smerodajna odchylka d. n. p. X je miera variability rozdelenia oznacovana ako o a definova-
na vztahom
o=o’ =D(X) = \/Z(x — 1) f(x) = \/szf(x) 4.
Priklad 2.3

Urcime strednu hodnotu, rozptyl a smerodajnti odchylku d. n. p. X.
Pravdepodobnosti hodnét d. n. p. X, ktoré sme uz vypocitali (Priklad 2.1), st
s [ v 2345 |
1) | 0,10 ‘0,16 ‘ 0,20 ‘ 0,24 ‘ 0,20 ‘ 0,10

Potom
,u=fo(x):1><O,10+2><0,16+3><0,20+4><O,24+5><O,20+6><0,10=3,58

o’ :[Z:xzf(x)J—
:(12 x0,104+22x0,16+3%x0,20+ 4> x0,24 + 5% x 0,20 + 6> xo,lo)—3,582 -

=14,98-12,8164 =
=2,1636

o=+Jo? =/2.1636 =1,47092..
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2.1.4 Diskrétne rovnomerné rozdelenie

Ciele vyucby

'] Opisat’ rozdelenie pravdepodobnosti diskrétnej rovnomernej ndhodnej premenne;.
T Urc¢it’ pravdepodobnostnu funkciu, strednu hodnotu, rozptyl a smerodajnti odchylku
diskrétnej ndhodnej premenne;.

Pravdepodobnostna funkcia diskrétneho rovnomerného rozdelenia

Diskrétna rovnomerna nahodna premenna X nadobtda kazda celociselni hodnotu z oboru
hodnét {a,a+1,a+2,...,.b} pre a < b srovnakou pravdepodobnost'ou. Teda pravdepodob-

nostna funkcia X ma tvar

f(x):; pre x=a,a+1,...,b.
b—a

+1
Sx) 4
S S R bt SR ----9
b-a+l | | ! | |
| | | | |
| | | | |
| | ! } I
i i i i Ly x
a a-+l b

Obr. 2.4. Pravdepodobnostna funkcia diskrétneho rovnomerného rozdelenia

Stredna hodnota a rozptyl premennej X st dané vztahmi:

a+b
ﬂ:

2 12 ’

Priklad 2.4

V experimente spocivajiicom v hode kockou Sest’” moznych vysledkov méa rovnaki moznost’
nastania.
1. Pravdepodobnostna funkcia diskrétneho rovnomerného rozdelenia
Urcime pravdepodobnostnu funkciu ndhodnej premennej X pri hode kockou.

Vieme, ze X nadobuda hodnoty x=1,2,...,6, a =1 a b = 6. Teda pravdepodobnostna
funkcia X je

1 1 1
= =—, x=12,...,6.
—-a+1 6-1+1 6

S ==
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2. Pravdepodobnost
Néjdeme pravdepodobnost’, Ze pocet bodov pri hode kockou X je vicsi ako dva.

1 2 2
P(X>2)=1-P(X<2)=1-) —=1-—=—.
(X>2)=1-P(X <2)=1- -=1-==2

2
i1
3. Stredna hodnota, rozptyl a smerodajna odchylka
Vieme, 7ze a =1 a b =6, potom plati:

_a+ b _ 1+6

2235
2 2

7,

o (bmatP-1_(6-1+D)°~1
12 12
o =4/2,917 =1,708.

=2.917=1,708

2.1.5 Binomické rozdelenie

Ciele vyucby

[l Vysvetlit’ terminy Bernoulliho pokus a binomicky experiment.

"] Opisat’ rozdelenie pravdepodobnosti binomickej ndhodnej premenne;.

] Ur¢it pravdepodobnostna funkciu, stredntt hodnotu a rozptyl binomickej nahodnej pre-
mennej.

Binomicky experiment
Binomicky experiment zodpoveda ndhodnému experimentu obsahujicemu n opakujicich sa
pokusov, ktoré vyhovuji nasledovnym podmienkam:

1. Pokusy st nezavislé, t. j. vysledok Ziadneho pokusu neovplyvni vysledky inych poku-
SOV.
2. Kazdy pokus ma iba dva vysledky oznacované ako ,,ano* a ,,nie*.

3. Pravdepodobnost’ vysledku ,,ano* kazdého pokusu je konstantna a rovna sa p.

Binomicky experiment sa teda skladd zo série n nezavislych Bernoulliho pokusov
s kons$tantnou pravdepodobnostou pre ,,ano* v kazdom z pokusov.

Bernoulliho pokus

Bernoulli sa zameral na pokusy, ktoré maju len dva mozné vysledky. Napriklad:

— hod mincou: £2={hlava, znak},

— pravdivost odpovede: 2= {sprévna, chybné} ,
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Ndhodné premenné

— stav stroja: 2= {pracuje,pokazen}'/} ,
— kvalita produktu: 2= {dobré, Zlé} ,

— vysledok tlohy: (2 ={uspesny, netispesny} .

Pravdepodobnostna funkcia Bernoulliho ndhodnej premennej X je

1-p, x=0
f(x)={ P

D, x=1.

Stredna hodnota, rozptyl a smerodajna odchylka Bernoulliho nahodnej premennej X st
4=p, o= p(l-p). o=\p(-p).

Odvodenie vztahov pre x a o Bernoulliho ndhodnej premenne;:

H=2x()=0x(-p)+ixp=p
o’ =(Zx2f(x)j—,u2 2(02X(1—p)+12><p)—p2 = p(1-p).

Binomicka nahodna premenna

Binomickd ndhodna premenna X reprezentuje pocet pokusov, ktorych vysledok je ,,ano* z n
pokusov v binomickom experimente, s pravdepodobnost'ou vysledku ,,4no* rovnou p. Vlast-
nosti binomického rozdelenia opisuje tabul’ka (Tab. 2.4)

Vseobecny zéapis binomického rozdelenia je X ~ Bi(n, p).

Pravdepodobnostna funkcia premennej X je
n X n—x
f(x)= N p (l—p) , x=0,1,..,n.
Vseobecny zapis pre binomické rozdelenie je X ~ Bi(n, p).

Stredna hodnota a rozptyl premennej X su dané vztahmi:

Poznamka. Po¢et kombinacii x z n sarovna: C, :(

p=np, o =np(l-p).
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Tab. 2.4. Viastnosti binomického rozdelenia

Parametre
. Rozsah
Rozdelenie , . , Pravdepodobnost’ Pocetnost’
zakladného suboru* Pocet pokusov n
pre ,,ano* pre ,,ano*
binomické nekoneény p = konStanta ° konstantny premenna X

Ked sa jednotka vybrana zo zakladného suboru vrati spat’ do stiboru pred nasledujicim pokusom,
rozsah zakladného suboru sa povazuje za nekonecny i ked’ mdze byt konecny.
Ked je pravdepodobnost’ p konstantna, pokusy sa povazuji za nezavislé, v opacnom pripade su

pokusy zavislé.

Priklad 2.5
Test obsahuje 50 otazok. Kazda otazka obsahuje Styri odpovede, z ktorych je iba jedna sprav-
na. Predpokladajme, ze Student svoje odpovede jednoducho hada.

1. Pravdepodobnostnda funkcia binomického rozdelenia
Ur¢ime pravdepodobnostni funkciu po¢tu spravnych odpovedi X, ktoré Student odpovie
Vv teste.

Vieme, ze n=50 a pravdepodobnost’ spravnej odpovede na kazdu otazku je

p= % =0,25. Teda pravdepodobnostné funkcia X je dand vztahom:

n n—x 50 50—
f(x)= p"(l—p) = x0,25" x0,75"", x=0,1,...,50
X X

2. Pravdepodobnost

N4jdeme pravdepodobnost’, ze Student odpovie aspoii na 30 otdzok sprévne.
29 50
P(X >30)=1-P(X <30) =1—z( jxo,zsx x0,75" " =1,6x107"
x=0 X
3. Stredna hodnota, rozptyl a smerodajna odchylka spravnych odpovedi
Pocitajme:
H=np=50x0,25=12,5
o’ =np(l- p)=50x0,25x0,25=9,375

0 =4/9,375 =3,0619.
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2.1.6 Hypergeometrické rozdelenie

Ciele vyucby

[l Opisat’ rozdelenie pravdepodobnosti hypergeometrickej nahodnej premenne;.
T Urc¢it pravdepodobnostnu funkciu, strednu hodnotu a rozptyl hypergeometrickej ndhod-

nej premenne;.

Hypergeometricka nahodna premenna

Hypergeometricka nahodna premenna X reprezentuje pocet Uspechov, t. . ,,ano*, vo vybere
o rozsahu n jednotiek vykonaného ndhodne bez opakovania z kone¢ného zédkladného stiboru
orozsahu N, ktory obsahuje M uspechov (,,ano*) a (N -M ) neuspechov (,,nie*). Pretoze

jednotka vybrand zo zdkladného stiboru sa nevracia spit’ do stiboru, vysledok pokusu zavisi
od vysledku predchadzajuceho pokusu. Teda pravdepodobnost’ tispesného vysledku (,,ano*)
p nie je konStanta v kazdom pokuse.

Pravdepodobnostna funkcia premennej X je dana vztahom:

)
fx) =2 ;‘x . x=max{0,7n+M —N},...,min{M,n}
)
kde N, M, n su prirodzené Cisla, pre ktoré plati 1 <n< N, 1<M <N.
Vseobecny zapis pre hypergeometrické rozdelenie je X ~ H(N,M,n).

Stredna hodnota a rozptyl premennej X su dané vzt'ahmi:

N-n M
= 5 O-zzn l_P ,kde =
u=np p( )N ) P==

Poznamka. Rozptyl hypergeometrickej ndhodnej premennej sa 1isi od rozptylu binomicke;j
nahodnej premennej o ¢len (N —n)/(N —1), ktory sa nazyva korekény €len pre koneény

zakladny subor.

Hypergeometrické rozdelenie verzus binomické rozdelenie

V hypergeometrickom rozdeleni je zakladny subor konecny a pravdepodobnost’ tispeSného
vysledku (,,4&no*) p sa meni, kym v binomickom rozdeleni je zdkladny subor nekonecny a

pravdepodobnost’ uspesného vysledku (,,ano*) p je konStantna.
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Tab. 2.5. Vlastnosti binomického rozdelenia a hypergeometrického rozdelenia

Parametre
, Rozsah - — - -
Rozdelenie ) ) ] Pravdepodobnost Pocet Pocetnost
zékladného stiboru* o o
pre ,,ano pokusov n pre ,,ano
Binomické nekonecny p = konstanta ° konstantny | premenna X
Hypergeometrické kone¢ny p sameni ° konStantny | premenna X

* Ked sa jednotka vybrand zo zakladného stuboru vrati spit’ do stiboru pred nasledujucim po-
kusom, rozsah zdkladného stiboru sa povazuje za nekonecny i ked’ moze byt konecny.
° Ked je pravdepodobnost’ p konstantnd, pokusy sa povazuji za nezavislé, v opaénom pri-

pade su pokusy zavislé.

Priklad 2.6

Vyucujuci predmetu Telesna vychova pripravil interview pre vyber 10 Studentov, ktorych na-
hodne vybral z triedy. Trieda pozostava z 30 Studentov, z ktorych 20 je futbalistov a 10 je
basketbalistov.

1. Pravdepodobnostna funkcia hypergeometrického rozdelenia
Ur¢ime pravdepodobnostntl funkciu poctu basketbalistov X vo vybere.
Vieme, Ze rozsah zédkladného suboru je N =30. a pocet vybranych Studentov je n =10.
Pretoze pocet basketbalistov je 10, M =10.
Vypocitame rozpitie poctu basketbalistov X vo vybere:

max{0,n—(N - M)} =max{0,10—(30—10)} =max {0, - 10} =0,
min{M,n}=min{10,10} = 10.

Teda pravdepodobnostna funkcia n. p. X je dana vztahom:
(M] (N—Mj [IOJ (30—10) [10] ( 20 j
X n—x X 10—x X 10—x
= = = D x=1,2,.
A N 30 30 *
n 10 10
2. Pravdepodobnost
N4jdeme pravdepodobnost’, Ze vo vybere je asponi jeden basketbalista.

..,10.

[10} ( 20 j
0)(10-0
P(XZI):I—P(X:O):I—T:1—0,006:O,994
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3. Stredna hodnota, rozptyl a smerodajna odchylka poctu basketbalistov vo vybere

Pocitame:

M 10
N 3

p:

H=np=10x—=3,333

W | = w|>_‘

N-n_,4,1,2, 30-10

=1,532567 =1,2379°
N-1 3 3 30-1

o’=np(1-P)

2.1.7 Poissonovo rozdelenie

Ciele vyucby

71 Vysvetlit’ termin Poissonov proces

"1 Opisat’ rozdelenie pravdepodobnosti Poissonovej ndhodnej premenne;.

71 Urc¢it pravdepodobnostnu funkciu, strednu hodnotu a rozptyl Poissonovej nahodne;j
premennej.

'] Porovnat’ Poissonovo rozdelenie s binomickym.

Poissonov proces

Predpokladajme, Ze vyskyt udalosti na intervale (¢asovom, dizkovom, plosnom, priestoro-
vom, atd’.) je spocitatelny a interval mozno rozdelit’ na Ciastkové intervaly. Potom nahodny

experiment sa nazyva Poissonov proces (Obr. 2.5), ked plati:
1. Pravdepodobnost’ viac ako jedného vyskytu v ¢iastkovom intervale je priblizne nulova.
2. Vyskyty udalosti v neprekryvajucich sa €iastkovych intervaloch su stochasticky neza-
vislé.

3. Pravdepodobnost’ vyskytu jednej udalosti v Ciastkovom intervale je rovnakd pre vSetky

Ciastkové intervaly a proporciondlna dizke ¢iastkového intervalu.

Mozné :vysledky 0 1 0 1 0 1

udalosti

Pravdepodobnost’

ich vyskytu P N P p Lp P
I 15 I,

Podintervaly

Obr. 2.5. Poissonov proces
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Inymi slovami povedané, Poissonov proces je binomicky experiment s nekone¢nym poctom

n pokusov. Napriklad: po¢et nezhodnych produktov, pocet zakaznikov v obchode, pocet au-
tomobilovych nehdd, pocet prijatych e-mailov.
Poissonova nahodna premenna

Poissonova ndhodnd premenna X reprezentuje pocet vyskytov udalosti, o ktort sa zaujima-

me, v zadanom jednotkovom intervale (¢asovom, priestorovom a pod.)

Pravdepodobnostna funkcia d. n. p. X je dana vzt'ahom:

e—l X

J(x)=

, x=0,1,2,...
x!

Stredna hodnota a rozptyl d. n. p. X st dané vzt'ahmi:
u=1 a o’=21.

Poznamka. Na definovanie Poissonovej ndhodnej premennej X a zodpovedajiiceho paramet-

ra 4 pouzite konzistentné jednotky. Napriklad:

X A
Pocty/jednotkovy interval Priemerné pocty/jednotkovy interval
Pocet kazov na disku 1
Pocet kazov na 10 diskoch 10
Pocet kazov na 100 diskoch 100

Poissonovo rozdelenie verzus binomické rozdelenie

V Poissonovom rozdeleni je pocet pokusov nekone¢ny, kym v binomickom rozdeleni je pocet

pokusov kone¢ny (pozri tabulku 2.3). Inak povedané, Poissonovo rozdelenie s E(X)=A1 je

limitny pripad binomického rozdelenias E(X)=np
X n—x —A x
lim Bi(n, p) = lin{n] p(1-p)~ = lim[nJ(ij (1—i) _eA
x> xow| oo\ x )\ n n x!
Doékaz.

Nech X je binomicka ndhodna premenna s parametrami n a p ,anech A=np.

n n—-x . n! ﬂ,x /In_x
lim| " |p* (1= p)™ =lim—[ 2| [1-2] =
il -1 -t (2 (1-2)

:i_thn(n—1)...En—x+1)£1_ijn (1_&j_x.

x| xo n n n

Potom
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Ked’ n rastie nad vSetky medze, potom plati:

limn(n—1)-~~)((n—x+1) 1

X—>0 n

lim(l —ij = lim[(l +
X—>00 ’/l X—>00

lim£1 —ij =1.
X—>00 n

lim(n] pr(1-p)”

X—>00 x

Preto

e

x!

Tab. 2.6 Viastnosti binomického rozdelenia a Poissonovho rozdelenia

Parametre
) Rozsah - - - -
Rozdelenie | | . , . | Pravdepodobnost Pocet pokusov Pocetnost
zakladného suboru o o
pre ,,ano n pre ,,ano
Binomické nekoneény p = konStanta ° konstantny premenna X
Poissonovo nekonecny p = A/n=KkonStanta nekonecny premennd X

* Ked sa jednotka vybrand zo zakladného suboru vrati spit’ do stboru pred nasledujucim po-

kusom, rozsah zdkladného stiboru sa povazuje za nekonecny i ked’ moze byt konecny.

° Ked’ je pravdepodobnost’ p konstantna, pokusy sa povazuji za nezavislé, v opacnom pri-

pade su pokusy zavislé.

Priklad 2.7

Pocet zakaznikov, ktori nakupujii v miestnom obchode sa riadi Poissonovym rozdelenim so

strednou hodnotou 5 zakaznikov kazdych 10 minut.

1. Pravdepodobnostna funkcia Poissonovho rozdelenia

Urcime pravdepodobnostnu funkciu poctu zakaznikov X, ktori pridu nakupovat’ kazda hodi-

nu.
Stredna hodnota d. n. p. X je

A =E(X) =5 zakaznikov/10 minat x 60 minat = 30 zakaznikov/hodina.

Teda pravdepodobnostna funkcia d. n. p. X je dana vzt'ahom:

fx)=

e 3 e 30"

x!

x!

, x=0,1,2,....
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2. Pravdepodobnost
N4jdite pravdepodobnost, Ze do obchodu pride prave 40 zdkaznikov za hodinu.

6730 3 040

£(40) = P(X =40) = =0,014=1,4%

3. Strednd hodnota, rozptyl a smerodajna odchylka poctu zakaznikov za hodinu

Pocitajme:
u=1=30
c’=1=30
o =+/30=5,478.

2.2 Spojité nahodné premenné

2.2.1 Rozdelenia pravdepodobnosti a hustoty

Ciele vyucby
T Vysvetlit’ terminy Austota (pravdepodobnosti) s. n. p. X.
] Stanovit’ pravdepodobnost’ spojitej ndhodnej premennej pomocou zodpovedajlicej hus-
toty.
Rozdelenie pravdepodobnosti

Rozdelenie pravdepodobnosti spojitej nahodnej premenne;j (s. n. p.) X je jednozna¢ne defino-
vané pomocou hustoty (pravdepodobnosti) f(x) alebo distribu¢nej funkcie F(x)

Hustota (pravdepodobnosti)

Hustota f(x) spojitej nahodnej premennej X spiiia nasledujiice vlastnosti:

1. f(x)>0,
2. J‘f(x)dle,

3. P(x,<X<x,))= I f(x)dx prelubovolné x, a x,

R

4. P(X =x)=0.
Z vlastnosti hustoty vyplyva, ze

Px,<X<x)=P(x,<X<x,)=P(x, <X<x,))=P(x, <X <Xx,).
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Priklad 2.8

Predpokladajme, Ze s. n. p. X ma hustotu

X

e’, x>0

S0 = {O, inde.

Vypocitame nasledujuce pravdepodobnosti: P(X <2), P(2< X <4) a P(X > 4).

a) P(X <2)= j F(x)dx = je”‘dx =[-e~] =0.86;
b) P2<X<4)= if(x)dx = je”‘dx = [—e‘xJz =—'+e’=0,12;

¢) P(X >4)= j F(x)dx = j e *dx = lim(—e ™) +e™* =0,02.
4 4

Poznamka. P(X <2)+P(2< X <4)+P(X >4)=1

2.2.2 Distribu¢né funkcie

Ciele vyucby

11 Vysvetlit’ terminy distribucna funkcia s. n. p. X .

7] Stanovit’ distribu¢nt funkciu spojitej ndhodnej premenne;.

Distribu¢na funkcia (d. f.)

Distribu¢nd funkcia spojitej ndhodnej premennej X je
F(x)=P(X <x)= J- f(u)du

a spiiia nasledujuce vlastnosti:
1. 0<F(x)<1,
2. F(x,)<F(x,) ak x, <x,,

3. f(x)= @ pre vsetky x, pre ktoré existuje derivacia,
X
4. F(—oo) =limF(x)=0 a F(oo) =limF(x)=1.
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Dalsie vlastnosti hustoty a distribu¢nej funkcie

1. P(Xéxo):F(xo)z]gf(x)dx

2. P(x £X£x2)=F(xz)—F(xl):]Zf(x)dx

X

3. P(X2x3):1—F(x3)=Tf(x)dx
Sx) ’

A

P(x,< X < X, )=F(x, )-F(x;)

Flx)=P(X <x,) P(X Zx)=1-F(xy)

0 5 *2 X3 X

Obr. 2.6. Viastnosti hustoty a distribucnej funkcie

Priklad 2.9
Nech definovana hustota premennej X (Priklad 2.8) je:

e’, x>0

9= {O, inde.

Urcime distribucnu funkciu premennej X. Pri vypocte pouzijeme hustotu premennej X . Po-

tom plati:
Fx)=P(X <x)=[fu)du=[e"du=[-e" ] =—e" +e" =1-¢".
0 0

Preto
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0, x<0

I-e*, 0<x.

F(x):{

2.2.3 Ciselné charakteristiky spojitej nahodnej premennej

Ciele vyucby
T] Vypocitat’ strednu hodnotu, rozptyl, smerodajnti odchylku, kvantily, median a modus

s.n.p. X.

Stredna hodnota X (u)

Stredna hodnota (o¢akavana hodnota) s. n. p. X je dana vztahom:

u=EX)= Ixf(x)dx.

Rozptyl (disperzia) X (o)

Rozptyl s. n. p. X je dany vzt'ahom:

00

0" =D(X)= [ (x=p)* f(x)dr = [ X f () = 12"

—00

Smerodajna odchylka X (o)

Smerodajna odchylka s. n. p. X je dana vztahom:
o=+yD(X).

Priklad 2.10

Hustota premennej X je definované (Priklad 2.8)

X

e’, x>0

S = {O, inde.

Urcime strednt hodnotu, rozptyl a smerodajnti odchylku premennej X.

1. Stredna hodnota premennej X je

7 =Txf(x)dx :Txe_xdx.

Pouzijeme integraciu metddou per-partes a dostaneme:
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H= Txe"dx = lim(—xe’x ) + Te"dx =lim(e ") +e’ =1.
0

X—>00 X—>0

2. Rozptyl premennej X je

o’ = _[xzf(x)dx—,uz = _[xze_xdx — i’ = sze_"dx—l.
0 0 0

Integral vypocitame metddou per-partes:

o0

Ixze_xdx =lim(—x’e¢ )+ 0%’ + I2xe_xdx = 2_[ xe 'dx=2x1=2,
0 0 0

X—>00

Preto

o’ =J.x2e”‘dx—1:2—1=1.

0

3. Smerodajna odchylka premennej X je o=1.

2.2.4 Spojité rovnomerné rozdelenie

Ciele vyucby

1 Vysvetlit’ rozdelenie pravdepodobnosti spojitej rovnomernej nahodnej premennej
(s.r.n.p.) X.

] Stanovenie hustoty, distribu¢nej funkcie, strednej hodnoty, rozptylu a smerodajnej od-
chylky s. r. n. p. X.

Hustota

Spojita rovnomerne rozdelend ndhodna premenna X ma konStantnti hustotu

1
——, pre a<x<bh
fx)=1b-a
0, inde.

Distribuéna funkcia

Spojita rovnomerne rozdelend ndhodna premenna X ma distribu¢na funkciu

0, x<a
F(x)= x—a’ a<x<b

b—a

1, b<x.
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fx) A F(x) A
1 I
1l .l & .
b-—a E :
a b b 4 a b x

Obr. 2.7. Spojité rovnomerné rozdelenie

Stredna hodnota a rozptyl premennej X st dané vzt'ahmi

a+b 2_(b—a)2

a o = kde a<x<bh
2 12 ’

/J:

Priklad 2.11

Predpokladame, Zze generator ndhodnych cisel produkuje redlne Cisla, ktoré su rovnomerne
rozdelené medzi ¢islami 0 a 100. Stanovime hustotu, distribu¢nu funkciu, pravdepodobnost’,

strednu hodnotu a rozptyl vygenerovanej nahodnej premennej X.

1. Hustota
Vieme, ze a=0 a b=100. Potom plati:
flx) = L _ 1 o<x<i00
b—a 100-0 100 ‘
2. Distribucna funkcia
¢ 1 0
Pre 0<x <100 plati,ieF(x)zJ‘ du=—>—— == , potom
2 100-0 100-0 100-0 100
0, x<0
F(x)= 0<x<100
100’
1 100 < x.

3. Pravdepodobnost
N4jdeme pravdepodobnost’, Ze vygenerovana ndhodna premenna X nadobtda hodnoty medzi

10 a 90.

90
1 1 90
PI0< X <90 dv= [ —dv =[x =L x©0-10)=2
( )= If(x) “ 1700 " 100 ¥ =00 ¢ )
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4. Stredna hodnota a rozptyl
Vypocitame stredntl hodnotu a rozptyl vygenerovanej ndhodnej premennej X.
_a+b 0+100
==, S
o2 = (b-ay _ (100 - 0)
12 12

50,

=833,333=28,8675".

2.2.5 Normalne a normované normalne rozdelenie

Ciele vyucby

'] Opisat’ vlastnosti normalneho rozdelenia.
"] Normovat’ normalnu ndhodnu premennd.

'] Pouzit’ Statistické tabul'ky na vypocet pravdepodobnosti.

Hustota

Normélna ndhodné premenné so strednou hodnotou  a rozptylom ¢ ma4 hustotu

1 =)’
20> kde —0< x <o

f(x)=

e
oN27m

Normalne (Laplaceovo — Gaussovo) rozdelenie so strednou hodnotou x a rozptylom &,

ozna¢ované ako N(u,o”), je symetrické okolo u a ma tvar zvona (Obr. 2.8). Zo symetrie gra-

fu normalneho rozdelenia vyplyva

P(X<p)y=P(X>pn)=0,5
SxX) a o’=1
u=35 u=15 x
Obr. 2.8. Gaussové krivky pre vybrané hodnoty parametrov u a c°

Parametre u a o uréuju stred (polohu) a tvar normalnej (Gaussovej) krivky. Na Obr. 2.8 vi-
diet, ze ¢im je vicsia stredna hodnota u, tym viac vpravo je lokalizovany stred Gaussove;j

krivky; ¢im je mensi rozptyl o, tym je $picatejsia Gaussova krivka.
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Pravdepodobnosti norméalneho rozdelenia

Na obr. 2.9 st prezentované vybrané pravdepodobnosti norméalneho rozdelenia. Plocha pod
Gaussovou krivkou mimo intervalu [x#—30, 4+30] je pomerne mald (mensia ako 0,003).
Pretoze 99,73 % moznych hodnét premennej X lezi vnitri intervalu (u—3o, 11+ 30) , rozpitie
60 sa povazuje za Sirku normalneho rozdelenia.

Jix) A

u-3c u—2c u—-c u ut+c u+2c u+3c x
[ 6827%
95.45%
< >
99 730
le 99,73% >

Obr. 2.9. Pravdepodobnosti normdalneho rozdelenia

Normovana normalna niahodna premenna

’ r r , , . 2 v
LCubovol'ni normalnu ndhodnt premenntt X s parametrami ¢ a ¢~ mozno transformovat’ na
normovanu normélnu ndhodnt premennt Z s parametrami z=1 a o’ =1, oznaovanu ako
Z~N(0,1).

Tab. 2.7. Vztah medzi distribucnymi funkciami

Transformacia
N(u,0%) — N(0,1)
X_
X - z=2"H
o
X - z= XA
o
F(x)=P(X<x) | — | ®(z)=P(Z<z)
F(x)= @(Mj
o

Poznamka. Hodnotu z nazyvame z-skére.
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Tab. 2.8. Strucny prehlad porovnania normalneho a normovaného normdlneho rozdelenia

Rozdelenie normalne normované normalne
oznadenie N(u,c%) N(0,1)
nahodna X -
X g2 "H
premenna (n. p.) o
x —
hodnota n. p. X =22
o
stredna hodnota u=E(X)eR 1u=0
rozptyl o’ =D(X)eR" o =1
hustota 1 1 (ﬂf 1 =
2 — 2
x)= e ° @(z) = e
f0)=—= o
pre —oo<x<ow prée—owo <z <o
) (2)
1
ovln
""/ L i l -
H-o J p+o ’ 0 1
distribu¢na R [ [ )2 1 j, 1
; F(x)=——|e >/ dt D(z)=—=|e’ds
funkcia o2n :[O \/ﬂ g
pre —oo< x <o pre —o < z < ©
Fx) ix)
A I
0,5
u=0 )
vlastnosti — symetrické okolo u — symetrické okolo nuly
rozdelenia — ma tvar zvona — ma tvar zvona

Plu—o<X<u+0)=6827%
Plu-20<X<pu+20)=9545%
P(u-30<X<u+30)=99,73%

P(-1<Z<1)=68,27%
P(-2<Z<2)=9545%
P(-3<X<3)=99,73%
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D(-2)=1-D(z) & D(-2)+PD(z)=1

D(z) A
1

L8]

Obr. 2.10. Graf distribucnej funkcie normovaného normalneho rozdelenia

Na vypocet pravdepodobnosti pouzivame Statistické tabul’ky, v ktorych st uvedené hodnoty
o . 1ty

distribu¢nej funkcie normovaného normalneho rozdelenia @(z) = T I e ? dt pre dané z.

T —00

Priklad 2.12

1. Vypocitajme nasledovné pravdepodobnosti:
a) P(Z>2,11)=1-P(Z<2,11)=1-0,98257=0,01743
b) P(Z<-0,41)=P(Z>0,41)=1-P(Z<0,41)=1-0,65910=10,3409
c) P(Z>-291)=P(Z<2,91)=0,99819
d) P(-1,09<Z<2,37)=@(2,37)-D(-1,09) =
=0(2,37) - (1-0(1,09)) =
=0,99111-(1-0,86214) =
=0,99111-0,13786 =0,85325
e) P(Z <—-4,6)—nie je v bezne uvaddzanych tabulkach. Na jej vypocet pouzijeme niektory
zo Statistickych softvérov Statgraphics, Minitab, Statistica, SPSS, SPlus a d’alSich. Pou-
zitim Statgraphics je P(Z <—4,6)=2,11464-10".

2. N4jdime hodnotu z tak, aby P(Z > z) = 0,02 Tento vyraz mdzeme prepisat’ ako
1-P(Z<z2)=0,02 < P(Z<z)=0,98. Teraz pouzijeme tabul’ky opacne. Vyhl'addme
pravdepodobnost’, ktora je najblizsia hodnote 0,98. Pretoze v tabul’kach nendjdeme presnti

hodnotu 0,98, najblizsia hodnota pravdepodobnosti je 0,98030. Zodpoveda jej hodnota
z=2,06.
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3. N4jdime hodnotu z, pre ktoru plati: P(—z < Z < z) = 0,98 . Zo symetrie normovaného nor-

malneho rozdelenia vyplyva nasledovné: ak vyznacena plocha na Obr. 2.11 je rovna 0,98,
zvy$na plocha na kazdej strane musi byt’ (1-0,98)/2=0,01. Preto hodnota z zodpoveda

pravdepodobnosti 0,99. K nej najblizsia tabul'kova hodnota pravdepodobnosti je 0,99010,
ktorej zodpoveda hodnota z = 2,33.

?(z)
A

\j
t

Obr. 2.11

Priklad 2.13

Sirka linky vyrdbaného polovodi¢a ma normaélne rozdelenie so strednou hodnotou 0,5 pm
(mikrometrov) a smerodajnou odchylkou 0,05 um.

1. Chceme vypocitat’ pravdepodobnost’, Ze Sirka linky je vicsia ako 0,62 um.
Ked oznaéime $irku linky ako X, potom jej rozdelenie je X ~ N(0,5;0,05%). Vypocitame
nasledujticu pravdepodobnost’ (Obr. 2.12):

P(X>0,62)=l—P(X£0,62):1—P(ZgMj:

0,05
=1-P(Z<2,4)=1-D(2,4)=
=1-0,9918=0,0082 = 0,82 %

2. Chceme vypocitat’ pravdepodobnost’, Ze Sirka linky je medzi 0,47 um a 0,63 pm.
Pocitame nasledujicu pravdepodobnost’ (Obr. 2.13):

0,47-0,5 0,63-0,5

D0 g2t B
0,05 0,05

= @(2,6)— (1-®(0,6)=0,9953—1+0,7257 = 0,721 =72,1%

IN

P(O,47£X§0,63):P( sz(—O,6SZS2,6)=
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fix) 2(z) A

A

0,0082 0,0082

' L L
T T T

0,45 1=0,50,55 0,62 X 0 1 24 oz

Obr. 2.12
fx) P(2)A
A
/‘
-
"/: ; f : - t f f :
0,47 u=0,5 0,63 X -0,6 0 2,6 z
F(X) CD(Z) "
|
3 1 R
1 e
0,5 :
0,5 F(0,63)-F(0,47) ®(2,6) - P(-0,6)
—e .y _
0,47 u=0 0,63 -0,6 u=0 2,6 z
a) b)
Obr. 2.13
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3. Chceme najst’ taku hodnotu x, ze pravdepodobnost’ vyskytu hodnét z vyberu mensich ako
x,je 90 % (Obr. 2.14)
Hrladdme hodnotu x, pre ktoru plati:

P(X <x)=0,90

Pl z<X2%3)_ pz<2)=0,90
0,05
Najblizsia hodnota pravdepodobnosti k hodnote 0,90, ktori sme nasli v Statistickych tabul-
kach, je 0,8997. Zodpoveda jej hodnota z =1,28.

Potom *=0.5 =1,28, odkial x=1,28x0,05+0,5=0,064+0,5=0,564.
fix) ?(z) A
A \
“/.' : f > -
u=0,5 x=0,564 X u=0 1,28
F(x) D(x) 4
A
1
1 0.9
09f
0,5 0,5 @(1,28)
F(0,546)
— = X = I
H=0,5 x=0,546 =0 1,28
a) b)

Obr. 2.14
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3 VIACROZMERNE NAHODNE PREMENNE

3.1 Dve diskrétne nahodné premenné

Ciele vyucby

71 Ur¢it’ zdruzené, marginalne a podmienené pravdepodobnosti pre dve diskrétne ndhodné
premenné X a Y pomocou zodpovedajucich rozdeleni pravdepodobnosti.

[l Vypocitat’ strednt hodnotu a rozptyl premennych X a ¥ pomocou zodpovedajucich
marginalnych rozdeleni pravdepodobnosti.

"1 Vypocitat’ podmienent strednt hodnotu a podmieneny rozptyl premennych X a Y
pomocou zodpovedajucich podmienenych rozdeleni pravdepodobnosti.

" Posudit’ nezdvislost’ premennych X a Y.

Rozdelenia pravdepodobnosti dvoch nahodnych premennych

Na opis stochastickych vlastnosti dvoch ndhodnych premennych X a Y sa pouzivaju tri druhy

rozdeleni pravdepodobnosti:
1. zdruzené rozdelenie pravdepodobnosti,
2. marginalne rozdelenie pravdepodobnosti,

3. podmienené rozdelenie pravdepodobnosti.

ZdruZena pravdepodobnostna funkcia

Zdruzena pravdepodobnostna funkcia (p.f.) f,,(x,») dvoch diskrétnych ndhodnych pre-
mennych X a ¥ spifia nasledujiice podmienky:
l. fiy(x,»)20,
2. 22 falxy)=1,
Xy

3. fXY(x,y):P(X:x,Yzy).

ZdruzZena distribuéna funkcia

Zdruzena distribu¢né funkcia F,,(x,y) dvoch diskrétnych ndhodnych premennych X a Y je

definovana

Flx,y)=), Y P(X=x,Y=y)

X <X y;<y
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Udava pravdepodobnost’ su¢asného nastania dvoch udalosti {X < x} a {¥ < y}.
Spina nasledujice podmienky:

1. 0L F(x,y) <1 pre 'ubovolné redlne ¢isla x a y,

2. F(-,y)=F(x,—o)=F(-0,—0)=limF(x,y)=0,

X—>—00
y—>—0

3. F(o,0)=limF(x,y)=1,
X—>0
y—©

4. P(x1 <X<x, <YSy2):F(x2, y2)+F(x1, yl)—F(xz, yl)—F(xl, yz).

Poznamka. F(x, y) je neklesajica funkcia vzhl'adom k obidvom premennym

Stredna hodnota a rozptyl premennych Xa Y su

EX, V)= xy fry(x, ),
D(X,Y)=0% = E(X*,Y)~(E(X,Y)) .

Marginalna pravdepodobnostna funkcia

Marginalne pravdepodobnostné funkcie dvoch diskrétnych ndhodnych premennych X'a ¥ so

zdruzenou p. f. f,(x,y)su

Sr(x)= PX x foy(x »),

fM=P(Y=y) foy(xy)

kde R, je mnozina vSetkych bodov v obore hodndt ndhodného vektora (X, Y) pre X =x

a R, je mnozina vietkych bodov v obore hodn6t nahodneho vektora (X, Y) pre ¥ = y.
Marginalna p. f. f,(x) spiiia nasledujiice vlastnosti:

l. f,(x)=P(X=x)20,

2. ) fr(x)=1.

Podobné vztahy platia pre f,(y).

Stredna hodnota a rozptyl premennej X su
E(X)=uy = fox(x)
D(X) Z(x f) fr(x) = Zx fro() = p
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Marginalna distribu¢na funkcia

Marginalne distribu¢né funkcie dvoch diskrétnych ndhodnych premennych X a ¥ st
Fr(x)=P(X<x, YeR)=> > fn(x.y,),

X;<x ¥j

F,(»)=P(XeR, Y<y)=> > fulx.,»,).

X yi<y

Podmienena pravdepodobnostna funkcia

Pripomenieme vzorec pre podmienenu pravdepodobnost: P(B |A) =P(ANB)/P(A). Podob-
ne podmienend pravdepodobnostnd funkcia premennej X za podmienky Y = y, oznacovana

ako f X‘y(x) , so zdruzenou p. f. f,, (x,») je

PX=xY=y) fu(xy)
P(Y =y) Sy (¥)

S, ()= P(X =x]Y = y) =

Podmienena p. f. 1 Xy (x) spiia nasledujiice vlastnosti:
1. fX‘y(x) >0,
2. > fy(0)=1.

Podobné vztahy platia pre fy‘x (»).

Podmienena stredna hodnota a podmieneny rozptyl premennej X za podmienky Y =y st

E(X|y) = /U)(‘y = fo/\/‘y(x) s

X

D(X|y) = o-f(‘y = Z(x —,uX‘y)zfX‘y(x) = szfx‘y(x) —,ui‘y .
Podobné vztahy platia pre E(Y |x), DY |x).

Nezavislost’ nahodnych premennych

Dve ndhodné premenné X a Y su nezavislé, ked’ znalost’ premennej X nema ziadny vplyv
na l'ubovol'né pravdepodobnosti premennej Y anaopak. Teda dve nezavislé nahodné pre-
menné X a Y spiiajii niektory z nasledujucich vztahov:

L fy, (0= £,
2 [ ()=,
3. fxy(xay):fx(x)fy(y)-
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Priklad 3.1

Skiimame pocet chyb na prednej strane ( X ) dreveného panela a pocet chyb na zadnej strane
(Y ) dreveného panela.

1. Predpokladajme, ze zdruzena p. f- premennych X a Y je
ny(x,y)zc(x+y), x=1,23a y:1=293~

Urc¢ime hodnotu c.

Zdruzena p. f. f,,(x,y) musi spiat’ nasledujice vlastnosti:
Q) Sy (xy)=clx+y)20,
b) 2> fulny)=1.
x oy

Z prvej vlastnosti vyplyva, ze ¢ >0, pretoze x>0 a y >0.

Z druhej vlastnosti dostaneme:

iif(X,y)ZEEC(x+y):36c:l = c=1/36.

x=1 y=1 x=1 y=1
Potom zdruzena p. f. premennej X a Y je

fn(x,y>=§(x+y>, ¥=12,3a y=123.

2. Urc¢ime marginalnu p. f. premennej X. Ndjdeme strednu hodnotu a rozptyl premennej X.

Marginélne pravdepodobnosti premennej X su:

fx(1>=wa(1,y)=2§<l+y)=%-9=%,

2 31 1 1
fx(z)—;fxy(zay)—;%(2+)’)—£'12—§,
S A 1 36 12

Vsimnime si, ze fo(x) =W+, 2)+f,3)=1.
Stredna hodnota a rozptyl su

E(X)=pe =Y xf(x)=1- fr(D+2- f(2)+3- [,(3) =

:1x1+2xl+3xi:2,17
4 3 12

D(X)=0, = (szf)( (X)J — iy =
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(P frD+2 (D +3 £,(3)) =217 =

=(12 ><%+22 ><%+32 x%)—z,lf =0,80°

3. Urcime podmienenu p. f- premennej Y za podmienky X =2. Ndjdeme podmienenu strednu
hodnotu a podmieneny rozptyl premennej Y za podmienky X = 2.

Podmienené pravdepodobnosti premennej Y za podmienky X =2 su:

[ 2D (1/36)(2+1) _ 1
fY\z(l)— fX(Z) = 1/3 —4,

_fXY(2,2)_(1/36)(2+2)_l
fy\z(z)— fx(2) = 1/3 —3,
ny(2,3)_(1/36)(2+3)_i
@ 1312

Vsimnime si, ze " £, (1) = f,,(D+ £, (D) + £,,(3) =1.

1 (3) =

Podmienend strednd hodnota a podmieneny rozptyl premennej ¥ za podmienky X =2 su:
3
E(Y|2) = ,uy‘z = ZJ’fy‘z(J’) = lfy‘z(l) + 2 ' fy‘z(z) + 3 fy‘z(?’) =
y=1
5

:1xl+2xl+3><—:2,17,
4 2

D(Y|2) = O-)%\z = [Zyzfyz (y)] - :ui\z =
=(" £ ()+22 £,,(2)+3 - £,(3)) =217 =

=(12 ><i+22 ><§+32 x%j—z,nz =0,80".

4. Overime, i pocet chyb na prednej strane ( X ) dreveného panela a pocet chyb na zadnej
strane panela (Y ) su nezavisle.

Overime, ¢i
S LD =1 @) 1)

Vieme, ze fn(l,l):%(lﬂ):% rom=La £1=1. potom

1
8’ 4 4
1 1 1 1
(fxy(l,l)—Eji(fx(l)fy(l)—zxz—ﬁj.
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Z toho vyplyva, Ze pocet chyb na prednej strane ( X ) dreveného panela a pocet chyb na zad-

nej strane (Y ) dreveného panela nie su nezavislé.

3.2 Viacrozmerné diskrétne nahodné premenné

3.2.1 ZdruZené rozdelenia pravdepodobnosti

Ciele vyucby
71 Vysvetlit’ zdruzené, marginalne a podmienené rozdelenie pravdepodobnosti viacroz-
mernych diskrétnych ndhodnych premennych.
[l Vysvetlit’ nezavislost’ viacrozmernych diskrétnych ndhodnych premennych.

ZdruZena pravdepodobnostna funkcia

Zdruzena pravdepodobnostna funkcia n diskrétnych ndhodnych premennych X, X,,..., X, je

dana vzt'ahom

leXz‘,.X” (X, %550005%,) = P(X, =X, X, =x5,.., X, =x,)

a definovand pre vSetky x,,x,,...,x, z oboru hodnot premennych X,,X,,...,. X

n*

Marginalna pravdepodobnostna funkcia
Nech diskrétne ndhodne premenné X, X,,..., X, maju zdruzent p. f. f, ,  (x,%,,...,%,),

potom marginalna pravdepodobnostna funkcia premennej X, je

in(xi):P(Xi =x)= Z lele,.X,, (X,X550005%,)

R(x;)

kde R(x;) je mnozina bodov z oboru hodndt premennych X, X,,..., X, , pre ktoré X, =x;.

Nezavislost’ nahodnych premennych

Diskrétne ndhodné premenné X, X,,..., X, st nezavislé vtedy a len vtedy, ak

S, x (X15%5500,%,) = [ () Sy, (%,) ... [ (x,) pre vSetky x,,x,,...,x, .
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3.2.2 Multinomické rozdelenia pravdepodobnosti

Ciele vyucby

'] Opisat’ rozdelenie pravdepodobnosti multinomickych ndhodnych premennych.

1 Ur¢it margindlne rozdelenie pravdepodobnosti multinomickych ndhodnych premen-
nych.
Multinomické nahodné premenné
Predpokladajme, ze
1. ndhodny experiment sa sklada z n pokusov;
2. vysledok kazdého pokusu mozno zatriedit’ do jednej z k tried;
3. multinomické ndhodné premenné X, X,,..., X, reprezentuju pocet vysledkov, ktoré

patria do tried 77,17,,...,17;;
4. p,, p,,-...,p, oznacuju pravdepodobnosti vysledkov patriacich do tried 77, 17,,...,17;;
5. p,,P,,--., p, sukonStanty v priebehu n opakovanych pokusov.

Potom X, X,,...,X, maju multinomické rozdelenie so zdruzenou p. f.

n! X X X
fK(xl’x27"'7xk): 1o 'pllpll“'plla
x a1 x, !

kde x, +x, +--+x,=n a p +p,+---+p, =1.

VSimnime si, ze marginalna p. f. premennej] X,, i=1,2,...,k ma binomické rozdelenie so

strednou hodnotou a rozptylom
E(X,)= Hy =np;,
D(X,)= J)z(i =np,(1-p,).

Priklad 3.2

Maximalna sila stisku rak v Newtonoch u dospelych l'udi je roztriedena do jednej z troch sku-
pin: ,,maléd“ — menej ako 222,4 N, ,,stredna“ — od 222,4 N do 444,8 N, ,,vel’ka“ — nad 444,8 N.
Nech pravdepodobnosti, ze dospely ¢lovek patri do skupiny ,,mala®, ,strednd“ a ,,vel'ka“ st
0,1; 0,7 a 0,2. Na skupine n =50 l'udi sa merala sila stisku.

1. Zdruzena p. f. multinomického rozdelenia

Chceme najst’ pravdepodobnost, Ze 6 'udi ma mala silu stisku, 36 ma strednu silu stisku
a 8 I'udi ma velku silu stisku.
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Nech X,,X,,X, oznaCuju pocet I'udi, ktory maji malq, strednt a vel’ku silu stisku. Pre-

toze n =50, p,=0,1, p, =0,7 a p, =0,2, zdruZena p. f. premennych X , X, X, je

n! oot 50! A
fX1X2X3(x1?x2’x3):ﬁpllpzzl% :ﬁo’l 0,720,2%,
x1x, 1x,! x 1, 1x,!
kde x, +x, +x; =50.
Teda
50! 6 36 8
fX1X2X3(6,36,8)=6'36'8'0,1 % 0,7 x0,2° =0,019..

2. Margindlna p. f- multinomického rozdelenia
Najdeme pravdepodobnost’, ze 36 I'udi v skupine ma strednu silu stisku.

Marginalna p. f. premennej X, ma binomické rozdelenie s parametrami n=50 a p, =0,7.

Potom

n 50
Iy, (x2)=(x jp? (1-p,)"™" =( j0,7"20,35“2, x,=0,1,...,50.
2

x2
Teda
50 36 50-36
Sy, (36) = 16 0,7 x0,3°7¢ =0,119.
3.3 Dve spojité nahodné premenné
Ciele vyucby

1 Ur¢it zdruZené, margindlne a podmienené pravdepodobnosti pre dve spojité nahodné
premenné¢ X a Y pomocou zodpovedajucich rozdeleni pravdepodobnosti.

"1 Vypocitat’ strednt hodnotu a rozptyl premennych X a ¥ pomocou zodpovedajucich
marginalnych rozdeleni pravdepodobnosti.

'] Vypocitat’ podmienenu strednit hodnotu a podmieneny rozptyl premennej X za pod-
mienky Y =y apremennej ¥ za podmienky X =x pomocou zodpovedajucich pod-
mienenych rozdeleni pravdepodobnosti.

" Posudit’ nezavislost’ premennych X a Y.

ZdruZena hustota

Zdruzena hustota dvoch spojitych nahodnych premennych X a Y spiiia nasledujiice vlast-
nosti:
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1' fXY(xﬂy)Z()a

2. T Tfn(x,y)dxdyzl.

—00 —00

Marginalna hustota

Marginalne hustoty premennych X a Y so zdruzenou hustotou f,, (x,y) st
L) =] fro ()l
y
Sy )= [ Sy ().

Marginalne hustota premennej X spiiia vlastnosti:

l. f,(x)=0,
2. ij(x)dx =1.
Stredna hodnota a rozptyl premennej X su

E(X) =ty = [ 4f (x)dx,

X

D(X) =0} = [(x = 1V [ (¥)dx = [ & fip (x)dx = .

X

Podmienené rozdelenie pravdepodobnosti

Podmienena hustota premennej X za podmienky Y = y so zdruzenou hustotou f, (x,y) je

Sy (X, %) '
Sy (»)

Podmienena hustota £ Xy (x) spiia nasledujuce vlastnosti:

fx‘y (X) =

1. fX‘y(x) >0,
2. j Sy ()dx =1,
Podmienena stredna hodnota a podmieneny rozptyl premennej X za podmienky Y = y st

E(X|y) = My, = J.fo‘y (x)dx,

X

Podobné vzt'ahy platia pre f, (y), E(Y), D(Y), f(Y|x), E(Y |x), D(Y |x).
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Nezavislost’ nahodnych premennych
Dve spojité ndhodné premenné X a Y st nezavislé prave vtedy, ked’ jedno z nasledujucich tvr-
deni je spravne:

L [y, ()= fe(x),

2 [ ()= £,

3. ()= () f, ().

Priklad 3.3

Na posudenie povrchovej hladkosti papierového produktu sa pouzivajii dve meracie metody.
Nech X a Y oznacujui merania kazdej z dvoch metdd.

1. Predpokladajme, Ze zdruzend hustota X a Y je
fo(,y)=c, 0<x<4, 0<y,x-I<y<x+l1.

Ur¢ime hodnotu c.

Obory hodnét X a Y st na nasledujucom obrazku. VSimnime si, Ze oblast’ integracie pre pre-
mennu X je rozdelend na dve Casti:

L O<x<I,0<y<x+lall. l<x<4, x-1<y<x+l1

" A
s y=x+1

4 F
y=x-1

d

IL.

(RS ]

/‘l.

o1 2 3 4 x

Y

Obr. 3.1

Zdruzena hustota premennych X a ¥ musi spliiat”:

) S (x,)=c20,

b) [ S (x )y =1.

V prvej podmienke ¢ >0, pretoze x>0 a y>0.
Podl'a druhej podmienky pocitame:

1 x+1 4 x+1 1

jjfxy(x,y)dxdy = I J. cdydx +.[ J cdydx = c.[ (x+1)dx + cjt 2dx =

1 x-1
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- C(sz}l +[x];]+c([2x]f) =%c+6c =7,5¢=1

c=1/7,5=2/15

Potom zdruzena hustota premenn}'lch XaYje

fo(x,y)=—, 0<x<4, x—-1<y<x+l.

2. Ndjdeme margindlnu hustotu, strednu hodnotu a rozptyl premennej X.

Marginalna hustota premennej X je

T lzsdy——(x+1) 0<x<1
L) = fr (. 9)dy =

Stredna hodnota a rozptyl premennej X st

E(X)=u, = J.xf(x)dx I—x(x+1)dx+j—xdx—

1 1
-2 Fﬁ} {lxz} +3([x2]4)=3-§+3-15=19—211
15(]3 2 15\L7 15615

0 0

9
[, s (2. 4
D(X):axz(jx f(x)de—,uX:(J.Ex (x+1)dx+J.1—x ]

Bl 6

—_ +_.__
1512 15 3 9 810

3. Ndjdeme podmienenu hustotu, podmienenu strednu hodnotu a podmieneny rozptyl pre-

—=1,221=111"

mennej Y za podmienky X =2.
Podmienend hustota Y za podmienky X =2 je

fo@y) 2/15 1

, l<y<3.
2 415 2 Y

fy‘z(y):

Podmienena stredna hodnota a podmieneny rozptyl premennej Y za podmienky X =2 st

B2 =ty = [ () = | ydy%{Byﬂ ]ﬁ-(sz =2,
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3 3
1
DY ‘2) =07, = [V Wy - 15, = Ejyzdy -2 =
1 1
3
1 1 3 2 1 3 2 2
2137 |, 6

4. Nezavislost nahodnych premennych
Overte, Ci f,,(¥) =1, (»):

S (2,9) :l
@2 2

Vsimnime si, ze obor hodnét X pre 1< y<3 jey—-1<x<y+1.

fy‘z(y): s 1<y<3'

Potom marginalna hustota Y pre 1< y <3 je

y+l1 2 2

f 0= [ fin ()= | de=g([X]jj)=%, l<y<3.

=1

1 4
Pretoze ( fy‘2 (»)= Ej #* ( fr(»)= Ej, merania dvomi metdédami X a Y nie s nezavislé.

3.4 Viacrozmerné spojité nahodné premenné

Ciele vyucby

Tl Vysvetlit’ zdruzené, margindlne a podmienené rozdelenie pravdepodobnosti viacroz-
mernych spojitych ndhodnych premennych.

71 Vysvetlit’ nezavislost’ viacrozmernych spojitych nahodnych premennych.

ZdruZena hustota
Zdruzena hustota n spojitych ndhodnych premennych X, X,,..., X, spina nasledujice vlast-
nosti:

L. leXz..lxn (x,%5,...,x,) 20,

o0

2. ]0 T J. S, x, (X15%550, X, )dx,dx, ...dx, =1.

—00 —00 —00
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Marginalna hustota
Ked fyx, x (x,%;,...,x,) je zdruzena hustota spojitych nahodnych premennych X,, X,, ...

X, , potom marginalna hustota premennej X, je

Jx, (x;) = J-J- "'jfxlxz...xn (%05 Xy 50X, Yl X, . dx,_ydx, - dx,

R(x;)

kde R(x;) je mnozina vSetkych bodov oboru hodn6t premennych X,,X,,...,. X, pre ktoré
X =x,.

Stredna hodnota a rozptyl
Pre stredni hodnotu premennej X, plati vztah

E(X))= T T infxlxz...xn (), Xy X, )dx,dx, ...dx,

a pre rozptyl plati, ze

o0

D)= [ [ [ =t Fow, s, (8oXpeeenx, Y, .,

—00 —00 —00

Nezavislost’ nahodnych premennych

Spojité ndhodné premenné X, X,,..., X, st nezavislé vtedy a len vtedy ked’ plati:

fxlxz.“x” (%), X500, X,) = fxl (x, )f)(2 (xz)---fxn (x,)

pre vSetky x,,x,,...,x,.

3.5 Kovariancia a korelacia

Ciele vyucby

Tl Vysvetlit’ terminy kovariancia a koreldacia medzi dvoma ndhodnych premennych Xa Y.

'l Vypocitat’ kovarianciu a korelacny koeficient nahodnych premennych X a Y.

Kovariancia

Kovariancia cov(X,Y)aleboo ,, medzi dvoma ndhodnymi premennymi X a Y naznacuje li-

nedrny vzt'ah medzi X'a Y:
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Oy = E[(X = )Y = )] = E(XY) = ptypty,  —0 <0y <00
Odvodenie vztahu
E[(X = )Y = )] = E[XY = p1,Y — 1, X + g1, | =
=E(XY)— uyE(Y) = iy E(X) + gy pty =
= E(XY) = propty = py fly + My fly =
= E(XY)— pypty
Vlastnosti kovariancie:
1. cov(X,Y)=cov(Y,X)
2. cov(X,Y)<D(X)-D(Y)

3. Kovariancia o, zavisi od jednotiek X a Y a od ich variabilit.

Korela¢ny koeficient

Korelacia medzi dvoma nahodnymi premennymi X a Y reprezentuje normalizovany linedrny

vztah (o, normalizovany pomocou o, a o, ) medzi Xa Y:

_cov(X,Y) oy,
- /DX)DY) o0,

Pxy

Vlastnosti korela¢ného koeficientu:
1. pyy €[-L1],
2. pyy =1 —priama linearna z4vislost,, s rasticimi hodnotami X rastt aj hodnoty Y,

3. p,y =—1 —nepriama linedrna zavislost’, s rastiicimi hodnotami X hodnoty Y klesajt,

S

. Pyy Je bezrozmerny.

Nezavislost’ Xa Y

Ked X a Y st nezavislé, potom
Oy =Py =0.

Zial ¢, = p,, =0 je nutna (nie postacujuca) podmienka pre nezavislost X a Y. Inak poveda-

né, ajked o,, = = (0, nemozeme tvrdit’, Ze X a Y su nezavislé.
> XY XY > s

Kovarianéna matica

Kovarianciu ndhodnych premennych X a ¥ sme definovali vyssie. Ked’ zoberieme do tivahy

nahodny vektor (X1, X,,..., X, )T = X T, mozeme definovat' kovariantnii maticu.
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Kovarian¢na matica ndhodného vektora (X 1> X2 Xy )T =xT je

011 O12 *° O
O' O_ oo O'
o T o2 O
Oul Op2 *°° Opp

kde

o= cov(X X jl i,j=1,2,..,n, i# j si kovariancie medzi zlozkami nahodného vek-
tora;
o= cov(X i X ) = 0',-2 , i=1,2,...,n surozptyly jednotlivych zloziek ndhodného vekto-
ra.
Kovariancnd matica je Stvorcovd a symetrickd matica. Ked’ st zlozky ndhodného vektora
po dvoch nezavislé alebo asponi nekorelované, potom kovarianénd matica je diagondlna t. j.
nediagondlne prvky st rovné 0. Ak naviac rozptyly vSetkych premennych X; (i=12,...,n)

2

su rovnaké t.j. D(xi): o” (i=1,2,...,n), potom kovariancnd matica ndhodné¢ho vektora

(Xl,Xz,...,Xn )T =X" ma tvar =02E, kde E je jednotkova matica t.j. diagonalne

prvky sa rovnaju 1 a nediagonalne sa rovnaju 0.

Korelaéna matica

Korelacna matica nahodného vektora (X X2, X, )T =xT je

L py o py,
j = /0.21 1 p.Zn
pn] an 1
kde
cov(Xi, Xj) o ) . .
Py = =—", i,j=1,2,..,n, i#j je korelaény koeficient medzi i-tou a
0,0, 0,0,
j-tou zlozkou ndhodného vektora;
cov(X,, X, , : . .
Py = ( : ’) =i =1, i=1,2,..,n je korelacny koeficient medzi i-tou a i-tou

O-io-j 0,0;

zlozkou ndhodného vektora.
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Korela¢na matica je Stvorcova a symetrickd matica. Ked’ su zlozky nahodného vektora
po dvoch nezavislé alebo asponl nekorelované, potom korelaéna matica je jednotkova matica,

t. j. diagonalne prvky sa rovnaju 1 a nediagonalne sa rovnaju 0.

Priklad 3.4

Skiimame pocet chyb na prednej strane ( X ) dreveného panela a pocet chyb na zadnej strane
(Y ) dreveného panela (Priklad 3.1). Vypocitame hodnotu kovariancie a korelacného koefi-

cienta.
Vieme, ze zdruzend p. f. X a Yje f,,(x,y) :%(x+y), x=12,3a y=1,2,3, potom
plati:
B =3 Y 0y (6) =23 S e 1) =

y=1 x=1 ylxl

:%[1-1-(1+1)+2-1-(2+1)+3-1-(3+1)+---

+1-3-(1+3)+2-3-(2+3)+3-3-(3+3)]:%x168:4,67
Zo symetrie f,,(x,y) vieme, Ze u, =pu, a o, =o0,. V priklade 3.1 sme vypocitali
Uy =2,17 a o, =0,80. Preto
Ovw =E(XY) =, =4,67-2,17x2,17=-0,04,

Ow  —0,04

= =-0,06.
oo, 0,80x0,80

Pxy =

Teda existuje slaba zaporné koreldcia medzi po¢tom chyb na prednej strane ( X ) dreve-

ného panela a poctom chyb na zadnej strane (Y ) dreveného panela.

Priklad 3.5

Zoberme do tivahy dve meracie metody (Priklad 3.3).
a) Vypocitame hodnotu kovariancie a korela¢ného koeficienta.

b) Urcime kovaria¢nu a korelacnu maticu.
: iy . 2
Merania X a Y maji zdruZzenu hustotu f,,(x,y) = 5 O<x<4, x-1<y<x+1, po-

tom plati:

4 x+l b ) 4 2 JrtHl 4
EQXY) = [ vy =— ){y—} dr=—[x’dx =
0 x—1 15O 2
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34
4[X'T 4 64 256
3 0

:E 53 —E=5,68888.

Stredni hodnotu arozptyl nahodnej premennej X sme vypocitali v priklade 3.3:
Uy =2,11 a o, =1,11. Aby sme mohli vypocitat’ hodnotu kovariancie a korelacného koefi-
cienta, treba eSte vypocitat' u, a o,.

Oblast’ integracie pre premennu Y je rozdelend na tri Casti:
L O<y<I,O<x<y+1;

IL1<y<3, y-l<x<y+1;
II. 3<y<5, y-1<x<4.

y=x+1

III. y :x_ 1

ST UCRE O

II.

Y

)+12
[ Zav==(y+D, 0<y<i
)15
y+12 2
= X, y)dx = —dx=—x2=—, 1<y<3
£ !m ») yjlls 1 o 1<y
t 2 2
Zdx==(5-y), 3<y<5
yIllS 507 y

Stredné hodnota a rozptyl premennej Y su

1 3 5
2 4 2
E(Y) =ty = [ 3f (y)dy = jgy(yﬂ)dyﬁEydy +IEy(5—y)dy =
0 1 3

AL )
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:l+E+44 o7 —=2,1556

9 15 45 45
D<Y)=05—[ny<y)dy] 1= I y<y+1>dy+j ydy+j Y5 - y)dy - (ZQ_

g NS Bl R TR

(7,104 164) (97 _S61T _ secor 17672
90 45 45 ) \45) 4050

1

2, 5 97
=|— +Ddy+ | —y dy+ 5- =
llsy(y )dy !15); y! y(5-y)dy - ( j

a) Potom hodnota kovariancie je

256 190 97 461
C E(XY)— g, =222 129 2T 200 13897
o = EXY) =ttty === 25 = 205

a hodnota korela¢ného koeficientu je
461

Doy = 405 =0,872386
aXay \/989 5647

810 V4050

b) Z vypocitanych hodndt uréime pre nahodny vektor (X, Y )T =X’

po 1 py _ 1 0,87
Py 1 0,87 1
a kovarianénu maticu

5 [T ) _ oy Oy | (L117 1,14
Ow Oy ) \o, o) 1,14 1,18

korelaé¢ni maticu
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3.6 Dvojrozmerné normalne rozdelenie

Ciele vyucby

[l Vysvetlit’ zdruzent hustotu dvojrozmernych normalnych ndhodnych premennych.
1 Ur¢ite zdruzené, marginalne a podmienené pravdepodobnosti dvojrozmernych normal-

nych ndhodnych premennych.

Dvojrozmerné normalne nahodné premenné

ZdruzZena hustota dvoch normalnych ndhodnych premennych X a ¥ so strednymi hodnotami

Ly a u,, rozptylmi o) a o, akorela¢nym koeficientom p,, (-1< p,, <1)je

1 X py)’
- 2 p{ | el
27TO'X‘7Y\/1_,0XY 2(1=pyy) Tx
2
_2pXY(x_;UX)(y_:UY)+(y_'[;Y) j|}, —0< X,y <00,
0,0y Oy
yll y‘\ y‘l

My | Hy My

w Y

My X My X My

Obr. 3.3. Dvojrozmerné normalne rozdelenie s rozdielnymi p,,

Marginalne rozdelenia
Margindlne rozdelenia X a ¥ st normélne so strednymi hodnotami #, a u, arozptylmi o

2
a oy.

Podmienené rozdelenie
Podmienené rozdelenie premennej Y za podmienky X = x je normadlne so strednou hodnotou
o
E(Y|x) =Hy T Pxy O_—Y(X _lux)

X

a rozptylom
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D(Y|x) =07 (1-p3y)-

Priklad 3.6
Nech X a Y reprezentuji dva rozmery injekéného lisovaného diela. Predpokladajme, ze X a Y
maji dvojrozmerné normdlne rozdelenie s parametrami g, =3,00; u, =7,70; o) =0,04°
a o, =0,08”. Dalej predpokladdme, Ze X a Y st nezavislé, t. j. p,, =0. Vypo¢itame pravde-
podobnost’, ze 2,95< X <3,05 a 7,60< Z < 7,80.
PretoZe X a Y su nezavislé,

P(2,95< X <3,05;7,60<Y <7,80)=P(2,95< X <3,05)P(7,60<Y <7,80).

Normovanim X a Y dostaneme:

P(2,95<X<3,05):p[2’95_3=00 RS 3,05—3,00}

0,04 o, 0,04
= P(-1,25<Z <1,25)= P(Z <1,25)— P(Z <—1,25) =
= 0,894 —0,106 = 0,789

P(7,60<Y<7,80)=P[7’60_7’70 P 7’80‘7’70}

0,08 o, 0,08
= P(-1,25< Z <1,25)=0,789..

Potom
P(2,95< X <3,05,7,60<Y <7,80)=0,789x0,789 =0,623.

3.7 Linearne kombinacie nahodnych premennych

Ciele vyucby
[l Vysvetlit’ termin /inedrne kombindcie ndhodnych premennych.

] Ur¢it strednt hodnotu a rozptyl linearnej kombinacie nahodnych premennych.

Linearna kombinacie

Nahodna premenna Y sa niekedy definuje pomocou linedrnej kombinacie niekol’kych nahod-

nych premennych X, X,,..., X :

Y=kX +kX,+...+k,X,, kde k, st konStanty.
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Pravidla pre linearne kombinacie

Nasledujtce pravidla st uzitoné pri urceni strednej hodnoty a rozptylu linedrnej kombinacie
Xal.
1. Pravidla pre stredné hodnoty

a) EMb)=b

b) E(aX)=aE(X)

c) E(aX+b)y=aE(X)+b

d) E(aX £bY)=aE(X)£bE(Y)

o) E((ax))=d'Ex"),
kde a, b, k su konstanty.
2. Pravidla pre rozptyly
a) D(b)=0
b) D(aX)=a’D(X)
¢) DX +b)=a’D(X)+D(b)=a’D(X)
d) D(aX £bY)=a’D(X)+b*’D(Y)+2abcov(X,Y)
D(aX £bY)=a’D(X)+b’D(Y), ked X a Y st nezavislé

Poznamka. V§imnime si, ze cov(X,Y)=0,, = p,,0,0y
Pravidl4 1d) a 2d) mozno rozsirit’' pre ¥ =k X, +k, X, +...+k, X, takto:

E(Y)=kE(X,)+k,E(X,)+...+k E(X,)= ikiE(Xi),

i=1

n-1 n
DY) =klE(X)+IGE(X,)+...+k’E(X,)+ 22 Z ke, cov(X,, X )=

i=1 j=i+l

S S EX) 25 Sk cov(X,, X ).
i—1

i=1 j=i+l

Priklad 3.7

Sirka ramu X a $irka dveri Y (obe premenné v centimetroch) st normaélne rozdelené so stred-
nymi hodnotami u, =60,9600cm a u, =60,6425cm asmerodajnymi odchylkami
o, =0,31750cm a o, =0,15875 cm. Predpokladajme, Ze Sirka ramu X a Sirka dveri Y st ne-

zavislé. Ur¢ime strednl hodnotu, rozptyl a smerodajnti odchylku rozdielu medzi Sirkou ramu
X a Sirkou dveri Y.
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X ~ N(0,61;0,0030%), Y ~ N(0,51;0,0015)

cov(X,Y) =0, pretoze X a Y su nezavislé

Preto
Uy, =E(X -Y)=E(X)-E(Y)=60,9600—60,6425=0,3175cm
oy, =D(X-Y)=D(X)+D(Y)-2cov(X,Y)=0,31750" +0,15875° - 0= 0,126
o, =0,355
3.8 Momentové vytvarajuce funkcie
Ciele vyucby

T Vysvetlit’ termin momentova vytvarajuca funkcia.
1 Ur€it momentovl vytvarajliicu funkciu a k-t¢ momenty ndhodnej premennej X.

T] N4jst strednti hodnotu a rozptyl premennej X pomocou jej prvého a druhého momentu.

Momentova vytvarajuca funkcia

Momentova vytvarajica funkcia nihodnej premennej X je stredna hodnota premennej e :

Ze”"‘ f(x,), ked X jediskrétna,

M, (t)=E(")=1«
j ™ f(x)dx, ked’ X jespojita.
Ked’ existuje momentova vytvarajuca funkcia n. p. X, potom je jedinecna a Gplne urcuje roz-
delenie pravdepodobnosti n. p. X. Teda ked’ dve ndhodné premenné maju rovnakit momento-

vl vytvarajucu funkciu, potom maji rovnaké rozdelenie.

Moment
Ked M " (¢) oznaduje k-ta derivaciu M , (¢), k-ty moment n. p. X v bode =0 je

D x! f(x,), ked X jediskrétna,

E(XH=MP0)={ -
j X f(x)dx, ked X jespojita.

Odvodenie vzt'ahu

Vieme, Ze k-t4 derivacia M, (¢) je
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k D xte" f(x), ked X jediskrétna,
d'M, () |+

k o0
dt [ x*e" f(x)dx, ked X jespojita.

—00

M0 =

Aplikacia momentov
Stredna hodnota a rozptyl n. p. X sa daji urc¢it’ pomocou prvého a druhého momentu n. p. X:

fy = E(X) =M (0),
o = E(XH)-[E(X)] =M} (0)-[M; (O] .

Priklad 3.8

Geometrickd nahodna premenna X ma pravdepodobnostnu funkciu

f(x)=pl-p)", x=12,..,n.
1. Najdeme momentovu vytvarajucu funkciu n. p. X.

Z definicie momentovej vytvarajucej funkcie vyplyva, ze
® 8 il x—1
M ()= " f(x)=Y " p(-p)~ =Y pe'[(1-p)'| .
x x=1 x=1

Viimnime si, Ze sii¢et nekoneénej geometrickej postupnosti (a,ar,ar’,...) je

S:Z.O:ar"*1 :é, kde |{<1.

n=1

Teda

t
pe
M, (t)=—F—"——.
O
2. Urcime strednu hodnotu a rozptyl n. p. X pomocou prvého a druhého momentu n. p. X
v bode nula.

Prvy moment n. p. X vbode # =0 je

dMX(t)} ] d{pe’[l—(l—p)e’]l}
d |, dt

M0 =
pe’ ., pl-pe’ | _ p . pl-p _
1=(-pe' [1-a-pe ]| 1-0-p) [1-a-p)

70



Viacrozmerné nahodné premenné

_p_ pd-p) 1
= o=
P p p
Druhy moment n. p. X vbode =0 je

M}(O)Z[—d]\;;z‘(t)} {_d]‘g(f)} _

d{ pe'[1-(1- p)efjl} d {p(l - p)e’[1-(1 —P)e’]z}
N dt " dt )

t=0 t=0

_ 1 | 2p(=p)e* | 2p(-p)e’ | _
p [1—(1—p)e’] [1—(1—p)et} »

_1, 2p(i-p) , 2p(i-p)° _ 1 2p(i-p) 2p(-p) _

p [I-a-p] [1-a-p] » P P’
_1,20=p) 20=p) _2-p
P P p P

Teda strednd hodnota a rozptyl n. p. X su

sty = E(X) = M}, (0) =~
P

7} = EC) =[BT = M3 0=y 0 =27 H -

3.9 CebySevova nerovnost’

Ciele vyucby

[ Vysvetlit' pouzitie Cebysevovej nerovnosti.
[ Ohraniéit’ pravdepodobnost’ ndhodnej premennej X pouzitim CebySevovej nerovnosti

a porovnat’ ohrani¢enie pravdepodobnosti so zodpovedajicou skuto¢nou pravdepodob-
nostou.
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CebySevova nerovnost’

Vztah medzi strednou hodnotou a rozptylom n. p. X s l'ubovol'nym rozdelenim pravdepodob-

nosti odvodil Cebysev a formuloval takto:

P(|X—,U|ZCG)SCL2, c>0.

Pomocou Cebysevovej nerovnosti mozno uréit’ ohrani¢enie pravdepodobnosti akejkol'vek na-
hodnej premennej. V tabul'ke (Tab. 3.1) su prezentované ohrani¢enia pravdepodobnosti nor-
malnej nahodnej premennej X s parametrami u# a o~ a zodpovedajiice skuto¢né pravde-

podobnosti.

Tab. 3.1. Porovnanie ohranicenia pravdepodobnosti so zodpovedajicou skutocnou pravde-

podobnostou pre normalnu n. p. X

Pravdepodobnostna podmienka | OhraniGenie pravdepodobnosti Skutocna
¢ p(| X > ca) (1/c%) pravdepodobnost’
L5 P(|X - 4>1,50) 0.444 0,134
2 P(|X - y=220) 0,250 0,046
3 P(|X -4 >30) 0,111 0,003
4 P(|X -y 2 40) 0,063 <0,001

Skuto¢nu pravdepodobnost’ vypocitame tak, Ze upravime pravdepodobnostny vztah takto:
[X -4
P X —py= =P|——2>c |=P(|Z|2c)=1-P(|Z =
(r=sfzeo) [ F- o) plafze)-1-riico

=1-P(—c<Z<c)
Ked’ do posledného vztahu dosadime postupne za ¢ hodnoty 1,5; 2; 3; 4 a urobime vypocet,

dostaneme hodnoty skuto¢nych pravdepodobnosti (Tab. 3.1).

Priklad 3.9

Predpokladajme, ze fotorezistna hribka X vo vyrobe polovodi¢ov ma spojité rovnomerné roz-
delenie so strednou hodnotou 10 um a smerodajnou odchylkou 2,31 um na obore hodnot
6 < x <14 pm. Ohrani¢ime pravdepodobnost’, ze fotorezistna hrubka je mensia ako 7 alebo
vicsia akol3 pum. Potom porovname ohrani¢enti pravdepodobnost’ so skutocnou pravdepo-
dobnostou.

Hustota rovnomernej n. p. X je
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1 1 1
X)=——=—-—=—, 6<x<14.
/() b—a 14-6 8

Pouzitim Cebys$evovej nerovnosti dostaneme:
P(X<T)+P(X>13)=P(X-10<7-10)+ P(X -10>13-10)=
=P(X-10<-3)+P(X-10>3)=
=P(|X -10>3)<1/c,
- 3 .
odkial 3=c-0=¢-2,31 => ¢c=——=1,3.
2,31
Potom ohrani¢enie pravdepodobnosti sa rovna
P(|x-10>3)< 1oL 059
¢ 1,30
a skuto¢nd pravdepodobnost’

13
P(X <T)+ P(X>13)=1-P(T< X <13)=1— [~ax=1-2[x]" =1-8 = 0,25.
8 gl 8

7

Skutocnd pravdepodobnost’ je menSia ako ohrani¢enie pravdepodobnosti, ¢o je v sulade
s CebySevovou nerovnostou.
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4 TVORBA NAHODNEHO VYBERU A OPISNA
STATISTIKA

Ciele

"1 Rozpoznat rozdiel medzi zékladnym suborom a ndhodnym vyberom.
Definovat’ terminy nahodny vyber a Statistika (vyberova charakteristika).

RozliSovat’ medzi terminmi Statistika a hodnota Statistiky.

O O O

RozliSovat’ medzi terminmi usporiadany ndhodny vyber, poriadkova Statistika a hodnota
poriadkovej Statistiky.
[ Vysvetlit', preCo vyberanie reprezentativneho ndhodného vyberu je dolezité vo vy-

skume.

Zakladny subor

Rozdelenie pravdepodobnosti casto pouzivame ako medel pre zdkladny subor. Zakladny
subor, ktory ma normalne rozdelenie s parametrami 4 a ¢, nazyvame normalny zikladny

stubor alebo zakladny stibor s normalnym rozdelenim. Konstrukény inZinier méze povazo-
vat’ za normdlny zdkladny stbor napriklad vSetky hodnoty vnatorného priemeru piestneho

krazku automobilového motora.

Nahodny vyber

Nahodny vyber je vyber zo skimaného zdkladného suboru, ktory sa vytvori pomocou urcité-
ho ndhodného mechanizmu, aby sa zamedzilo systémovej chybe (nad- alebo podhodnotenie).

Zoberme do tvahy nahodnu premennu X s distribu¢nou funkciou F(x) a experiment,

ktorého vysledky mdézeme povazovat’ za hodnoty tejto ndhodnej premennej. Ked’ urobime n
pokusov v danom experimente nezavisle a za rovnakych podmienok, dostaneme »n pozorovani
X,,X,,...,X, , ktoré predstavuji hodnoty ndhodnych premennych X, X,,....X .

Exaktne je ndhodny vyber definovany takto:

Nahodné premenné X, X,, ..., X, tvoria nahodny vyber rozsahu n, ked’ plati, Ze:

1. su vzdjomne nezavislé,

2. maju rovnakeé rozdelenie pravdepodobnosti f(x).

Teda pre zdruzenu hustotu (pravdepodobnostnt funkciu) plati:

Sryx, X Xa5000%,) = f(0)f(x) - f(x,) -
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Statistika (vyberova charakteristika)

Funkciu ndhodnych premennych X,, X,,...,X, z ndhodného vyberu, ktord nezavisi od pa-

rametrov rozdelenia pravdepodobnosti nahodnej premennej X , nazyvame Statistika alebo

vyberova charakteristika. Zrejmé je, ze Statistika je viacrozmernd nahodnd premennd

a oznacujeme ju 7'(X,, X,,... X,).

Hodnota Statistiky

Hodnotu, ktort moze nadobudnut’ Statistika 7'(X,, X,,..., X, ) pri jednej realizacii ndhodného

vyberu x,, x,, ..., X, , nazyvame hodnota Statistiky a oznacujeme 7T'(x,, x,,..., x,).

Usporiadany nahodny vyber a jeho realizacie

Majme pozorovania x,, X,, ..., X, , ktoré st realiziciami ndhodného vyberu X, X,,..., X

L
Ked’ usporiadame pozorovania podla velkosti vzostupne dostaneme x,, < x, <---<x,, €0

su realizacie usporiadaného nahodného vyberu X, X X

(12> (2)> 2 2 (n)

Poriadkova Statistika a jej hodnota

Premenna X, zusporiadaného nahodného vyberu predstavuje i-tu poriadkova Statistiku

()

a hodnota x, je hodnotu i-tej poriadkovej Statistiky.

4.1 Ciselné metody opisnej Statistiky

Ciele

'] Prezentovat’ zékladné Statistické charakteristiky a ich hodnoty pouzivané v opisnej Sta-
tistike.

NajcastejSie pouzivané Statistiky a ich hodnoty
« Vyberovy priemer X Hodnota vyberového priemeru x
— 1& 1<
X=—)> X =— ) x
n ,Z:I: ' n ,Z:I: ’

Vyberovy priemer charakterizuje centralnu polohu dat.

=|
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« Vyberovy rozptyl S’ Hodnota vyberového rozptylu s°

2
1 n —\2 1 n inz—[z_xi] /n
S? = Z(X[—X) §2 = Z(xi_f)zz Py P

n—17 n—-13 n—1

Vyberovy rozptyl charakterizuje variabilitu dat.

e Vyberova smerodajna odchylka S Hodnota vyberovej smerodajnej odchylky s
1 n _ 1 n
S:«/52=\/ 1Z(X,,—X)2 S:\/s_2=\/ IZ(x,.—;—c)2
n—1,4 n—1,;

Vyberova smerodajna odchylka charakterizuje variabilitu dat.

e Vyberova smerodajna chyba Hodnota vyberovej smerodajnej chyby

S 1 & —\2 Ky 1 2 _\2
ﬁ:Jn(n—l);(X"_X) ﬁ:Jn(n—D;(x"_x)

Vyberova smerodajné chyba charakterizuje variabilitu priemeru dat.

DalSie pouZivané zakladné $tatistické charakteristiky
« Hodnota vyberového medianu x_, =x
rozdeluje usporiadany datovy stbor x,, X, X, ha dve rovnaké Casti. V tomto subore
dat vyberovy median predstavuje aj kvantil x,,, asiacasne aj druhy kvartil g, t.].
Xmed =X = Xo.50 = G-
+ Kvantil x,
Postup vypoctu hodnoty p—kvantilu x, z n nameranych dat x, x,),..-, X(0)
Krok 1: vypocitame polohové ¢isla » pouzitim n a p
np, ak n je neparne
(n+1)p akn je parne

Krok 2: stanovime x, na zéklade polohového ¢isla

Xp=

X(ry» ak 7 je celé cislo
X+ (X =X, ))r=[ 7)), akr nie je celé islo,

kde znacka [ | znamena ,,zaokrahlovanie nahor* a | r | ,,zaokruhlovanie nadol“.

Hodnota kvantilu x, pre p= {0,25; 0,50; 0,75} sa nazyva kvartil mnoziny dat:

— prvy (dolny) kvartil D) = X5
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— druhy (stredny) kvartil (median) : g, = x5,

— treti (horny) kvartil g5 =X 75

Hodnota vyberového modusu x_, =X

mod
je najcastejSie sa vyskytujica hodnota v datach. Subor dat méze mat’ Ziadny modus, jeden
modus (unimodalny), alebo viac modusov (bimodalny, trimodélny atd’.).

Minimum x

min

Je najmensia hodnota realizacie vyberu, t. j. mnoZiny dat x,,, x,,,..., X -

Maximum x_,

Je najvicsia hodnota realizacie vyberu, t. j. mnoZiny dat x,,, x,),..., X »

Rozpitie (variacné rozpitie)

Je rozdiel medzi najvacSou a najmensou hodnotou mnoZiny dat x,, x,,,..., Xt
n)
R = X = Xonin = Xy~ X

Hodnota dolného (prvého) kvartilu g, = x, ,;

je hodnota rozdel'ujica mnozinu dat X(1y> X ()55 X(,) DA 2 Casti tak, Ze 25 % hodndt nie je
vicsich ako tato hodnota a 75 % hodn6t nie je menSich ako tito hodnota.

Hodnota horného (treticho) kvartilu ¢, =x,,; je hodnota rozdelujuca mnoZinu dat
X(1y> X(2yreee> X(,) DA 2 casti tak, ze 75 % hodndt nie je vacsich ako tato hodnota a 25 % hod-
not nie je mensich ako tato hodnota.

Medzikvartilové rozpitie IQR mnoziny dat je rozdiel medzi hornym kvartilom a dolnym
kvartilom:

IQR=¢;-¢q, = Xo,75 — Xo0,25 -

Vyberova Sikmost’ vyjadruje asymetriu rozdelenia pocetnosti suboru dat x,,x,,...,x, .

n

Mierou tejto asymetrie je vyberovy Kkoeficient Sikmosti:

ni(xi -x)’
(n l—_l)(n -2)s

T, pren=3as#0.

Vyberovy normovany koeficient Sikmosti ma normalne rozdelenie N(0,1) pre n>150:

nlzn;(x,.—)?)3 /\/g
(n-D(n-2)s’/ \n"
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Poznamka. Pre symetrické rozdelenia pocetnosti sa tento koeficient rovné nule. Pre rozde-
lenia zoSikmené dol'ava je koeficient zaporny. Pre rozdelenia zoSikmené doprava je koefi-

cient kladny.

o Vyberova Spicatost’ vyjadruje Spicatost’ rozdelenia pocetnosti suboru dat x,,x,,...,x

>Vn ®

Mierou tejto Spicatosti je vyberovy koeficient Spicatosti:
3(n—-1)°

n(n+ l)i(xl. -x)*
=l - pre n>4 as#0.
(n-D(n-2)(n-3)s" (n-2)(n-3)

« Vyberovy normovany koeficient Spicatosti je dany vzt'ahom:
DY (x, - %)’
n(n );('xl x) ~ 3(71 _1)2 \/ﬁ
(n-D(n-2)n-3)s* (n-2)n-3) no

Poznamka. Koeficient sa pre hodnoty znormalneho rozdelenia rovna priblizne nule.

V porovnani s normalnym rozdelenim kladn4 hodnota koeficientu znamena, ze rozdelenie

je SpicatejSie, naopak zaporna hodnota sved¢i o rozdeleni plochejSom.

» Vyberovy variaény koeficient (v %) je mierou relativneho rozdelenia dat a je dany vzta-

hom
s \/nl—lz(x’ _)—5)2
Zx100= = x100 .
X X
4.2 Grafické metddy opisnej Statistiky
Ciele vyucby

"1 Vysvetlit’ pouzitie diagramu stonka s listami.

71 Vysvetlit’ konstruovanie diagramu stonka s listami a konstrukciu prezentovat’ na datovej
mnozine.

[l Vysvetlit' terminy pocetnost, relativna pocetnost, kumulativna pocetnost a relativna

kumulativna pocetnost.

Vysvetlit’ konstruovanie tabulky pocetnosti.

Vysvetlit’ konstruovanie histogramu a polygonu z tabul’ky pocetnosti.

Vysvetlit' pouZitie obdlznikového diagramu s fiizami.

(0 I B R O

Vysvetlit’ pouzitie normalneho pravdepodobnostného diagramu.
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Stonka s listami
Diagram stonka s listami je dobry nastroj na grafické zobrazenie datovej mnoziny
X1ys X(2y>5 Xy kde kazdé cislo x; obsahuje aspont dve ¢islice. KonStruovanie diagramu
stonka s listami sa skladé z nasledujtcich krokov:

krok 1: definujeme stonky a listy,

krok 2: zapiSeme stonky do stipca od najmensej hodnoty po najvacsiu hodnotu,

krok 3: prechadzame cez jednotlivé data a list kazdého pozorovania ddme do riadku prislu-

chajuceho stonke tohto pozorovania

Priklad 4.1

Z nasledujucich dat (Tab. 4.1) zostrojime diagram stonka s listami a diagram rozdelenia po-
¢etnosti zodpovedajici tomuto diagramu.

Tab. 4.1
i X, i X, i X, i X,
1 24,0 5 22,3 9 21,8 13 23,2
2 22.4 6 22,6 10 32,2 14 23,9
3 22,4 7 25,2 11 23,9 15 23.8
4 24,3 8 24,1 12 23,5 16 21,7

RieSenie

Najskor usporiadajme ndhodny vyber:

Tab. 4.2
I ) I 0 I ) I i)
1 21,7 5 22.4 9 23,5 13 24,0
2 21,8 6 22,6 10 23,8 14 24,1
3 22,3 7 232 11 23.9 15 24,3
4 22.4 8 23,2 12 23.9 16 25,2

Nech prvé dve ¢&islice uvedenych dat tvoria stonky. Hodnoty stoniek zapiSeme do stipca od
najmensej po najvacsiu zhora nadol. Potom urobime vertikalnu Ciaru a zapiSeme list kazdého

pozorovania do riadku prislusnej stonky. Takto ziskame nasledovny vysledok.
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Stonky | Listy
21. 178
22. 13446
23.1225899
24.1013
25.12

Obr. 4.1. Diagram stonka s listami

Ked oto¢ime diagram na bo¢nt 'avi stranu a pozrieme sa na stlpce ¢isiel nad ¢iarou, vidime
tvar rozdelenia.

9
9
& 6 8
e 4 5 3
g8 4 2 1
7 3 2 0 2

Stonky | 21. 22. 23. 24. 25.
Obr. 4.2. Tvar rozdelenia

Poznamka. V pripade potreby sa da stonka s listami:

a) zahustit’ zlu¢enim susednych riadkov do jedného riadku (spolo¢nej triedy), napriklad pozri
Obr. 4.3.

201 01 50-51{01%*4
51 (4
52156

52-53[56*368
531368
5412457

» 54-5512457*3499

5513499
56 0127

56-5710127*358
571358
5811269

58-59(1269*17

581 591

Obr. 4.3. Zahustenie stonky s listami

V zhustenom diagrame st ¢islice listov v kazdom riadku oddelené znakom ,,* ““ na dve

skupiny. Prvé skupina ¢islic patri prvému ¢islu prislusnej stonky a skupina Cislic vpravo od
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»+ ¢, patri druhému ¢islu prislusnej stonky. Kazdy riadok zhusteného diagramu musi obsa-
hovat’ prave jeden znak ,,**, aby nedoslo k skresleniu tvaru rozdelenia.

b) rozsirit’ rozdelenim riadku do dvoch riadkov (tried), napriklad pozri Obr. 4.4.

51*
5116899

51° 16899

*
5210347 5271034

52° |7

%
5313788 3|3

53° | 788

Obr. 4.4. Rozsirenie stonky s listami

Prvi triedu s ¢islicami 0 az 4 oznaéime ,, * ““ a druhu s ¢islicami 5 az 9 oznacime ,,o “.

Tabul’ka pocetnosti

Vytvaranie tabulky pocetnosti je dobra metoda na opis velkej mnoziny dat. Pévodné data sa
zatried’uju (grupuju) do tried (kategoérii) a zist'uji sa pocetnosti jednotlivych tried, ¢im sa vy-
tvori rozdelenie pocetnosti.
Postup konstruovania tabul’ky pocetnosti sa sklad4 z nasledujtcich krokov:

1. Ur¢ime pocet tried k, ktoré bude obsahovat’ tabulka pocetnosti. Ak nevieme urcit’ pocet

tried, pom6Ze nam jeden z nasledujucich vzorcov

k=1+3,322-log(n) (Sturgesovo pravidlo) ~ alebo k= Jn .

2. Ur¢ime najmenSiu x_, anajvacSiu x_,  hodnotu mnoziny dat.
3. Sirku triedy 4 ur¢ime takto:

h > xmax _xmin —
k k
Vysledok zaokruhl'ujeme nahor na vhodné celé Cislo tak, aby kazda hodnota z dat bola

obsiahnuta v tabul’ke pocCetnosti.

4. Vytvorime triedy.
Dolnua hranicu (medzu) prvej triedy ¢, volime bud’ najmensiu hodnotu v mnozine dat,
alebo hodnotu trocha mensiu ako najmensia hodnota. Horna hranicu (medzu) posledne;j
k-tej triedy ¢, volime bud’ najvac¢siu hodnotu v mnoZine dat, alebo hodnotu trocha vic-

Siu ako najvécsia hodnota. V tabulke je ¢, <x_. , t, 2x_ .

min
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Kazda triedu bude reprezentovat interval [7,7,,) o dizke h, priom ¢, =t +h, kde
i=0,l,..,k—1. Napriklad: prva trieda: [,,t,), druha trieda: [¢,,1,) =[¢, +h, 1, + h) atd.
. _ . . , . . . . . - ti—l + ti
5. Triedny znak ¢ je stred i-tého intervalu (i-tej triedy), t. j. ¢, = 5
6. Kazdu hodnotu mnoziny dat zaznamename do riadku prislusnej triedy.
7. Spocitame pocCty dat v jednotlivych triedach. Dostaneme tak pocetnosti jednotlivych

tried n,, ktoré zaznamename v prislusnom stlpci.

8. Vypocitame relativne pocetnosti, kumulativne pocetnosti, kumulativne relativne pocet-
nosti a zapiSeme ich do dal§ich troch stipcov.
Takto sme vytvorili celu tabul’ku pocetnosti (Tab. 4.3).

Tab. 4.3. Tabulka pocetnosti

Cislo | Dolna | Horna | Triedny | Absolutna | Relativna | Kumulativna | Relat. kum.
triedy | medza | medza | znak | pocetnost’ | pocetnost pocetnost’ pocetnost’
L. fo Jl f n Si=n/n m N
2. J 2 E " fr=n/n n h+/
k tk—l tk lrk ny ﬂ:nk/l’l nzan_ Zf; =1
dn,=n > fi=1

Poznamka. Pri zaokrahl'ovani hodndt relativnej pocetnosti treba dbat’ na to, aby sa sucet za-
okrahlenych hodnét rovnal jedne;j.

Pomocou tabul’ky pocetnosti moéZeme konstruovat’ histogram pocetnosti, polygén pocetnosti,
polygdn relativnych pocetnosti, polygon kumulativnych pocetnosti a polygon kumulativnych
relativnych pocetnosti. VSetky tieto grafy ndm svojim spdsobom ukazuji rozdelenie pocet-

nosti nameranych dat.

Histogram pocetnosti
Histogram rozdelenia podetnosti je stipcovy graf tvoreny obdiZnikmi, kde jedna strana je na

osi x a ma dizku # intervalov [t. t.

127+l

), a druha strana je rovnobezna s osou y a méa vel’kost’ pri-

slusnej absoliitnej (n,) alebo relativnej ( f;) pocetnosti zvolenej triedy.
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Polygon pocetnosti
Polygdn rozdelenia pocetnosti je lomené ¢iara, ktora prechadza bodmi [Z,nl] , Tesp. [Z, fl],

kde 7 su stredy intervalov [#.,7,,) a n;,resp. f; su prislusné absoliitne, resp. relativne po-

¢etnosti vo zvolenych triedach.
A

AT

h B 4 K 4 ho By B B4

Pocetnost’

Obr. 4.5

Stonka s listami a histogram poskytuju v§eobecny vizualny pohl'ad na datovi mnozinu, zatial’
¢o hodnoty ako x a s poskytuji ¢iselné informacie o charakteristickych vlastnostiach mno-
ziny dat.
Obdiznikovy diagram s fizami
Obdiznikovy diagram s fazami je graf, ktory zobrazuje niekol’ko charakteristickych vlastnosti
(znakov) datovej mnoziny stcasne. Lahko sa da z neho urcit’ napriklad rozpitie, symetria, ¢i
identifikovat’ nezvycajné pozorovania alebo odl'ahlé hodnoty (outliers).
Opis obdiznikového diagramu s fizami (pozri Obr. 4.6):
— diagram zobrazuje tri kvartily, minimalnu hodnotu a maximélnu hodnotu dat;
— obdiznik predstavuje medzikvartilové rozpitie (IQR) s dolnou hranicou v prvom (dol-
nom) kvartile g, = x, ,; a hornou hranicou v tretom (hornom) kvartile;
— v obdizniku je usetka rovnobezna z dolnou a hornou hranicou, ktora predstavuje druhy
kvartil (medidn) ¢, = x,s =x,,, =X ;
— na oboch stranach obdiznika su fuzy v podobe usegiek:
a) dolny fuz je Gisecka od dolného kvartilu do najmensej hodnoty dat, avSak iba
v rozsahu 1,5xIQR od dolného kvartilu,
b) horny fiz je Gsecka od horného kvartilu do najvacsej hodnoty dat, avsak iba
v rozsahu 1,5%xIQR od horného kvartilu;

— déta vzdialenejsie od obdiznika ako st zakreslené flizy sa vyznacia ako jednotlivé body;
bod, ktory sa nachadza pod dolnym fizom alebo nad hornym fizom vo vzdialenosti
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mensej ako 3xIQR od hrany obdiZnika, sa nazyva vybo¢ujiica (odlahla) hodnota
(outlier), t. j. odlahlé hodnoty lezia v intervale (x,,5—3%IQR,x,,s—15xIQR ) alebo
(075 +1,5}IQR , x, 5 +3xIQR);

— bod, ktory sa nachadza vo vzdialenosti vacsej ako 3xIQR od niektorej hrany obdiznika

sa nazyva extrémne vybocujuca (odl’ahld) hodnota (extreme outlier): t. j. extrémne

odl'ahlé hodnoty lezia v intervale (—OO, X5 — 3% IQR) alebo (xo,75 +3xIQR, oo).

q q g extrémne
odlahlé S 3 odlahlé odlahla
hodnoty . 1 hodnoty hodnota

«— 1.5 IQR —»+<«—1.5 IQR —»=—IQR —+=<—1.5 IQR —»+=—1.5 IQR —>
Obr. 4.6. Opis obdlznikového diagramu s fiizami

Poznamka. Odlahlé a extrémne odlahlé hodnoty st hodnoty relativne vel'mi malé alebo
vel'mi vel'ké vzhl'adom na ostatné data v stibore. Zvyc€ajne vznikaja z troch pric¢in:

a) hodnota je namerand, zaznamenana alebo vloZena do pocitaca chybne,

b) namerana hodnota patri do iné¢ho zékladného suboru,

¢) hodnota je namerana a zaznamenana spravne, ale reprezentuje zriedkavt udalost’, ktora

moze nastat’.

Vzhl'adom na uvedené priciny je potrebné zvazit, ¢i tieto hodnoty v ndhodnom vybere dat
ponechame alebo ich vyradime.

Normalny pravdepodobnostny graf

Tento graf je Specialnym pripadom pravdepodobnostného grafu a umoziuje vizualne posudit’,
¢1 data pochadzaju z normalneho rozdelenia.

Jeho konStrukcia spociva v tom, Ze na horizontalnu os (os ,,x*) sa vynesu usporiadané

J=0.375 x100 (v percentach).
0,25

2

hodnoty x,,, x,),..., X, @ na vertikalnu os (os ,,)*) hodnoty

(n)

j—0,375

X 0,05 X 100} , J=L12,...,n, ktort aproximu-
n+0,

Grafom je potom mnoZina bodov X, = [

jeme v zmysle metody najmensich §tvorcov linearnou funkciou — priamkou. Cim menej sa
body odchyl'uji od aproximacnej priamky, tym je vacsi predpoklad, Ze namerané data pocha-
dzaj z normalneho rozdelenia.
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Ak chceme mat’ istotu, Ze namerané data skuto¢ne pochadzaju zo zakladného stboru
s normalnym rozdelenim, je potrebné vykonat’ test normality nameranych dat, napr. Shapi-
rov—Wilkov (pozri kap. 7.6.2).

Normal Probability Plot

99,9

percentage

65 75 85 95 105
namerane data

Obr. 4.7

4.3 Prezentacia Ciselnych a grafickych metod opisnej Statistiky
na datach z nahodného vyberu

Priklad 4.2

Stroj Alfa vyrezava suciastku pouzivanu v $pecialnych bezpecnostnych vlozkach spolo¢nosti
Mul T Lock na potrebnt Sirku 8,500 mm. Nahodne vyberieme 30 stciastok a jednym merad-
lom skontrolujeme ich predpisant Sirku.

Na meranych datach (Tab. 4.4) prezentujeme ¢iselné a grafické metddy opisnej Statisti-

ky.

Tab. 4.4

i X, i X, i X, i X, i X, i X,

1 8,462 6 | 8505 |11| 8482 |[16] 8493 |21| 8511 |26]| 8497
2] 8,489 7| 8519 12| 8,499 [17| 8510 |22| 8496 |27| 8,506
3 8,500 8 8,486 | 13| 8,498 |18 | 8502 |[23| 8470 |28 | 8,501
4| 8,486 9 | 8502 |14| 8462 |[19| 8526 |24| 8539 |29 8,49
5 8,504 10| 8,498 |15| 8,534 20| 8498 |25| 8514 30| 8,479
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Riesenie

Prv nez pristapime k zdkladnému spracovaniu dat, usporiadame merania Sirky stciastky vzo-
stupne. Takto usporiadané hodnoty Sirky suciastky predstavuju hodnoty poriadkovych Statis-
tik (Tab. 4.5).

Tab. 4.5

i X i X i 0] I 0! I 0] i X

1 8,462 6 8,486 11 8,497 16 8,499 |21 8,504 |26 8,514
2 8,462 7 8,486 12| 8,497 17| 8,500 22| 8505 |27 8,519
3 8,470 8 8,489 13 8,498 18 8,501 23 8,506 |28 8,526
4 8,479 9 8,493 14 | 8,498 19| 8,502 |24| 8,510 |29 | 8,534
5 8,482 10| 8,496 15| 8,498 20| 8,502 25| 8511 30 | 8,539

1. Ciselné metody opisnej Statistiky
Vypocet zakladnych $tatistickych (vyberovych) charakteristik, ktoré vypocita aj bezny Statis-
ticky softvér.

Hodnota vyberového priemeru:

—li“x b L . (8,462 + 8,462 + 8,467...+8,539)
n ! 30 i=1 i 30

=|

=8,49883

Hodnota vyberového rozptylu:

n

1 _\2
S2 = X. —X) =
(8,462 —8,49883)" + (8,462 — 8,49883) +...+ (8,539 — 8,49883)’

29

=0,00322006

Hodnota vyberovej smerodajnej odchvlky:

n—143

s=+s* = \/ LS (x,— %) =/0,00322006 = 0,0179445

Hodnota vyberovej smerodajnej chyby:

s _ L1 Z(xi_f)zz\/wzo,00327621
\/; n (n—-1)73 30

Hodnota vyberového medianu (druhého kvartilu) x_ ., = )?(: q, = xo,so) :

Pre n =30 vypocitané r=(n+1)p=(30+1)x0,5=15,5 nie je celé Cislo.
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Xos = x(m) + (X(M) - x(M))(l” - LFJ) =

= X5y T (X(16) = X5 (15,5 -15) = 8,498 + (8,499 — 8,498) x 0,5 = 8,4985

(16)

Xped = Xo50 = X =8,4985

me

Hodnota vyberového modusu x,_ , =%

Najcastejsie sa vyskytujucou hodnotou v datach (3-krat) je len jedna hodnota, a to 8,498. Su-

bor ma preto jeden modus — je unimodalny.
X0 =X=28,498
Minimum: x,_, = X, = 8,462
Maximum: x, . = X3, =8,539
Rozpitie: R=x,, —x,, =8,539-8,462=0,077

Hodnota doln¢ho (prvého) kvartilu g, = x5 :

Pre n =30 vypocitané r=(n+1)p=(30+1)x0,25="7,75 nie je celé Cislo.
G = Xoo5 =X, + (X = X)) = L=
=X(775) + (X(WJSD = X(7.75) )7,75- L7, 75J) =
=Xy + (X5 = Xy (7,75 —7) = 8,486 + (8,489 — 8,486) x 0,75 = 8,48825
g, = X, ,5 = 8,48825~ 8,489

Hodnota horného (tretieho) kvartilu g, = x, . :

Pre n =30 vypocitané r=(n+1)p=(30+1)x0,75=23,25 nie je celé Cislo.
G5 =Xy 75 =%, + (5 =%, )= ) =
= X225 T (Ko as) ~ X235 V(23,25 - \_23,25J) =
= X3y + (X04) = X(23)(23,25-23) = 8,506 + (8,510 - 8,506) x 0,25 = 8,5061
g = X7 = 8,5061 ~ 8,506

Medzikvartilové rozpdtie: IQR =g, —¢q, = X, ;5 — X, ,s = 8,506 8,489 =0,017

Vyberovy normovany koeficient Sikmosti: #=30>3, 5s=0,0179445 =0

niil:(xi—)?f /\/g
n-1)n-2)s>/ \'n
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30((8,462 —8,49883) + (8,462 — 8,49883)" +...+ (8,539 —8,49883)3) 6
B 29.28.0,0179445 30
=0,0306566 >0

Hodnota vyberového normovaného koeficientu Sikmosti je kladnd a ve'mi mala, znamena to,

7e nase rozdelenie dat ma priblizne symetrické rozdelenie, ktoré je jemne zoSikmené doprava.

Tab. 4.6. Prehlad zakladnych statistickych (vyberovych) charakteristik vypocitanych po-

mocou Statistického softveru Statgraphics Centurion XV

Vysvetlivky
Count 30 rozsah stiboru
Average 8,49883 hodnota vyberového priemeru
Median 8,4985 hodnota vyberového medianu
Mode 8,498 hodnota vyberového modusu
Variance 0,000322006 |hodnota vyberového rozptylu

Standard deviation [0,0179445  |hodnota vyberovej smerodajnej odchylky

Coeft. of variation [0,211141 % |hodnota vyberového variacného koeficientu

Standard error 0,00327621 |hodnota smerodajnej chyby

Minimum 8,462 minimalna hodnota

Maximum 8,539 maximalna hodnota

Range 0,077 hodnota rozpétia

Lower quartile 8,489 hodnota dolného kvartilu

Upper quartile 8,506 hodnota horného kvartilu

Interquartile range (0,017 hodnota medzikvartilového rozpétia (IQR)
Stnd. skewness 0,0306566  |vyberovy normovany koeficient Sikmosti
Stnd. kurtosis 0,66439 vyberovy normovany koeficient Spicatosti

Vyberovy normovany koeficient §picatosti: #=30>4, 5s=0,0179445=0

n("“)é(xi -x)" s \/ﬁ )
(n-D(n-2)(n-3)s* (n-2)(n-3) no

30-31((8,462 - 8,49883)" + (8,462 - 8,49883)" +...+ (8,539 -8,49883)")  3.29? / 24 _

29.28-27-0,0179445" 2827
=0,66439>0

Hodnota vyberového normovaného koeficientu Spicatosti je kladnd, znamena to, Ze nase roz-
delenie dat je v porovnani s normalnym rozdelenim Spicatejsie.

88



Tvorba nahodného vyberu a opisna Statistika

Vyberovy variaény koeficient (v %):

1 & 2
2 (% -%)
§><100=\/”_1 =L

X X

x100 =

_ 29 «100 =

8,49883

\/(8, 462 —8,49883)° + (8,462 —8,49883)" +...+ (8,539 —8,49883)’

=0,21114

Miera relativneho rozdelenia naSich dat je 0,21114 %.

2. Grafickeé metody opisnej Statistiky
Vsetky uvedené grafy vratane tabul’ky pocetnosti uvadzame aj v Statgraphics Centurion XV.

Stonka s listami

Nech prvé tri ¢islice dat tvoria stonky.

Stonka Listy Stem-and-Leaf Display for Sirka: unit = 0,001 1|2 re-
presents 0,012
8,46 | 22
247 | 09 LO|8,462 8,462
8,48 | 2669 i gig I 09
8,49 | 36778889 8  848]2669
(8) 849]36778889
8,50 | 0122456 14  850]0122456
8,51 | 0149 7 851]0149
857 | 6 3 85216
8,53 | 49 HI|8,534 8,539
Obr. 4.8. Stonka s listami Obr. 4.9. Stonka s listami v Statgraphics
Centurion XV

Poznamka. V tomto type grafu Statgraphics Centurion XV vyznacil odl'ahlé hodnoty:

~ dolné: LO8,462 8,462 t.]. x, =x,, =8,462
~ horné: HI|8,534 8,539 t.]. x., =8,5342 x, =8,539

Overime ich este na obd{znikovom diagrame s fiizami a stanovime, ¢ tieto hodnoty st len od-
I'ahlé, alebo extrémne odl'ahlé.

Tabul’ka pocetnosti

a) Ur¢ime pocet tried k:

b) k =1+3,322log(n)=1+3,32210g(30) = 5,907 ~ 6 alebo k =~/n =/30 =5,477 ~6.
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. -x... 0,077
¢) Vypocitame Sirku triedy: 4 = ain k i _

d) Volime 7, =8,45<x . =8 462, t, =8,54>x

=0,012833~0,015.

=8,539.

max

e) Zostrojime tabul'ku pocetnosti (Tab. 4.7).

Tab. 4.7. Tabulka pocetnosti

Cislo | Dolna | Horna | Triedny | Absolut, | Relativna | Kumulativna | Relat. kum.
triedy | medza | medza | znak | pocetnost’ | pocetnost pocetnost’ pocetnost’
1. 8,450 | 8,465 | 8,4575 2 0,0667 2 0,0667
2 8,465 | 8,480 | 8,4725 2 0,0667 4 0,1334
3 8,480 | 8,495 | 8,4875 5 0,1667 9 0,3001
4. 8,495 | 8,510 | 8,5025 14 0,4666 23 0,7667
5 8,510 | 8,525 | 8,5175 4 0,1333 27 0,9000
6 8,525 | 8,540 | 8,5325 3 0,1000 30 1,0000

Don =30 | > fi=1

Poznamka. V zaokrihl'ovani hodndt relativnej pocetnosti treba dbat’ na to, aby sa stucet za-
okrthlenych hodnét bol rovnal jedne;j.

Tab. 4.8. Tabulka pocetnosti v Statgraphics Centurion XV

Frequency Tabulation for Sirka sudiastky

Lower Upper Relative Cumulative | Cum. Rel.
Class |Limit Limit Midpoint | Frequency |Frequency |Frequency |Frequency

at or below |8,45 0 0,0000 0 0,0000

1 1845 8,46667 [8,45833 |2 0,0667 2 0,0667

2 |8,46667 8,48333 8,475 3 0,1000 5 0,1667

3 18,48333 8,5 8,49167 |12 0,4000 17 0,5667

4 185 8,51667 [8,50833 |9 0,3000 26 0,8667

5 18,51667 8,53333 (8,525 2 0,0667 28 0,9333

6 18,53333 8,55 8,54167 |2 0,0667 30 1,0000
above 8,55 0 0,0000 30 1,0000

Mean = 8,49883 Standard deviation = 0,0179445
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Histogram a polygdn pocetnosti

Histogram Polygon

12 T T T e T - Distribution 12 [ T T T T =

[ 1 — Normal E ]
10| / 1 10 F ]
8l ] sl ]

2} k 2-
L ] 0

84 843 846 849 852 855 84 843 846 849 852 855
Sirka suciastky Sirka suciastky

frequency
()]

frequency
[e)]

Obr. 4.10. Histogram spolu s krivkou normalneho rozdelenia (Gaussova krivka)

a polygon pocetnosti v Statgraphics Centurion XV

Z oboch grafov je zrejmy charakter rozdelenia pocetnosti — namerané data mozu pochadzat’

z normalneho rozdelenia.

Normalny pravdepodobnostny graf

Normal Probability Plot

99,9 '

percentage

0.1k . . . 4
8,46 8,48 8,5 8,52 8,54

Sirka suciastky

Obr. 4.11. Normalny pravdepodobnostny graf'v Statgraphics Centurion XV

Zobrazené body (Obr. 4.11) sa len minimalne odchyl'uji od aproximacnej priamky.

Z poslednych troch grafov usudzujeme, Ze namerané data moézu pochadzat
z normalneho rozdelenia. V pripade potreby, napr. testovania hypotéz, to preverime testom
normality dat (napr. Shapirov—Wilkov test, pozri podkapitola. 7.6.2).
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Obdiznikovy diagram s fizami

Box-and-Whisker Plot

8,46 8,48 8,5 8,52 8,54
Sirka suciastky

Obr. 4.12. ObdIznikovy diagram s fiizami v Statgraphics Centurion XV

Bod v obdiZniku predstavuje vyberovy priemer ¥ =8,49883.
Aj v tomto type grafu s vyznacené odl'ahlé hodnoty:

— dolné: x, = x,, =8,462,

m =
— homé: x,, =8,534a x,, =8,539.
Zistime, ¢i su to hodnoty len odl'ahlé alebo extrémne odl'ahlé. Vypocitame prislusné interva-

ly:

interval pre dolné odlahlé hodnoty:
(%005 =3%IQR ; x, s —1,5x IQR ) = (8,489 —3x0,017;8,489 —1,5x0,017) =
= (8,435;8,4635)

interval pre dolné extrémne odl'ahlé hodnoty:
(—o0,%55 =3%IQR ) = (08,489 —3x 0,017 ) = (—=0;8,435)
— interval pre horné odl'ahlé hodnoty:

(%025 + L5 X IQR; x, 5 +3xIQR ) =(8,506+1,5x0,017; 8,506 +3x0,017) =
=(8,5315;8,557)
— interval pre horné extrémne odl'ahlé hodnoty:
(%075 +3xIQR; ) = (8,506 + 3% 0,017; 00) = (8,557; o)
Hodnoty x,, = x,, =8,462 su z intervalu (8,435; 8,4635), t. j. su to dolné odlahl¢ hodnoty.
Hodnoty x ., =8,534a x, =8,539 st z intervalu (8,5315; 8,557), st to horn¢ odl'ahlé hod-
noty. Na zaklade pric¢in vzniku tychto hodnot je potrebné zvazit, ¢i tieto hodnoty v nahodnom
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vybere dat ponechame alebo ich vyradime. Pretoze dolné odl'ahlé hodnoty sa nachadzaju vo
vel'mi tesnej blizkosti hornej hranice intervalu (8,435; 8,4635)a horné odl'ahlé hodnoty zasa

vo velmi tesnej blizkosti dolnej hranice intervalu (8,5315; 8,557), rozhodli sme sa ich

v ndhodnom vybere dat ponechat’.
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5 BODOVE ODHADOVANIE

Ciele

'] Definovanie terminov parameter, bodovy odhad a hodnota bodového odhadu.
] Identifikovat’ dve hlavné oblasti Statistickej indukcie.
"1 Rozpoznat rozdiel medzi bodovym odhadovanim a intervalovym odhadovanim.

1 Stanovit bodovy odhad parametra.

Parameter (0)

Parameter 6 reprezentuje Ciselnu charakteristiku (znak) zdkladného suboru (ZS), ktory sku-

mame. Vo vicSine pripadov je parameter neznama konstanta, napr. stredna hodnota ( ), roz-

ptyl (¢?), podiel ( p), korelaény koeficient ( p ) alebo regresny koeficient ( ).

Statistick4 indukcia

Pomocou statistickej indukcie robime rozhodnutia alebo zavery o zdkladnom subore analyzo-
vanim ndhodného vyberu z tohto zdkladného stiboru. Dve hlavné oblasti Statistickej indukcie
su:

1. odhadovanie parametrov: odhaduje hodnotu parametra 6. Napr. x =150,

2. testovanie hypotéz: testuje tvrdenie o parametri 6. Napr. H;: p£=150.

Odhadovanie parametra

Odhadovanie parametra sa deli na dve oblasti:
1. bodové odhadovanie: odhaduje presnt polohu parametra 6. Napr. =150,

2. intervalové odhadovanie: stanovi interval, ktory obsahuje skutoénii hodnotu parametra

@ s vopred danou pravdepodobnostou 1—« , kde a sa zvy&ajne rovna 0,1; 0,05; 0,01.
Napr. P(145< 4 <155)=0,95.
Bodovy odhad (@)

Bodovy odhad (0) je Statistika (funkcia ndhodného vyberu), ktora sa pouzije na odhadnutie
hodnoty parametra 6. Bodovy odhad je nahodna premenna. Napriklad bodovym odhadom pa-

rametra u je vyberovy priemer X = X, /n.

i=l1
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Ciselna hodnota $tatistiky ® stanovena z prislusného ndhodného vyberu sa nazyva hodnota

bodového odhadu parametra 6 a oznacuje sa ako 6.

Priklad 5.1

Predpokladajme, ze zivotnost’ ziarovky X ma normalne rozdelenie so strednou hodnotou u

arozptylom o>. Skimajme ndhodny vyber rozsahu n =25 Ziaroviek, v ktorom stcet Zivot-
nosti bol 14 900 hodin. Odhadneme strednui hodnotu zivotnosti (i ) Ziarovky.

25
O 14900 745 hodin
25

ﬁ:f:
n

5.1 VSeobecné terminy bodového odhadovania

Ciele

[l Vysvetlit’ terminy nevychyleny odhad, najlepsi nevychyleny odhad (NNO), smerodajna
chyba a stredna kvadraticka chyba (MSE) odhadu.
1 Vybrat’ vhodny bodovy odhad parametra @, ktory je nevychyleny a ma najmensi roz-

ptyl.
Nevychyleny odhad

Nevychyleny odhad je bodovy odhad (@), ktorého strednd hodnota sa rovna skuto¢nej hod-

note parametra 0, t. j.

E@)=0.
MozZno stanovit’ niekol'’ko nevychylenych odhadov daného parametra 6.
Vychylenie (bias)

Vychylenie bodového odhadu 12, je rozdiel medzi strednou hodnotou odhadu © a skutoénou

hodnotou parametra 6:

B(®)=E(®)-0.
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| B(O)

-

0 EO)

Obr. 5.1. Vychylenie bodového odhadu e

Priklad 5.2.

1. Nech X, X,,...,X, je ndhodny vyber z rozdelenia pravdepodobnosti so strednou hodno-

tou E(X) = u arozptylom D(X)=c". UkédZeme, Ze vyberovy priemer X = Z X, /n je ne-

i=l1

vychyleny odhad strednej hodnoty zékladného stiboru x :

_ n 1 n 1 n 1
E(X) :E(Z)@ /nj :;ZE(X[) 72;[ =—nu=p.
i=1 i=1

i=1

Vyberovy priemer X je nevychyleny odhad parametra u, pretoze E(X)= .
Najlepsi nevychyleny odhad (NNO)

Najlepsi nevychyleny odhad parametra 6 je nevychyleny odhad e, ktory mé& medzi vSetkymi
nevychylenymi odhadmi daného parametra najmensi rozptyl. Ak pouzijeme NNO neznameho

parametra @, parameter 6 je odhadnuty s najvacSou spravnost'ou a presnost'ou.

Obr. 5.2. Rozptyly nevychylenych odhadov 0

Priklad 5.3
Nech X,, X,,...,X, je ndhodny vyber rozsahu n>1 zo zakladného stiboru s E(X)=u

a D(X)=oc". Nevychylenym odhadom x je X . aj X, pretoze ich stredné hodnoty sa rovna-

ju u . Cheeme zistit', ktory z dvoch odhadov parametra u je lepsi a preco.
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Rozptyly X, a X st
D(X,)=0",

- 1 1 , 1, o

D(X)=D| 2 X,/n|=—=> D(X)=—> 0" =—no’ =—

; n° n- 5 n n

2
Pre n>1 je (D(Xl) =0’ ) > [D()_() =0—j ateda pre n>1 je X lep§im odhadom u
n
s vy$$ou presnostou.

Smerodajna chyba (o ;)

Smerodajna chyba je smerodajnd odchylka bodového odhadu ©. Da sa pouzit’ ako miera

udéavajtca presnost’ bodového odhadovania.
Ak o, obsahuje nezname parametre, ktoré treba odhadnat’, pri vypocte o, sa pouzijii odha-

dy neznamych parametrov, pricom dostaneme odhad smerodajnej chyby s , .

Priklad 5.4

Néahodna premenna X (Priklad 5.1) ma normélne rozdelenie so strednou hodnotou u
arozptylom &* . Skimame nahodny vyber rozsahu n =25.

1. Smerodajna chyba

Predpokladajme, Ze o> = 40°. Uréite smerodajnti chybu vyberového priemeru (X ). V§imnite

si,ze X =Y X, /n~N(u,0°/n).
i=1
o} 40
07

2. Odhad smerodajnej chyby

8h

Predpokladajme, Ze o> je nezname a vyberovy rozptyl je s3 =35°. Vypoéitajte odhad sme-
rodajnej chyby vyberového priemeru (X ).

_ 0 _Sx _ 35 —7h

Yodn A 25

Stredna kvadraticka chyba (MSE) odhadu

S

Stredna kvadratickd chyba (MSE angl. Mean Squared Error) bodového odhadu 2, je stredna

hodnota Stvorca (druhej mocniny) rozdielu medzi O al:
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A A A A \2 A \2
MSE(0) = E((0-0)')=E(6-E©)) +(0-E@®)) =
= D(O)+ B*(0)
=D(®) pre nevychyleny odhad O, pretoze B(@) = 0.

Odvodenie vzorca:

MSE(©)=E

) ((( E(@)) (H—E(é)))2j=

| ~2(6-E6))(0-E@))+ (H—E(é))z):

E

(6-
(6-x
E(( ) (6- E(@))(@_E(é)))+E((9—E(é))z)=
((@ £©) +£((0-£@) |-

(©)+B*(0)

Poznamka. Vychyleny odhad parametra 6 s najmenSou chybou MSE (ma najvicéSiu pres-
nost’) sa niekedy pouzije namiesto nevychyleného odhadu s menSou presnost'ou.

MSE(6,) < MSE(6,)

Obr. 5.3. Vychyleny odhad @1 s mensou strednou kvadratickou odchylkou

ako nevychyleny odhad @2

Priklad 5.5

Stanovte strednu kvadraticki chybu odhadu ak predpokladame, ze stredné hodnoty a rozptyly
Statistik @, a @, st E(0,)=0, E(@,)=0,90, D(®,)=5 a D(O,) =4.

Riesenie

Pre @1
B(®)=E@®)-0=0-0=0,
MSE(®,)=D(6,)+B*(0)=5+0=5.
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Pre @2
B(©®,)=E(@,)-0=090—-60=-010;
MSE(O,)=D(0,)+B*(0,)=4+0,016.
Odpocitanim MSE (@2) od MSE (@1) dostaneme:
MSE(B,) -~ MSE(®,) =5—(4+0,016*)=1-0,016".

Odhad parametra @ stanovujeme vzhladom na presnost’ Statistik @1 a @2 , ktoré zavisia od

intervalu hodnot parametra 6. Preferujeme

a) O,,ak 0>10, pretoze MSE(®,)< MSE(6),), pricom 6, je nevychyleny odhad,

b) @,, ak 0 <10, pretoze MSE(O,)>MSE(®,).

5.2 Metody bodového odhadovania

Ciele

[l Vysvetlit’ uzito¢nost’ metody maximalnej vierohodnosti.

1 N3jst’ bodovy odhad parametra 6 pouzitim metédy maximalnej vierohodnosti.

Metoda maximalnej vierohodnosti

Metoda maximalnej vierohodnosti sa pouZiva na stanovenie bodového odhadu parametra 6.
Touto metddou ndjdeme maximalne vierohodny odhad parametra €, ktory maximalizuje

funkciu vierohodnosti ndhodného vyberu X, X,, ..., X :

ne

L(0) = 1 (x5 0) [ (x,;0)--- [ (x,:0),

kde X,, X,, ..., X, sunezavislé ndhodné premenné s rovnakou funkciou hustoty 1 (x;8).

Priklad 5.6

Nech X,,X,,...,X, je nahodny vyber rozsahu » zexponencidlneho rozdelenia

s parametrom A. Najdite maximdlne vierohodny odhad parametra A.
RieSenie
Funkcia hustoty pravdepodobnosti exponencidlneho rozdelenia je

FA)=de™.
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Potom funkcia vierohodnosti premennych X, X,,..., X, je

2 —x, %anx"
L(A) =f(xl; ﬂ)f(xz;;t)”'f(xn;/ﬁt) =Hﬂ€ i=A"e = .

Logaritmus funkcie vierohodnosti (L(4)>0) je
InL(A)=nlnA-A3x, .
i=1

Derivécia In L(1) je
dInL(A) a’( n j nox
————==—|nlnA-A2x |=—-2x,.

FPIERPT] R ) P

Ked poloZzime derivaciu In L(A) rovna nule, dostaneme bodovy odhad parametra A, ktory

maximalizuje L(1) a ma tvar

5.3 Vyberové rozdelenia vyberovych priemerov

Ciele

"1 Vysvetlit’ termin vyberové rozdelenie.
[l Vysvetlit’ centralnu limitnu vetu (CLV).

1 N4§jst’ rozdelenie vyberového priemeru pouZzitim centralnej limitnej vety.

Vyberové rozdelenie

Rozdelenie pravdepodobnosti nejakej Statistiky (funkcie ndhodnych premennych ako je vybe-
rovy priemer a vyberovy rozptyl) sa nazyva vyberové rozdelenie. Vyberové rozdelenie Statis-
tiky zavisi od

— rozdelenia zakladného suboru,

— rozsahu vyberu,

— metddy vyberania.

Vyberové rozdelenie $tatistiky X

Predpokladajme, Ze mame ndhodny vyber rozsahu » znormdalneho rozdelenia so strednou

hodnotou  arozptylom . Potom vyberové rozdelenie vyberového priemeru je
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Odvodenie vzt'ahu

Pretoze X,, X,,...,X, st nezavislé a normélne rozdelené s tou istou strednou hodnotou

E(X) = u arozptylom D(X)= 0", rozdelenie nahodnej premennej X je normalne so stred-

nou hodnotou a rozptylom:

E()?)=E(X1 X +"'+X"j:l[E(X1)+E(X2)+...E(Xn)]:
n n

1 1
=—(U+put-+p)=—xnu=yu,
n n

:LZ[D(XI)+D(X2)+---+D(Xn)]=
n

D()?):D(Xl +X, +---+an

n

1 1 o’
=—2(0'2 +o°’ +---+02)=—2><na2 =—.
n n n

Centralna limitna veta (CLV)

Nech X, X,,...,X, je ndhodny vyber rozsahu » zo zakladné¢ho suboru (X ) so strednou

hodnotou x a rozptylom o2 . Potom limitny tvar rozdelenia vyberového priemeru X je

n 2 v
Y:ZXi/n~N(,u,O-—J = z=-X7H1_N,),
n

O'/\/;

ak sa »n blizi do nekonecna (n —0o0). Tato aproximacia vyberového priemeru X normalnym

i=1

rozdelenim sa nazyva centrdlna limitna veta (CLV).

Na Obr. 5.4 vidiet, Ze rozdelenia vyberovych priemerov zo zékladnych stborov
s rozdelenim rovnomernym, binomickym a exponencialnym mozno povazovat za normalne,
ked’ rozsah vyberu » je dostato¢ne velky. Vo vicsine pripadov pre # =30 je normalna apro-
ximéacia X dobra nezavisle od rozdelenia X . V pripadoch, ked’ rozdeleniec X je blizke

normalnemu, normalna aproximacia X bude dobra aj pre n<30.

Na zaklade centralnej limitnej vety pre vyberové rozdelenie vyberového priemeru X mozu

nastat’ dve situacie:

1. zakladny stibor ma normalne rozdelenie, X ~N(x,c7), potom
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) 2
)?szi/HNN(/u’O-_],
n

i=1
’ ot 11 1 r r r 2
kde X, X,, ..., X, sunezavislé nadhodné premenné s rozdelenim N(w,o°),

2. zdkladny stbor s parametrami x, o> nema normalne rozdelenie a aproximacia nor-
malnym rozdelenim je
2
& o :
a) aplikovatelna, potom X = ZX /n~N (u,—] , ak n2>30 alebo rozdelenie pre-
i=1 n
mennej X je blizke norméalnemu rozdeleniu;
b) neaplikovatel’na, potom ak sa rozdelenie premennej X vyznamne li§i od normal-

neho rozdelenia a 7 <30, aproximacia rozdelenia $tatistiky X normalnym rozdele-
nim sa ned4 korektne urobit’. V tomto pripade sa pouziju pri Statistickej indukcii ne-

parametrické Statistiky.

il

n=30

ol

a) b) c)
Obr. 5.4. Rozdelenie X :a) X ~ R(0,b);b) X ~Bi(n,0,2);¢c) X ~E(A=1)

Priklad 5.7

Predpokladajme, ze doba cakania (premenna X v minutach) zdkaznika na vyzdvihnutie

predpisan¢ho lieku v lekdrni mé exponencidlne rozdelenie s E(X) =20 min a D(X) =400

-2 , ’ ’ ’ 5 ’ roe . ’
min”. Skimame nahodny vyber rozsahu n =40 pozorovani zakaznikov. 4ké je rozdelenie vy-

berového priemeru?
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Pretoze n>30, aproximacia normalnym rozdelenim je aplikovatelna na X aj ked X

ma exponencialne rozdelenie. Teda vyberové rozdelenie X je

2
TN .2 = 820,22 = N20.10) .
n 40
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6 STATISTICKE INTERVALY A ROZSAHY VYBEROV PRI
DANEJ PRESNOSTI BODOVYCH ODHADOV

Ciele

"1 Rozpoznat rozdiel medzi intervalom spolahlivosti, predikénym a Statistickym
toleran¢nym intervalom.
1 Interpretovat’ 100(1— )% interval spol’ahlivosti (IS).

[ Vysvetlit vztah medzi dizkou IS a presnost'ou odhadovania.
'] Ur¢it chybu ( £) pri odhadovani skutocného parametra.

Statistické intervaly

Kym bodovy odhad odhaduje skuto¢nti hodnotu (polohu) parametra (6 ), intervalovy odhad

stanovuje hranice pre mozné hodnoty 6 . Existuju tri typy intervalov:

1. interval spoPlahlivosti (IS): ohranicuje parameter zakladného suboru.

Napriklad ked X ~N(u,0°), potom 90 % IS pre u udava, ze dany IS obsahuje
hodnotu £ s 90 % spol'ahlivostou.

2. predik¢ny interval (PI): ohranicuje buduce pozorovanie.
Napriklad, ked X ~ N(u,0°), potom 90 % PI udava, ze dany PI obsahuje nové

pozorovanie s 90 % spolahlivostou.

3. Statisticky toleran¢ny interval (TI): ohranicuje vybrany podiel rozdelenia zdkladného

suboru.
Napriklad 95 % TI pre X s 90 % spolahlivostou udéva, Ze dany TI obsahuje 95 %
hodnét z X s 90 % spol'ahlivostou.

Interval spolahlivosti

100(1 - )% interval spolahlivosti parametra & ma dolnt a hornt (/ <6 <u), resp. dolnu

(/£60) alebo horni hranicu (6<u), ktoré sa vypocitaji z vyberu zo zakladného suboru.
Pretoze rozne vybery produkuju rézne hodnoty / a u, dolnt a hornu hranicu povazujeme za

nahodné premenné L a U , pre ktoré plati:

P(LLO<U)=1-a=100(1-a), 0<La<]l.
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Pretoze L a U st ndhodné premenné, IS je ndhodny interval. 100(1—a)% IS naznacuje, ze
keby sa stanovili IS znekonecného pocétu nahodnych vyberov, 100(1—a)% znich by

obsahovalo skuto¢nti hodnotu parametra 6 .
Existuju dva typy intervalov spol'ahlivosti:

1. dvojstranny (obojstranny) symetricky IS: Specifikuje dolni aj hornt hranicu

spolahlivosti parametra 6 tak, ze / <6 <u . Napriklad 730 < g, <750 hodin, kde X
je Zivotnost’ Uspornej Ziarovky,

2. jednostranny IS: definuje dolnu alebo hornu hranicu spol'ahlivosti parametra 6 tak, ze
[ <6 alebo 6 <u. Napriklad 730 < u, alebo g, <750 hodin, kde X je zivotnost

uspornej ziarovky.

Dizka IS a presnost’ odhadovania

Dizka IS je vzdialenost medzi hornou a dolnou hranicou (u —/). Cim je IS $irsi, tym je vicsia
spolahlivost’ (pravdepodobnost’), Ze tento interval naozaj obsahuje skuto¢nti hodnotu 6
(pozri Obr. 6.1), avSsak menSia informovanost o tom, kde sa v skuto¢nosti hodnota 6
nachadza.

| i | >
L L = [

L b 00 uw u

'47 95% ‘>‘
99%
Obr. 6.1. Interval spolahlivosti pre strednu hodnotu Zivotnosti

Dizka IS pre € je v inverznom vztahu s presnost’ou odhadovania parametra 6 : ¢im je IS

Sirsi, tym je presnost’ odhadovania € mensia.

Chyba E pri odhadovani parametra 6

A

E=|0-6

9

kde 6 je bodovy odhad skuto¢nej hodnoty parametra® .
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6.1 Interval spolahlivosti pre stredni hodnotu normalneho rozdelenia so
znamym rozptylom

Ciele

[ Uréit bodovy odhad parametra u, ked o’ je znamy, a vyberové rozdelenie bodového
odhadu.

[ Urgit 100(1— )% IS pre parameter u, ked o je znamy.

] Ur¢it rozsah vyberu, ktory zodpoveda vopred danej chybe ( £) pri odhadovani .

'] Ngjst’ kriticki hodnotu normalneho rozdelenia v tabul’kach.

Indukéné suvislosti

2

« Bodovy odhad parametra z: X ~N (,u,o-—) ,kde & je zname
n

0'/\/;

Vzorec pre interval spolahlivosti

o Statistika Z = ~N(0,1), kde N(0,1)je normované normalne rozdelenie

Pre 100(1— )% IS pre i, ked o’ je zname, plati:

Xk, T <pu<X+

T o

pre dvojstranny (obojstranny) IS,

X —k,, % <u pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

u<X+k, —  prejednostranny IS s hornou hranicou,

kde k, a k,, st kritické hodnoty rozdelenia N(0,1) (pozri prilohu)

Odvodenie vzorca pre dvojstranny IS
X-pu

O'/\/;

Ked’ pouZzijeme Statistiku Z = ~N(0,1), potom

X—u

P| -k, <
(aa/\/;

Skanl—a
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Pre dolnt hranicu L a hornu hranicu U plati:

= o = o
L=X-k,—~— a U=X+k,—.

7 I
VolI’ba rozsahu vyberu

Pri stanoveni 100(1—a)% IS pre u, ktorého polovica $irky nepresiahne preddefinovanu

hodnotu chyby E = |)? - ,u| pri odhadovani gz, sa rozsah vyberu ur¢i pomocou vzorca

%)
n= .
E

Poznamka. Ak n nie je celé Cislo, zaokrtihI'uje sa nahor.

Priklad 6.1

Predpokladajme, Ze doba Zivotnosti uspornej ziarovky X ma normalne rozdelenie so
strednou hodnotou 1 arozptylom o® =40, t.j. X ~N(u,40%). Skimajme Zivotnost

nahodne vybratych 30 ziaroviek (Tab. 6.1), priCom hodnota vyberového priemeru je x =780
hodin.

Tab. 6.1
Cislo | Zivotnost’ | Cislo | Zivotnost | Cislo | Zivotnost’

1 727 11 831 21 725
2 755 12 742 22 735
3 714 13 784 23 770
4 840 14 807 24 792
5 772 15 820 25 765
6 750 16 812 26 749
7 814 17 804 27 829
8 820 18 754 28 821
9 753 19 715 29 816
10 796 20 845 30 743

1. Interval spolahlivosti pre i, & je zndme
N4jdime 95 % obojstranny interval spol'ahlivosti pre stredni hodnotu zivotnosti ( & ) ispornej
ziarovky.

P(I<pu<u)=1-a=0,95 = a=0,05.

95 % obojstranny IS pre u:
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780—k0705%£y£780+k

40
0,05 E

780 —1,96 x 40 < u <780 +1,96 x 40

V30 V30
765,686 < 11 < 794,314

2. Volba rozsahu vyberu
Néjdime rozsah vyberu n , pri ktorom dostaneme obojstranny 95 % interval spol'ahlivosti pre
M s chybou 20 hodin.

2 2 2
k 40
. k,o _ | Koos X — 1.96x40 =15,3664 ~ 16

6.2 Interval spol’ahlivosti pre stredni hodnotu normalneho rozdelenia

s neznamym rozptylom

Ciele

[ Uréit bodovy odhad parametra g, ked’ parameter ¢ je nezndmy a vyberové
rozdelenie bodového odhadu.
[ Uréit 100(1— )% IS pre parameter x, ked parameter o je neznamy.

'] Ngjst kriticku hodnotu ¢- rozdelenia v tabul’kach v prilohe.
Indukéné suvislosti

o Parameter normalneho rozdelenia:
o 2
o Bodovy odhad parametra z: X ~N( u,g—) ,kde o je nezname
n

. X_
o Statistika: 7 = e ~t(n—1), kde S je odhad o a #(n—1) je t-rozdelenie

S/n

(Studentovo) so stupiiami vol'nosti n—1 (Janiga, 2013, podkapitola 3.8.2).
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Vzorec pre interval spolahlivosti

Pre 100(1— )% IS pre i, ked o’ je nezname, plati:

X —t(n- 1;05)i Spu<X+tn- 1;05)i pre dvojstranny (obojstranny) IS,
Jn Jn
X -tn-1; 20{)i <u pre jednostranny IS s dolnou hranicou,
n

U< X +t(n—1; Za)% pre jednostranny IS s hornou hranicou,
n

kde t(n—1; ) a t(n—1;2a) su kritické hodnoty #rozdelenia so stupniami volnosti n—1
(pozri prilohu).
Odvodenie vzorca pre dvojstranny IS

P(-tn-La)<T<t(n-La))=1-a

X —

/In

N

%)

P[—t(n—l;a)s St(n—l;a)jzl—a,

P()_(—t(n—l;a)iﬁysf+t(n—1;a)ij=l—a.

n n

Pre dolnt hranicu L a hornt hranicu U plati:

L=X—t(n a U=X+tn

~1; a)% -1 a)%.

Priklad 6.2

Predpokladajme, Ze doba zivotnosti tuspornej ziarovky X je normdalne rozdelend
s neznAmymi parametrami. Teda plati: X ~ N(u, o), pricom u a ¢ si nezndme. Najdeme
95 % obojstranny interval spolahlivosti pre stredni hodnotu Zivotnosti () uspornej
ziarovky.

Uvazujme realizaciu ndhodného vyberu z casti Priklad 6.1. Z tdajov o Zivotnosti
ziaroviek s rozsahom n =30 sme ziskali hodnoty bodovych odhadov x =780 a s =40,0164

potrebnych na vypocet intervalového odhadu:
P(ISu<u)=095=1-a = a=0,05
95 % obojstranny IS pre u:

S

I

X -tin-la <X +tn-lLa)

S
)ﬁﬁﬂ
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100164 ) < 780 +1(29;0,05) 20:0164
V30 V30

400164 _ 2004 2045 200164
V30

780 — £(29;0,05)

780 — 2,045 x

765,059 < 11 <794,941

Vsimnite si, ze IS zalozeny na ¢-rozdeleni (765,059< u<794941) je sirsi ako

zodpovedajuci interval zalozeny na normalnom rozdeleni (765,686 < 1 <794,314).

6.3 Interval spolahlivosti pre rozptyl normalneho rozdelenia

Ciele

[ Uréit bodovy odhad parametra o> a vyberové rozdelenie bodového odhadu.
[ Urgit 100(1— )% IS pre parameter o”.
[ Najst kriticka hodnotu y* - rozdelenia v tabul'kach v prilohe.
Indukéné suvislosti
« Parameter normalneho rozdelenia: o’
z (X i )? )2
« Bodovy odhad parametra ¢>: S° = 1:1—1 , pricom X, X,, ..., X, je ndhodny
n —
vyberz N(u,c°)

2
. Statistika: X2 (n I)S ~x*(n—1),kde S° je odhad 6* a y*(n—1) oznaduje chi—

kvadrat rozdelenie so stupiiami vol'nosti n—1 (Janiga, 2013,, podkapitola 3.8.1).
Vzorec pre interval spolahlivosti

Pre 100(1— )% IS pre i, ked o’ je zname, plati:

2 2
% <o’< > (n=DS pre dvojstranny (obojstranny) IS,
x (n-Lal2) 2 (n-L1-a/l2)
2
% <o’ pre jednostranny IS s dolnou hranicou,
¥ (n-La

o < (n-1)8’
7 (n-Ll-a)

pre jednostranny IS s hornou hranicou,
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kde y’(n-1a/2), y*(n-1;1-a/2), y*(n-L;a) a y*(n—1;1-a) sa kritické hodnoty
rozdelenia y*(n—1) (pozri prilohu).
Odvodenie vzorca pre dvojstranny IS

P((n-L1-a/2)< < ' (n-Lia/2))=1-

(n— l)S2

P(Zz(n—l;l—a/2)< <y'(n- 1;0{/2)}:1—(1

Q2 Q2
p 2(n DS cots— (n—-1)S e
ry (n-1Lal2) y (n-11-a/2)

Pre dolnt hranicu L a hornu hranicu U plati:

__ (n-1s’ . U~ (n—1)S? |
2(n-Lal2) r’n-1L1-a/2)

Priklad 6.3

Nech doba zivotnosti uspornej ziarovky X mad normdlne rozdelenie so strednou
2 ’ ’ ’ . ’ ;o . , , ’
hodnotou u arozptylom o, ktoré su nezname. Pri skimani zivotnosti nahodného vyberu

ziaroviek o rozsahu n =30 sa zistila hodnota vyberového rozptylu s = 40,0164%. Najdime
95 % dvojstranny interval spolahlivosti pre rozptyl doby Zivotnosti uspornej Ziarovky o~
P(l<o”<u)=095=1-a = a=0,05

95 % obojstranny IS pre o

(n-1S§? <ol < (n-18°
vVn-Lal2) ym-L1-al2)

(30—1)><40,01642<02<(3O—1)x40,01642
272(29;0,05/2) 4*(29:1-0,05/2)
46438,1 _ , _ 46438,

SO

45,7 T 16,0

1016,70 < o> <2902,38

31,882 < o2 < 53,872
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6.4 Interval spolahlivosti z veI’kého vyberu pre podiel v zakladnom
sibore s danou vlastnost’ou
Ciele

1 Ur¢it bodovy odhad parametra p a vyberové rozdelenie bodového odhadu.
71 Ur¢it 100(1 — )% IS pre parameter p .
[ Urc¢it rozsah vyberu, ktory zodpoveda vopred danej chybe ( £') pri odhadovani p .

Indukéné suvislosti
o Parameter binomického rozdelenia: p

A~ X
o Bodovy odhad parametra p: P =

—,kde X ~B(n, p) je zname
n

o Statistika: Z = £~N(O, 1), ked np(1-p)>9; P je odhad p
Vp(l=p)/n

Vyberové rozdelenie odhadu P
Stredna hodnota a rozptyl binomickej nahodnej premennej X ~ B(n, p) st

E(X)=np a DX)=np(l-p).
Teda

E(P) =E[Xj=lE<X) I —
n n n

n n n

Podmienky pre aproximacie binomického rozdelenia B(n, p) rozdelenim normalnym su

splnené, pretoze p nie je ani blizko nuly ani blizko jednotky a n je relativne velké, takze
np(1-p)>9.

Preto aproximdcia rozdelenia P je

- pﬂ—pq P-p
PzN , - Z: ZNO,I .
(" n Toi—pn NOD

Vzorec pre interval spolahlivosti

Pre 100(1-a)% IS pre p plati:
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p (1 _ P <P+ k, / M pre dvojstranny (obojstranny) IS,
n

P- k, P(l—_P <p pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

“ n
p<P+ ky, 4 /M pre jednostranny IS s hornou hranicou.
n

Odvodenie vzorca pre dvojstranny IS

p(p_ka [p0=0) _,cpiy /M}l
n n

Pouzijeme odhad P neznameho parametra p

p{pka [P0-P) 5oy /MJ_I
n n

Potom pre dolnu hranicu L a hornu hranicu U plati:
ko PED) o g pag,  PA2R)
n n

Pri odhadovani p sa pouZzivaju nasledujuce vzorce na vypocet rozsahu vyberu, pri ktorom sa

Vypocet rozsahu vyberu

neprekroc¢i vopred definovana chyba odhadu:

k 2

n—[E) p(1-p), ak p je zname,
k 2

n:(fj x0,25, ak p je nezname.

Priklad 6.4

Néhodny vyber n = 40 mostov sa v istom kraji testoval na koréziu kovu. Zistilo sa, ze x =28
mostov je skorodovanych.
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1. Najdime 95 % obojstranny interval spolahlivosti pre podiel skorodovanych mostov p

v danom kraji.

=

A 28
P(I<p<u)=0,95=1-a = a=0,05 p=="="=0,7

n o 40
Pretoze aj np=40x0,7=28 aj n(l-p)=40x0,3=12 si vicsie ako pit, vyberové

rozdelenie bodového odhadu P je priblizne normalne.
95 % obojstranny IS pre p je:

p—k, |p(1- D) <p<p+k, p(-p)
n n
0,7x(1-0,7 0,7x(1-0,7
07ty PEEOD £ 7., [OTXC0T

0,7-1,96x0,07 < p <0,7+1,96x0,07
0,5628 < p < 0,8372
0,56 < p <0,34

2. Négjdime rozsah vyberu n na stanovenie 95 % obojstranného intervalu spolahlivosti pre

p s chybou 0,05.

k 2 k 2 2
n=|—-%| x025=| 22| x0,25= 1961 0,25 =384,2 ~ 385
E 0,05 0,05

b

b

6.5 Predik¢ény interval pre budice pozorovanie

Ciele
[ Uréit rozdelenie predikénej chyby X, — X .

71 Ur¢it 100(1 - )% predikény interval (PI) pre nové pozorovanie.

Vyberové rozdelenie predikénej chyby £=X - X

Nech X,, X,,...,X, je ndhodny vyber z N(u,0°). Chceme predikovat nové pozorovanie

X Ked pouZijeme X ako bodovy odhad X potom rozdelenie zodpovedajlcej

n+l * n+l >

predikénej chyby E je

E=X,, —)?~N(O,O'2{l+lD,
n
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—_— 2 —_—
kde X, ., ~N(,u,02) , X~N(ﬂ,g_j a X,,, X sunezavislé ndhodné premenné.
n

Preto Statistika
X . -X
24l ~N(0,12 ), ked o’ je zname,

AL L —
o 1+l
' n

X  —-X
Lwt(n—l), ked o je nezname.

S 1+l
n

T =

Vzorec pre dvojstranny predik¢ény interval

)?—lcmo-‘/lJrl <X, S)_(+kaa‘{1+l, o’ je zname
n n
X—-tn-la)S /1+1SX”+1 <X+tn-La)8 /l+l, o’ je nezname
n n

Priklad 6.5 (Predikény interval pre X, ., o° nezname)

Z dat pre spornu Ziarovku sme ziskali hodnoty: n =30, X =780 a s° =40". Najdite 95 %

dvojstranny predikcny interval pre Zivotnost’ d’alSej skiiSanej Uispornej Ziarovky X, .
P(I<p<u)=0,95=1-a = a=0,05

95 % obojstranny PI:( o> nezname) pre X,

)?—t(n—l;a)SJHl <X, < )?+t(n—l;a)S1/1+l
n n
780 —1(29;0,05)x 40,0164 x /1+% < X,, <780+1(29;0,05)x 40,0164 x /1+%

780—2,045x40,677873 < X;, <780+2,045%x40,677873

780-83,18625 < X, <
696,81375 < X,, <863,18625

780+83,18625

Vsimnime si, ze PI [696,81375; 863,18625] zaloZeny na r-rozdeleni je §iri ako IS
[765,065; 794,935] pre u zaloZeny na t-rozdeleni (Priklad 6.2).
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6.6 Statistické tolerancné intervaly pre normalne rozdelenie
s neznamymi parametrami

Ciele

1 Stanovit’ p-toleran¢ny interval so 100(1— )% spolahlivost'ou pre normalne rozdeleny

4 7. 7 7 . . 2
zakladny subor s neznamymi parametrami & a 0.

Statisticky toleranény interval
Predpokladajme, Ze doba Zivotnosti uspornej ziarovky X ma normadlne rozdelenie so
strednou hodnotou =780 a rozptylom & = 40> . Potom interval

(u—1,960; 1 +1,960) = (780 —1,96 x 40; 780 + 1,96 x 40)
obsahuje 95 % hodnot zékladného stiboru uspornej ziarovky z hladiska doby zivotnosti.
Interval (1—1,960; 11+1,960) sa nazyva Statisticky toleran¢ny interval.

2 ; ’ A v ’ ’ r ,
U U nezname, mdzeme pouzit' data x,x,,...,x, znidhodného vyberu

: R , : .
rozsahu n na vypocet hodndt vyberového priemeru Xx :—le- a vyberovej smerodajnej
n
i=1

odchylky s = \/%Z(xi —X)?, potom vytvorime interval (x —1,96s; X +1,96s) . Vzhl'adom
n—=1=

na vyberovu variabilitu je pravdepodobné, Ze tento interval bude obsahovat’ menej ako 95 %
hodndt zo zékladného suboru. RieSenie tohto problému spociva v nahradeni hodnoty 1,96
nejakou inou hodnotou, ktora vytvori interval obsahujuci podiel 95 % hodnét zo zékladného
suboru s nejakou uroviiou spol'ahlivosti.

Definicia dvojstranného a jednostranného Statistického toleranéného intervalu

100(1-«) % dvojstranny Statisticky toleran¢ny interval (Garaj, 1., Janiga, 1., 2002) je

interval
(X —ks; X +ks),
pre ktory plati
P[P(Xx-ks< X <X+ks)>p]=1-a.

kde k=k(n, p,1—a) je toleranény faktor (Priloha), 1—« spol'ahlivost a p je podiel hodnot

z rozdelenia N(u,o?).
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100(1- ) % jednostranny Statisticky toleran¢ny interval (Garaj, 1., Janiga, 1., 2005) je
interval
(—o0, X + ks) alebo (X —ks, ),
pre ktory plati
P[P(X<)T+ks)2p]:l—a alebo P[P()?—kS<X)2p]:1—a.

kde k=k(n, p,1—a) je toleranény faktor (Priloha), 1—« spolahlivost a p je podiel hodnot

z rozdelenia N(u,c”).

Priklad 6.6
Z dat o Zivotnosti uspornych Zziaroviek, ktoré pochadzaju z normdlneho rozdelenia, sme

ziskali hodnoty: n =30, x =780 a s =40,0164.

Zostrojme 90 % dvojstranny Statisticky toleran¢ny interval, ktory pokryva asponi 95 %
hodnoét zivotnosti Uspornych ziaroviek zo zakladného suboru. Pre n=30, p=0,95

al-a=0,90 najdeme v prislusnej tabul’ke (pozri prilohu) hodnotu k =2,4166. Uvedené

hodnoty dosadime do vztahu (x —ks,x + ks) a dostaneme:
(780—2,4166x40,0164;780+2,4166 x40,0164)
(780-96,7036;780+ 96,7036)
(683,2964; 876,7036) .

Po zaokruhleni dolnej hranice nadol a hornej hranice nahor dostaneme interval
(683,29;876,71).

Chceme n4jst’ 90 % jednostranny Statisticky toleran¢ny interval s dolnou hranicou, ktory

obsahuje asponi 95 % hodndt zo zadkladného stiboru. Pre » =30, p=0,95 a 1-a=0,90
ndjdeme v prislusnej tabulke (pozri prilohu) hodnotu A =2,0799. Uvedené hodnoty

dosadime do vztahu (X — ks, ©) a dostaneme:
(780—-2,0799 x40,0164; )
(780 —83,2301; )
(696,7698896; ) .

Po zaokruhleni dolnej hranice nadol na tri desatinné miesta dostaneme interval

(696,769; ).
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7 TESTY HYPOTEZ V JEDNOM VYBERE

7.1 Testovanie hypotézy

Ciele

[l Vysvetlit’ terminy nulova hypotéza, alternativna hypotéza, testovacia Statistika, oblast
prijatia, oblast zamietnutia, kritickd hodnota, pravdepodobnost chyby I. druhu (@),
pravdepodobnost’ chyby II. druhu () a sila testu.

T Stanovit’ oblast’ prijatia a oblast’ zamietnutia pre test hypotézy na tirovni vyznamnosti c.

'] Ur¢it pravdepodobnost’ chyby II. druhu a silu testu.

71 Vysvetlit’ vztah medzi  a f.

] Ur¢it postup testovania hypotézy.

Hypotéza

Hypotéza je tvrdenie o parametroch jedného alebo viacerych skimanych zakladnych stborov.

Existuju dva druhy hypotéz:

1. Nulova hypotéza (H,:0=0,)
Uvadza predpokladanu (hypotetickl) hodnotu 6, neznameho parametra 6 (na zaklade
experimentu, tedrie, ndvrhu Specifikécii, regulacie alebo zmluvného zavézku), ktora bu-
de platna dovtedy kym neexistuju padne dokazy proti jej zamietnutiu. V§imnime si, Ze
H, by mala vzdy urcit’ presnti hodnotu & . Napriklad: H :u, =750h, kde X je Zivot-
nost’ Gspornej ziarovky.

2. Alternativna hypotéza (H,):
Uvadza int hodnotu parametra €, ktord sa uvazuje pri zamietnuti H,. Existuju tieto

typy alternativ:

— dvojstranna H,:0#6, neoznafuje ziadne smerovanie hodnoty parametra 6.
Napriklad: H, :u, #750h,
— Jjednostranna H, : 60 < g, alebo H, : 6 > g, oznacuje smerovanie hodnoty paramet-

ra @ . Napriklad dolnd H, : u, <750h alebo hornd H, : u, >750h.
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Testovacia Statistika

Testovacia Statistika je funkcia ndhodného vyberu (Statistika), ktora sa pouzije pri Statisticke;j
indukcii o parametri €. Napriklad testovacia Statistika pri indukcii o parametre u, kde

X ~N(u,0%) a o° je znamy je

n 2 —
)_(:ZXi/n~N(,u,o-—j alebo Z = 2 £ N, 1)

i=1 n U/\/;

Oblasti testovania

Stanoven¢ su dve oblasti testovacej Statistiky (Obr. 7.1) pre testovanie H oproti H, :

— oblast’ prijatia (K ): oblast’ testovacej §tatistiky, ktora vedie k nezamietnutiu £ 0

— oblast’ zamietnutia (kriticka oblast’ K): oblast’ testovacej Statistiky, ktora vedie

k zamietnutiu #, .
Hranice medzi oblastami nezamietnutia a zamietnutia sa nazyvaju kritické hodnoty (&, ,%,).

Potom K =[k, k,]| a K =(—o0,k ) (k,,0)

Oblast’ zamietnutia Oblast’ prijatia Oblast’ zamietnutia

»> X

ki ky

Obr. 7.1. Oblasti prijatia a zamietnutia H

Chyby testu

Vzhl'adom na to, ze testovanie hypotézy je zalozené na ndhodnom vybere, pri svojom rozho-

dovani o zamietnuti alebo nezamietnuti /#, sa mdzeme dopustit’ jednej z dvoch chyb:

1. ak zamietneme nulovl hypotézu vtedy, ked’ je spravna, urobime tzv. chybu prvého dru-
hu,

2. ak nezamietneme nulovu hypotézu vtedy, ked’ nie je sprdvna, urobime tzv. chybu dru-
hého druhu.

Tab. 7.1. Rozhodovacia matica v testovani hypotéz

H , sanezamietne H , sa zamietne
H  je spravna Sprévne rozhodnutie Chyba 1. druhu
H  jenespravna Chyba 2. druhu Spravne rozhodnutie
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Pravdepodobnosti nastania tychto dvoch druhov chyb st podmienené pravdepodobnosti:

a = P(chyba 1. druhu) = P( H,, zamietam|H , Je spravna)

B = P(chyba 2. druhu) = P(H, nezamietam|H , hie je spravna)
Pravdepodobnost’ chyby 1. druhu « sa nazyva troven (hladina) vyznamnosti testu. Najviac

sa pouzivaju hodnoty & =0,05 a a =0,01.

Sila testu
Sila testu vyjadruje pravdepodobnost’ zamietnutia H,, ked H, je nespravna a oznacuje

schopnost’ (citlivost) testu zamietnut” /.

Sila testu = P(H, zamietame|H , je nespravna) =
=1-P(H, nezamietneme|H0 je nespravna)
=1-8

Oblasti testovania, hypotézy, o, £ a sila testu

Oblasti testovania, hypotézy, «, £ asila testu st vzdjomne zavislé. Oblasti nezamietnutia

a zamietnutia testovacej Statistiky O zavisia od a a od hypotetickej hodnoty & (oznafovanej

ako ¢,). Nech L a U oznaCuji doln ahornii hranicu oblasti nezamietnutia pri testovani
H,: 6 = 6,, potom oblast’ nezamietnutia pre O sa urdi takto:
l-a=P(H, nezamietneme|H o je spravna) =P(H, nezamietneme|€ =0,)=
P(L<O< U|¢9 = 6,), pre obojstrannt /1,

=qP(L< @|¢9 =0,), pre dolnu jednostrannu H,
P(@ <U |¢9 =0,), pre hornt jednostrannu H,

Na zaklade oblasti nezamietnutia testu a skuto¢nej hodnote 6 sa fa sila testu 1— £ urcuju

takto:
pB=P(H, nezamietneme|H , je nespravna) =P(H, nezamietneme|t9 #0,)=
P(L< o< U|6’ # 0,), pre obojstrannil /1,
=qP(L< @|¢9 #06,), pre dolnu jednostranna H,
P(@ <U |¢9 #0,), pre hornt jednostrannt /4,
a

silatestu=1- /.
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Vztah medzi o a f

a)
Hypotetické rozdelenie vybero-
| vého priemeru X ~ N(u,0” /n)
a2 , , o/2 pre hypotézy
L L H,:0=6, aH :0=6,0 %06,
Oblast’ prijatia
6, 0,
b)
Pre n fixné plati:
/2 : ak oblast’ prijatia sa rozsiruje, tak
. o sa zmensuje a fsa zvicsuje.
| —
Oblast’ prijatia
6, 0,
¢)
Pre konstantné kritické hodnoty
: lati:
o/2 S a/R plati: ‘ ‘
. . I ak n rastie, tak a a f klesaju.
Oblast’ prijatia
6, 6,
d)
H,:0 =0, je nespravna:
" . ak @ sablizi k 6,, B sa zviacSuje
; a opacne.
| —

Oblast’ prijatia

0 81

D>

Obr. 7.2. Vztah medzi aa
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Priklad 7.1

Predpokladajme, Ze doba Zivotnosti Gispornej ziarovky X ma normalne rozdelenie s rozptylom
0’ =40>, X ~ N(u;40%). Chceme testovat hypotézu H,: u, =750 oproti H;: u, #750,
pricom nédhodny vyber ma rozsah n =30 uspornych ziaroviek.

RieSenie

1. Oblast prijatia a oblast zamietnutia

Vytvorme oblast’ prijatia a oblast’ zamietnutia testu o strednej hodnote 4 na urovni vyz-

namnosti = 0,05

Testovacia Statistika pre & je vyberovy priemer s vyberovym rozdelenim

= 40?
X ~N| p,—

Oblast’ prijatia / < X <u pre H, u, =750 oproti H: u, #750 spiia
l-a=1-0,05=0,95 = P(H,nezamietame | =750)

0,95=P(I < X <u|u=750) =

:Pllﬂ X-p “H 750 ]_

40/30 ~ 40/30 40/J_

[-750 u—750
=Pl — <7<~ |=P(-k <Z<k )=
(40/\/30 40/\/30j (. ‘)

= P(-1,96 < Z <1,96)

Teda kritické hodnoty su

=750 96 12750-1,96x 22 _ 735,686
40//30 J30
U750 96— u=750+1,96x 2 — 764,314

40/30 30

Preto

oblast prijatia H,: 735,686 <X <764,314
oblast’ zamietnutia H,: X <735,686 a Xx>764,314

2. pPasila testu
Predpokladajme, Ze skuto¢na hodnota je x, =730hodin. N4jdeme f a silu testu, ked’ oblast’

prijatia je 735,686 <X < 764,314
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3 = P(H, nezamietame|H  nespravna) = P(735,686 < X <764,314|1=730) =

:P[735,686—y< X-p _764314—p

< < ~730 | =
40//30  40/~3/30 ~ 40/4/30 Ju j

- P(735,686—730 764,314—730
40/+/30 40/+/30

= P(Z <4,70)- P(Z <0,78)=1-0,7823=0,2177

<7< j = P(0,77859 < Z < 4,69864) =

Sila testu=1- £ =0,7823.

Postup pri testovani hypotéz

1.

wok N

Formulujeme nulovi hypotézu H a alternativnu hypotézu H, (obojstrannu alebo jedno-

strannu).

Zvolime testovaciu Statistiku a ur¢ime jej rozdelenie.
Vypocitame hodnotu testovacej Statistiky.

Zvolime uroven (hladinu) vyznamnosti « .

V statistickych tabul’kach najdeme kritické hodnoty (resp. kvantily) rozdelenia testova-
cej Statistiky pre zvolenu hodnotu « , ktoré¢ zavisia od alternativnej hypotézy H; a vy-
medzuju kriticka oblast’.

. Urobime kone¢né rozhodnutie, t. j. zamietneme alebo nezamietneme H, na danej urovni

vyznamnosti « podla toho, ¢i sa vypocitana hodnota testovacej Statistiky nachadza ale-
bo nenachadza v kritickej oblasti.

7.2 Testy o strednej hodnote normalneho rozdelenia, rozptyl je znamy

Ciele

[

[
[

Testovat’ hypotézu o strednej hodnote x, ked rozptylo” je znamy (z-test).

Vypocitat’ P-hodnotu pre z-test.

Pri vyhodnocovani vysledkov testu hypotézy porovnat’ pristup s hodnotou o

s pristupom s P-hodnotou.

Vysvetlit' vztah medzi odhadom intervalu spol'ahlivosti a testovanim hypotézy.
Ur¢it rozsah vyberu pri z-teste o parametri & pomocou vzorca pre rozsah vyberu

a krivky operativnej charakteristiky (OC).

Vysvetlit t€inok rozsahu ndhodného vyberu n na Statisticka vyznamnost’ a silu testu.

RozliSovat’ statisticku vyznamnost’ od praktického vyznamu.
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Indukéné suvislosti

< Parameter: y7]
2
= Bodovy odhad parametra x: X ~N( ,u,o-—); o’ je znamy
n
e X-u
= Testovacia Statistika parametra y: Z= ~N(0,1)
o/n

Postup testovania (z-test):
krok 1: urCenie nulovej a alternativnej hypotézy t.j. H, a H,,
H,: pn=pu, H,: u # u, predvojstranny (obojstranny) test,
4> p, prejednostranny test,
4 < p, prejednostranny test.

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

Z_)?_,Uo, X — i,

0_0'/\/;

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o

k, pre obojstranny test,
k,, pre jednostranny test.
krok 4: urenie vysledku testovania hypotézy: Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
|zy| >k,  pre dvojstranny (obojstranny) test,
z, > k,, pre horny jednostranny test,

z, <—k,, pre dolny jednostranny test.

P-hodnota v testovani hypotéz

P-hodnota je pravdepodobnost’, Ze testovacia Statistika za platnosti nulovej hypotézy H, na-

dobudne extrémnejsiu hodnotu, ako je pozorovana hodnota testovace;j Statistiky.

Pre vypocet P-hodnoty v pripade z-testu plati:

2[1-®(|z,|)] pre dvojstranny test,
P=:1-@(z,) pre horny jednostranny test,
D(z,) pre dolny jednostranny test.
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Pristup s hodnotou a verzus P-hodnota

Na vyhodnotenie vysledkov testu hypotézy sa pouzivaju dva pristupy:

1. Pristup s hodnotou a, ktora uvadza vysledky testu vzhl'adom na vopred zvolent hod-
notu a. Tento pristup neposkytuje silu dokazov proti (na zamietnutie) H, .

2. Pristup s P-hodnotou, ktora Specifikuje, ako d’aleko je hodnota testovace;j Statistiky od
kritickej hodnoty (kritickych hodnot). Ked’ je P-hodnota zndma, potom mozno vyvodit
zaver pri kazdej Specifikovanej Grovni vyznamnosti « takto:

= zamietni H, naGrovni vyznamnosti « , ak P<a;

= nezamietni / na Urovni vyznamnosti ¢ , inak.

Treba si vSimnut, Ze pristup s P-hodnotou je viac flexibilny a informativny ako pristup

s hodnotou «.

Vzorce pre interval spolahlivosti

Pre 100(1 — )% interval spolahlivosti pre 1, ked o’ je znamy, plati:

X -k, 2 < U< X +k, 7 pre dvojstranny IS,
Jn

Jn

X - < u pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

O
Ky, Tn

U< X +k,, % pre jednostranny IS s hornou hranicou.
n

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spoPlahlivosti

Nulovt hypotézu H : = p, zamietame na trovni vyznamnosti o, ak plati:

o o

Uy 2| X —k, X +k, } pre dvojstranny test,
' { Jn Jn

= o . , .
My > X +k,, T pre jednostranny test s dolnou hranicou,
n
= o : , .
My <X —k,, —= pre jednostranny test s hornou hranicou.

Jn
Predpokladajme napriklad, ze 95 % IS pre u je 751<u <779 atestujeme H,: u =750

oproti alternative H,: ¢ # 750 na Grovni vyznamnosti = 0,05. Pretoze IS pre 1 neobsahuje

testovant hodnotu g =750, hypotézu H, zamietneme na urovni vyznamnosti o =0,05.
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Vzorce pre rozsah nahodného vyberu

Vzorce sa pouzivaji na urenie rozsahu vyberu pre prislusny test a dana troven £ (alebo silu

testu =1-4), ¢ a & (=| U= 1)), Co je rozdiel medzi skuto¢nou hodnotou a hypotetickou

strednou hodnotou.

V pripade z-testu pre jeden vyber platia vzorce pre rozsah vyberu:

(k, +hyp)'0” : ,
n =———>——— pre dvojstranny test,

n= pre obidva jednostranné testy.

Treba si v§imnut,, Ze rozsah vyberu rastie, ked’ a, fa oklesaju a o rastie.

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

Krivky operativnej charakteristiky (OC) uvedené v Statistickych tabul’kach zobrazujt £ ako

funkciu d (pre z-test), roznych rozsahov vyberu n a dvoch arovni vyznamnosti o =0,01
aa=0,05t.j.

p=f(nd,a).
Tab. 7.2. Operativne charakteristiky pre z-test (jeden nahodny vyber)

Test a Krivka OC* OC parameter

dvor . 0,05 OC—a

vojstrany

z-test 0,01 OC-b d= |,u _ ,uo| _ @
jednostranny 0,05 OC— o) o

0,01 0C—-d

*Pozri v prilohe.

Uc¢inok rozsahu vyberu

Ked’ rozsah vyberu n rastie, Statisticka vyznamnost’ (opak P-hodnoty) a sila testu (1— f) ras-

ta. Napriklad v Tab. 7.3 st uvedené P-hodnoty a sily testov parametra 4 za podmienok:
_ 22
- X~N[,u;—j a x=>50,5;
n

— H, p=50 oproti H;: u#50;
— a=0,05 askuto¢na hodnota x=50,5.
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Pre rovnaku hodnotu vyberového priemeru X =50,5 uvazovant v Tab. 7.3 v stipci s P-
hodnotami vidiet’, ze

— pre n=100 sa H, zamietne na Grovni vyznamnosti & =0,05, pretoze P <« , zatial’ ¢o

— pre n <50 sa H, nezamietne na Grovni vyznamnosti & =0,05, pretoze P>« .

Tab. 7.3. P-hodnoty a sily testov parametra p pre vybrané rozsahy vyberov

Rozsah vyberu (n) 1-P P-hodnota Sila testu (1- 4)
10 . 0,43 . 0,124
25 . 0,21 . 0,240
. 50 i) 0,08 . 0,424
l 100 narastajuca 0,01 ! 0,705
narastajuci 400 Statisticka 5,73x107 narastajlca 0,998
rozsah vyberu 1000 vyznamnost’ | 2 57x10°" sila testu >0,999

Statisticka vyznamnost’ verzus prakticky vyznam

Statisticka vyznamnost’ testu nenaznacuje nevyhnutne jeho prakticky vyznam. Ked’ napriklad
rozsah vyberu narastd, potom aj sila testu narasta. V pripade vel'kého rozsahu vyberu sa aky-

koI'vek maly posun od testovanej hodnoty deteguje (inymi slovami H,: g = x4, sa zamietne),

hoci tento posun ma maly prakticky vyznam. Analytik by preto mal overit,, ¢i vysledok Statis-
tického testu ma tiez prakticky vyznam.

Priklad 7.2

Pre data o zivotnosti uspornych ziaroviek (Tab. 6.1) sa ziskali tieto vysledky: »n =30,
X =780, o’ =40
1. Test hypotézy pre 1, o je zname; dvojstranny test
Na urovni vyznamnosti a = 0,05 testujme, ¢i stredna hodnota doby zivotnosti Uspornej Zia-
rovky je 765 hodin.
Postup:
krok 1: stanovime H, a H,
H,: u=765 H,: #7765
krok 2: urc¢ime hodnotu testovace;j Statistiky
Z = X—Hy _ 780—765
o/n 40/430

krok 3: urc¢ime kriticki hodnotu pre «
k, =kyos =196.

=2,05396
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krok 4: ur¢ime vysledok testovania hypotézy

Pretoze |z)|=2,05396 > k,,s =1,96, H, zamietame na Grovni vyznamnosti & = 0,05.

2. Pristup s P-hodnotou
N4jdime P-hodnotu pre dvojstranny z-test.

P=2[1-®(|z, )] = 2[1 - @(]2,05396 )] = 2[1 - 0,98001] = 0,03998

Pretoze P=0,03998<a =0,05, H, zamietame na urovni vyznamnosti & =0,05.

S pravdepodobnostou 95 % mozZeme tvrdit, Ze strednd hodnota doby Zivotnosti uspornej Zia-
rovky nie je 765 hodin.

3. Vztah medzi IS a testom hypotézy

Testujeme H,: u =765 oproti H:u#765 na Grovni vyznamnosti a = 0,05, na ziklade
95 % dvojstranného IS pre u. Pretoze 95 % dvojstranny IS pre u, 765,686 < 11 <794,314,

neobsahuje testovanu hodnotu 765, H, zamietame na urovni vyznamnosti a = 0,05.

4. Urcenie rozsahu vyberu
Urc¢ime vhodny rozsah vyberu pre dvojstranny z-test, ktory je potrebny na detegovanie sku-
tocnej strednej hodnoty rovnej 785 hodin so silou testu 0,9.

a) Vzorec pre rozsah vyberu
Sila testu = P(H, zamietame|H0 nespravna) =1- =09 = =01 = 24=0,2

5=p—y=785-765=20

k,+k, ;)07 (ks + Ky ,) 40 240
p=Fathap VO (hops oo 407 (196 L28)40° _ 4 9904 - 4
5 20 20
b) Krivka OC

Pre dvojstranny z-test na Urovni vyznamnosti & =0,05 a pre jeden vyber vypocitame

hodnotu parametra d :

d:|ﬂ_ﬂ0|:@:m:0’5

o o 40
Pre d =0,5 a #=0,1, prislusna krivka OC—a (Obr. 7.4, pozri tiez v prilohe) poskytne
rozsah ndhodného vyberu n =44, ¢o je blizke hodnote n =42 vypocitanej pomocou
vzorca.

Na detegovanie skutocnej strednej hodnoty doby Zivotnosti uspornej ziarovky, ktorej velkost

je 785 hodin, so silou testu 0,9 je potrebné nahodne vybrat' 42 uspornych Ziaroviek.
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OC - a : N —rozdelenie, &= 0,05, dvojstranny IS

0.8

0.6

0.4

Pravdepodobnost’ prijatia hypotézy H,

0 0,5 | 1,5 2 2.9 3 3.5 - 4.5 5
d

Obr. 7.4. OC-a pre dvojstranny normalny test s roznymin a o = 0,05

7.3 Testy o strednej hodnote normalneho rozdelenia, rozptyl neznamy

Ciele

[ Testovat’ hypotézu o i, ked’ o? je neznamy (t-test).
T Urc¢it’ rozsah ndhodného vyberu pri ¢-teste o parametri ¢ pomocou vhodnej krivky ope-

rativnej charakteristiky (OC).

Indukéné suvislosti

Parameter: )2

2
Bodovy odhad parametra  : X~N (,u,a—) ; o7 je neznamy
n

X-u
Testovacia Statistika parametra : 7T = ~t(n—1)
P : S/\n

Postup testovania (z-test):
krok 1: urCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.
Hy: p=p, H.: u+# u, pre dvojstranny (obojstranny) test,
U<y, pre dolny jednostranny test,

M > u, pre horny jednostranny test.
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krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty
X -y

T,="—20
" s/n

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre a

_ Xt

_S/\/;

ly

t(n—1;) pre obojstranny test,
t(n—1;2) pre jednostranny test.
krok 4: stanovenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
|t| > 1(n = L;0) pre dvojstranny (obojstranny) test,
t,<-t(n—1;2a) pre dolny jednostranny test,

t,>t(n—1;2a) pre horny jednostranny test.

Vzorce pre interval spolahlivosti

Pre 100(1— )% interval spolahlivosti pre 1, ked o’ je neznamy, plati:

X—-tn-1, a) < X+t(n—1, 0{)% pre dvojstranny IS,
n

S
— <
In H

X—t(n—1, 20{)i < u pre jednostranny IS s dolnou hranicou,
n

N

U< X +t(n—1, 205)i

Jn

pre jednostranny IS s hornou hranicou.

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spolahlivosti

Nulovt hypotézu H: 4 = p, zamietame na Grovni vyznamnosti a, ak plati:
sy &| X —t(n—1 05)i ;X +t(n—1 0{)i pre dvojstranny test
0 s \/; s s \/; )
= S : , :
My > X +t(n—1, 2a)T pre jednostranny test s dolnou hranicou,
n

- S : :
My <X —t(n—1, 205)T pre jednostranny test s hornou hranicou.
n

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

Krivky operativnej charakteristiky (OC) uvedené v statistickych tabulkach zobrazuju £ ako
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funkciu d (pre t-test), roznych rozsahov vyberu n a dvoch urovni vyznamnosti « =0,01

aa=0,05t.].

p=f(nd,a).
Tab. 7.4. Operativne charakteristiky pre t-test (jeden nahodny vyber)

Test o Krivka OC° OC parameter

‘ 0,05 OC-e
dvojstrany 0.01 OC1 .
t-test : d = M = |£

jednostranny
0,01 OC-h

* Ako o pouzite vyberovi smerodajnu odchylku. °Pozri v prilohe.

Priklad 7.3
Pre data o Zivotnosti uspornych Ziaroviek (Tab. 6.1) sme ziskali tieto vysledky: n =30,
x =780, s> =40,0164".
1. Test hypotézy pre 1, o je nezndme; dvojstranny test
Na trovni vyznamnosti a = 0,05 testujme, ¢i sa strednd hodnota doby Zivotnosti uspornej
ziarovky je 765 hodin.
Postup:

krok 1: stanovime H, a H,

H,: u=765 H,: pu#765
krok 2: urc¢ime hodnotu testovacej Statistiky

X gy T80-765 . ooa

T s/dn 40.0164/30 2045 0 7o
s/ V30 2,045

Obr. 7.5

L

krok 3: urc¢ime kritickil hodnotu pre «
t(n—1;a) =1(30-1;0,05) =#(29;0,05) = 2,045
krok 4: ur¢ime vysledok testovania hypotézy
Pretoze |t0| =2,05312>1¢(29;0,05)=2,045, H, zamietame na Grovni vyznamnosti
a =0,05. S pravdepodobnostou 95 % mozeme tvrdit, ze stredna hodnota doby
Zivotnosti uspornej ziarovky nie je 765 hodin.

2. Urcenie rozsahu nahodného vyberu
Urcime rozsah nahodného vyberu pre dvojstranny z-test, ktory je potrebny na detegovanie
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skutocnej strednej hodnoty doby zivotnosti uspornej ziarovky rovnej 785 hodin so silou testu
0,9. Pouzijeme vhodnt krivku OC.

OC - e : t - rozdelenie, @= 0,05, dvojstranny IS
g 1,0

(0.8

0.6

0.4

Pravdepodobnost” prijatia hypotézy H

02

0

”_] - - -

I3

2
<
-

0 0,5 1.5
d

Obr. 7.6. OC—e pre dvojstranny t-test s roznymin a @ = 0,05

Sila testu = P(H,, zamietarne|H0 nespravna)=1-£=0,9 = =0,1
O=pu—p,=785-765=20

Pre dvojstranny #-test na Grovni vyznamnosti = 0,05 a pre jeden vyber sa vypocita hodnota

parametra d :

- o 20
PO i S =1 P
o s 40,0164
Pre d =0,5 a f=0,1 prislusna krivka OC—e poskytne rozsah vyberu n =45.
Na detegovanie skutocnej strednej hodnoty doby Zivotnosti uspornej Ziarovky, ktorej velkost

je 785 hodin, so silou testu 0,9 je potrebné nahodne vybrat 45 uspornych Ziaroviek.
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7.4 Testy hypotéz o rozptyle normalne rozdeleného zakladného suboru

Ciele

[ Testovat hypotézu o o ( y-test).

[ Uréit rozsah nahodného vyberu pri y’ -teste o parametri o> pomocou vhodnej krivky

operativnej charakteristiky (OC).

Indukéné suvislosti

e Parameter: o
Z (X i _)? )2
= Bodovy odhad parametra ¢ : g% = = 1
n —
-1)S?
= Testovacia Statistika parametra o’ X°= %N 22 (n—1)

Postup testovania (Zz-test):
krok 1: urCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,
H,:0 = o, H,:0’ #0, pre dvojstranny (obojstranny) test,
o’ <o, pre dolny jednostrann4 test,

o’ >0, pre horny jednostranny test.

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

_ (n—1)§> 4= (n-1)s’

0

X;

2 2
O, O,

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o
7'(n=L1-a/2) a y*(n—1;a/2) pre dvojstranny test,
7°(n—1;1—a) pre dolny jednostranny test,
7 (n—1;a) pre horny jednostranny test.

krok 4: urcenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
xi <y (n-11-a/2) alebo y, > y*(n—1;a/2) pre dvojstranny test,
zi<x'(n=1L1-a) pre dolny jednostranny test,

7o > 7 (n—1;) pre horny jednostranny test.
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Vzorce pre interval spol’ahlivosti

Pre 100(1— )% interval spolahlivosti pre o plati:

2 1\ Q2
2(n DS <o’ <— (n=DS3 pre dvojstranny IS,
y (n—-lal/2) y(n-11-al/2)
_ 2
% <o’ pre jednostranny IS s dolnou hranicou,
ry(n-lLa
2
P<— (=13 pre jednostranny IS s hornou hranicou.
y(n-Ll-a)

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spolahlivosti

4 4 2 2 : , C— . ’
Nulovu hypotézu H,: 0° = 0§ zamietame na urovni vyznamnosti a, ak plati:

2 _ 2
o, ¢ 2(n DS v (n=DS pre obojstranny test,
y (n-Lal2) y(n-L1-a/2)
~-1S?
2 2(n ) pre dolny jednostranny test,
y (n-lLl1-a)
~1)s?
0 < (2}1—) pre horny jednostranny test.
1 (n-La)

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

Krivky operativnej charakteristiky (OC) uvedené v Statistickych tabul’kach zobrazuju parame-

ter 4 pre ;(2 -test 0 parametri o’.

Tab. 7.5. Operativne charakteristiky pre y'-test (jeden nahodny vyber)

Test o Krivka OC* OC parameter
dvojstrany 0,05 OC—
0,01 0CH
2 -test horny 0,05 OC—k P
jednostranny 0,01 OoC-1 o,
dolny 0,05 OC-m
jednostranny 0,01 OC—n

*Pozri v prilohe.
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Priklad 7.4
Pre déta o zivotnosti Uspornych ziaroviek (Tab. 6.1 a Priklad 6.3) sme ziskali tieto vysledky:
n=30, s =40,0164"; 95 % dvojstranny IS pre o~ : 31,88° <o’ <53,87>.
1. Test hypotézy pre o ; dvojstranny test
Na trovni vyznamnosti o = 0,05 testujme hypotézu, ¢i rozptyl doby Zivotnosti uspornej Zia-
rovky je 40°hodin.

krok 1: stanovime H, a H,

A
Hy: 0’ =40 H;:o’ #40°
0,025
krok 2: ur¢ime hodnotu testovace;j Statistiky —_—
12 1. 2 0,95 ]
e (n i)s _ (30-1) 420,0164 — 29,0238

o} 40 ~ .
’ 0 16,0 2@ 457
krok 3: urc¢ime kritickli hodnotu pre «

2 (n-lia/2)= 77(29;0,025) = 45,7

Obr. 7.7

P (n-1L1/a/2)= 7(29;0,975) =16,0
krok 4: ur¢ime vysledok testovania hypotézy
Pretoze ;(g =29,0238 €(16,0;45,7), H, nezamietame na tirovni vyznamnosti
a = 0,05, t.j. na tirovni vyznamnosti o = 0,05 mézeme tvrdit, Ze rozptyl dizky
Zivotnosti ispornej Ziarovky je 40° hodin.
2. Vztah medzi IS a testom hypotézy
Testujeme H,: o° =40’ oproti H,: o” #40° na trovni vyznamnosti a = 0,05, na zaklade
95 % dvojstranného IS pre o> . Pretoze 95 % dvojstranny IS pre o>, 31,88’ <o’ <53,87°,
obsahuje testovanii hodnotu 40°, H , hezamietame na urovni vyznamnosti o = 0,05.
3. Urcenie rozsahu nahodného vyberu
Uréime rozsah vyberu n pre dvojstranny y’-test, ktory je potrebny na detegovanie skutoénej

hodnoty smerodajnej odchylky rovnej 50 hodin so silou testu 0,8. Pouzijeme vhodnt krivku
OcC.

Sila testu = P(H, zamietame|H , nespravna)=1-4=0,8 = £=0,2
Pre dvojstranny ;(2 -test na Grovni vyznamnosti a = 0,05 a pre jeden vyber vypocitame hod-

nota parametra A :

2= 305
40

Oy
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Pre A=1,25a =0,2, prislusna krivka OC-i poskytne rozsah vyberu n=75.

Na detegovanie skutocnej hodnoty smerodajnej odchylky doby Zivotnosti uspornej Ziarovky,
ktorej velkost je 50 hodin, so silou testu 0,8 je potrebné nahodne vybrat' 75 uspornych Ziaro-

viek.
oC-i: ;(2 - rozdelenie, o= 0,05, dvojstranny IS
p Lo
0.8
:F-C
E LUK
-EE 0.4
=
5
& (0,2 jmm-—— EEL LY Y T -
- 75
j .
[ ]
n
1
n
0 o
0 0,5 I 125 15 2 25 3 3,5 4
x
Obr. 7.8. OC—i pre dvojstranny chi-kvadrat test s roznymin a a = 0,05
7.5 Testy hypotéz o podieli jednotiek v zakladnom subore
s danou vlastnost’ou
Ciele

'] Testovat hypotézu o parametri p (z-test) v pripade velkého vyberu.
1 Ur¢it rozsah ndhodného vyberu pre Statisticktl indukciu o parametri p pomocou vhod-

ného vzorca pre rozsah nahodného vyberu.

Indukéné suvislosti

e Parameter:

i

X

n

= Bodovy odhad parametra: P=""kde X ~ B(n,p)

A

P—-
= Testovacia Statistika parametra: Z=—nor P
Vp(=p)/n
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Postup testovania (z-test):
krok 1: urCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,
H, p=p, H.: p# p, pre dvojstranny (obojstranny) test,
p < p, predolny jednostranny test,
p > p, pre horny jednostranny test.

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

A
A

P-p, _ P—D,

,po(l_po) ’ ' /po(l_po)
n n

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o

k, pre obojstranny test,
k,, pre jednostranny test.

krok 4: urenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

|zo| >k, pre dvojstranny (obojstranny) test,
z, < —k,, pre dolny jednostranny test,
z, >k, pre horny jednostranny test.

Vzorce pre interval spolahlivosti

Pre 100(1 - ) % IS pre parameter p, plati:

. P1-P - P(1-P
P—k, ( ) <p<P+k, PA=P) pre dvojstranny IS,
n n
- P1-P
P—k,, PA=P) <p pre jednostranny IS s dolnou hranicou,
n
- P1-P
p<P+k,, ( ) pre jednostranny IS s hornou hranicou.
n

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spolahlivosti

Nulovt hypotézu H: p = p, zamietame na Grovni vyznamnosti a, ak plati:
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Dy & [ﬁ—ka \ /M . P+k,, fw}pre dvojstranny test,
n n

5 P(1-P : .
po>P+k,, ra=p pre jednostranny test s dolnou hranicou,
n

- P(1-P . .
po<P-—k,, PA=P) pre jednostranny test s hornou hranicou.
n

Vzorce pre rozsah nahodného vyberu

Pri testovani hypotézy o parametri p sa pouzivaji nasledovné vzorce na urcenie rozsahu vy-

beru:
2
k, po(l_po)"‘kz/y\/p(l_p) . ,
n= pre dvojstranny test
P— P
2
k., po(l_po)"‘kzﬂ\jp(l_p) ) ,
n= pre jednostranny test
P =P
Priklad 7.5

Pre data skorodovanych mostov (Priklad 6.4) sme ziskali vysledky: »n=40
x 28

ap=—=—=0,7.

P n 40

1. Testovanie hypotézy o parametri p ; dvojstranny test

Testujme na Grovni vyznamnosti « =0,05, ¢i podiel skorodovanych mostov v istom kraji je
0,5.
krok 1: stanovime H, a H,

H;:p=05 H:p=#0,5
krok 2: urc¢ime hodnotu testovacej Statistiky

=P 07705 ;5344

\/po(l—po) \/0,5x<1—o,5)

n 40
krok 3: urc¢ime kriticki hodnotu pre «
k, =kyos =1,96
krok 4: ur¢ime vysledok testovania hypotézy:
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Pretoze |z,|=2,5316 > k, s = 1,96, H, zamietame na tirovni vyznamnosti o =0,05.
S pravdepodobnostou 95 % mozZeme tvrdit, Ze podiel skorodovanych mostov istom
kraji je vdcsi alebo mensi ako 50 %.

Urc¢enie rozsahu nahodného vyberu

Urcime rozsah vyberu n pre dvojstranny z-test, ktory je potrebny na detegovanie skutocnej
hodnoty podielu p, ktord sa rovna 70 % so silou testu 0,9. Pouzijeme vhodny vzorec pre roz-
sah vyberu.

p=70%=0,7
Sila testu = P(H, zamietame|H0 nespravna)=1-=0,9 = £=0,1

2 2
o kP (1= 20) +hy P =p) | [ Kys3/0.5%(1-0,5) +k,,/0,7x(1-0,7) |
p_p() 0’7_075

_ (1,96>< 0,25+1,28 x0,45826

2
=61,3535~62
0,2

Na detegovanie skutocnej hodnoty podielu skorodovanych mostov, ktorého velkost je 70 %,

so silou testu 0,9 je potrebné nahodne testovat’ 62 mostov.

7.6 Testy dobrej zhody

Statistické testy, ktoré umoziiuju testovat’ hypotézu o type rozdelenia, sa nazyvaju testy zhody.
V tejto Casti uvedieme tri rozne testy zhody.

7.6.1 Pearsonov chi-kvadrat test

Ciele

"1 Vysvetlit’ termin kategorizované premenné.

'] RozliSovat’ nomindlnu premennt od ordinalnej premenne;.

"1 Vysvetlit', preco pri teste dobrej zhody musi byt ocakavana pocetnost’ kazdého triedne-
ho intervalu asponi tri.

'] Vykonat test dobrej zhody na hypotetickom rozdeleni.

Kategorizovana premenna

Kategorizovana premennd tvori subor kategérii. Definujeme dva typy kategorizovanych pre-
mennych.
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1. Nominalna premenna: Poradie zoznamu kategdrii nemd zmysel. Napriklad pohlavie

(muz, zena) alebo dominancia ruky (lavék, pravak, obojru¢ny).

2. Ordinalna premenna: Poradie zoznamu kategorii mé zmysel. Napriklad vzdelanie

(menej ako 9 rokov, 9 az 12 rokov, viac ako 12 rokov), symptém narocnosti (ziadny,

mierny, stredny, vazny).

Indukéné suvislosti

Rozdelenie pravdepodobnosti zdkladného suboru je nezname. Preto chceme otestovat’, aké

rozdelenie ma zékladny stbor.
Napriklad H,: X ~ F,(4) (Poissonovo diskrétne rozdelenie)

H,:X ~N(u,0%) (spojité rozdelenie)

Testovacia Statistika

Pri tychto testoch sa vychddza z triedneho delenia nahodného vyberu rozsahu »n . Ako miera

nestladu medzi pozorovanymi triednymi pocetnostami a oCakdvanymi (t.]. teoretickymi)

triednymi poc€etnost’ami sa berie testovacia Statistika

2
oy o) 2(r—5—-1), kde
2

r je pocet triednych intervalov,

n; — absolutna triedna pocetnost’ i-t¢ho intervalu,

i

n,p, —ocakavana triedna pocetnost’, priCom p; = P(t;_; < X <t;|H jespravna),

s — pocet parametrov hypotetického rozdelenia v nulovej hypotéze.

Tab. 7.6. Tabulka testu dobrej zhody

Triedne in- | Pozorovana | Pravdepodobnost’ | OCakavana po- n,—np,
.—np. _—
tervaly i pocetnost’ »; P, cetnost’ np, p; —np, )
1
2
r

Poznamka. Minimalna ocakdvana pocetnost

v 7 r v . : r 2 A r r
Ked ocakdvand pocetnost je velmi mald, hodnota X~ modze byt neopravnene velka

v dosledku velkého rozdielu medzi pozorovanou pocetnostou a ofakdvanou pocetnost'ou
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(n, —np,). Hoci neexistuje dohoda o hodnote minimélnej o¢akavanej pocetnosti, hodnoty 3, 4

alebo 5 su vo velkej miere pouZzivané ako minimdlne ocakdavané pocetnosti.
Ked ofakavana pocetnost’ je mensia ako 3, aby sa vyhlo tomuto neziaducemu pripadu, zod-
povedajuci triedny interval sa kombinuje so susediacim triednym intervalom a pocet tried-

nych intervalov 7 sa zmensi o jeden.
Jednym z najpouzivanejsich testov, ktory umoziuje testovat’ typ spojitého aj diskrétneho

rozdelenia, je Pearsonov chi-kvadrat test ( y* -test) dobrej zhody.
Postup testovania ( y -test)
krok 1: ur€enie nulovej a alternativnej hypotézy, t. j. H, a H,
H,: X ~ prisluSné rozdelenie oproti H,: X nema prisluSné rozdelenie

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty
a) Odhadneme parametre hypotetického rozdelenia, ak ich hodnoty nie st k dispozicii.

b) Definujeme triedne intervaly a priradime k nim prisluSné pozorované pocetnosti.

c¢) Odhadneme pravdepodobnosti ( p,) v triednych intervaloch.

d) Vypocitame o¢akavané pocetnosti (np, ) v triednych intervaloch. Ak oCakavana po-

Cetnost’ nejakej triedy je mensia ako 3, kombinujeme ju zo susednym triednym inter-

valom. Potom opakujeme kroky 2a) az 2b)

2

T  (n,—np,
e) Vypocitame hodnotu testovacej Statistiky X, = Z w
i=1 np;

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o
7(r-s—lLa)
krok 4: urcenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H,, sa zamietne, ak
1i> 7 (r-s-la).
Poznamka. VzhI'adom na to, Ze hodnota testovacej Statistiky X, je mensia v pripade, Ze hy-

potetické rozdelenie je ,,dobré®, dolné hranica testu dobrej zhody neexistuje.

Priklad 7.6

O pocte e-mailov za hodinu (X'), ktoré prisli istej firme na e-mailovy cet, sa predpoklada, Ze
ma Poissonovo rozdelenie. Pocetnosti e-mailov za hodinu ziskané pocas 100 hodin su

v nasledujucej tabul’ke (Tab. 7.7).
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Tab. 7.7
Pocet mailov za hodinu (X) 0 1 2 3
Pocetnost’ 60 28 7 5

Testujme na Grovni vyznamnosti  =0,05, Zze poCet e-mailov prichadzajicich za hodinu sa

riadi Poissonovym rozdelenim. PouZzijeme test dobrej zhody.
Riesenie
Krok 1: urcime H, a H,

H,: X ~Po(A) H,:XAPo(A)

Krok 2: stanovime hodnotu testovacej statistiky

a) Odhadneme parametre hypotetického rozdelenia.

izE/()?):0><60+1><2180J(;2><7+3><5:O’57

Pocet odhadovanych parametrov s =1.
b) Definujeme triedne intervaly a priradime k nim prislusné pozorované pocetnosti (Tab.
7.8)
¢) Odhadneme pravdepodobnosti ( p,) v triednych intervaloch.

—-0,57 0 -0,57 1
,31=P(X=0)=ﬂ=o,57 p2=P(X=1)=e(l$7)=o,3z
-0,57 2 0,57 3
133:P(X=2):w=0,09 ﬁ4:P(X=3):ﬂ:O,OZ
d) Vypocitame oc¢akavané pocetnosti (n, p, )v triednych intervaloch (Tab. 7.8).
Tab. 7.8
Pozorovana po- | Pravdepodobnost’ Ocakavana po- R (n, —np, )?
X X ) A M ] ~ ni - npl %
cetnost’ 7; b, cetnost’ np, np,
0 60 0,57 57
1 28 0,32 32
2 7 0,09 9
3 aviac 5 0,02 2

Ak o€akavana pocetnost’ nejakej triedy je mensia ako 3, kombinujeme ju zo susednym

triednym intervalom.
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Pretoze oCakavana pocetnost’ v poslednom triednom intervale v uvedenej tabulke je

mensSia ako 3, zIu¢ime posledné dva riadky (Tab. 7.9).

Tab. 7.9
e-maily za Pozorovanad | Pravdepodobnost’ | Ocakavana po- o (n, —np, )?
hodinu X | pogetnost’ 7; P Cetnost’ 7p, o np,
0 60 0,57 57 3 0,15789
1 28 0,32 32 -4 0,50000
2 aviac 12 0,11 11 1 0,09000
3 A \2
< I B (ni - npi) _
e) Vypocitame hodnotu testovacej Statistiky: X, = Z ———=0,7488.

Krok 3: stanovime kriticku hodnotu pre a

(r—-s—lLa)=y*(3-1-1;0,05) = °(1;0,05) = 3,84

Krok 4: Vysledok testovania hypotézy

Pretoze y; =0,7488< x*(1,0,05)=3,84, nulové hypotéza H, na arovni

i=1 np;

vyznamnosti a =0,05 sa nezamieta, t. j. pocet e-mailov prichadzajucich za hodinu

sa riadi Poissonovym rozdelenim na urovni vyznamnosti a =0,05.

Priklad 7.7 (Test dobrej zhody; spojité rozdelenie)

Konecné vysledky Studentov (7 = 40) zo Statistiky su v tabul’ke Tab. 7.10. Ndhodna premen-

na X ma stredni hodnotu 83 a rozptyl 11,874%. Testujeme na trovni vyznamnosti & = 0,05,

¢i normalne rozdelenie je vhodné pre kone¢né vysledky.

Tab. 7.10

Kone¢né vysledky (X) | x<60 | 60<x<70 | 70<x<80 80<x<90 90 < x
Pocetnost’ 2 9 12 14
RieSenie

Krok 1: urcime H, a H,

H,: X ~N(83;11,874%)

Krok 2: stanovime testovaciu Statistiku a jej hodnotu

a) Odhadneme parametre hypotetického rozdelenia.

H,: X # N(8311,874%)

Pretoze 1 a o st zname, presko¢ime tento krok a pocet odhadovanych parametrov je

s=0.
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b) Definujeme triedne intervaly a priradime k nim prislusné pozorované pocetnosti

(Tab. 7.11).
Tab. 7.11
X Pozorovana poCetnost’n; | Pravdepodobnost’ 5. | Ocakavana pocetnost’ np,
x < 60 3 0,0263725 1
60<x<70 2 0,1104295 4
70 < x <80 9 0,2634650 11
80<x<90 12 0,321979 13
90<x 14 0,277754 11

¢) V triednych intervaloch odhadneme pravdepodobnosti. p.:

p,=P(X <60)= P(Z < 61(}‘ ;;f ) = P(Z <-1,937)=1-®(1,937) = 0,0263725

60-83 _, _70-83)_
11,874 11,874
= P(~1,937 < Z < —1,0948) = &(—1,0948) — @(~1,937) = 0,1104295

132=P(60SX<70)=P(

P, =P(70< X <80) = P(—1,0948 < Z < -0,25265) = 0,263465
P, =P(B80< X <90)=P(-0,25265< Z <0,589523)=0,321979
Ps =P(90< X)=P(0,589523< 7)=0,277754
d) Vypocitame o¢akavané poCetnosti (np,) v triednych intervaloch (Tab. 7.11). Ak oCaka-

vana pocetnost’ nejakej triedy je mensia ako 3, kombinujeme ju zo susednym triednym

intervalom.
PretoZe oCakavana pocetnost’ v prvom triednom intervale v uvedenej tabulke je mensia

ako 3, zla¢ime prvé dva riadky (Tab. 7.12)

Tab. 7.12
X Pozorovana pocetnost’ n; Pravdepodobnost’ p. Ocakavana pocetnost’ np,
x<70 5 0,136802 5
70<x <80 9 0,2634650 11
80<x<90 12 0,321979 13
90<x 14 0,277754 11

3

A \2
“r S e 2 _ (ni_npi) _
e) Vypocitame hodnotu testovacej Statistiky y, = Z—A =1,2586

i=1 i
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Tab. 7.13
Ocakéavana po- —np,)
X Pozorovana pocetnost’ n; y , P n, —np, (o =np )
cetnost’ np, np,
x<70 5 5 0 0
70<x<80 9 11 -2 0,3636
80<x<90 12 13 -1 0,0769
90<x 14 11 3 0,8181

Krok 3: stanovime kriticku hodnotu pre a
2 (r—s-la)= 7 (4-0-1;0,05) = »°(3;0,05) = 7,81
Krok 4: urcime vysledok testovania hypotezy
Pretoze ;((f =1,2586 < ¥*(3;0,05)=7,81, H, na urovni vyznamnosti & =0,05 sa

nezamieta, t.j. na urovni vyznamnosti & = 0,05 prijimame hypotézu, ze sa konecné

vysledky Studentov zo Statistiky riadia normalnym rozdelenim.

7.6.2 Shapirov-Wilkov test normality

Pri rozsahu nahodného vyberu 2 <n <2000 pouzijeme test podl'a Shapira-Wilka. Tento test

je vhodny iba pre jednotlivé namerané hodnoty (nie pre triedené udaje ako v Pearsonovom

teste).
Majme namerané udaje xp,x,,...,X,, ktoré su realiziciami nahodného vyberu
X1, X5,....X,. Usporiadajme merania podla velkosti vzostupne a dostaneme

Xy S X S-S X, , €0 st realizacie usporiadaného ndhodného vyberu X, X 5),.... X, -
Postup testovania hypotézy
krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,

H;: X ~ N(u, o’) oproti H:X /N(,u, 0%),kde u, o> st nezname.

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky

(iai G X(,-))j

i=1

W =

n ’

Z(Xi _)?)2

i=1
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kde
— a,(n) su prislusné koeficienty dané tabul’kou (pozri v prilohe);
~x=1yx;
niy
n .
— pre n parne,
n-1 i
> pre n neparne.

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o
W (n) je tabulkova hodnota pre dané¢ n a a=0,01 alebo a=0,05 (pozri v prilohe).

krok 4: urCenie vysledku testovania hypotézy

Nulovéa hypotéza H, sa zamietne, ak
W<, (n)

Poznamka. V Statistickych tabulkidch pre Shapirov-Wilkov test st kritické hodnoty W (n)
uvedené len pre rozsah stiboru 7z € {1,2,...,30} . V pripade vicsieho rozsahu stuboru je potrebné
kritické hodnoty W, (n) urcit’ pomocou Statgraphics Centurion XV.

Statgraphics Centurion XV poskytuje viacero testov normality dat, pricom vysledok testu

hypotézy vyhodnocuje pomocou P-hodnoty.

7.7 Testy nezavislosti a homogenity v kontingenénych tabulkach

Ciele

" Opisat’ kontingen¢nu tabulku.
'] Vykonat test nezavislosti’/homogenity s kontingen¢nou tabul’kou pre kategorizované

premenné.

Kontingenéna tabul’ka » xc

Majme dvojrozmerny nahodny vektor Z = (X,Y)" kategizovanych premennych takych, Ze

X moze nadobudat’ hodnoty 1,2,...,7 a ¥ hodnoty 1,2,...,c (r>1, ¢>1). Ozna¢me
p,=PX=iY=)), p,=P(X=0)=)p,, p,=PX =)= p,.
j=1 i=1

Budeme predpokladat, ze plati p; >0 pre vietky dvojice (i, /).
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Uvazujme vyber o rozsahu n z rozdeleni s pravdepodobnostami p; . Tento vyber moz-
no opisat’ multinomickym rozdelenim o rc triedach tvorenych dvojicami (i, j) . Ked’ ozna¢ime
n; pocet tych pripadov, pri ktorych stcasne nastalo X =i a ¥ = j, mézeme vysledky zapisat

v tvare tzv. kontingencnej tabulky:

Tab. 7.14. Kontingencna tabulka r x c

X Y

1 2 c
1 n, n, n,
2 1, 1, ny,
r nrl an nrc

Indukéné suvislosti

Chceme testovat’ asociaciu medzi dvomi kategorizovanymi premennymi X a Y pomocou
kontinge¢nej tabul’ky » x ¢ na nezavislost’ alebo homogénnost'.

— Nezavislost’: Pri skimani nezavislosti X a Y sa urobi reprezentativny vyber z jedného
zakladného stiboru a kazd4 jednotka vo vybere sa klasifikuje do jednej z » kategorii X
ajednej z ¢ kategoérii Y .

Napriklad klasifikujeme vyber obyvatelov Rohoznika podl'a pohlavia X a zamestnania

Y.
— Homogénnost’: Pri skimani homogénnosti zakladnych suborov X, 1,2,...,r vzhla-

dom k Y, reprezentativne vybery sa realizuja z r zakladnych suborov a potom prvky
kazdého vyberu sa klasifikuju do ¢ kategorii Y .
Napriklad klasifikujeme pit vyberov obyvatelov zrdéznych krajov X vzhladom

k zamestnaniu Y .
Pripomenme si, ze pre dve nezavislé udalosti 4 a B plati:
P(A|B)=P(A), P(B|4)=P(B) a P(ANB)=P(A)P(B).
Podobne dve kategorizované premenné sa povazuju za nezavislé/homogénne, ked’ plati:
l. P(X=x,|Y)=P(X=x)=p,,
2. P(Y=y,|X)=P(Y=y)=p,,
3. P(X=x,, Y=y,)=p,=P(X=x)PY=y)=p,p,,

kde P(X =x,|Y) a P(Y = y,|X) sa podmienené pravdepodobnosti,
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P(X =x;) a P(Y =y,) st marginalne pravdepodobnosti,
P(X =x,, Y=y,) je zdruzena pravdepodobnost’ X a Y .

Testovacia Statistika
2
4 r n. —np..
X=>> Mwﬁ(\/), v=(r-1)(c-1)

kde

. L , .
n; je pozorovana pocetnost’ v bunke 7,

_ _ ni.xn.j_ni.xn.j- Sak , setnost v bunke ii
np; =n(p,xp,)=n = Jje oCakdvana pocetnost’ v bunke ij .

nxn n

Tab. 7.15. Testovacia tabulka pre nezavislost/homogénnost

¥ Y Stcty
uc
1 2 c
1 n, n, n. n
L
np, np, np,.
n,, n, ny.
2 n,
np,, np,, np,.
nrl nr2 nrc
v n,
nprl nprZ nprc
Sucty n, n, n, n

Poznamka. Minimalna ocakavana pocetnost’

Podobne ako pri teste dobrej zhody, ked’ odakavana po&etnost’ je vel'mi mald, hodnota X
mdze byt neopravnene velka v dosledku vel'kého rozdielu medzi pozorovanou pocetnostou

a oc¢akavanou pocetnostou (ni/. - npij) . Preto kazda kategoria, ktorej oCakavana pocetnost’ je

mensia ako 3 sa kombinuje so susediacou kategoriou.

Postup testovania ( y’ -test)

krok 1: urCenie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,
1. Testovanie nezavislosti
H,: X aY sinezavislé

H,: X aY nie sunezavislé
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2. Testovanie homogénnosti
H,: X, (12,...,r) st homogénne vzhl'adom k Y
H,: X, (1,2,...,r) nie s homogénne vzhladom k Y

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

2
X2 35 )y e g, =

j=1 i=l f

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre a
2 ((r=1(c-1),@)

krok 4: urcenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak

2 2
X > 2 (r=Dlc=1),a).
Poznamka. Ked’ nulova hypotéza nezavislosti/homogénnosti je spravna, testovacia Statistika
X, nadobuda malt hodnotu, preto Ziadna dolna kriticka hodnota pri tomto teste neexistuje,

existuje len horna kriticka oblast’.

Priklad 7.8
Hodnotenia ergondmie X a hodnotenia Statistiky ¥ sto Studentov st zhrnuté v tabul’ke (Tab.
7.16). Pomocou kontingen¢nej tabulky testujeme nezdvislost hodnotenia ergondémie X

a hodnotenia Statistiky Y na Grovni vyznamnosti & =0,05.

Tab. 7.16

Hodnotenie ergondmie Hodnotenie Statistiky ¥
X A B Iné
A 12 5 4
B 10 19 17
Iné 4 8 21

RieSenie

Krok 1: urcime nulovi a alternativau hypotézu, H, a H,.

H, :Hodnotenia ergonémie X a hodnotenia Statistiky Y st nezavislé

H, : Hodnotenia ergonomie X a hodnotenia Statistiky ¥ nie s nezavislé

Krok 2: stanovime testovaciu Statistiku a jej hodnotu
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Testy hypotéz v jednom vybere

Tab. 7.17
Hodnotenie ergo- Hodnotenie Statistiky Y
o Sucty
nomie X A B Iné
A 12 5 4
21
5,46 6,72 8,82
B 10 19 17
46
11,96 14,72 19,32
Iné 4 8 21
33
8,58 10,56 13,86
Sucty 26 32 42 100
46%x42
kde napr. np,, —n22Ma X1 46424 3

nxn n 100

4= 23: 2 (”zf_”pij)z
0

j=1 i=l np;
_ (m, —npy,)’ + (n, —npy,)’ N (n; —npy;)’ + (1, —np,,)° - (5, —npy;)° _
npy np, np; np;, np;;
_ 2 _ 2 _ 2 _ 2 _ 2
_ (12-5,46) N (5-6,72) N (4-8,82) N (10-11,96) - (21-13,86) _
5,46 6,72 8,82 11,96 13,86

=19,4958 ~19,5
Krok 3: stanovime kriticku hodnotu pre o
27 ((r=D(c=1),a) = 7*((3-1D(3-1);0,05) = 7°(4;0,05) = 9,49
Krok 4: vysledok testovania hypotézy

Nulové hypotéza H, sa zamietne, pretoze yp =19,5> 7%(4;0,05)=9,49,1.].

s pravdepodobnostou 95 % mozeme tvrdit, Ze hodnotenia predmetov z ergonomie
a Statistiky nie su nezavisle.

Priklad 7.9

Néhodny vyber o rozsahu 300 dospelych s roznymi velkost'ami rik hodnoti dva navrhy mysi.
Vysledky hodnotenia st zhrnuté v tabulke Tab. 7.18. Pomocou kontingen¢nej tabul’ky testu-
jeme hypotézu na trovni «a =0,05, ¢i skupiny s roznymi vel’kostami rik maji homogénne

nazory na navrh mysi.
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Testy hypotéz v jednom vybere

Tab. 7.18
navrhy mys$i (Y
velkosti ruk ( X) —— vrhy mySi () -
konvencény novy
mala 35 65
stredna 20 &0
vel'ka 30 70
Riesenie

Krok 1: uréime nulovu a alternativnu hypotézu t.j. H, a H,.

H, : Skupiny pouzivatel'ov s r6znymi velkost'ami rak sit homogénne v zmysle

nazoru na ndvrhy mysi

. : Skupiny pouzivatel'ov s roznymi velkost'ami rak nie su homogénne v zmysle

nazoru na navrhy mysi

Krok 2: stanovime hodnotu testovacej Statistiky

Tab. 7.19
. 14 h w7’ Y
velkosti rak (X) navrhy mysi (V) Sudet
konvencny novy

; 35 65
mala 28.3 717 100

, 20 80
stredna 283 717 100

o 30 70
velka 283 717 100
sucet 85 215 300

2
2= iiwz 5,74981~5,75

j=1i=1

Krok 3: stanovime kriticku hodnotu pre o

2 (r=D(c=D,a) = *((3-1)(2-1);0,05) = x*(2;0,05) = 5,99
Krok 4: vysledok testovania hypotézy

Nulovéa hypotéza H, sa nezamietne, pretoze y; =5,7< 7*(2;0,05)=5,99, tj. na

urovni vyznamnosti « =0,05 mozno tvrdit, Ze skupiny pouzivatelov s roznymi

velkostami ruk nemaju vyznamne rozdielny nazor na ndavrhy mysi.
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8 INDUKCNA STATISTIKA PRE DVA VYBERY

8.1 Indukcie pre rozdiel strednych hodnot dvoch normalnych rozdeleni,

rozptyly si zname

Ciele

I Testovat’ hypotézu o p, — u, , ked’ 012 a 022 su zname (z-test).

1 Ur¢it’ rozsah ndhodného vyberu z-testu pri Statistickej indukcii o g4 — 1, pomocou vzor-
ca pre rozsah ndhodného vyberu a krivky operativnej charakteristiky (OC).

[ Stanovit 100(1—a)% interval spolahlivosti (IS) pre 4, — 1, , ked o7 a o; st zname.

) Uréit rozsah nahodného vyberu pre z-test, ktory spiiia hodnotu chyby E pri odhadovani
K.

Indukéné suvislosti

o Parameter: M~ 1
L o2 o2
« Bodovy odhad parametra: X, - X,~N(y — i,,—+—2), kde
n,n,

2
= o
1 2 , (e 1s.
- X\ ~N(w,—), X,,,X ... X, ~ N(y,07) aslnezavisle;
n
1
O_2
—_— 2 2 4 7 . L.
- X,~N(,—), X5, Xy, X,, ~ N(14,0;) asunezavisle;

2
— X, a X, stnezavislé;

— o} a o, suzname.

7 = ()?1 _)?2)_(/11 —/12) ~N(0,1)

« Testovacia Statistika parametra: .
o, O
1, %

n Z

— _ 02 O_2

Odvodenie vztahu X, — X, ~ N(y¢, — p,,—+—%)
n 2

Vieme, ¢ X, a X, s0 nezavislé anormalne rozdelené so strednymi hodnotami E(X,),
E(X,) arozptylmi D(X,)=0;/n,, D(X,)=0,/n,, potom X, — X, ma normalne rozdele-

nie so strednou hodnotou a rozptylom
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E()_(l _)_(2) = E(A_fl)_E()?z) WK

DX~ %) =D(X)+ D)=+ &
noon

Postup testovania (z-test):
krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,,
Hy: oy, —p, =90, H,: p, — u, #06, pre dvojstranny test,
M, — 1, <O, predolny jednostranny test,

M, — 1, >0, pre horny jednostranny test,

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

7 _(XI_XZ)_50 _(3_51_772)_50
0~ 2 2 %0 = 2 2
o, | 0, o, L 0,
L2 ST
n.n n.on,

krok 3: stanovenie Kritickej hodnoty pre «

k, pre obojstranny test,
k,, pre jednostranny test,

krok 4: ur¢enie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
|z| >k, pre dvojstranny test,
z, < —k,, pre dolny jednostranny test,

z, > k,, pre horny jednostranny test.

Vzorce pre rozsah nahodného vyberu
Predpokladajme, ze nulovd hypotéza H,:u, —pu, =0, nie je spravna askutocny rozdiel
strednych hodnét je g, —u, =6, priCom 6 > J,. D4 sa odvodit’ vzorec pre rozsah nahodného

vyberu, ktory sa pozaduje na ziskanie urcitej hodnoty pravdepodobnosti chyby druhého druhu

f pre dany rozdiel strednych hodnét ¢ a Groven vyznamnosti « .

Pre dvojstrannt alternativhu hypotézu s Groviiou vyznamnosti « plati, Ze rozsah vyberu

n, =n, =n pozadovany na detegovanie skuto¢ného rozdielu strednych hodnoét & so silou tes-
tu asponn 1- 4 je
(K, + kzﬂ)z(o]2 +07)
(6-3,)’
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Odvodenie vztahu.

Pre n, =n, =n plati:

P P

« TS5 2|
O, t0,
n

—k

5-5,

a f 2 2
Gl +O'2
n

Pretoze @ (—ka —(0 -9, )\/; /ol +o3 ) je vel'mi malé v porovnani s £, plati:

5-6,

, 2 2
o, +0,
n

P=D|k,—

—k,y ~k, -

(5—S,Wn

[ 2 2
o, +0,

z ¢oho dostaneme vztah pre »n .

Pre jednostrannu alternativnu hypotézu s Giroviiou vyznamnosti « plati, Ze rozsah ndhodného

vyberu n, =n,=n pozadovany na detegovanie skutocného rozdielu strednych hodnot

0 (# 0,) so silou testu aspoit 1—- 4 je

(k,, +k, ﬁ)z(af +03)
n:

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

(5 - 50)2

Krivky operativnej charakteristiky (OC) uvedené v Statistickych tabulkach zobrazuju £ ako

funkciu

p=fnda)

premennych réznych rozsahov vyberu n (= n, =n2), parametra d (z-test pre g, —u,)

a dvoch trovni vyznamnosti ¢ =0,01 a a =0,05.

Tab. 8.1. Operativne charakteristiky pre z-test s dvomi nahodnymi vybermi

Test a Krivka OC* OC parameter
dvoistrant 0,05 OC-a
vojstran
. Jstrany 0,01 0C-b g 193
z-tes i
0,05 OC—c Jol+o
jednostranny MRS
0,01 0C-d

*Pozri v prilohe.
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Vzorce pre interval spolahlivosti

Pre 100(1 — @)% interval spolahlivosti pre g, — i, , ked o a o, s zname, plati:

2 2 2 2
(_1—)_(2)—ka O-—l+o-—lé,ul—yzé()?l—)?2)+k 9,9 pre dvojstranny IS,
n,n

1 nl

Odvodenie vzorca pre dvojstranny IS

.. : - X, -X,)—(u -
Ked pouzijeme testovaciu Statistiku Z = (X, = X) = = 44y)

~N(0,1), potom
nn

P(-k,<Z<k)=1-a

P(—ka < ()?1_)?2)_(%_#2) <kaJ1_a

2 2
o, /n+0o;/n,

2 2 2 2

Pl(X-X,)~k, |2+ 22 <y~ g, < (X, - X)) +k, | 4 22 | =1-a
non noon

Teda dolna hranica a horna hranica dvojstranného IS su:

_ _ 2 2 _ _ 2
l:(Xl_ 2)_ka Z_I"'Z_j a MZ(XI—X2)+ka 9, %

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spolahlivosti

Nulovt hypotézu H: u, — u, = 0, zamietame na urovni vyznamnosti « , ak plati:

2 2 2 2
0, & ()_(1—)_(2)—ka G—l+&,()_(l—)_(2)+ka 9% pre dvojstranny test,
noonm noonm

5> (X, X,) +hy, |+ &

+—% pre jednostranny test s dolnou hranicou,
n,m
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2 2
s = lo} o , , :
0, < (X =X, ) —k,,,|[—/+—= pre jednostranny test hornou hranicou.
oo

Vzorec pre rozsah nahodného vyberu pri vopred stanovenej chybe

Pri stanoveni 100(1—-ea)% IS pre y, — 4, , ktory nepresiahne vopred definovant chybu £, sa

rozsah ndhodného vyberu uréi pomocou vzorca
2
_ ka 2 2
n= = x(o; +0;), kde n,=n, =n

Priklad 8.1

Predpokladajme, Zze doba Zivotnosti uspornej a vecnej ziarovky ma normalne rozdelenie
s rozptylmi o] =40° (asporna Ziarovka) a o; =30’ (veénd ziarovka). Skumame nahodny
vyber zo zdkladného suboru o rozsahu 30 tspornych ziaroviek a 25 ve¢nych Ziaroviek. Hod-

noty Zivotnosti oboch ziaroviek st uvedené v Tab. 8.2.

Tab. 8.2
zivotnost’ ziarovky _ zivotnost’ ziarovky ' zivotnost’ ziarovky
: usporna vecna : usporna vetna : usporna ve€na
1 727 789 11 831 755 21 725 837
2 755 835 12 742 813 22 735 798
3 714 765 13 784 828 23 770 837
4 840 796 14 807 771 24 792 841
5 772 797 15 820 829 25 765 766
6 750 776 16 812 756 26 749
7 814 769 17 804 787 27 829
8 820 836 18 754 788 28 821
9 753 847 19 715 794 29 816
10 796 769 20 845 822 30 743
Oznacme:
Usporna Ziarovka: Vecna ziarovka:
X, — doba Zivotnosti X,— doba Zivotnosti
XINN(Iulao-lz) XZNN(:ubo-Zz)
o} =40° o; =30
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Z nédhodnych vyberov sme ziskali hodnoty:

Usporna Ziarovka: Vecna ziarovka:
n, =30 n, =25
x, =780 x, = 800,04

1. Test hypotézy pre u, — i, ked’ o} a o, si zndme,; dvojstranny test
Na trovni vyznamnosti « = 0,05 testujme, ¢i sa stredna hodnota doby Zivotnosti uspornej
ziarovky 1i8i od strednej hodnoty doby zivotnosti vecnej Ziarovky.
krok 1: stanovime H, a H,
Hyp—p,=0  Hp:p—p#0
krok 2: urc¢ime hodnotu testovacej Statistiky
_(x,—x,)—-06, (780-800,04)-0
non 30 25

=-2,12

krok 3: ur¢ime kriticka hodnotu pre «
k, = ko5 =196

krok 4: vysledok testovania hypotézy
Pretoze |z)|=2,12 > k, s =1,96, H, zamietame na arovni vyznamnosti o = 0,05.
S pravdepodobnostou 95 % moézZeme tvrdit, Ze stredna hodnota zZivotnosti uspornej
Ziarovky sa lisi od strednej hodnoty Zivotnosti vecnej Ziarovky.

2. Urcenie rozsahu nahodného vyberu pre danu silu testu

Ur¢ime rozsah ndhodného vyberu pre dvojstranny z-test, ktory je potrebny na detegovanie
skuto¢ného rozdielu strednych hodnoét dizok Zivotnosti Ziaroviek o velkosti 20 hodin s danou
silou testu 0,8. Pouzijeme vhodny vzorec pre rozsah ndhodného vyberu a vhodnu krivku OC.

a) Vzorec pre rozsah nahodného vyberu
Skuto¢ny rozdiel  : 0 =y —pu, =20
Hypoteticky rozdiel : 6, = ¢, — 1, =0
Sila testu = P(H, zamietame|l—l0 nespravna)=1-=0,8 = £=0,2 = 24=0,4
_ (ke k) (07 +03) _ (hygs +K0,) (407 +30°) _ (1,96+0,84)° x (40° +30%)
(5-5,) (20-0)° (20-0)°
b) Krivka OC

Pre dvojstranny z-test na urovni vyznamnosti & = 0,05 a pre dva ndhodné vybery sa

~50

vypocita hodnota parametra d :
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_ oo _ [20-9] _

d= = ~0,4
Joi+o? 40P +30°

Pre d =0,4 a f=0,2, prislusna krivka OC-a poskytne rozsah vyberu n=750, ¢o je

rovnaké ako vypocitana hodnota pomocou vzorca.

OC - a: N — rozdelenie, o= 0,05, dvojstranny IS

0,8

.6

0.4

Pravdepodobnost’ prijatia hypotézy H,
N

02 |useudaldd

0 0.4 | 1,5 2 2y 3 £ e 4 4.5
d

Obr. 8.1. OC-a pre dvojstranny normalny test s roznymin a o = 0,05

Pre detegovanie skutocného rozdielu strednych hodnét dizok Zivotnosti oboch Ziaroviek

o velkosti 20 hodin so silou testu 0,8 je potrebné nahodne vybrat' 50 uspornych a 50 vecnych

ziaroviek.

3. Dvojstranny interval spolahlivosti
Zostrojime 95 % dvojstranny interval spolahlivosti pre strednt hodnotu rozdielu dizok

votnosti x, — u, . Na zaklade tohoto IS testuyme H: u, — ¢, =0 oproti H,: g, — 1, #0 na

urovni vyznamnosti & =0,05.

PA<pu -1, <u)=095=1-a = a=0,05

95 % dvojstranny IS pre g, — p,:
, 2 2 2 2
()?1_)?2)_1605 O-_1+&Slul_lu2g(fl_f2)+ka O-_l+&
nn n.m
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40* 30° 40 302
780—-800,04)—k, —+— < — 1, <(780-800,04)+k —
( ) 00530 " 25 H— K ( ) 005309 " 75

2 2 2 2
-20,04 1,96 x ﬂ+£Syl—,uzS—ZO,O4+1,96>< 40 +£
30 25 30 25

-38,56 <y, — 1, <-1,51

Pretoze tento 95 % dvojstranny IS pre u, — u, neobsahuje hypotetickti hodnotu 6, =0, H,

sa zamieta na urovni vyznamnosti « =0,05.

4. Urcenie rozsahu nahodného vyberu pre vopred definovanu chybu
N4jdime rozsah nahodného vyberu potrebného na zostrojenie 95 % dvojstrann¢ho IS pre

strednti hodnotu rozdielu dizok Zivotnosti ispornej a venej Ziarovky g, — s, s chybou nie

vacésou ako 20 hodin.

ol =40, o5 =30°, 1-a=0,95 = a=0,05, E=20

2 2 2
k
pel K (02 +02)=| 28 | x (40> +30%) = L96Y  2500 = 24,01 ~ 25
E 20 20

Potrebné je nahodne vybrat 25 uspornych a 25vecnych ziaroviek, aby sme sa pri vypocte hra-
nic 95 % dvojstranného IS pre strednii hodnotu rozdielu diZok Zivotnosti tispornej a vecnej

Ziarovky nedopustili chyby vicsej ako 20 hodin.

8.2 Indukcie pre rozdiel strednych hodnot dvoch normalnych rozdeleni,
rozptyly si nezname

Ciele

[ Testovat hypotézu o 4, — i, , ked’ o} a o, st nezname (¢-test).

1 Urc¢it rozsah ndhodného vyberu #-testu pri Statistickej indukeii o g — 1, pomocou
vhodnej krivky operativnej charakteristiky (OC).

1 Stanovit 100(1—a)% interval spol’ahlivosti (IS) pre #, — 1, , ked’ o a o st ne-

zZname.
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Indukéné suvislosti

o Parameter: My — 1y
S — ol o?
« Bodovy odhad parametra: X, - X,~N(y, — p,,——+—2), kde
n.n
— ol — o
- XINN(IUI’_I) s XZNN(:uza_Z) 5
n 2
— X, a X, st nezdvisl¢,
— o0 a o, s nezname.
« Testovacia Statistika parametra: T, = (X, - fz) _150 ~t(v) pre o} =0’
S, —+—
n,.nm
X -X,)-90
T, =M~t(v) pre o; #0,
S2 2
DI
n,.n

Poznamka. Rovnost rozptylov o = o, (resp. % =1) overime F-testom.
2
Postup testovania (t-test):
krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,
Hy: py—p, =0, H;:u —p,+#0, predvojstranny test,
U, — 1, <0, pre dolny jednostranny test,

U, — 1, >0, pre horny jednostranny test,

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

a) Rovnaké rozptyly (o] =0, =0°)

nzw.,t(v), t0:m~t(v),
1 1 1 1
S, [—+— S, |—+—
"Nn, n, Nm o,
kde v=mn+n,-2,
_1 2 _1 2
S = (m =DS, +(n, =S, je zdruzeny odhad spoloéného rozptylu o”.

n +n,—2
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b) Rozne rozptyly (o] # o5 )

X -X)-4, *-%)-0, _

TO S2 S2 t(V) b tO = B > t(V) ’
B, P iS5
noon non
S*/n +8S;/n,)’ . . " .
kde v = (S /m +8; /m) 2 je aproximacia stupfiov vol'nosti.

(S /m)” , (Sy/m)’
n +1 n,+1

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o
t(v;a) pre obojstranny test,
t(v;2a) pre jednostranny test,
krok 4: urcenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
|t0| >t(v;a) pre dvojstranny test,
t, <—t(v;2a) pre dolny jednostranny test,

t, >t(v;2a)  pre horny jednostranny test.

Tab. 8.3. Operativne charakteristiky pre t-test (dva nahodné vybery)

Test a Krivka OC OC parameter
) , 0,05 OC—e
dvojstrany o
0,01 OC—f | S—68 |
t-test d= ol
) , 0,05 OC—g 26
jednostranny
0,01 OC-h

° Namiesto o pouZzijeme s, (zdruZenu smerodajnii odchylku) alebo subjektivny odhad.

" Pozri v prilohe.

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

V Tab. 8.3 je uvedeny zoznam kriviek operativnych charakteristik (OC) a vzorec parametra d

pre t-test parametra g, — i, , kde o) =0, =0’ a n,=n, =n . Vimnite si, ze krivky OC nie

, . roes 2 2 v . . . . ,
si k dispozicii pre t-test, ked o, #0,, pretoZze zodpovedajice t-rozdelenie nie je zname.

V takomto pripade postupujeme nasledovne. V Tab. 8.3 ndjdeme vhodnu krivku OC pre pri-

slusny #-test. Rozsah ndhodného vyberu n*, ziskany z krivky OC, sa pouZije na urcenie roz-

sahu vyberun(=n, =n,):

n*+1

n= , kde n* je z krivky OC.
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Vzorec pre interval spol’ahlivosti
100(1- )% interval spolahlivosti pre u, — u,, ked o a o, s nezname, zavisi od o,
a o, takto:

a) Rovnaké rozptyly (o =0, =07)

- — /1 1 = = /1 1 .
(XI—XZ)—t(v;a)Sp —+—S,ul—,u2S(XI—X2)+t(v;a)Sp —+— pre dvoj-
nm noom

stranny IS

()_(1 - X, ) —1(v;2a)S, /ni + ni < i, — u, pre jednostranny IS s dolnou hranicou
1 2

M=, < ()?l - X, ) +1(v;2a)S, /i + L pre jednostranny IS s hornou hranicou
nl n2

b) Rozne rozptyly (o, # 735 )

- St S; - St S
(XI—XZ)—t(v;a) —1+—2§/,11—yzs( = 2)+t(v;0¢) —+—= pre
ng.onm n.onm

dvojstranny IS

_ _ SZ S2
(Xl - X, ) —-t(v;2a) /—‘ +—% <y, — u, pre jednostranny IS s dolnou hranicou
nnm

s s S S;
U=t < (X1 - X2) +t(v;@),|—-+—% pre jednostranny IS s hornou hranicou
noom

Testovanie hypotézy pomocou intervalu spolahlivosti
Nulovt hypotézu H: u, — p, = 0, zamietame na urovni vyznamnosti « , ak plati:

a) Rovnaké rozptyly (6] =0} =0°);

0, & (Xl—)?z)—t(v;a)Sp i+L, ()_(1—)_(2)+t(v;a)Sp i+i} pre dvojstranny test

nl n2 1 2

0, > ()?1 - X, ) +1(v;2a)S, /ni + ni pre jednostranny test s dolnou hranicou
1 2

0, < ()_(1 - X, ) —t1(v;2a)S, ’ni + nL pre jednostranny test s hornou hranicou
1 2
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b) Rozne rozptyly (o) # o5 );

- — sz S, _ _ S22
o, 2| (X, —Xz) —-t(v;a) |+ +—=, (X1 —X2)+ 1(v;a),|[—+—= | pre dvojstranny test,
noom noom
s o AT
0, > (X =X 2) +t(v;2a) n—l + n—z pre jednostranny test s dolnou hranicou,
1 2
s o s> S
0, < (X =X, ) —t(v;2a),|[——+—% pre jednostranny test s hornou hranicou.
oo

—_

IS a testovanie hypotézy pre vel’ky rozsah nahodného vyberu

Ked’ st rozsahy vyberov vel'ké (n, 230 a n, 230) moZzno pouzit’ vzorce pre IS a testy hypo-

téz zaloZené na normalnom rozdeleni.

Tab. 8.4
zivotnost’ ziarovky _ Zivotnost’ ziarovky ' zivotnost’ ziarovky
: usporna vecna : usporna vecna : usporna vecna
1 727 789 11 831 755 21 725 837
2 755 835 12 742 813 22 735 798
3 714 765 13 784 828 23 770 837
4 840 796 14 807 771 24 792 841
5 772 797 15 820 829 25 765 766
6 750 776 16 812 756 26 749
7 814 769 17 804 787 27 829
8 820 836 18 754 788 28 821
9 753 847 19 715 794 29 816
10 796 769 20 845 822 30 743
Priklad 8.2

Predpokladajme, ze zivotnost’ tispornej a vecnej ziarovky ma normalne rozdelenie. Skimame
nahodny vyber zo zékladného stiboru o rozsahu 30 tspornych ziaroviek a 25 vecnych ziaro-
viek. Hodnoty Zivotnosti oboch ziaroviek st uvedené v tabulke (Tab. 8.4).

Oznacme:
Usporna ziarovka: Veéna Ziarovka:
X, — doba Zivotnosti X, — doba Zivotnosti
2 2
X1~N(/J1561) X2~N(/U2502)
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Z nédhodnych vyberov sme ziskali hodnoty:

Usporna Ziarovka: Vecna Ziarovka:
n, =30 n,=25
X, =780 x, =800, 04
s =40,0164 53 =30,0048°

Rozptyly st rovnaké (o) =o; =0)

1. Test hypotézy pre u, — u,, ked’ o} =03 sii nezndme; dvojstranny test
Za predpokladu o7 =0o? testujme na trovni vyznamnosti ¢ = 0,05, & sa stredna hodnota do-
by zivotnosti Uspornej Ziarovky 1i8i od strednej hodnoty doby Zivotnosti vecnej Ziarovky.
krok 1: Stanovime H, a H,
Hypy=pp =0 Hyipy =i, 20

krok 2: Ur¢ime hodnotu testovace;] étatistiky

xl O, 780 800, 04
=-2,065
/ +— 35 83‘/— —
n, 30 25
-1 2 2

e (nl st ( ) 2 5 (30—-1)40,0164" +(25-1)30,0048 1283.87

”1"‘”2_2 30+25-2
= s,=35,83

krok 3: Urc¢ime kriticki hodnotu pre «
t(v,a)=1(53,0,05)=2,006 , v=mn+n,-2=30+25-2=53
krok 4: Vysledok testovania hypotézy:
Pretoze |t0| =2,065>#(53;0,05) =2,006, H, zamietame na urovni vyznamnosti
a =0,05, t. J. s pravdepodobnostou 95 % mozZeme tvrdit, Ze stredna hodnota doby
Zivotnosti uspornej Ziarovky sa lisi od strednej hodnoty doby Zivotnosti vecnej
Ziarovky.
2. Urcenie rozsahu nahodného vyberu (o, = o)
Za predpokladu o7 = o, uréime rozsah nahodného vyberu pre dvojstranny t-test, ktory je po-

trebny na detegovanie skutoéného rozdielu strednych hodnét dizok Zivotnosti oboch Ziaroviek
o vel’kosti 20 hodin s danou silou testu 0,8. Pouzijeme vhodnu krivku OC.
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Skuto¢ny rozdiel  : 0 =y, —p, =20
Hypoteticky rozdiel : 6, = ¢, — 1, =0

Pre dvojstranny #-test na tirovni vyznamnosti « =0,05a pre dva vybery sa vypocita hodnota

parametra d :

|5_50| |5_50| |20_O|
d = = =
20 2s, 2x35,83

~ 0,28

kde

_ 2 _ 2 _ 2 _ 2
S;:(nl Dsi + 01, =D)s3 _ (30-1)x40,0164° +(25-1)x30,0048" _ | oo oo
no+n,—2 30+25-2

Pre d =0,28 a f=0,2 dostaneme z krivky OC—¢ hodnotu n =100 .

Pre detegovanie skutocného rozdielu strednych hodnét dizok Zivotnosti oboch Ziaroviek o vel-
kosti 20 hodin so silou testu 0,8 je potrebné nahodne vybrat' 100 uspornych a 100 vecnych
Ziaroviek.

3. Interval spolahlivosti pre u, — u,, ked’ o} = o3 su nezndme; dvojstranny IS
Za predpokladu o = o zostrojime 95 % dvojstranny interval spol’ahlivosti pre rozdiel stred-
nych hodndt Zivotnosti g, —u,. Na zdklade IS testujeme H,:u —u, =0 oproti

H, :p, — p, # 0 naGirovni vyznamnosti o = 0,05.
PUl<p—p,<u)=095=1-aa = a=0,05
v=n+n—-2=30+25-2=53; s;=35283

95 % dvojstranny IS pre g, — p, :

- — I 1 — I 1
(%, -%,)-tvia)s, |—+— < — i, <(% %, ) +t(v;@)s, |—+—
noom noom
(780 —800,04) — £(53:0,05) x 35,83, |~ + = < z1 — 11, < (780 ~800,04) + £(53;0,05) x 35,83, |~ +
30 25 30 25

~20,04—2,065%9,703 < 11, — 1, < —20,04+2,065x9,703
~39,502 < g1, — p1, <—0,577995
~39,5< 11 — 1, <—0,600

Vsimnime si, ze IS [-39,5; —0,600] zaloZeny na t-rozdeleni je $irsi ako odpovedajuci IS
[38,56 ; —1,51] zaloZeny na rozdeleni N(0,1) (Priklad 8.1).
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Rézne rozptyly (o) # o)

1. Test hypotézy pre u, — u,, ked o # 0, sii nezndame; dvojstranny test

Za predpokladu o # o testujme na trovni vyznamnosti ¢ = 0,05, & sa stredna hodnota do-
by zivotnosti ispornej Ziarovky lisi od strednej hodnoty doby zZivotnosti ve¢nej Ziarovky.

krok 1: Stanovime H, a H,

Hyophy =1, =0 Hy:pyy =11, #0
krok 2: Ur¢ime hodnotu testovace;j Statistiky

780 800 04) 0

s1 \/40 0164 30,0084’
25

(S n 4S5 Iny) e (40,0164° /30+30,0048% /25)°
(S} /n) N (S3/n,) (40,0164° /30) N (30,0048% /25)°
n +1 n, +1 30+1 25+1

=212

~2=56,3552~57

krok 3: Urc¢ime kriticki hodnotu pre «
t(v;a) =1(57;0,05) =2,00

krok 4: Vysledok testovania hypotézy
PretoZe |t,|=2,12>#(57;0,05) =2,00, H,zamietame na (rovni vyznamnosti
a =0,05. S pravdepodobnostou 95 % mozeme tvrdit, zZe stredna hodnota doby

Zivotnosti uspornej Ziarovky sa lisi od strednej hodnoty doby Zivotnosti vecnej
Ziarovky.

2. Urcenie rozsahu ndhodného vyberu (o, # o)
Za predpokladu o =0, uréime rozsah nahodného vyberu pre dvojstranny -test, ktory je po-

trebny na detegovanie skutoéného rozdielu strednych hodnét dizok Zivotnosti oboch Ziaroviek
o velkosti 20 hodin s danou silou testu 0,8. Pouzijeme vhodnt krivku OC.

Skuto¢ny rozdiel  : &= —pu, =20
Hypoteticky rozdiel : 6, = ¢, — 1, =0
Pre dvojstranny #-test na tirovni vyznamnosti « = 0,05a pre dva ndhodné vybery sa vypocita

hodnota parametra d :

d= |5_50| _ |5_50| _ |2O_0|
20 2s 2x35,8

~0,28

P
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kde

o (n,—Ds} +(n,—Ds;  (30—1)x 40,0164 +(25-1)x30,0048’

= =1283,0=35,8’
n+n,—2 30+25-2

Pre d =0,28 a £ =0,2 dostaneme z krivky OC—e hodnotu n* =100.
OC - e : t — rozdelenie, &= 0,05, dvojstranny IS

g 10

0,8

0.6

Pravdepodobnost’ prijatia hypotézy H

0 028 0,5 1,5 2
d

Obr. 8.2. OC—e pre dvojstranny #-test s rtéznymi n a « =0,05

Teda pozadovany rozsah vyberu n je
n"+1 100+1
n= =
2

Pre detegovanie skutocného rozdielu strednych hodnét dizok Zivotnosti oboch Ziaroviek

o velkosti 20 hodin so silou testu 0,8 je potrebné nahodne vybrat' 51 uspornych a 51 vecnych

=50,5~51

Ziaroviek.
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Poznamka. Viimnime si, Ze ked’ nezname rozptyly st rovnaké (o, = o; ), rozsah ndhodného
vyberu (n =100) je priblizne dvojnasobny vzhl'adom na rozsah ndhodného vyberu (n=51),

2
ked’ nezname rozptyly st r6zne (Gl # 0, ).

3. Interval spolahlivosti pre p, — p,, ked’ o} # 05 sii nezndame; dvojstranny IS
Za predpokladu o] # o, zostrojme 95 % dvojstranny interval spolahlivosti pre rozdiel stred-
nych hodndt Zivotnosti g, —u,. Na zéklade tohto IS testuyyjme H,:x —p, =0 oproti
H, :p, — w1, # 0 na trovni vyznamnosti a = 0,05.

Pl<puy—-—pu,<u)=095=1-aa = a=0,05

_ (S?/n,+S; /n,)
(512 /”1)2 N (Sz2 /112)2
n +1 n, +1

-2=57

95 % dvojstranny IS pre u, —

(% %) —1(v; “),/ +—2<ﬂ1 h <(% %, ) +t(v;a) /_+
(x —xz)—l‘(57 0, 05) <,U1 i, _( xz +t(57 0, 05) ’Sl

40,0164 N 30,0048’
30 25

40,0164 N 30,0048’
25

(780 —800,04) —2,00\/ < g1, — u, <(780-800,04) +2,00\/

—20,04-2,00x18,9091 < g1, — p1, <-20,04+2,00x18,9091
—=39,0079 < p, — p, <-1,07207
=39,0< p, —p, <-1,1

Pretoze 95 % dvojstranny IS pre u, — u,, ked o’ # 0, siu nezndme, neobsahuje hypotetickii

hodnotu 6,=0, H, zamietame na vrovni vyznamnosti o =0,05.
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8.3 Parovy t-test

Ciele
[l Vysvetlit’ parovy experiment a jeho ciel’.
[ Testovat’ hypotézu o x,, pre parové pozorovania, ked o, je nezndmy (parovy #-test).
1 Stanovit’ 100(1 — &) % interval spol'ahlivosti (IS) pre g, pre parové pozorovania, ked’

o, je neznamy.

Parovy experiment

Parovy experiment zhromazd'uje dvojice pozorovani (X, a X,) z kazdej skiiSobnej jednotky
(vzorky) a analyzuje ich rozdiel namiesto povodnych dat. Parovy test sa pouziva, ked’ existuje
heterogenita medzi skuSobnymi jednotkami a tato heterogenita méze vyznamne ovplyviiovat

X, a X,;inak povedané X, a X, nie st nezavislé.

Indukéné suvislosti

o Parameter: y7

2

o Bodovy odhad parametra: D= X, -X,~ N(,uD;@) ,
n

kde o2 je neznamy, X, a X, nie su nezavislé
D > A , hie su

o Testovacia Statistika parametra: T=""to _ t(n—1)
S, /In

Postup testovania (t-test):
krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,
H,: u, =9, H,: u, #96, predvojstranny (obojstranny) test,
U, < 6, pre dolny jednostranny test,

MU, > 6, pre horny jednostranny test,

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty
— d - 50

Il R |

T =
* S, /NN SD/\/;

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre «

t(n—1;a) pre obojstranny test,

t(n—1;2a) pre jednostranny test,
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krok 4: urcenie vysledku testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
|to|> 1(n—1;&)  pre dvojstranny (obojstranny) test,
t,<—t(n—1;2a) pre dolny jednostranny test,

t,>t(n—1;2a) pre horny jednostranny test.

Vzorce pre interval spolahlivosti
Pre 100(1-a)% IS pre u,,, ked GIZ) je neznamy, plati:

Sp

Jn

E—t(n—l;a)S—DS,uD <D+t(n—-1;a)

Jn

pre dvojstranny IS,

D—t(n—1;2a)—2 < u, pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

Sp
Jn

— SD
Uy <D+tn—-1;2a)—=

Jn

pre jednostranny IS s hornou hranicou.

IS a test hypotézy pre vel’ky rozsah nahodného vyberu

Ked’ je rozsah vyberu velky (n > 30 ), mozno podla centralnej limitnej vety pouZzit’ normova-

né normalne rozdelenie na konstruovanie IS a testovanie H: u, =0, .

Tab. 8.5

i | Pred (X,) |Po(X,) | | |Pred (X)) Po (X)) i | Pred (X,) |Po(X,)
1 72,575 69,400 | 11 71,668 63,503 21 77,111 69,853
2 78,018 72,575 | 12 92,986 88,904 22 98,883 96,616
3 69,853 61,689 | 13 74,389 71,668 23 66,678 60,781
4 95,254 89,811 | 14 102,058 93,894 24 78,471 71,668
5 78,471 75,296 | 15 84,368 82,554 25 88,451 84,822
6 65,771 61,689 | 16 70,307 67,585 26 99,790 94,801
7 89,811 82,554 | 17 83,461 79,832 27 97,522 93,440
8 74,843 72,575 | 18 78,471 70,760 28 93,440 91,172
9 81,647 80,739 | 19 81,193 75,750 29 74,843 70,760
10 78,018 77,564 | 20 76,204 68,946 30 77,111 69,853
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Priklad 8.3

Hmotnosti (jednotka: kg) 30 ucastnikov pred diétnym programom a po fiom st uvedené
v Tab. 8.5. Z dat uvedenych v tabulke sme zistili tieto udaje:

rozsah vyberu: n =30, vyberovy priemer: d =4,687 , kde d ="PRED-PO", vyberovy

rozptyl: s;, =5,297.

1. Test hypotézy pre u,, GLZ) Jje neznamy, dvojstranny test
Testujme na urovni vyznamnosti « = 0,05, ¢i diétny program ma vyznamny u¢inok na stratu
hmotnosti ucastnikov programu.
krok 1: Stanovime H, a H,
Hy: p,=0  H;:u,#0
krok 2: Ur¢ime hodnotu testovace;j $tatistiky
d 0, 4,687-0

s, /J_ T 2.3015/30

krok 3: Uré¢ime kriticki hodnotu pre &
t(n—1; ) =t(30—-1;0,05) =#(29; 0,05) = 2,045

11,15436

krok 4: Vysledok testovania hypotézy
Pretoze |t0| =11,15436 > #(29;0,05) = 2,045, H, zamietame na (rovni vyznamnosti
a =0,05. Na urovni vyznamnosti o = 0,05 mozeme tvrdit, ze diétny program ma
vyznamny ucinok na stratu hmotnosti ucastnikov programu.
2. Interval spolahlivosti pre ,,, o}, je nezndmy, dvojstranny IS
Zostrojme 95 % dvojstranny interval spol'ahlivosti pre strednti hodnotu straty hmotnosti g,
sposobentl diétnym programom. PouZitim tohto IS testujme H,: x, =0 oproti H,: u,, #0 na
urovni vyznamnosti « = 0,05.
Pl<u,<u)=0,95=1-a = a=0,05; n-1=30-1=29
95 % obojstranny IS pre 1, :

c?—t(n—l;a)%ﬁ,u[) SJH‘(n—l;a)%

2 3015 <4,687+(29;0 05)2 3015
NR 0

4,687 —2,045%x0,4202 < p, <4,687 +2,045x0,4202
2,968382 < i, <6,405618
2,968 < u,, <6,406

4,687 —1(29;0,05) =
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Pretoze 95 % dvojstranny IS pre g, neobsahuje hypoteticki hodnotu 6, =0, H, zamietame

na urovni vyznamnosti « = 0,05.

8.4 Indukcie pre rozptyly dvoch normalnych rozdeleni

Ciele

[ Testovat hypotézu o podiele dvoch rozptylov o /o, (F-test).

[ Urgit rozsah vyberu F-testu pri Statistickej indukcii o o7 /o, pomocou vhodnej krivky
operativnej charakteristiky (OC).
) Stanovit 100(1 - a)% interval spolahlivosti (IS) pre o /o3 .

Indukéné suvislosti

o Parameter: 0—12
0,
2
o Bodovy odhad parametra: —, kde
2
Z(Xli_)?l)z Z(Xzi_)?z)z
_ S]Z — i=l1 a S22 — i=1 ;
n, —1 n,—1

- XINN(IUI’GIZ) a XZNN(IUZaGZz);
— X, a X, stnezavislé.

_St/o}
S /ol

o Testovacia Statistika parametra: F, ~F(n, —1,n, -1)

Postup testovania (F-test):

krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,

2 2 2 2
o (o2 o O . ,
Hy—L=—% H;: =L+ =2 pre dvojstranny test,
0, Oy o, Oy
2 2
ol O .
| 10 . ,
— <— pre dolny jednostranny test,
0, Oy
2 2
ol O .
i 10 . ,
—>—=— pre horny jednostranny test,
O, O,
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krok 2: stanovenie testovacej Statistiky a jej hodnoty

2, 2 ) 2
_Siloy, _S; gy

07 o2 2 T o2 2
Sz/az,o Sz Oio

2, 2 2 2
51 /Tl _ 8 Tag

~F(n-Ln,=-1) ; f,=

B S22 /022,0 B Si 012,0
krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o
f(n,-Ln,-1,1-a/2) a f(n,—1,n, —1,a/2) pre obojstranny test,

f(n,-Ln,-11-0a) (— ! ] pre dolny jednostranny test,

~ f(n,—-1n —la)

f(n,-Ln,-1la) pre horny jednostranny test,

krok 4: vysledok testovania hypotézy. Nulova hypotéza H, sa zamietne, ak
fo<f(n —1,n,-1,1-a/2) alebo f, > f(n,—1,n,—1,a/2) pre obojstranny test,
fo<Sf(n =Ln,-L1-a) pre dolny jednostranny test,

fo> f(n,—Ln,-1,a) pre horny jednostranny test.

Krivka operativnej charakteristiky (OC)

Krivky operativnej charakteristiky (OC) uvedené v Statistickych tabul’kach zobrazuju parame-
ter A pre F-test o parametri o, /o, , pricom n, =n, =n . V Tab. 8.6 ndjdeme vhodnu krivku

OC pre dany F-test.

Tab. 8.6 Operativne charakteristiky pre F-test (dva nahodné vybery)

Test o Krivka OC OC parameter
) , 0,05 OC-o
dvojstranny
0,01 OC—op o,
F-test A=—
) , 0,05 OC—q o,
jednostranny
0,01 OC—r

Vzorce pre interval spolahlivosti
2

o
2 2

0,

Pre 100(1-a)% IS pre plati:

dvojstranny IS
52 1 _ol S I

S fn—Ln,—Lal/2) o S2 f(n —Ln,—1L1-a/2)

alebo
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S? S
—L f(n,-Ln —11-a/2)< S—f(n Ln —1a/2
2 2 1 2 2 2 l
SZ O-Z 2
jednostranny IS s dolnou hranicou
2 2 2 2
S : <2 alebo U f(n,—Ln ~11-a)< T
Sy f(n,—1Ln,-lLa) o, S5 o,
jednostranny IS s hornou hranicou
2 2 2
G_lzgs_lz 1 alebo 2£S1 f(n,—Ln -1,a)
o, S, f(n,—Ln,-11-«a) o)

Odvodenie vzorca pre dvojstranny interval spolahlivosti pre o} / o3.

S3 /o3
2
1 1

P(f(n —Lm,~L1-a/2)<Fy < f(n ~1n, —la/2))=1-

Ked’ pouZijeme testovaciu Statistiku F, =

>~ F(n,—Ln -1

2
P\ f(n =Ln,=L1- a/2)<S/02<f(1 Ln,-La/2) |=1-a
St/ o}
S? S
P[_lzf(nl My = Ll-a/2) < 2S_zf(n1 1, 2—1;05/2)J=1—0(
o, S,
alebo
2
P{ > < S2 1 ]: _
ST —Ln—hal2) o " S f(m—Lm—h1-al2)
Potom
2 2
Sl ECREE a)=20 !
S; f(n,—1,n,~La)
2 2
M=S—12f(n2 L —tia) =30 1
SZ S f(l’ll 1, 2—1;1—0[)
Priklad 8.4

Z dat (Tab. 8.2) o Zivotnosti Gispornej Ziarovky (X l) a ve¢nej ziarovky (X 2) sme ziskali vy-

berové hodnoty: n, =30, X, =780, sl2 =40,0164°, n, =25, x, =800,04, s22 =30,0048>.
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1. Test hypotézy pre o} | o ; dvojstranny test
Testujte na urovni vyznamnosti & = 0,05 hypotézu o rovnosti rozptylov zivotnosti usporne;j
ziarovky a ve¢nej Ziarovky.

krok 1: Ur¢ime H, a H,

2
o . .
=1 H,: —-#1 pre dvojstranny test,
2

H,:

P

.9
P
>

krok 2: Stanovime hodnotu testovacej Statistiky

2 2 2
=5 To0 _A0016% )y gg67
2 o7, 30,0048

krok 3:Urcime kritickti hodnotu pre a

1

n—ln —L1-a/2)= £(29,24,0,975) = =
S : )=/ ) £(24,29,0,025)

b

f(n,—1Ln,—1,a/2)= £(29,24,0,025) = 2,22
A
0,025

0.95 0,025

0 0,46 222
Obr. 8.3

krok 4: Vysledok testovania hypotézy
Pretoze f,=1,78> £(29,24,0,975)=0,46 a f,=1,78 < f(29,24,0,025) = 2,22, nu-
lova hypotéza H, sa nezamietne na urovni vyznamnosti & = 0,05, t. j. s 95 % prav-
depodobnostou mozeme tvrdit, Ze rozptyly Zivotnosti uspornej Ziarovky a vecnej
Ziarovky sa nelisia.
2. Urcenie rozsahu nahodného vyberu
Ur¢ime rozsah ndhodného vyberu n (=n, =n,) pre pozadovany dvojstranny F-test, ktory je
potrebny na detegovanie skutoéného podielu Zivotnosti oboch Ziaroviek o} /o; o velkosti
1,5% so silou testu 0,8. PouZijeme vhodnu krivku OC.
Pre dvojstranny F-test na irovni vyznamnosti & = 0,05 sa vypocita hodnota parametra

=9

A =15

0,
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Ked pouzijeme A=L15 a f=0,2 (pretoze sila testu =1-£=0,8), potom na prislusnej
krivke OC—o najdeme pozadovany rozsah ndhodného vyberu n(=n, =n,)=50.

OC - o : F — rozdelenie, o = 0,05, dvojstranny IS

Pravdepodobnost’ prijatia hypotézy i

L o R -

0 0,5 1 1,5 2 2.5 3

Obr. 8.4. OC—o pre dvojstranny F-test s roznymi n a a = 0,05

. v . 2 2 .. . .. . y . .
Pre detegovanie skutocného podielu o} /o, Zivotnosti oboch Ziaroviek o velkosti 1,5 so si-

lou testu 0,8 je potrebné nahodne vybrat' 50 uspornych a 50 vecnych Ziaroviek.

3. Interval spolahlivosti pre o /o5 ; dvojstranny IS
Zostrojme 95 % dvojstranny interval spol’ahlivosti pre &7 /c; . PouZime tento IS na testova-

: 2 2 : 2 2 , . .
nie H,:0; /o, =1 oproti H,:0, /o, #1 na trovni vyznamnosti « = 0,05.

2
Pi<ZL<u)=095=1-a = a=0,05

0,
95 % dvojstranny IS pre o/ o; :
S as_
S; f(n,—Ln,-La/2) o S; f(n-1,n,—-11-a/2)

s U
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40,0164° 1 < o} < 40,0164° 1

30,0048% £(29;24;0,025) o2 30,0048% £(29;24;0,975)

40,0164° 1 <012<40,01642 1

30,0048 2,22 o7 30,0048 0,46

2
0,801201 < 2L <3,86663

0,

2
0,801< 7L <3,867
0,

2
O-IO

PretoZe tento 95 % dvojstranny IS pre o/ /o, , obsahuje hypoteticki hodnotu —=1, H,
O-Z,O

nezamietame na Urovni vyznamnosti ¢ = 0,05.

8.5 Indukcie o dvoch podieloch v zakladnych suboroch

Ciele

| Testovat’ hypotézu o rozdiele parametrov p, — p, (z-test).
1 Urc¢it rozsah vyberu z-testu pre Statistickt indukciu o p, — p, pomocou vhodného

vzorca pre rozsah ndhodného vyberu.
1 Stanovit’ 100(1 — &) % interval spol’ahlivosti (IS) pre rozdiel parametrov p, — p, .

Indukéné suvislosti

Parameter: P — D,

Bodovy odhad parametra: P-P - N[pl —Dys pd=p) + AL _pZ)j , kde
nl n2

- X, ~B(n,p), X,~B(n,,p,);
— X, a X, stinezavislé;

np,(1-p)>9an,p,(1-p,)>9;

: piN(pMJ a b LN[pmj

n, n, n, n,
A~ X, +
- p== 2 je odhad p
n +n,
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(fq _[32)_(]-71 _pz)
\/p](l_pl) + pz(l_pz)

n n,

Testovacia Statistika parametra: Z =

~N(0,1) pre p, # p,

>

P -

\/P(l—ﬁ)(ii}

krok 1: ur¢enie nulovej a alternativnej hypotézy, t.j. H, a H,.

7 =

~N(0,1) pre py=p,=p

Postup testovania (z-test):

Hy, p,—p,=6, H: p,—p, # 06, predvojstranny test,
p, — P, <0, pre dolny jednostranny test,
p, — P, >0, pre horny jednostranny test,

krok 2: stanovenie testovacej Statistiky

a) Rozne podiely (p, # p,)

_ (B=P)-5, _ (B-P)-4
\/pl(l—p1)+pz(1—p2) R(1-B)  A(-P)
n n, n, n,

b) Rovnaké podiely (p, =p, =p)

krok 3: stanovenie kritickej hodnoty pre o

k, pre obojstranny test,

k,, pre jednostranny test,

2a

krok 4: urCenie vysledku testovania hypotézy.

Nulova hypotéza H|, sa zamietne, ak
|zo| >k, pre dvojstranny test,
z, < —k,, pre dolny jednostranny test,

z, > k,, pre horny jednostranny test.
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Vzorce pre rozsah nahodného vyberu

Pre test hypotézy o parametri p, — p, sa na urcenie rozsahu ndhodného vyberu pouziju tieto

VZOrce.
2
k + + /2 +k +
o NUETAUEYD 2Py + Prds ore dvojstranny test,
p1_p2
2
k + + /2 +k +
o INTETAUEYS wix pzqu ore jednostranny test
P~ D

kde n,=n,=n, q,=1-p,aqg,=1-p,.

Vzorce pre interval spolahlivosti (IS)
Tak ako testovacia Statistika pre p, —p, aj 100(1-a)% IS pre p,—p, zavisi od p, a p,
takto:

a) Rozne podiely ( p, # p,)

(h-B)-k, Al-A) AU-H) p—p, <(B-B)+k, ha-h) HA-F)
n, n, n, n,

pre dvojstranny IS,

A(U-F) B(1-P)

n, n,

< p, — p, pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

a%—fz)—kmj

RU-F) A(1-F)

n, n,

pre jednostranny IS s hornou hranicou.

b= D, S(ﬁl_f)z)‘i'kz@z\/

b) Rovnaké podiely ( p, = p, = p)

B —é)—ka\/ﬁa—ﬁ)[i#} <p-p <P —é)+ka\/ﬁ(l—ﬁ)(i+i}

n.n, n.n,

pre dvojstranny IS,

(P-P)—k,, \/13(1 - P) (L + L] < p, — p, pre jednostranny IS s dolnou hranicou,

n,n,

A oa A ~ (1 1 : .
p,—Dp,<(B-P)+k,, \/P(l —-P) (— + —J pre jednostranny IS s hornou hranicou.

n.n,
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Priklad 8.5

V dvoch krajoch A a B sa testovali nahodné vybery mostov na koréziu kovov. Vysledky st
v Tab. 8.7:

Tab. 8.7

kraj | rozsah vyberu | pofetskorod. mostov (X) | vyberovy podiel (p, =x /n,)

A n, =40 x, =28 p,=0,7

B n, =30 x, =15 p,=0,5

1. Test hypotézy pre p, — p,,; p, # p,; horny jednostranny test
Za predpokladu p, # p, testujme na Grovni vyznamnosti « = 0,05, ¢i rozdiel podielov skoro-
dovanych mostov v krajoch A a B je aspon 0,1.

Vyberové rozdelenie 2 a P, je priblizne normélne, pretoze vietky hodnoty
np, =40x0,7=28, n,(1-p,)=40x0,3=12,
n,p, =30x0,5=15, n,(1-p,)=30x0,5=15
su vicsie ako pét’.
krok 1: Ur¢ime H, a H,

Hy: p—p,<0,1 H: p—p,>0.1

krok 2: Stanovime hodnotu testovacej Statistiky

. (P, —P) -9, B (0,7—-0,5)—0,1 ~
0~ 2 A ~ A - — Y
p(=p) , P,(1=Py) \/0,7><(1—0,7)+O,5><(1—0,5)

n n, 40 30

krok 3: Ur¢ime kriticku hodnotu pre «
ky, = ko, =1,645
krok 4: Vysledok testovania hypotézy
Pretoze |zo| =0,86<k,, =1,645, H, sa nezamietne na urovni vyznamnosti

a =0,05. Na urovni vyznamnosti a = 0,05 mozeme tvrdit, Ze rozdiel podielov

skorodovanych mostov v krajoch A a B nie je vicsi ako 0,1.
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2. Urcenie rozsahu nahodného vyberu pre danu silu testu
Predpokladajme, Ze p, =0,7 a p, =0,5. Ur¢ime rozsah ndhodného vyberu n (=n, =n,) pre

dvojstranny z-test, ktory je potrebny na detegovanie skuto¢ného rozdielu podielov skorodo-
vanych mostov o velkosti 0,2 s danou silou testu 0,9.

Sila testu= P(H, zamietam|H0 jenespravna)=1-4=0,9 = £=0,1
q,=1-p,=1-0,7=03a¢,=1-p,=1-0,5=0,5

2
. {kza\/(pl + PG+ 0) 12 +kop Pt + Dot J _

b~ D,

2
_[kO,IJ(o,7+o,5)(0,3+o,5)/2 +k0,2\/0,7><0,3+0,5><0,5}
- 0,7-0,5

_[1,645x0,69+1,28x0,68]2 101
0,2

Pre detegovanie skutocného rozdielu podielov skorodovanych mostov v krajoch A a B
o velkosti 0,2 so silou testu 0,9 je potrebné nahodne vybrat 101 mostov v kraji A a 101 mos-

tov v kraji B.

3. Interval spolahlivosti pre p, — p, ; nerovnaké podiely p, # p,

Za predpokladu, ze p, # p,, skonStruujeme 95 % jednostranny IS s hornou hranicou pre roz-
diel dvoch podielov skorodovanych mostov p, —p, .

95 % jednostranny IS pre p, —p,:

A s p(-p)  p,(0-p))
P~ D, S(pl _p2)+k2a\/ 1 =+ :
n n,

0,7x(1-0,7) N 0,5x(1-0,5)

-p,<(0,7-0,5+k
b =D, ( ) 0,1\/ 40 n,

p,—p,<0,2+1,645x0,117

p,—p, <039
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DISTRIBUCNA FUNKCIA

NORMOVANEHO NORMALNEHO ROZDELENIA

D(2) A

1-@(2)

él///— F(x)=®(z), kde z=X"H
e 0
z £2
) D()=— [ & 2di
27 2,
-z 0 z z

z ¢12] z ¢12] z $1z] z ¢[2] z $l2]

0. 0.50000 0.3 0.61791 0.6 0.72575 0.9 0.81504 1.2 0.88493
0.01  0.50399  0.31  0.62172 0.61  0.72907 0.91  0.81859  1.21  0.88686
0.02  0.50798  0.32  0.62552  0.62  0.73237  0.92  0.82121  1.22  0.88877
0.03  0.51197  0.33  0.62930 0.63  0.73565  0.93  0.82381  1.23  0.89065
0.04  0.51595  0.34  0.63307 0.64  0.73891  0.94  0.82639  1.24  0.89251
0.05  0.51994  0.35  0.63683  0.65  0.74215  0.95  0.82894  1.25  0.89435
0.06  0.52392  0.36  0.64058 0.66  0.74537  0.96  0.83147 1.26  0.89617
0.07  0.52790  0.37  0.64431  0.67  0.74857  0.97  0.83398  1.27  0.89796
0.08  0.53188  0.38  0.64803  0.68  0.75175  0.98  0.83646  1.28  0.89973
0.09  0.53586  0.39  0.65173  0.69  0.75490  0.99  0.83891  1.29  0.90147
0.1 0.53983 0.4 0.65542 0.7 0.75804 1. 0.84134 1.3 0.90320
0.11  0.54380 0.41  0.65910 0.71  0.76115  1.01  0.84375  1.31  0.90490
0.12  0.54776  0.42  0.66276  0.72  0.76424  1.02  0.84614  1.32  0.90658
0.13  0.55172  0.43  0.66640 0.73  0.76730  1.03  0.84849  1.33  0.90824
0.14  0.55567  0.44  0.67003  0.74  0.77035  1.04  0.85083  1.34  0.90988
0.15  0.55962  0.45  0.67364  0.75  0.77337  1.05  0.85314  1.35  0.91149
0.16  0.56356  0.46  0.67724 0.76  0.77637  1.06  0.85543  1.36  0.91309
0.17  0.56749  0.47  0.68082  0.77  0.77935  1.07  0.85769  1.37  0.91466
0.18  0.57142  0.48  0.68439  0.78  0.78230 1.08  0.85993  1.38  0.91621
0.1  0.57535  0.49  0.68793  0.79  0.78524  1.09  0.86214  1.39  0.91774
0.2 0.57926 0.5 0.69146 0.8 0.78814 1.1 0.86433 1.4 0.91924
0.21  0.58317 0.51  0.69497  0.81  0.79103  1.11  0.86650  1.41  0.92073
0.22  0.58706 0.52  0.69847  0.82  0.79389  1.12  0.86864  1.42  0.92220
0.23  0.59095  0.53  0.70194  0.83  0.79673  1.13  0.87076  1.43  0.92364
0.24  0.59483  0.54  0.70540 0.84  0.79955  1.14  0.87286  1.44  0.92507
0.25  0.59871  0.55  0.70884  0.85  0.80234  1.15  0.87493  1.45  0.92647
0.26  0.60257 0.56  0.71226  0.86  0.80511 1.16  0.87698  1.46  0.92785
0.27  0.60642  0.57  0.71566  0.87  0.80785  1.17  0.87900  1.47  0.92922
0.28  0.61026 0.58  0.71904  0.88  0.81057 1.18  0.88100  1.48  0.93056
0.29  0.61409 0.59  0.72240  0.89  0.81327 1.19  0.88298  1.49  0.93189
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186

z ®[z] z ®[z] Z olz] Z ¢[z] z ®[z]
1.5 0.93319 1.8 0.96407 2.1 0.98214 2.4 0.99180 2.7 0.9%653
1.51 0.93448 1.81 0.96485 2.11 0.98257 2.41 0.9%9202 2.71 0.99664
1.52 0.93574 1.82 0.96562 2.12 0.98300 2.42 0.99224 2.72 0.99674
1.53 0.93699 1.83 0.96638 2.13 0.98341 2.43 0.99245 2.73 0.59683
1.54 0.93822 1.84 0.96712 2.14 0.98382 2.44 0.99266 2.74 0.99693
1.55 0.93543 1.85 0.96784 2.15 0.98422 2.45 0.99286 2.75 0.99702
1.56 0.94062 1.86 0.96856 2.16 0.98461 2.46 0.99305 2.76 0.99711
1.57 0.94179 1.87 0.96926 2.17 0.98500 2.47 0.99324 2.77 0.99720
1.58 0.94295 1.88 0.96885 2.18 0.98537 2.48 0.99343 2.78 0.99728
1.59 0.94408 1.89 0.97062 2.19 0.98574 2.49 0.99361 2.79 0.59736
1.6 0.94520 1.9 0.97128 2.2 0.98610 2.5 0.99379 2.8 0.99744
1.61 0.94630 1.91 0.97193 2.21 0.98645 2.51 0.9939¢ 2.81 0.99752
1.62 0.94738 1.92 0.97257 2.22 0.98679 2.52 0.99413 2.82 0.99760
1.63 0.94845 1.93 0.97320 2.23 0.98713 2.53 0.99430 2.83 0.99767
1.64 0.94950 1.94 0.97381 2.24 0.98745 2.54 0.9%446 2.84 0.99774
1.65 0.95053 1.95 0.97441 2.25 0.98778 2.55 0.9%9461 2.85 0.99781
1.66 0.95154 1.96 0.97500 2.26 0.988089 2.56 0.99477 2.86 0.99788
1.67 0.95254 1.97 0.97558 2.27 0.98840 2.57 0.994092 2.87 0.99795
1.68 0.95352 1.98 0.97615 2.28 0.98870 2.58 0.99506 2.88 0.99801
1.69 0.95449 1.99 0.97670 2.29 0.988858 2.59 0.99520 2.89 0.99807
LT 0.95543 2P 0.97725 2.3 0.98528 2.6 0.99534 2.9 0.99813
1.71 0.95637 2.01 0.97778 2.31 0.98956 2.61 0.99547 2.01 0.99819
1.72 0.95728 2.02 0.97831 2.32 0.98983 2.62 0.99560 2.92 0.99825
1.73 0.95818 2.03 0.97882 2.33 0.99010 2.63 0.99573 2.93 0.5%831
1.74 0.95907 2.04 0.97932 2.34 0.99036 2.64 0.99585 2.94 0.9%836
1.75 0.95994 2.05 0.97982 2.35 0.99061 2.65 0.99598 2.95 0.99841
1.76 0.96080 2.06 0.98030 2.36 0.99086 2.66 0.99609 2.96 0.99846
1.77 0.96164 2.07 0.98077 2.37 0.99111 2.67 0.99621 2.97 0.99851
1.78 0.96246 2.08 0.58124 2.38 0.99134 2.68 0.99632 2.98 0.59856
1.79 0.96327 2.09 0.98169 2.39 0.99158 2.69 0.99643 2.99 0.99861
z ¢[z] z ¢lz] z ¢[z] z ¢[z] z ¢[z]

2 ) 0.99865 3.5 0.99977 4. 0.99996833 4.5 0.999996¢60 55 0.99999971
3.1 0.99903 3.6 0.99984 4.1 0.99997934 4.6 0.99999789 5.1 0.99999983
3.2 0.99931 3.7 0.99989 4.2 0.999986¢65 4.7 0.99999870 5.2 0.999999450
3.3 0.99952 3.8 0.99993 4.3 0.99999146 4.8 0.99999921 5.3 0.99999954
3.4 0.99966 3.9 0.99995 4.4 0.99999459 4.9 0.99999952 5.4 0.999999497
3.5 0.99977 4. 0.99997 4.5 0.999996¢60 SF 0.99999971 5.5 0.999999498
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KRITICKE HODNOTY NORMALNEHO ROZDELENIA

o/2 o/2
I-o P(|X|>k,)=a
—k 0 k,

a ko a kg a ke
0,002 3,090 0,042 2,034 0,082 1,739
0,004 2,878 0,044 2,014 0,084 1,728
0,006 2,748 0,046 2,995 0,086 1,717
0,008 2,652 0,048 1,977 0,088 1,706
0,010 2,576 0,050 1,960 0,090 1,695
0,012 2,512 0,052 1,943 0,092 1,685
0,014 2,457 0,054 1,927 0,094 1,675
0,016 2,409 0,056 1,911 0,096 1,665
0,018 2,366 0,058 1,896 0,098 1655
0,020 2,326 0,060 1,881 0,100 1,645
0,022 2,290 0,062 1,866 0,110 1,598
0,024 2,257 0,064 1,852 0,120 1,555
0,026 2,226 0,066 1,838 0,130 1,514
0,028 2,197 0,068 1,825 0,140 1,476
0,030 2,170 0,070 1,812 0,150 1,440
0,032 2,144 0,072 1,799 0,160 1,405
0,034 2,120 0,074 1,787 0,170 1,372
0,036 2,097 0,076 1,774 0,180 1,341
0,038 2,075 0,078 1,762 0,190 1,311
0,040 2,054 0,080 1,751 0,200 1,282
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KRITICKE HODNOTY ¢- ROZDELENIA (Studentovho)

o/2 o/2
|0 P(‘T‘>t(v,a)):a
| .
—i(v,a) 0 t(v,a) -
v a=10,20 a=0,10 a=10,05 a=10,02 a=10,01

1 3,080 6,314 12,706 31,821 63,657
2 1,886 2,920 4,303 6,965 6,925
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604
5 1,476 2,015 2,571 3,365 4,032
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169
11 1,363 1,796 2,201 2,718 3,106
12 1,356 1,782 2,179 2,681 3,055
13 1,350 1,771 2,160 2,650 3,012
14 1,345 1,761 2,145 2,624 2,977
15 1,341 1,753 2,131 2,602 2,947
16 1,337 1,746 2,120 2,583 2,921
17 1,333 1,740 2,110 2,567 2,898
18 1,330 1,734 2,101 2,552 2,878
19 1,328 1,729 2,093 2,539 2,861
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845
21 1,323 1,721 2,080 2,518 2,831
22 1,321 1,717 2,074 2,508 2,819
23 1,319 1,714 2,069 2,500 2,807
24 1,318 1,711 2,064 2,492 2,797
25 1,316 1,708 2,060 2,485 2,787
26 1,315 1,706 2,056 2,479 2,779
27 1,314 1,703 2,052 2,473 2,771
28 1,313 1,701 2,048 2,467 2,763
29 1,311 1,699 2,045 2,462 2,756
30 1,310 1,697 2,042 2,457 2,750
40 1,303 1,684 2,021 2,426 2,704
60 1,296 1,671 2,000 2,390 2,660
120 1,289 1,658 1,980 2,358 2,617
© 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576
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KRITICKE HODNOTY 4 - ROZDELENIA

P(X2 > ;(z(v,a))

l—a 94
0 (v, a)

’ a 0,995 0,990 0,975 0,950 0,900 0,100 0,050 | 0,025 0,010 0,005
1 0,0002 0,0010 0,0039 0,0158 2,71 3,84 5,02 6,63 7,88
2 0,0100 0,0201 0,0506 0,1030 0,2110 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,0717 0,1150 0,2160 0,3250 0,5840 6,25 7,82 9,35 11,30 12,80
4 0,2070 0,2970 0,4840 0,7110 1,0600 7,78 9,49 11,10 13,30 14,90
5 0,4120 0,5540 0,8310 1,1500 1,6100 9,24 11,10 12,80 15,10 16,70
6 0,6760 0,8720 1,2400 1,6400 2,2000 10,60 12,60 14,40 16,80 18,50
7 0,9890 1,2400 1,6900 2,1700 2,8300 12,00 14,10 16,00 18,50 | 20,30
8 1,3400 1,6500 2,1800 2,7300 3,4900 13,40 15,50 17,50 | 20,10 | 22,00
9 1,7300 2,0900 2,7000 3,3300 4,1700 14,70 16,90 19,00 | 21,70 | 23,60
10 2,1600 2,5600 3,2500 3,9400 4,8700 16,00 18,30 | 20,50 | 23,20 | 25,20
11 2,6000 3,0500 3,8200 4,5700 5,5800 17,30 19,70 21,90 | 24,70 | 26,80
12 3,0700 3,5700 4,4000 5,2300 6,3000 18,50 21,00 23,30 | 26,20 | 28,30

13 3,5700 4,1100 5,0100 5,8900 7,0400 19,80 22,40 24,770 | 27,70 | 29,80

14 4,0700 4,6600 5,6300 6,5700 7,7900 | 21,10 23,70 26,10 | 29,10 31,30

15 4,6000 5,2300 6,2600 7,2600 8,5500 | 22,30 25,00 | 27,50 | 30,60 | 32,80

16 5,1400 5,8100 6,9100 7,9600 9,3100 | 23,50 26,30 | 28,80 | 32,00 | 34,30

17 5,7000 6,4100 7,6500 8,6700 | 10,1000 | 24,80 27,60 | 30,20 | 33,40 | 35,70
18 6,2600 7,0100 8,2300 9,3900 | 10,9000 | 26,00 28,90 | 31,50 | 34,80 | 37,20
19 6,8400 7,6300 8,9100 10,1000 | 11,7000 | 27,20 30,10 | 32,90 | 36,20 | 38,60

20 7,4300 8,2600 9,5900 10,9000 | 12,4000 | 28,40 31,40 34,20 37,60 | 40,00

21 8,0300 8,9000 10,3000 11,6000 | 13,2000 | 29,60 32,70 35,50 38,90 | 41,40

22 8,6400 9,5400 11,0000 12,3000 | 14,0000 | 30,80 33,90 36,80 | 40,30 | 42,80

23 9,2600 | 10,2000 | 11,7000 13,1000 | 14,8000 | 32,00 35,20 38,10 | 41,60 | 44,20

24 9,8900 | 10,9000 | 12,4000 13,8000 | 15,7000 | 33,20 36,40 | 39,40 | 43,00 | 45,60

25 10,5000 | 11,5000 | 13,1000 14,6000 | 16,5000 | 34,40 37,70 | 40,60 | 44,30 | 46,90

26 11,2000 | 12,2000 | 13,8000 15,4000 | 17,3000 | 35,50 38,90 | 41,90 | 45,60 | 48,30

27 11,8000 | 12,9000 | 14,6000 16,2000 | 18,1000 | 36,70 40,10 | 43,20 | 47,00 | 49,60

28 12,5000 | 13,6000 | 15,3000 16,9000 | 18,9000 | 37,90 41,30 | 44,50 | 48,30 51,00

29 13,1000 | 14,3000 | 16,0000 17,7000 | 19,8000 | 39,10 42,60 | 45,70 | 49,60 52,30

30 13,8000 | 15,0000 | 16,8000 18,5000 | 20,6000 | 40,30 43,80 | 47,00 50,90 53,70
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Prilohy

KRITICKE HODNOTY

F — ROZDELENIA (Fisherovho — Snedecorovho)

- a P(F>f(v,vy,a))=a
0 fv.a)
a=0,01

Y1

v 4 5 6 7 8 9 10 11 12

4 15977020 15,52186 | 15,206860| 14,975760 | 14,798890 | 14,65913 | 14,545900 | 14,452280 | 14,373590
5 |11,391930]10,96702 |10,67225010,455510 | 10,289310 | 10,15776 | 10,051020| 9.962648| 9.888275
6 | 9,148301| 8,745895| 8.466125| 8,259995| 8,101651|7,976121 | 7,874119| 7,789570| 7,718333
7 | 7.846645] 7.460435| 7,191405| 6,992833| 6840049 |6,718752 | 6,620063| 6,538166| 6,469091
8 | 7.006077| 6,631825| 6,370681| 6,177624| 6,028870|5,910619 | 5,814294| 5,734275| 5666719
9 | 6.422085| 6,056941| 5.801770| 5,612865| 5467123 [5351129 | 5.256542| 5,177890| 5,111431
10 | 5,994339| 5,636326| 53858111 5200121 | 5056693 |4,942421 | 4,.849147| 4,771518| 4,705870
11 | 5,668300| 5316009| 5069210 4,886072 | 4,744468 |4,631540 | 4,539282| 4,462436| 4,397401
12 | 5.411951| 5,064343 | 4,820574| 4,639502 | 4,499365 |4,387510 | 4,296054| 4219820 4,155258
13 | 5205330| 4,861621| 4,620363 | 4,440997 | 4,302062 |4,191078 | 4,100267| 4,024518| 3,960326
14 | 5,035378| 4,694964 | 4455820 4277882 | 4,139946 |4,029680 | 3,939396| 3,864039| 3,800141
15 | 4.893210| 4,555614| 4318273 | 4,141546 | 4,004453 |3,894788 | 3,804940| 3,729902| 3666240
16 | 4772578| 4.437420| 4201634 | 4025047 | 3889572 |3,780415 | 3,690931| 3,616157| 3,552687
17 | 4,668968| 4,335939| 4,101505| 3,926719 | 3,790964 |3,682242 | 3,593066| 3,518512| 3.455198
18 | 4579036| 4,247882| 4014637 3,840639 | 3,705422|3,597074 | 3,508162| 3433793 | 3370608
19 | 4500258| 4,170767| 3,938573 | 3,765269 | 3,630525|3,522503 | 3.433817| 37359605 | 3,296527
20 | 4430690 4,102685| 3,871427] 3,698740 | 3,564412|3,456676 | 3,368186| 3,204108| 3231120
21 | 4368815 4,042144| 3.811725] 3,639590 | 3,505632|3,398147 | 3,309830| 3,235867| 3,172953
22 | 4313429 3,987963| 3,758301] 3,586660 | 3.453034|3,345773 | 3,257606| 3,183742| 3,120891
23 | 4263567 3,939195| 3,710218] 3,539024 | 3,405695 |3,298634 | 3,210599| 3,136822| 3,074025
24 | 4218445 3.895070| 3,666717| 3,495928 | 3,362867|3,255985 | 3,168069| 3,004367| 3,031615
25 | 4177420 3.854957| 3,627174] 3.456754 | 3,323937|3217217 | 3,129406| 3,055771| 2,993056
26 | 4,139960| 3,818336| 3,591075] 3,420993 | 3,288399|3,181824 | 3,004108| 3,020530| 2,957848
27 | 4105622 3,784770| 3,557991] 3388219 | 3,2558273,149385 | 3,061754| 2,988228] 2925573
28 | 4074032 3,753805| 3,527559] 3,358073 | 3,2258683,119547 | 3,031992| 2,958512] 2,895881
29 | 2044873 | 3,725399| 3.499475] 3.330252 | 3,198219]3,092000 | 3,004524| 2,931084| 2.868472
30 | 4017877 3.699019| 3.473477| 3,304499 | 3,172624 |3,066516 | 2,979094| 2,905690| 2,843095
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Prilohy

a=0,01
Y

v 4 5 6 7 8 9 10 11 12

31 |3,992811 | 3,674528 | 3,449341 | 3,280591 | 3,148863 | 3,042849 | 2,955484 | 2,882112 |2,819532
32 |3,969477 | 3,651731 | 3,426876 | 3,258338 | 3,126746 | 3,020818 | 2,933506 | 2,860163 |2,797595
33 |3,947701 | 3,630458 | 3,405914 | 3,237573 | 3,106108 | 3,000261 | 2,912997 | 2,839680 |2,777122
34 |3,927333 | 3,610562 | 3,386309 | 3,218154 | 3,086807 |2,981033 | 2,893814 | 2,820521 |2,757971
35 ]3,908241 | 3,591914 | 3,367935 | 3,199952 | 3,068716 |2,963012 | 2,875833 | 2,802561 |2,740018
36 |3,890308 | 3,574399 | 3,350677 | 3,182858 | 3,051726 | 2,946086 | 2,858945 | 2,785692 |2,723155
37 |3,873433 | 3,557918 | 3,334440 | 3,166774 | 3,035738 |2,930159 | 2,843053 | 2,769817 |2,707284
38 |3,857524 | 3,542383 | 3,319133 | 3,151612 | 3,020668 |2,915145| 2,828072 | 2,754851 |2,692322
39 |3,842502 | 3,527713 | 3,304681 | 3,137296 | 3,006438 |2,900968 | 2,813925 | 2,740719 |2,678192
40 |3,828294 | 3,513840 | 3,291012 | 3,123757 | 2,992981 |2,887560 | 2,800545 | 2,727352 |2,664827
41 | 3,814835 | 3,500699 | 3,278067 | 3,110934 | 2,980234 |2,874861 | 2,787871 | 2,714690 |2,652167
42 | 3,802069 | 3,488235 | 3,265787 | 3,098771 | 2,968144 |2,862814 | 2,775850 | 2,702679 |2,640156
43 | 3,789942 | 3,476396 | 3,254125 | 3,087218 | 2,956661 |2,851373 | 2,764431 | 2,691269 |2,628747
44 | 3,778409 | 3,465137 | 3,243033 | 3,076232 | 2,945740 | 2,840491 | 2,753570 | 2,680418 |2,617896
45 |3,767427 | 3,454416 | 3,232472 | 3,065771 | 2,935341 |2,830129 | 2,743229 | 2,670084 | 2,607562
46 | 3,756957 | 3,444196 | 3,222404 | 3,055798 | 2,925427 |2,820251 | 2,733369 | 2,660232 |2,597709
47 |3,746964 | 3,434442 | 3,212796 | 3,046281 | 2,915966 |2,810823 | 2,723960 | 2,650829 |2,588305
48 |3,737417 | 3,425123 | 3,203617 | 3,037188 | 2,906927 |2,801816 | 2,714969 | 2,641845 |2,579319
49 ]3,728286 | 3,416211 | 3,194838 | 3,028492 | 2,898283 |2,793202 | 2,706371 | 2,633253 |2,570725
50 |3,719545 | 3,407680 | 3,186434 | 3,020168 | 2,890008 | 2,784956 | 2,698139 | 2,625026 |2,562497
55 ]3,680897 | 3,369962 | 3,149283 | 2,983369 | 2,853424 | 2,748497 | 2,661744 | 2,588651 |2,526110
60 | 3,649047 | 3,338884 | 3,118674 | 2,953049 | 2,823280 |2,718454 | 2,631751 | 2,558670 |2,496116
65 |3,622349 | 3,312836 | 3,093020 | 2,927638 | 2,798015 |2,693272 | 2,606607 | 2,533535 |2,470966
70 | 3,599647 | 3,290689 | 3,071209 | 2,906032 | 2,776533 | 2,671859 | 2,585226 | 2,512158 | 2,449575
75 ]3,580106 | 3,271628 | 3,052437 | 2,887437 | 2,758044 | 2,653429 | 2,566821 | 2,493756 |2,431158
80 |3,563110 | 3,255049 | 3,036111 | 2,871265 | 2,741964 | 2,637398 | 2,550812 | 2,477747 |2,415136
85 |3,548191 | 3,240499 | 3,021782 | 2,857072 | 2,727851 | 2,623328 | 2,536759 | 2,463695 |2,401070
90 | 3,534992 | 3,227626 | 3,009106 | 2,844515 | 2,715364 |2,610879 | 2,524326 | 2,451260 |2,388623
95 |3,523230 | 3,216156 | 2,997811 | 2,833327 | 2,704238 | 2,599787 | 2,513246 | 2,440179 |2,377530
100 | 3,512684 | 3,205872 | 2,987684 | 2,823295 | 2,694263 |2,589841 | 2,503311 | 2,430242 |2,367582
105 | 3,503174 | 3,196599 | 2,978553 | 2,814250 | 2,685268 |2,580872 | 2,494352 | 2,421281 |2,358610
110 | 3,494555 | 3,188194 | 2,970278 | 2,806052 | 2,677115 |2,572743 | 2,486232 | 2,413158 |2,350478
115 | 3,486707 | 3,180542 | 2,962743 | 2,798588 | 2,669692 | 2,565341 | 2,478838 | 2,405762 |2,343072
120 | 3,479531 | 3,173545 | 2,955854 | 2,791764 | 2,662906 |2,558574 | 2,472077 | 2,398999 |2,336300
125 | 3,472945 | 3,167124 | 2,949531 | 2,785500 | 2,656676 | 2,552362 | 2,465871 | 2,392791 |2,330083
129 | 3,468053 | 3,162354 | 2,944835 | 2,780848 | 2,652050 | 2,547748 | 2,461261 | 2,388179 |2,325465
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a=0,01
v, ¢ 15 20 24 30 40 50 60 80 100
4 14,19820 | 14,01961 | 13,92906 | 13,83766 | 13,74538 | 13,68958 | 13,65220 | 13,60526 | 13,57699
5 9,722219 | 9,552646 | 9,466471 |9,379329 9,291189 | 9,237811 [9,202015 | 9,157029 | 9,129907
6 7,558994 | 7,395832 |7,312721 | 7,228533 | 7,143222 | 7,091475 | 7,056737 | 7,013037 | 6,986667
7 6,314331 | 6,155438 | 6,074319 | 5,992010 | 5,908449 | 5,857682 | 5,823566 | 5,780605 | 5,754657
8 5515125 | 5,359095 |5,279264 | 5,198130 | 5,115610 | 5,065398 | 5,031618 | 4,989038 | 4,963296
9 4,962078 | 4,807995 | 4,728998 | 4,648582 | 4,566649 | 4,516715 | 4,483087 | 4,440656 | 4,414980
10 |4,558140 | 4,405395 |4,326929 | 4,246933 | 4,165287 | 4,115452 | 4,081855 | 4,039422 | 4,013719
11 |4,250867 | 4,099046 |4,020910 | 3,941132 | 3,859573 | 3,809716 | 3,776071 | 3,733533 | 3,707744
12 |4,009619 | 3,858433 |3,780485 | 3,700789 | 3,619181 | 3,569222 | 3,535473 | 3,492763 | 3,466845
13 |3.815365 | 3,664609 |3,586753 |3,507042 | 3,425293 | 3,375176 | 3,341287 | 3,298357 | 3,272282
14 |3,655697 | 3,505222 |3,427387 | 3,347596 | 3,265641 | 3,215328 | 3,181274 | 3,138094 | 3,111842
15 |3,522194 | 3,371892 |3,294029 | 3,214110 | 3,131906 | 3,081371 | 3,047135 | 3,003683 | 2,977242
16  |3,408947 | 3,258737 |3,180811 |3,100733 | 3,018248 | 2,967476 | 2,933046 | 2,889308 | 2,862669
17 |3,311694 | 3,161518 |3,083502 | 3,003241 | 2,920458 | 2,869437 | 2,834806 | 2,790774 | 2,763932
18  |3,227286 | 3,077097 |2,998974 | 2,918516 | 2,835420 | 2,784144 | 2,749309 | 2,704978 | 2,677930
19 |3,153343 | 3,003109 |2,924866 | 2,844201 | 2,760786 | 2,709251 | 2,674211 | 2,629578 | 2,602323
20 | 3,088041 | 2,937735 |2,859363 | 2,778485 | 2,694749 | 2,642954 | 2,607708 | 2,562774 | 2,535313
21 |3,029951 | 2,879556 |2,801050|2,719955 | 2,635896 | 2,583844 | 2,548393 | 2,503160 | 2,475492
22 |2,977946 | 2,827447 |2,748802 |2,667490 | 2,583111 | 2,530803 | 2,495149 | 2,449619 | 2,421747
23 |2,931118 2,780504 |2,701720|2,620191 | 2,535496 | 2,482935 | 2,447081 | 2,401258 | 2,373184
24 |2,888732| 2,737997 |2,659072|2,577329 | 2,492321 | 2,439512 | 2,403461 | 2,357349 | 2,329076
25  |2,850186 | 2,699325 |2,620260 |2,538305 | 2,452990 | 2,399937 | 2,363691 | 2,317296 | 2,288826
26 |2,814982 | 2,663991 |2,584787|2,502624 | 2,417007 |2,363715|2,327279 | 2,280604 | 2,251941
27  |2,782703 | 2,631580 |2,552239|2,469872 | 2,383960 | 2,330434 | 2,293812 | 2,246863 | 2,218009
28 | 2,753000 | 2,601744 |2,522268|2,439701 | 2,353501 | 2,299745 | 2,262941 | 2,215723 | 2,186682
29 | 2,725577| 2,574188 |2,494579|2,411817 | 2,325335 | 2,271355 | 2,234372 | 2,186890 | 2,157666
30 |2,700180 | 2,548659 |2,468921 |2,385967 |2,299211 |2,245012 | 2,207854 | 2,160114 | 2,130710
31 |2,676594 | 2,524942 |2,445077 | 2,361937 | 2,274913 | 2,220500 | 2,183171 | 2,135178 [ 2,105597
32 |2,654632 2,502850 |2,422861 |2,339539 |2,252253 [2,197632|2,160136 | 2,111895 | 2,082141
33 |2,634132 2,482222 [2,402111 |2,318613|2,231072 | 2,176247 | 2,138588 | 2,090105 | 2,060180
34 ]2,614952| 2,462916 |2,382687 |2,299016 | 2,211227 |2,156203 | 2,118384 | 2,069664 | 2,039573
35  ]2,596969 | 2,444810 |2,364466 |2,280626 |2,192595 |2,137377 | 2,099403 | 2,050450 | 2,020195
36 |2,580074 | 2,427794 |2,347337 |2,263334|2,175068 | 2,119661 | 2,081534 | 2,032354 | 2,001938
37 |2,564172| 2,411773 [2,331207 | 2,247044 | 2,158548 | 2,102957 | 2,064681 | 2,015278 | 1,984705
38 [2,549177 2,396662 |2,315989 |2,231671 |2,142952 [ 2,087180 | 2,048759 | 1,999138 | 1,968411
39 |2,535014 | 2,382385 [2,301608 | 2,217140 | 2,128202 | 2,072255 | 2,033692 | 1,983858 | 1,952979
40 [2,521616 | 2,368876 |2,287998 | 2,203382 | 2,114232 |2,058113|2,019411 | 1,969368 | 1,938341
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Prilohy

a=0,01
¢ 15 20 24 30 40 50 60 80 100

2

41  [2,508922 | 2,356074 |2,275097 | 2,190338 [2,100981 | 2,044695 | 2,005857 | 1,955609 | 1,924436
42 |2,496878 | 2,343924 |2,262851|2,177953 [2,088394 | 2,031944 | 1,992974 | 1,942526 | 1,911210
43 |2,485436| 2,332378 |2,251211|2,166177 | 2,076423 | 2,019813 | 1,980713 | 1,930069 | 1,898612
44  |2,474552| 2,321392 |2,240134 | 2,154968 | 2,065022 | 2,008257 | 1,969029 | 1,918193 | 1,886599
45 |2,464185]| 2,310926 |2,229580 |2,144285 [2,054151 | 1,997234 | 1,957883 | 1,906859 | 1,875129
46  |2,454300]| 2,300945 |2,219512|2,134091 |2,043775 | 1,986709 | 1,947237 | 1,896028 | 1,864166
47  |2,444863| 2,291414 |2,209897 | 2,124354 2,033860 | 1,976649 | 1,937058 | 1,885669 | 1,853677
48 |2,435846| 2,282305 |2,200705 | 2,115043 2,024376 | 1,967023 | 1,927316 | 1,875749 | 1,843630
49  |2,427220] 2,273589 |2,191910|2,106132 2,015295 | 1,957803 | 1,917982 | 1,866242 | 1,833997
50 |2,418961 | 2,265243 [2,1834852,097593 |2,006592 | 1,948964 | 1,909032 | 1,857122 | 1,824753
55 |2,382427|2,2283000 | 2,146180 | 2,059761 | 1,967989 | 1,909727 | 1,869272 | 1,816559 | 1,783606
60 |[2,352297| 2,197806 |2,115364|2,028479 | 1,936018 | 1,877187 | 1,836259 | 1,782816 | 1,749328
65 |[2,327023 | 2,172206 |2,089479(2,002175 | 1,909099 | 1,849753 | 1,808397 | 1,754286 | 1,720305
70 |2,305517 | 2,150410 |2,067425|1,979748 | 1,886115 | 1,826304 | 1,784557 | 1,729835 | 1,695398
75 12,286997 | 2,131626 |2,048411|1,960396 | 1,866260 | 1,806024 | 1,763920 | 1,708635 | 1,673777
80 |[2,270879| 2,115271 |2,031847|1,943526 | 1,848932 | 1,788309 | 1,745877 | 1,690072 | 1,654822
85 [2,256726| 2,100901 |2,017288|1,928688 | 1,833677 | 1,772697 | 1,729964 | 1,673677 | 1,638062
90 |2,244198| 2,088176 [2,004390|1,915536 | 1,820141 | 1,758834 | 1,715821 | 1,659088 | 1,623133
95  [2,233031| 2,076829 |1,992884 | 1,903797 | 1,808050 | 1,746440 | 1,703168 | 1,646019 | 1,609745
100 [2,223015]| 2,066646 | 1,982556 | 1,893254 | 1,797181 | 1,735292 | 1,691780 | 1,634242 | 1,597669
105 [2,213979| 2,057458 |1,973234 | 1,883733 | 1,787360 | 1,725210 | 1,681474 | 1,623572 | 1,586719
110 |2,205788 | 2,049125 |1,964777 | 1,875093 | 1,778440 | 1,716047 | 1,672102 | 1,613860 | 1,576742
115 [2,198327] 2,041533 |1,957070 | 1,867216 | 1,770302 | 1,707684 | 1,663542 | 1,604980 | 1,567613
120 [2,191504| 2,034588 |1,950018 | 1,860005 | 1,762849 | 1,700018 | 1,655693 | 1,596830 | 1,559227
125 [2,185240| 2,028210 |1,943540 | 1,853380 | 1,755996 | 1,692967 | 1,648469 | 1,589322 | 1,551495
129 |2,180586| 2,023471 |1,938726 | 1,848454 | 1,750899 | 1,687720 | 1,643091 | 1,583728 | 1,545731
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Prilohy

a=0,05
V1
v, 4 5 6 7 8 9 10 11 12
4 6,388233 | 6,256057 | 6,163132 | 6,094211 | 6,041044 | 5,998779 | 5,964371 | 5,935813 | 5,911729
5 5,192168|5,050329 | 4,950288 | 4,875872 | 4,818320 | 4,772466 | 4,735063 | 4,703967 | 4,677704
6 4,533677 | 4,387374|4,283866 | 4,206658 | 4,146804 | 4,099016 | 4,059963 | 4,027442 | 3,999935
7 4,120312|3,971523 | 3,865969 | 3,787044 | 3,725725 | 3,676675 | 3,636523 | 3,603037 | 3,574676
8 3,837853 | 3,687499 | 3,580580 | 3,500464 | 3,438101 | 3,388130|3,347163 | 3,312951 | 3,283939
9 3,633089 | 3,481659 | 3,373754 | 3,292746 | 3,229583 | 3,178893 | 3,137280 | 3,102485 | 3,072947
10 3,478050 | 3,325835|3,217175 | 3,135465 | 3,071658 | 3,020383 | 2,978237 | 2,942957 | 2,912977
11 3,356690 | 3,203874 | 3,094613 | 3,012330 | 2,947990 | 2,896223 | 2,853625|2,817930 | 2,787569
12 3,259167 | 3,105875|2,996120|2,913358 | 2,848565 | 2,796375 | 2,753387|2,717331 | 2,686637
13 3,179117 | 3,025438 | 2,915269 | 2,832098 | 2,766913 | 2,714356 | 2,671024 | 2,634650 | 2,603661
14 3,112250(2,958249 | 2,847726 |2,764199 | 2,698672 | 2,645791 | 2,602155 | 2,565497 | 2,534243
15 3,055568 2,901295 | 2,790465 | 2,706627 | 2,640797 | 2,587626 | 2,543719 | 2,506806 | 2,475313
16 3,006917 |2,852409 | 2,741311 | 2,657197 | 2,591096 | 2,537667 | 2,493513 | 2,456369 | 2,424660
17 2,964708 | 2,809996 | 2,698660 | 2,614299 | 2,547955 | 2,494291 | 2,449916 | 2,412561 | 2,380654
18 2,927744 12,772853|2,661305(2,576722|2,510158 | 2,456281 | 2,411702 | 2,374156 | 2,342067
19 2,895107 | 2,740058 | 2,628318 | 2,543534 | 2,476770 | 2,422699 | 2,377934 | 2,340210 | 2,307954
20 2,866081 | 2,710890 | 2,598978 | 2,514011 | 2,447064 | 2,392814 | 2,347878 | 2,309991 | 2,277581
21 2,840100 | 2,684781|2,572712 | 2,487578 | 2,420462 | 2,366048 | 2,320953 | 2,282916 | 2,250362
22 2,816708 | 2,661274 | 2,549061 | 2,463774 | 2,396503 | 2,341937 | 2,296696 | 2,258518 | 2,225831
23 2,795539(2,639999 | 2,527655 | 2,442226 | 2,374812 | 2,320105 | 2,274728 | 2,236419 | 2,203607
24 2,776289 | 2,620654 | 2,508189 | 2,422629 | 2,355081 | 2,300244 | 2,254739|2,216309 | 2,183380
25 2,758710|2,602987 | 2,490410 | 2,404728 | 2,337057 | 2,282097 | 2,236474 | 2,197929 | 2,164891
26 2,742594 | 2,586790 | 2,474109 | 2,388314 | 2,320527 | 2,265453 1 2,219718 | 2,181067 | 2,147926
27 2,72776512,571886|2,459108 | 2,373208 | 2,305313 {2,250131|2,204292 | 2,165540|2,132303
28 2,714076 | 2,558127 | 2,445259 | 2,359260 | 2,291264 | 2,235982 | 2,190044 | 2,151197 | 2,117869
29 2,701399 | 2,545386 | 2,432434 1 2,346342 | 2,278251 [ 2,222874|2,176844 | 2,137908 | 2,104493
30 2,689628 | 2,533555(2,420523 | 2,334344 | 2,266163 | 2,210697 | 2,164580 | 2,125559 | 2,092063
31 2,678667 |2,522538 | 2,409432 | 2,323171 | 2,254906 | 2,199355 | 2,153156 | 2,114054 | 2,080482
32 2,668437(2,512255(2,399080 |2,312741 | 2,244396 | 2,188766 | 2,142488 | 2,103311 | 2,069665
33 2,658867 (2,502635 | 2,389394 | 2,302982 | 2,234562 | 2,178856 | 2,132504 | 2,093254 | 2,059539
34 2,649894 | 2,493616 | 2,380313 | 2,293832 | 2,225340|2,169562 | 2,123140 | 2,083822 | 2,050040
35 2,641465|2,485143|2,371781 | 2,285235|2,216675|2,160829 | 2,114300|2,074956 | 2,041111
36 2,633532(2,477169 |2,363751|2,277143 | 2,208518 | 2,152607 | 2,106054 | 2,066608 | 2,032703
37 2,626052 | 2,469650 | 2,356179 |2,269512 | 2,200826 | 2,144853 | 2,098239 | 2,058734 | 2,024771
38 2,618988 2,462548 | 2,349027 | 2,262304 | 2,193559 | 2,137528 | 2,090856 | 2,051294 | 2,017276
39 2,612306|2,455831|2,342262 |2,255485|2,186685 |2,130597|2,083869 | 2,044253|2,010183
40 2,605975|2,449466 | 2,335852(2,249024 | 2,180107 | 2,124029 | 2,077248 | 2,037580 | 2,003459

194




Prilohy

a=0,05
Vi
4 5 6 7 8 9 10 11 12

2

41 2,599969 | 2,443429 | 2,329771 | 2,242894 | 2,173989 | 2,117797 | 2,070965 | 2,031247 | 1,997078
42 2,594263 | 2,437693 | 2,323994 | 2,237070|2,168117|2,111875|2,064994 | 2,025229 | 1,991013
43 2,588836|2,432236 | 2,318498 | 2,231530|2,162530|2,106241 | 2,059313 | 2,019502 | 1,985242
44 2,583667 | 2,427040 | 2,313264 | 2,226253|2,157208 | 2,100873 | 2,053901 | 2,014046 | 1,979743
45 2,578739 | 2,422085 | 2,308273 | 2,221221|2,152133|2,095755| 2,048739 | 2,008842 | 1,974498
46 2,57403512,417356 | 2,303509 | 2,216417 | 2,147288 | 2,090868 | 2,043811 | 2,003873 | 1,969490
47 2,569540 | 2,412837 | 2,298956 | 2,211827|2,142658 | 2,086198 | 2,039101 | 1,999124 | 1,964702
48 2,565241 | 2,408514 | 2,294601 | 2,207436 | 2,138229|2,081730| 2,034595| 1,994580 | 1,960121
49 2,56112412,404375 | 2,290432 | 2,203232 | 2,133988 | 2,077452 | 2,030279 | 1,990228 | 1,955734
50 2,557179 | 2,400409 | 2,286436 | 2,199202 | 2,129923 | 2,073351 | 2,026143 | 1,986056 | 1,951528
55 2,539689 | 2,382823 | 2,268717 | 2,181333 (2,111894 | 2,055161 | 2,007792 | 1,967547 | 1,932863
60 2,525215(2,368270 | 2,254053 | 2,166541 | 2,096968 | 2,040098 | 1,992592 | 1,952212 | 1,917396
65 2,513040 | 2,356028 | 2,241716 | 2,154095 | 2,084407 | 2,027419 | 1,979796 | 1,939300 | 1,904370
70 2,502656 | 2,345586 | 2,231192 | 2,143478 | 2,073690 | 2,016601 | 1,968875| 1,928278 | 1,893248
75 2,493696 | 2,336576 | 2,222110 | 2,134314 | 2,064439 | 2,00726 | 1,959445|1,918759 | 1,883642
80 2,485885(2,328721(2,214193 | 2,126324 {2,056373 | 1,999115 | 1,95122 |1,910456 | 1,875262
85 2,479015(2,321812{2,207229 [ 2,119296 | 2,049276 | 1,991949 | 1,943984 | 1,903149 | 1,867886
90 2,472927(2,315689 | 2,201056 | 2,113067 | 2,042986 | 1,985595 | 1,937567 | 1,896669 | 1,861344
95 2,467494 | 2,310225 | 2,195548 | 2,107506 | 2,037370 | 1,979923 | 1,931838 | 1,890884 | 1,855503
100 2,462615(2,305318 | 2,190601 | 2,102513 | 2,032328 | 1,974829 | 1,926692 | 1,885687 | 1,850255
105 2,4582102,300888 | 2,186134 | 2,098005 | 2,027774 | 1,970229 | 1,922045 | 1,880993 | 1,845515
110 2,454213|2,296868 | 2,182082 | 2,093913 | 2,023641 | 1,966054 | 1,917827 | 1,876732 | 1,841212
115 2,450571(2,293205 | 2,178387 {2,090184 | 2,019874 | 1,962247 | 1,913982 | 1,872847 | 1,837288
120 2,447237 | 2,289851 | 2,175006 | 2,086770 | 2,016426 | 1,958763 | 1,910461 | 1,869290 | 1,833695
125 2,444174 | 2,286771 | 2,171900 | 2,083634 | 2,013257 | 1,955562 | 1,907226 | 1,866022 | 1,830394
129 2,441897|2,284481 | 2,169591 | 2,081303 (2,010902 | 1,953182 | 1,904821 | 1,863592 | 1,827939

195




Prilohy

a=0,05
V1
v, 15 20 24 30 40 50 60 80 100
4 5,857805 | 5,802542 | 5,774389 | 5,745877 | 5,716998 | 5,699492 | 5,687744 | 5,672973 | 5,664064
5 4,618759 | 4,558131(4,527153|4,495712 | 4,463793 | 4,444406 | 4,431380 | 4,414982 | 4,405081
6 3,938058 | 3,874189 | 3,841457 | 3,808164 | 3,774286 | 3,753668 | 3,739797 | 3,722314 | 3,711745
7 3,510740 | 3,444525| 3,410494 | 3,375808 | 3,340430 | 3,318856 | 3,304323 | 3,285983 | 3,274885
8 3,218406 | 3,150324 | 3,115240| 3,079406 | 3,042778 | 3,020398 | 3,005303 | 2,986230 | 2,974674
9 3,006102 | 2,936455|2,900474 | 2,863652 | 2,825933 | 2,802843 | 2,787249 | 2,767522 | 2,755557
10 2,845017 | 2,774016 | 2,737248 | 2,699551 | 2,660855 | 2,637124 | 2,621077 | 2,600753 | 2,588412
11 2,718640 | 2,646445 | 2,608974 | 2,570489 | 2,530905 | 2,506587 | 2,490123 | 2,469246 | 2,456555
12 2,616851 | 2,543588 | 2,505482 | 2,466279 | 2,425880 | 2,401018 | 2,384166 | 2,362772 | 2,349753
13 2,5331102,458882 | 2,420196 | 2,380334 | 2,339180 | 2,313811 | 2,296596 | 2,274716 | 2,261387
14 2,463003 | 2,387896 | 2,348678 | 2,308207 | 2,266350 | 2,240507 | 2,222950 | 2,200611 | 2,186988
15 2,403447 | 2,327535|2,287826 | 2,246789 | 2,204276 | 2,177985 | 2,160105 | 2,137331 | 2,123428
16 2,35222312,275570 | 2,235405 | 2,193841 | 2,150711|2,123999 | 2,105813 | 2,082625 | 2,068455
17 2,307693 | 2,230354 | 2,189766 | 2,147708 | 2,103998 | 2,076888 | 2,058411 | 2,034828 | 2,020401
18 2,268622 | 2,190648 | 2,149665 | 2,107143 | 2,062885|2,035397|2,016643 | 1,992682 | 1,978010
19 2,234063 | 2,155497 | 2,114143|2,071186 | 2,026410 | 1,998561 | 1,979544 | 1,955221 | 1,940314
20 2,203274 | 2,124155 | 2,082454 | 2,039086 | 1,993819 | 1,965628 | 1,946358 | 1,921689 | 1,906554
21 2,175670 | 2,096033 | 2,054004 | 2,010248 | 1,964515| 1,935997 | 1,916486 | 1,891483 | 1,876131
22 2,150778 | 2,070656 | 2,028319| 1,984195| 1,938018 | 1,909188 | 1,889445 | 1,864123 | 1,848559
23 2,128217|2,047638 | 2,005009 | 1,960537 | 1,913938 | 1,884809 | 1,864844 | 1,839213 | 1,823446
24 2,107673 | 2,026664 | 1,983760| 1,938957 | 1,891955| 1,862539 | 1,842360 | 1,816432 | 1,800468
25 2,088887|2,007471 | 1,964306|1,919188 | 1,871801 | 1,842111 | 1,821727 | 1,795512 | 1,779357
26 2,071642 | 1,989842 | 1,946428|1,901010| 1,853255|1,823301 | 1,802719 | 1,776228 | 1,759888
27 2,05575511,973590 | 1,929940 | 1,884236 | 1,836129 | 1,805922 | 1,785149 | 1,75839 | 1,741871
28 2,041071 | 1,958561 | 1,914686 | 1,868709 | 1,820263 | 1,789813 | 1,768857 | 1,741838 | 1,725146
29 2,027458 | 1,944620 | 1,900531 | 1,854293 | 1,805523 | 1,774838 | 1,753704 | 1,726435| 1,709574
30 2,014804 | 1,931653 | 1,887360| 1,840872 | 1,791790 | 1,760879 | 1,739574 | 1,712062 | 1,695037
31 2,003009 | 1,919561 | 1,875073 | 1,828345| 1,778964 | 1,747835 | 1,726363 | 1,698616 | 1,681432
32 1,991990 | 1,908258 | 1,863582|1,816625| 1,766956 | 1,735616| 1,713984 | 1,686009 | 1,668670
33 1,981671 | 1,897669 | 1,852814|1,805636 | 1,755689 | 1,724147 | 1,702359 | 1,674162 | 1,656673
34 1,971988 | 1,887727 | 1,842701 | 1,795311 | 1,745097 | 1,713358 | 1,691420 | 1,663007 | 1,645371
35 1,962884 | 1,878375|1,833184|1,785591 | 1,735119|1,703190 | 1,681106 | 1,652484 | 1,634706
36 1,954308 | 1,869562 | 1,824213 | 1,776424 | 1,725703 | 1,693590 | 1,671365 | 1,642539 | 1,624621
37 1,946216|1,861242|1,815742|1,767764 | 1,716803 | 1,684511 | 1,662149 | 1,633125 | 1,615072
38 1,938568 | 1,853375| 1,807729 | 1,759569 | 1,708376 | 1,675911 | 1,653416 | 1,624200 | 1,606014
39 1,931327(1,845925|1,800138| 1,751803 | 1,700385 | 1,667753 | 1,645128 | 1,615724 | 1,597409
40 1,924463 | 1,838859 | 1,792937| 1,744432 | 1,692797 | 1,660003 | 1,637252 | 1,607666 | 1,589224

196




Prilohy

a=0,05
Vi

) 15 20 24 30 40 50 60 80 100

41 1,917946 | 1,832149 | 1,786096 | 1,737427 | 1,685582 | 1,652631 | 1,629757 | 1,599993 | 1,581428
42 1,911751 | 1,825767 | 1,779588|1,730762 | 1,678713 | 1,645608 | 1,622615 | 1,592678 | 1,573993
43 1,905855 | 1,819691 | 1,773391|1,724411 | 1,672165| 1,638912 | 1,615803 | 1,585696 | 1,566893
44 1,900236 | 1,813898 | 1,767481 | 1,718354 | 1,665916 | 1,632518 | 1,609296 | 1,579024 | 1,560106
45 1,894875|1,808370| 1,761839 | 1,712569 | 1,659945 | 1,626407 | 1,603075 | 1,572642 | 1,553612
46 1,889755|1,803089 | 1,756448 | 1,707039 | 1,654235 | 1,620560| 1,597122 | 1,566531 | 1,547390
47 1,884859 | 1,798038 | 1,751291|1,701748 | 1,648769 | 1,614961 | 1,591417 | 1,560673 | 1,541425
48 1,880175 | 1,793202 | 1,746353 | 1,696679 | 1,643530 | 1,609593 | 1,585947 | 1,555053 | 1,535699
49 1,875687 | 1,788569 | 1,741620| 1,691820 | 1,638505 | 1,604442 | 1,580697 | 1,549656 | 1,530199
50 1,871384 | 1,784125 | 1,737080| 1,687157 | 1,633682 | 1,599495 | 1,575654 | 1,544469 | 1,524911
55 1,852280 | 1,764379 [ 1,716893 | 1,666408 | 1,612191 | 1,577435| 1,553142 | 1,521285 | 1,501251
60 1,836437 | 1,747984 | 1,700117 | 1,649141 | 1,594273|1,559011 | 1,534314 | 1,501853 | 1,481386
65 1,823086 | 1,734152 | 1,685951 | 1,634544 | 1,579098 | 1,543385| 1,518326 | 1,485316 | 1,464455
70 1,811681 | 1,722325(1,673829 | 1,622040 | 1,566078 | 1,52996 | 1,504572|1,471064 | 1,449840
75 1,801825|1,712096 | 1,663338 | 1,611207 | 1,554782|1,518297 | 1,492612 | 1,458647 | 1,437090
80 1,793222 1 1,703160 | 1,654168 | 1,601730 | 1,544887 | 1,508069 | 1,482111 | 1,447728 | 1,425862
85 1,785647 | 1,695287 | 1,646084 | 1,593369 | 1,536147 | 1,499025 | 1,472817 | 1,438048 | 1,415896
90 1,778927 | 1,688298 | 1,638904 | 1,585937 | 1,528369 | 1,490968 | 1,464531 | 1,429404 | 1,406986
95 1,772924 | 1,682051 | 1,632483 | 1,579288 | 1,521402 | 1,483745 | 1,457096 | 1,421637 | 1,398970
100 1,767530 | 1,676434 | 1,626708 | 1,573302 | 1,515125|1,477231 | 1,450386 | 1,414618 | 1,391720
105 1,762656 | 1,671357 | 1,621485 | 1,567886 | 1,509441 | 1,471327 | 1,444299 | 1,408244 | 1,385127
110 1,758230 | 1,666744 | 1,616739 | 1,562962 | 1,504268 | 1,465951 | 1,438753 | 1,402428 | 1,379106
115 1,754193 | 1,662536 | 1,612407 | 1,558465 | 1,499540 | 1,461034 | 1,433676 | 1,397099 | 1,373585
120 1,750497 | 1,658680 | 1,608437 | 1,554343 | 1,495202 | 1,456519| 1,429013 | 1,392198 | 1,368503
125 1,747099 | 1,655135 | 1,604786 | 1,550549 | 1,491208 | 1,452360 | 1,424714 | 1,387676 | 1,363808
129 1,744573 | 1,652498 | 1,602069 | 1,547725 | 1,488234 | 1,449260 | 1,421509 | 1,384301 | 1,360303

197




Prilohy

Hodnoty k pre dvojstranny Statisticky toleran¢ny interval

1-a 0,90 0,95 0,99
" Pl 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99
3 | 155124 | 182208 | 23.4235 | 31,0923 | 36,5192 | 46,7452 | 155,5690 | 182,7200 | 234.8769
3 57881 | 6,8233 | 88186 | 8,3060 | 9,7888 | 12,6471 | 18,7825 | 22,1308 | 28,5857
4 41571 | 49127 | 63722 | 53681 | 63411 | 82207 | 94162 | 11,1178 | 14,4054
5 3,4993 | 4,1425 | 53868 | 42907 | 50769 | 6,5980 | 6,6550 | 7.8698 | 10,2201
6 3,1406 | 3,7226 | 4,8498 | 3,7326 | 44222 | 57578 | 53832 | 63735 | 82916
7 2,9128 | 3,4558 | 4,5085 | 33896 | 4,0196 | 52411 | 46576 | 55196 | 7,1907
8 2,7542 | 3,2699 | 42707 | 3,1561 | 3,7456 | 4,8893 | 4,1887 | 49677 | 6,4790
9 2,6368 | 3,1323 | 4,0945 | 2,9861 | 3,5459 | 4,6328 | 3,8602 | 4,5810 | 59802
10 2,5460 | 3,0258 | 3,9580 | 2.8564 | 33935 | 44370 | 3,6167 | 42942 | 56102
11 24734 | 29406 | 3,8488 | 2,7537 | 32728 | 42818 | 34286 | 40726 | 53242
12 2,4140 | 2,8707 | 3,7591 | 2,6703 | 3,1747 | 4,1556 | 32786 | 3,8959 | 5,0960
13 2,3643 | 2,8123 | 3,6840 | 2,6011 | 3,0932 | 4,0506 | 3,1561 | 3,7514 | 4,9093
14 2,3220 | 2,7625 | 3,6201 | 25425 | 3,0242 | 3,9617 | 3,0538 | 3,6309 | 4,7535
15 2,2855 | 2,7196 | 3,5649 | 24922 | 29650 | 3,8853 | 29672 | 3,5286 | 4,6212
16 2,2537 | 2,6821 | 3,5166 | 24486 | 29135 | 3,8189 | 28926 | 3,4406 | 4,5074
17 2,2257 | 2,6491 | 34741 | 24103 | 2,8684 | 3,7606 | 2.8278 | 3,3641 | 44084
18 2,2008 | 2,6197 | 34362 | 23764 | 28283 | 3,7089 | 2,7708 | 32968 | 43212
19 2,1785 | 2,5934 | 34122 | 23461 | 2,7926 | 3,6626 | 2,7203 | 32371 | 4,2439
20 2,1584 | 2,5697 | 33716 | 23188 | 2,7604 | 3,6210 | 26752 | 3,1838 | 4,1748
21 2,1401 | 2,5482 | 33437 | 22942 | 2,7313 | 3,5834 | 2.6347 | 3,1359 | 4,1126
22 2,1235 | 2,5285 | 33183 | 22718 | 2,7048 | 3,5490 | 2,5979 | 3,0924 | 4,0563
23 2,1083 | 2,5105 | 32951 | 22516 | 2,6806 | 3,5177 | 2,5645 | 3,0529 | 4,0050
24 2,0943 | 2,4940 | 32736 | 2,2325 | 2,6583 | 3,4888 | 25340 | 3,0168 | 3,9580
25 | 20813 | 24787 | 32538 | 22151 | 2,6378 | 34622 | 2,5060 | 29836 | 3,9149
30 2,0289 | 24166 | 3,1734 | 21452 | 25549 | 373546 | 23940 | 28510 | 3,7425
40 1,9611 | 24479 | 3,0688 | 2,0624 | 24484 | 32160 | 22529 | 26836 | 3,5144
50 1,9184 | 2,3948 | 3,0027 | 1,9991 | 2,3816 | 3,1288 | 2,1660 | 2,5805 | 3,3898
60 1,8885 | 2,2500 | 2,9564 | 19599 | 23351 | 3,0681 | 2,1063 | 2,5095 | 3,2970
70 1,8662 | 22236 | 2,9218 | 1,9308 | 23005 | 3,0228 | 2,0623 | 24571 | 3,2284
80 1,8489 | 22029 | 2.8947 | 19082 | 22736 | 2,9875 | 2,0282 | 24165 | 3,1753
90 1,8348 | 2,1862 | 2,8729 | 1,8899 | 2,2519 | 2,9591 | 2,0009 | 2,3840 | 3,1327
100 | 1.8232 | 2,1724 | 2,8548 | 1,8749 | 22339 | 2,9356 | 1,9784 | 23573 | 3,0976

198




Prilohy

Hodnoty k pre jednostranny Statisticky toleran¢ny interval
1-a 0,90 0,95 0,99
n p 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99 0,90 0,95 0,99
2 10,2528 | 13,0898 | 18,5001 | 20,5815 | 25,2597 | 37,0936 | 103,0287 | 131,4263 | 185,6170
3 42582 | 53115 | 73405 | 6,1553 | 7,6560 | 10,5528 | 13,9955 | 17,3702 | 23,8956
4 3,1879 | 3,9566 | 54383 | 4,1620 | 5,1439 | 7,0424 | 73799 | 9,0835 | 12,3873
5 2,7424 | 33999 | 4,6660 | 3,4067 | 42027 | 57411 | 53618 | 6,5784 | 89391
6 2,4937 | 3,0919 | 42426 | 3,0063 | 3,7077 | 50620 | 44111 | 54056 | 73346
7 2,3327 | 2,8938 | 3,9721 | 2,7555 | 3,3995 | 46418 | 3,8592 | 4,7279 | 6,4120
8 22186 | 2,7543 | 3,7826 | 2,5820 | 3,1873 | 43539 | 34973 | 42853 | 58118
9 2,1329 | 2,6500 | 3,6415 | 2,4538 | 3,0313 | 4,1431 | 32405 | 3,9723 | 53889
10 | 20657 | 25684 | 3,5317 | 2,3547 | 29110 | 39812 | 3,0480 | 3,7384 | 50738
11 2,013 | 2,5027 | 34435 | 2,2754 | 2,8150 | 3.8524 | 28977 | 3,5562 | 4.,8291
12 1,9662 | 2,4483 | 33707 | 2,2102 | 2,7364 | 3,7471 | 2,7768 | 3,4100 | 4,6331
13 1,9281 | 2,4025 | 353095 | 2,1555 | 2,6706 | 3,6592 | 2,6770 | 3,2896 | 44721
14 1,8954 | 2,3632 | 32572 | 2,1088 | 2,6145 | 3,5846 | 2,5932 | 3,1886 | 4,3372
15 1,8669 | 23290 | 32119 | 2,0684 | 25661 | 3,5202 | 2,5215 | 3,1024 | 42224
16 1,8418 | 2,2990 | 3,1721 | 2,0330 | 2,5237 | 3,4640 | 24595 | 3,0279 | 4,1233
17 1,8195 | 2,2725 | 3,1369 | 2,0018 | 2,4863 | 3,4145 | 2,4051 | 29628 | 4,0367
18 1,7996 | 2,2487 | 3,1055 | 1,9738 | 2,4530 | 3,3704 | 23571 | 2,9052 | 39604
19 1,7816 | 2,2273 | 3,0772 | 1,9487 | 2,4231 | 3,3309 | 23142 | 2,8539 | 3,8925
20 1,7653 | 2,2078 | 3,0516 | 1,9260 | 2,3961 | 3,2952 | 22757 | 2,8079 | 38316
21 1,7503 | 2,1901 | 3,0283 | 1,9054 | 2,3715 | 3,2628 | 22409 | 2,7663 | 3,767
22 1,7367 | 2,1739 | 3,0069 | 1,8865 | 2,3490 | 3,2332 | 22092 | 2,7286 | 3,7268
23 1,7241 | 2,1590 | 2,9873 | 1,8691 | 2,3284 | 32061 | 2,1802 | 2,6941 | 3,6813
24 1,7124 | 2,1452 | 29692 | 1,85300 | 2,3093 | 3,1811 | 2,1536 | 2,6624 | 3,6396
25 | 1,70161 | 2,1323 | 29524 | 1,8382 | 2,2917 | 3,1580 | 2,1291 | 2,6332 | 3,6011
30 6571 | 2,0799 | 2,8838 | 1,7774 | 22199 | 3,0640 | 2,0299 | 2,5155 | 3,4466
40 1,5979 | 2,0103 | 2,7932 | 1,6972 | 2,1255 | 2,9410 | 19018 | 23642 | 32486
50 1,5595 | 1,9653 | 2,7349 | 1,6456 | 2,0650 | 2,8625 | 1,8208 | 2,2689 | 3,1247
60 1,5321 | 1,9333 | 2,6936 | 1,6090 | 2,0222 | 2,8071 | 1,7641 | 2,2024 | 3,0383
70 1,5113 | 1,9091 | 2,6623 | 1,5813 | 1,9899 | 2,7654 | 1,7216 | 2,1527 | 29740
80 1,4948 | 1,8899 | 2,6377 | 1,5594 | 1,9645 | 2,7327 | 1,6883 | 2,1138 | 2,9238
90 1,4813 | 1,8743 | 26177 | 1,5416 | 1,9438 | 2,7061 | 1,6614 | 2,0824 | 2,8832
100 | 14701 | 18613 | 2,6010 | 1,5268 | 1,9266 | 2,6840 | 1,6390 | 2,0563 | 2,8497

199



Prilohy

SHAPIROOYV — WILKOYV TEST - koeficienty «a,(n)

; 7 8 9 10 11 12 13 14
1 0,6233 | 06052 | 0,5888 | 0,5739 | 0,5601 | 0,5475 | 0,5359 | 0,5251
2 0,3031 | 03164 | 03244 | 03291 | 0,3315 | 03325 | 03325 | 03318
3 0,1401 | 0,1743 | 0,1976 | 02141 | 02260 | 02347 | 02412 | 02460
4 0 0,0561 | 0,0947 | 0,1224 | 0,1429 | 0,1586 | 0,1707 | 0,1802
5 0 0 0 0,0399 | 00695 | 0,0922 | 0,1099 | 0,1240
6 0 0 0 0 0 0,0303 | 0,539 | 0,0727
7 0 0 0 0 0 0 0 0,0240

; " 15 16 17 18 19 20 21 22
1 0,5150 | 055056 | 0,4968 | 0,4886 | 04808 | 04734 | 04643 | 0,4590
2 03306 | 03290 | 03273 | 03253 | 03232 | 03211 | 03185 | 03156
3 02495 | 02521 | 02540 | 02553 | 02565 | 02565 | 02578 | 02571
4 0,1878 | 0,1939 | 0,1988 | 0,2027 | 02085 | 02085 | 02119 | 02131
5 0,1353 | 0,1447 | 0,1524 | 0,1587 | 0,1686 | 0,1686 | 0,1736 | 0,1764
6 0,0880 | 0,1005 | 0,109 | 0,1197 | 0,1334 | 0,1334 | 0,1399 | 0, 1443
7 0,0433 | 0,0593 | 0,0725 | 0,0837 | 0,013 | 0,1013 | 0,1092 | 0,1150
8 0 0,0196 | 00359 | 0,0496 | 0,0711 | 0,0711 | 0,0804 | 0,0878
9 0 0 0 0,0163 | 0,1422 | 0,0422 | 0,0530 | 0,0618
10 0 0 0 0 0 0,0140 | 0,263 | 0,0368
11 0 0 0 0 0 0 0 0,0122

; n 23 24 25 26 27 28 29 30
1 04542 | 04493 | 04450 | 0,4407 | 04366 | 04328 | 04291 | 04254
2 03126 | 03098 | 03069 | 03043 | 03018 | 02992 | 002968 | 0,2944
3 0,2563 | 02554 | 02543 | 02533 | 02522 | 02510 | 002499 | 0,487
4 02139 | 02145 | 02148 | 02151 | 02152 | 02151 | 02150 | 02148
5 0,1787 | 0,1807 | 0,1822 | 0,1836 | 0,1848 | 0,1857 | 0,1864 | 0,1870
6 0,1480 | 0,1512 | 0,1539 | 0,1563 | 0,1584 | 0,1601 | 0,1616 | 0,1630
7 0,1201 | 0,1245 | 0,1283 | 0,1316 | 0,1346 | 0,1372 | 0,1395 | 0,1415
8 0,041 | 0,997 | 0,1046 | 0,1089 | 0,1128 | 0,1162 | 0,1192 | 0,1219
9 0,0606 | 00764 | 00823 | 0,0876 | 0,0923 | 00965 | 0,1002 | 0,1036
10 0,0459 | 00539 | 00610 | 0,0672 | 0,0728 | 00778 | 0,0822 | 0,0862
11 0,0228 | 00320 | 0,0403 | 0,0476 | 0,0540 | 0,598 | 0,0650 | 0,0697
12 0 0,0107 | 0,0200 | 0,0284 | 0,0358 | 00424 | 0,483 | 0,0537
13 0 0 0 0,0094 | 00178 | 0,0253 | 0,0320 | 0,0381
14 0 0 0 0 0 0,0084 | 00159 | 0,0227
15 0 0 0 0 0 0 0 0,0076
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SHAPIROOV - WILKOV TEST
Kvantily w_ (n) Shapiroovej — Wilkovej Statistiky W: P(W(n) <W (n))=«

n | a=0,01 a=0,05 n |a=0,01| a=0,05 n a=0,01 a=0,05
7 0,730 0,803 15 0,835 0,881 23 0,881 0,914
8 0,749 0,818 16 0,844 0,887 24 0,884 0,916
9 0,764 0,826 17 0,851 0,892 25 0,888 0,918
10 0,781 0,842 18 0,858 0,897 26 0,891 0,920
11 0,792 0,850 19 0,863 0,901 27 0,894 0,923
12 0,805 0,859 20 0,868 0,905 28 0,896 0,924
13 0,814 0,866 21 0,873 0,908 29 0,898 0,926
14 0,825 0,874 22 0,878 0,911 30 0,900 0,927
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KRIVKY OPERATIiVNYCH CHARAKTERISTIK
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