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Uvod

Vysokoskolské skripta Technicka fyzika — Zbierka riesenych prikladov st u¢ebnou pomdckou
urcenou pre studentov prvého a druhého ro¢nika bakalarskeho studia na Strojnickej fakulte
STU v Bratislave. Skripta sluzia na precvicenie a doplnenie uciva povinnych predmetov Tech-
nicka fyzika I a Technicka fyzika II, ako aj volitelnych predmetov Seminar z fyziky II a Se-
minar z fyziky III. Obsahom skript je 90 rieSenych prikladov z klasickej fyziky, ktoré pokry-
vaju oblast mechaniky, termodynamiky, elektriny, magnetizmu, kmitov, vin a optiky. Vyber
prikladov je v stulade s obsahom uvedenych predmetov, ide teda o priklady zodpovedajice
svojou naro¢nostou zakladnému vysokoskolskému kurzu fyziky v rozsahu dvoch semestrov
na vysokej skole technického zamerania.

Skripta reaguju na potrebu studentov mat k dispozicii zbierku vzorovych rieseni prikladov,
ktora by im ulah¢ila stidium a pripravu na zapoctové pisomky a skasku z fyziky. Tato potreba
bola dlhodobé a ¢oraz intenzivnejsia v dosledku toho, Ze posledna zbierka riesenych prikladov
z fyziky pre $tudentov Strojnickej fakulty STU (vtedy SVST) vysla v roku 1985 [1]. Odvtedy
sice iné fakulty STU vydali viacero zbierok riesenych prikladov [2, 3, 4, 5, 6], tieto zbierky su
ale vyberom prikladov len ¢iastocne vhodné pre studentov Strojnickej fakulty a nepokryvaja
cely rozsah uciva fyziky na Strojnickej fakulte.

Pri priprave skript bolo treba rozhodnut, ¢i do skript vypracovat na zaciatku kazdej kapitoly aj
teoreticky uvod, v ktorom by boli zhrnuté zakladné teoretické poznatky potrebné na riesenie
prikladov. Zbierka prikladov pre studentov Strojnickej fakulty takéto tivodné casti nemala,
niektoré iné zbierky ale takéto casti obsahuju. Vzhladom na to, Ze vyklad teorie je dostato¢ne
dobre pokryty skriptami [7, 8, 9, 10], v pripade potreby sa moze Student pozriet aj do niekto-
rej rokmi preverenej klasickej vysokoskolskej ucebnice [11, 12, 13, 14, 15] alebo siahnut po
modernych studijnych textoch [16, 17, 18, 19], preto do tychto skript teoretické ivody neboli
zahrnuté. Druha otazka bola, ¢i zadania prikladov buda vseobecné, alebo budu obsahovat

aj konkrétne c¢iselné hodnoty. Vzhladom na to, Ze ide o zbierku prikladov urcent studentom



technického zamerania, je vhodnejsie zadavat v prikladoch aj ¢iselné hodnoty a riesit priklady
az do konec¢ného ciselného vysledku. Vyhodou je aj precvicenie ¢iselnych vypoctov, pretoze
tato schopnost v poslednych rokoch u studentov klesa a pri dosadeni do zlozitejsieho mate-
matického vyrazu nebyva zriedkavym javom ,kolko $tudentov, tolko vysledkov®. Veobecny
pokles matematickych schopnosti je aj pricinou, preco su pri tazsich matematickych krokoch
uvedené aj postupné medzikroky.

Skripta je vhodné pouzivat tak, Ze po precitani zadania prikladu sa student najskor pokusi
vyriesit priklad samostatne. Samostatné riesenie prikladu, teda bez pozretia na jeho vzorové
rieSenie, umoznuje Studentovi overit si, ¢i rozumie fyzikalnej podstate problému, ¢i je
schopny aplikovat fyzikalne poznatky na jeho riesenie a v kone¢nom désledku, ¢i je schopny
samostatne riesit podobné priklady na pisomke alebo skuske. Az ked student dospeje k nazoru,
ze vyriesit priklad je nad jeho sily, nastane vhodny ¢as pozriet sa na vzorové riesenie, ktoré je
uvedené v skriptach. Pre fyzikalne priklady je typické, Ze neexistuje len jeden spravny postup,
ktorym je mozné priklad vyriesit. Napriklad niektoré ulohy z mechaniky je mozné riesit po-
mocou Newtonovho zakona sily alebo pomocou zakona zachovania mechanickej energie, iny
priklad predstavuju niektoré dlohy z magnetizmu, ktoré je mozné riesit pomocov Biotovho-
Savartovho-Laplaceovho zakona alebo pomocou Ampérovho zakona celkového priadu. Preto
aj ked Student vyriesi priklad inym postupom, ako je uvedené v tychto skriptach, moéze byt
jeho rieSenie spravne.

V pripade, ze si Student bude chciet precvicit a otestovat svoje vedomosti a schop-
nosti na dalsich prikladoch, vhodné je siahnut po niektorej obsiahlejsej zbierke prikladov
z vysokoskolskej fyziky [20, 21], alebo skusit prepocitat dalsie priklady, ktoré sa zverejnené

na internetovej stranke Ustavu matematiky a fyziky Strojnickej fakulty STU [22].

Vydanie skript bolo financované z prostriedkov projektu KEGA (024STU-4/2023)

,2Budovanie laboratdria medicinskej metrologie®.



1 Kinematika hmotného bodu

1.1 Polohovy vektor hmotného bodu zavisi od casu podla vztahu ¥ = i Acosbt + j Asin bt,
kde A = 5m, b = /4 s~1. Vyjadrite jeho zlozky, siradnice, velkost a smerové kosinusy

v lubovolnom case a v daset = 2s.

Polohovy vektor je mozné rozlozit na zlozky
r=I+7Y,

pri¢om zlozky polohového vektora st
Z=1Acosbt,
7 =7 Asinbt,

v Case t = 2 s maju zlozky polohového vektora hodnoty

z zﬁ5m.cos(7r/43_1 . 2s) = 07,

g:j5m.sin(7r/4s_1.28) :5m;,

Polohovy vektor je mozné zapisat pomocou stiradnic
F=axi+ yJ .

pri¢om suradnice polohového vektora st
x = Acosbt,

y = Asinbt ,

v ¢ase t = 2 s maju suradnice polohového vektora hodnoty

r=5m.cos(m/4s".2s8) =0,



y=>5m.sin(r/4s7'.2s) =5m.

Velkost polohového vektora je konstantna

r= /22 +y2 = /(Asinbt)2 + (Acosbt)2 = A=5m.

Smerové kosinusy polohového vektora sa

x  Acosbt
cosa = — = = cos bt ,
r A
Asin bt
cosﬂzg: S =sinbt ,
r A

v Case t = 2 s maju smerové kosinusy hodnoty
cosa = cos(m/4s7' . 25) =0,

cosf =sin(mr/4s™".28) =1.

1.2

Dve telesa, ktoré su vzdialené od seba d = 100m, sa zacali pohybovat priamociaro proti
sebe. Prvé teleso sa pohybuje rovnomerne rychlostouv = 3ms~'. Druhé teleso sa pohybuje
rovnomerne zrychlene so zaciatocnou rychlostou vy = 7ms~' a zrychlenim a = 4ms=2.

Najdite ¢as a miesto ich stretnutia.

Draha prejdena prvym telesom pri rovnomernom pohybe bude
S = vt .

Draha prejdena druhym telesom pri rovnomerne zrychlenom pohybe bude
at?

82200t+7.

Telesa sa stretnd, ked sucet drah, ktoré presli, sa bude rovnat ich pociato¢nej vzdialenosti

s1+s=d,
at?
’Ut—i—’Uot—FTZd.

Dosadenim c¢iselnych hodnot je mozné ziskat kvadraticka rovnicu

4ms 22
3ms_1t+7ms_1t+% =100m ,



Cas stretnutia telies je teda koreriom kvadratickej rovnice
2t2 + 10t — 100 =0 ,

ktora ma dve riesenia
tp =5s,

tg = —10s.

Fyzikalnemu rieseniu ulohy zodpoveda kladné rieSenie kvadratickej rovnice
t=0>5s.

Miesto, v ktorom sa telesa stretnu, bude od prvého telesa vzdialené
s;=vt=3ms '.5s=15m

a od druhého telesa bude vzdialené

S =d—5,=100m —15m =85m..

1.3

Vlak sa rozbieha z pokoja rovnomerne zrychlenym pohybom tak, Ze za cast, = 30 s prejde
drahu s; = 90m. Aku drahu prejde za cas t = 60s, aka bude vtedy jeho okamzita

rychlost a aka bude vtedy jeho priemerna rychlost?

Pre drahu s, ktort prejde vlak za ¢as ¢; pri rovnomerne zrychlenom pohybe, plati

z ¢oho je mozné vypocitat zrychlenie vlaku

25 2.90m o

T2 (30s)2

Dréha vlaku v ¢ase t, bude

at3  02ms™?. (60s)?

2 5 = 360m .

S9 =
Rychlost vlaku v case ¢, bude
Vg = aty = 0,2ms_2 .60s=12ms!.

Priemerna rychlost vlaku za cas ¢, bude

S0Um =6ms .

59
Up = —

1y 60s




1.4 Polohovy vektor hmotného bodu ma tvar ¥ = (Ajt? + Bl);+ (Agt? + Bg)j, kde A, =
0,2ms™2, By = 0,05m, Ay = 0,15ms~2, By, = —0,03 m. Najdite velkost a smer rychlosti

a zrychlenia hmotného bodu v ¢aset; = 2s. Smer zadajte pomocou uhla vzhladom k osi x.

Suradnice polohového vektora su
xr = Ath + Bl ,

y:A2t2+BQ.

Pre vektor rychlosti plati

dr
dt

U=

a suradnice vektora rychlosti buda

. dx d<A1t2 + Bl)

= — ="/ —92At
YT dt 1=
dy d(A2t2+B2)
AR TP o
YT dt 2t

Velkost vektora rychlosti bude

v =/ 02402 = \/(2A11)2 + (2A51)2 = 211/ AT + A .

Velkost vektora rychlosti v ¢ase t; = 2s bude

v=2.25.4/(02ms2)2+ (0,15ms2)2=1ms".

Smerovy kosinus vektora rychlosti bude konstantny

Ve 2A1t Al
COS Oy = —

v a/RE A VA4

a jeho hodnota bude

0,2ms—2
COS (ty = =0,8,
V/(0,2ms=2)2 + (0,15 ms2)2

z ¢oho vyplyva, ze uhol medzi vektorom rychlosti a osou x bude

o, = arccos 0,8 = 36,6° .
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Pre vektor zrychlenia plati

dv

dt’

a=

suradnice vektora zrychlenia budu

=y T g
o de o d(QAgt) .
CLy = E = dt = 2A2 .

Velkost vektora zrychlenia bude konstantna

a= /a2 +a2 = V(241)2 + (245)2 = 24/ A3 + A2

a jej hodnota bude

a=2.4/(02ms2)2+ (0,15ms2)2=05ms>.

Smerovy kosinus vektora zrychlenia bude konstantny

a 24, Ay

X
CoOSQy, = — =

o« 2 /At A JATA

a jeho hodnota bude

0,2ms2
Cos iy = =038,
V/(0,2ms2)2 + (0,15 ms2)2

z ¢oho vyplyva, ze uhol medzi vektorom zrychlenia a osou x bude

a, = arccos 0,8 = 36,6° .

Koleso sa zacalo otacat z pokojového stavu so stalym uhlovym zrychlenim o = 5s72.

Kolkokrat sa koleso otocilo za cast; = 10s od zaciatku pohybu?

Uhlova rychlost pri konstantnom uhlovom zrychleni je
w:/adt:at~l—cl.
Ak je pociatocna uhlova rychlost nulova, tak sa integra¢na konstanta rovna nule

wt=08)=0 = ¢, =0

11



a uhlova rychlost bude
w=at.

Uhlova dréaha pri konstantnom uhlovom zrychleni je

t2
gpz/wdt:/atdt:%—l—@.

Ak je pociato¢na uhlova draha nulova, tak sa integra¢na konstanta rovna nule
p(t=0s8)=0 = =0
a uhlova draha bude

=

Uhlova draha jednej otacky je 2, preto pocet otacok kolesa bude

%) at?
n=—= —-
21 A7

a pocet otacok kolesa v ¢ase t; bude

12 5s 2. (10s)?
nl_O‘1_ S (10s)

= — = =39.8.
AT A7 ’

1.6

Velkost rychlosti vlaku po odchode zo stanice rovnomerne narastala z nulovej hodnoty

na hodnotu v; = 20ms~!

v ¢ase ty = 180s. Traf je zakrivena s polomerom zakrive-
nia R = 800m. Vypocitajte velkost tangencialneho, normalového a celkového zrychlenia

v céasety = 120s.

Tangencialne zrychlennie udava zmenu velkosti rychlosti a plati

dv
dt’

ay =

pri konstantnom a; plati

v; 20ms™! L
=—=—=0,111 .
at tl 180s ’ e

Velkost rychlosti v case t5 bude

U1l
Vg = (lttg = —.
t

12



Normalové zrychlenie udava zmenu smeru rychlosti a plati

anp = 45

R
v Case 3 bude mat normalové zrychlenie velkost

242 —1)2 2
vits  (20ms™1)*. (120s) s
T RE T 800m . (1805)? ne

Celkové zrychlenie je vektorovym suctom tangencialneho a normalového zrychlenia
a =G+ dn,
velkost celkového zrychlenia bude

a=\Jai a2,

teda celkové zrychlenie v ¢ase ¢, bude

t Rt?

a jeho hodnota bude

20ms—1\*  /(20ms~1)2. (120s)2° )
—= —_— = 24 a .
¢ \/< 180s ) +( 800m . (1805)2 ) 0:248ms

1.7

Castica sa zacala pohybovat po kruznici s konstantnym uhlovym zrychlenim o = 0,255 2
V ktorom case od zaciatku pohybu bude vektor zrychlenia castice zvierat s vektorom jej

rychlosti uhol v = 45°?

Obr. 1

13



Tangencialne zrychlenie pri pohybe po kruznici je

_dv d(Rw) dw
(It—E— dt = E—RO&

Uhlova rychlost pri konstantnom uhlovom zrychleni je
w=at.

Normalové zrychlenie je mozné vyjadrit ako

v (wR)*>  o*t*R?
a?’L = —_— = =

9,9
7 7 7 = a‘t°R .

Pre uhol medzi rychlostou a zrychenim castice (Obr. 1) potom plati

. a, o*t’R 2
any = — = = at”,
i as Ra

z ¢oho pre ¢as vyplyva

tan y tan 45°
t = =4/———= =25
o 0,25s72

1.8

Koleso s polomerom R = 0,1 m sa otaca tak, Ze zavislost uhla pootocenia od casu vyjadruje
funkcia ¢ = A+ Bt + Ct3, kde B = 2571, C = 1s73. Pre body, ktoré leZia na obvode
kolesa, vyjadrite v ¢ase t; = 2s uhlovii rychlost, uhlové zrychlenie, obvodovii rychlost,

tangencialne zrychlenie a normalové zrychlenie.

Velkost uhlovej rychlosti je mozné vypocitat pomocou definicie

L
oAt
z ¢oho vyplyva
A+ B K
L d(A+ Bt + Ct°) = B+3C# =25 +3.(157%) . (25)?] = 1457,

dt

Velkost uhlového zrychlenia je mozné vypocitat pomocou definicie

L
Codt”
z ¢oho vyplyva
B 2
= w =6Ct=06.(1s7?).(2s) =125,

14



Pre velkost obvodovej rychlosti plati
v=wR=(B+3Ct")R=1[2s"+3.(1s%).(2s)°] .0,lm=14ms".
Velkost tangencialneho zrychlenia bude
@ =aR=125s20,lm=12ms 2.
Velkost normalového zrychlenia bude
v? (1,4ms1)?

. _\ P ) -2
ap = 7 01m 19,6 ms™~ .

1.9

Hmotny bod kona priamociary pohyb tak, Ze jeho zrychlenie s casom rovnomerne rastie
a za ¢as t; = 10s narastie z nulovej hodnoty na hodnotu a; = 5ms~2. Aka je rychlost
pohybu hmotného bodu v case to = 20s a akti drahu hmotny bod za tento cas presiel, ked

bol na pociatku v pokoji?

Zrychlenie hmotného bodu rovnomerne rastie, teda plati
a=kt,

zrychlenie z nuly na a; narastie za ¢as ¢, to znamena

a, = kt; = k:ﬂ,
ty

preto zrychlenie bude

alt

a=—.
3]

Rychlost hmotného bodu je
(llt a1t2
= dt = | —dt = —
(& / a / 7 o, +c,
ak je rychlost na pociatku nulova
v(t=08)=0 = ¢, =0,

rychlost v ¢ase ¢, bude

at;  5ms 2. (20s)?

- — 100ms!.
2%, 2 105 ms

Vg =

15



Draha hmotného bodu je
a1t2 a1t3
= dt = | —dt = —
s / v / o, 6, + ¢,
ak je pociato¢na draha nulova
s(t=08)=0 = =0,

draha v case t9 bude

aits  5ms™2.(20s)3 .
L - — 667 .
%27 61, 6. 10s ms

1.10 Castica sa pohybuje po kruznici s uhlovym spomalenim, ktoré s éasom rastie podla vztahu
a = kt, kde k = —6rads™>. Zaciatoéna uhlova rychlost bola wy = 30rads™. O aky

uhol sa pootoci sprievodic Castice za cast, = 5s?

Uhlové spomalenie ¢astice rovnomerne rastie, to znamena
oa=kt.

Uhlova rychlost castice je
w:/adt:/ktdt:%ﬁ%—cl,

pretoze pociatocna uhlova rychlost ¢astice bola wy
w(t=08)=wy = 1 =wp,

uhlova rychlost bude

kt?

w=—-+wp.
9 0

Uhlova draha castice je

kt? kt?
Y = wdt = 74-0)0 dt:?—i-WQt—i—Cg,

pretoze pociato¢na uhlova draha castice bola nulova

p(t=08)=0 = =0,

uhlova draha bude
ht? + wot
= — +wot .
¥ 6 0
Uhlovéa draha castice v ¢ase ¢; bude
kt} —6rads™® . (5s)3
4,01:—1—1—0.20251: racs (55) +30rads™!.5s=25rad .

6 6

16



2 Dynamika hmotného bodu

2.1 Na tri telesa s hmotnostami m, = 10kg, mp = 15kg, mc = 20kg, ktoré lezia
na vodorovnej podlozke a sii vzajomne spojené lankom, posobi vo vodorovnom smere sila
F =100 N. Hmotnost lanka aj trenie medzi telesami a podlozkou st zanedbatelné. Vypo-

Citajte zrychlenie sustavy a silu pésobiacu v kazdom spoji.

- i [

T s T T T < z

BA BC CB F
m, —»> < my m,. ;ﬁ’

a
l ]
A = G vG
] Ga v ? ‘
J v >
7 X
Obr. 2

Pohyb telies opisuje Newtonov zakon sily

n

Z}i:m&’.

i=1

Ak sa vzdialenost medzi telesami nemeni, zrychlenie vSetkych telies je rovnaké

— — —

A:aB:aC:(i.

Na telesa posobia tiazové sily G A G B éc, normalové sily N A, N B, ]\70, tahové sily

lanka T 'AB» fB A, TBC, TC p a vonkajsia sila F , preto Newtonov zakon sily bude
Tap+ Ga+ Ny =maad,
Tpa+ Tpc + Gp + N = mpad,
F+Tog+Go+ No=med .

17



Po skalarnom vynasobeni rovnic jednotkovymi vektormi ¢ a 7 a vyuZzitim rovnosti

ii=1,
Jrj=1,
;520,

nadobudnu rovnice skalarny tvar
TAB =maa,

Ny—G4=0,
—Tga+Tpc = mpa,
Ny—Gp=0,
F—Teg =mea,
Ne —Ge=0.

Vo vertikalnom smere je zrychlenie nulové, preto plati

NA:GA7
NB:G37
Ne =Ge .

Z Newtonovho zakon akcie a reakcie vyplyva

Tap=—Tga,
Tap =Tpa,
Tpe = —Top
Tpc =1T1cB -

V horizontalnom smere preto plati
TAB =maa,

—Tap +Tpc = mpa,
F— TBC’ = mca .

18



S¢itanim vSetkych rovnic je mozné vyjadrit zrychlenie ststavy

F
a =
ma+mp -+ mg

a naslednou upravou jednotlivych rovnic sily medzi telesami

FTTLA
TAB: )
ma+mp -+ mgc
F(ma+ mp
Tpc = ( )

ma+mpg+me

Po dosadeni hodnoét ¢iselné rieSenie bude

100N
a =
10kg + 15kg + 20 kg

B 100N . 10kg
- 10kg + 15kg + 20kg
100N . (10kg + 15kg)

Tpe = — 556N .
BC ™ 10kg + 15 kg + 20kg ’

=22ms 2

Y

AB =222N,

2.2 Dve telesa s rovnakymi hmotnostami m = 5kg su spojené lankom preloZzenym cez volne
sa otacajucu kladku. Prvé teleso visi volne na lanku, druhé lezi na naklonenej rovine, ktora
zviera s horizontalou rovinou uhol o« = 30°. Vypocitajte zrychlenie telies a silu, ktorou je
napinané lanko, ak medzi telesom a naklonenou rovinou nie je trenie aj ak medzi telesom

a naklonenou rovinou je trenie a faktor trenia je p = 0,2.

Obr. 3

Tiazovu silu telesa na naklonenej rovine je mozné rozlozit na zlozku rovnobeZznt s naklo-

nenou rovinou a zlozku kolmu na na naklonent rovinu
G = GH + G .

19



Zlozka rovnobezna s naklonenou rovinou bude mat velkost
G| = Gsina

a zlozka kolma na naklonent rovinu
G, =Gcosa.

Velkost trecej sily medzi telesom a naklonenou rovinou je
Fr=uG, =pGceosa.

Newtonov zakon sily

n

i = ma,

(]

i=1

pre visiace teleso bude
G+ fA = Mmday

a pre teleso na naklonenej rovine
G:”-Fél-k]\_f—kfg—kﬁju:m&’]g.

Z Newtonovho zakona akcie a reakcie vyplyva
Th=Tp=T.

Dizka lanka sa nementi, preto plati
ap=ap=a.

Tiazova silu je mozné vyjadrit pomocou tiazového zrychlenia ako
G = mg .

Newtonov zakon sily ma pre telesa skalarny tvar
mg —T =ma ,

—mgsina + 1T — pmgcosa = ma .

Riesenim ststavy rovnic je mozné vyjadrit zrychlenie sustavy

g(1 —sina — pcosa)
a= :

2
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aj silu napinajica lanko

mg—T =ma = T =mg—ma,

mg(1 + sina + pcos )
5 :

T =

Ak je trenie medzi telesom a naklonenou rovinou zanedbatelné
p=20,

zrychlenie sustavy bude

g(1 —sin )

a = 5

a sila napinajica lanko bude

T mg(l;—sina) ‘

Po dosadeni ¢iselnych hodnot

9,81ms 2. (1 — sin30°)
a =

=245ms 2
2 ) mS M

~ 5kg.9.81ms™?. (1+sin30°)
N 2

T

=36,79N .
Ak trenie medzi telesom a naklonenou rovinou nie je zanedbatelné
p=01,

zrychlenie sustavy bude

g(1 —sina — pcosa)
2

a =

a sila napinajuca lanko bude

mg(1 + sin o + p cos a)

T =
2

Po dosadeni ¢iselnych hodnot

~9.81ms™? . (1 —sin30° —0,2. cos30°)

=1,60ms2
2 ) ms M

a

_ 5kg.9.8Ims™?. (1+sin30°+0,2. cos30°)
B 2

T

= 41,04N .
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2.3 Zavazie s hmotnostou m = 5kg visiace na niti dizky | = 1m sa kyva s maximalnou
uhlovou vychylkou o = 60°. Aka sila Fy napina nit v krajnych polohach a aka sila F; pri

prechode najnizsou polohou?

~

Qi
Q
e

A
<i
O AN
1
T =

e

Obr. 4

Na zavazie v krajnej polohe p6sobi tiazova sila G a sila lanka 7. Newtonov zakon sily

preto bude mat tvar

Tiazovu silu je mozné rozlozit na zlozku rovnobeznud so smerom nite a zlozku kolmu

na smer nite
C_j = C_jH + é L.
V smere rovnobeznom so smerom nite bude posobit zlozka tiazovej sily
G| =Gceosa,
z Newtonovho zakona sily pre zlozky v smere nite vyplyva
G, -1y =0,
mgcosa —T) =0,
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z ¢oho je mozné vyjadrit silu, ktorou pdsobi lanko na zavazie
Ty = mgcosa .

Podla Newtonovho zakona akcie a reakcie, sila, ktorou pdsobi zavazie na lanko, ma rov-

naku velkost a opacny smer, ako sila, ktorou posobi lanko na zavazie

—

Fy=-T,
preto bude velkost sily, ktora napina lanko v krajnej polohe
Fy =mgcosa,
po dosadeni ¢iselnych hodnot
Fy =5kg.9,81ms 2. cos60° = 24,53 N .
h=1—lcosa.
Zakon zachovania mechanickej energie pre zavazie v krajnej a najnizsej polohe ma tvar
Ep + By = Epy + Eja
ak je zavazie v krajnej polohe v klude
Ey =0
a v najnizsej polohe plati
Ep=0,

nadobudne zékon zachovania mechanickej energie tvar

Epl = Ek2 )
2

muv
p="T
mg 5

z ktorého je mozné vyjadrit rychlost zavazia v najnizsej polohe
v =/2gh .
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Zavazie sa bude pohybovat po kruznici s polomerom [/ a budu nan posobit tiazova sila

G a sila lanka Th. Newtonov zakon sily pre teleso v najnizsej polohe bude
G+ T; = mdy ,

v smere nite preto v najnizsej polohe plati
mg — Ty = —may .

Velkost dostredivého zrychlenia v najnizsej polohe je mozné vyjadrit pomocou rychlosti
z4vazia
2 2gh
ad:%:%zzq(l—cos&).
Sila napinajuca lanko v najnizsej polohe bude

Ty = mg + mag = mg(3 — 2cos ) .

Sila, ktorou posobi zavazie na lanko, mé rovnaku velkost a opacny smer, ako sila, ktorou
posobi lanko na zavazie
Fy=-T,
preto bude velkost sily, ktora napina lanko v krajnej polohe
Fy =mg(3—2cosa),

po dosadeni ¢iselnych hodnot

Fy=5kg.981ms 2. (3—2. cos60°) =98,1N .

2.4

Aky impulz udeli stena pruznej lopte s hmotnostou m = 1kg a rychlostou vy = 10ms™,

ktora na stenu narazi v smere zvierajicom s normalou uhol o = 60°?

Obr. 5
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Impulz sily vyjadruje ¢asovy uéinok sily

- t2 —
1:/ Fltydt
t1

pre jeho vypocet je mozné pouzit aj impulzovu vetu

Pri pruznej zrazke sa kineticka energia lopty nezmeni

Eyo = Ei ,

2 2
muvy My

2 2

preto sa nezmeni ani velkost rychlosti
Vg =v1 =0

a nezmeni sa teda ani velkost hybnosti
Po=p1=p=mv.

Z obrazku (Obr. 5) vyplyva
cosa = %

z ¢oho je mozné vyjadrit impulz sily
I =2pcosa =2mvcosa,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

I=2.1kg.10ms ' . cos60° = 10Ns .

2.5

Na teleso leziace na vodorovnej podlozke posobi vo vodorovnom smere sila, ktorej casova
zavislost je F(t) = A+ Bt + Ct?, kde A = 02N, B = 04Ns™!, C = 0,6Ns™2

Vypocitajte impulz sily za casty = 5s?

Impulz sily vyjadruje ¢asovy aéinok sily

— t()_‘
1:/ Ft)dt
0
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V pripade priamociareho pohybu bude velkost impulzu sily

to to t2 td to t? t3
I:/ F(t) dt:/ (A+Bt+Ct*)dt = |At+ B— + C—| = Atg+B2+C—2.
0 0 2 36 2 3

Dosadenie ¢iselnych hodnot

(55) (55)°

I=02N.5s+04Ns™'. +0,6Ns‘2.T:31Ns.

2.6

Hmotny bod hmotnosti m = 5kg sa pohybuje ucinkom sily tak, Ze jeho draha sa meni
s éasom ako x(t) = A+ Bt + Ct*> + Dt3, kde C = 2ms™2, D = —0,2ms~3. Vypocitajte
velkost sily posobiacej na hmotny bod v ¢asety = 2's a najdite cas, kedy sa bude sila rovnat

nule.

Rychlost pri priamociarom pohybe je mozné vyjadrit z definicie

_dz(t)  d(A+ Bt+Ct* 4+ Dt?)

t = = B+ 20t +3Dt? .
v(t) 7 ” +2Ct+3

Zrychlenie pri priamoc¢iarom pohybe je mozné vyjadrit z definicie

do(t) d(B+2Ct+ 3Dt?)
dt dt *

a(t)
Z Newtonovho zakona sily je mozné vypocitat silu

F(t) = ma(t) = m(2C 4 6Dt) .
V case tg bude sila

F(t =ty) =m(2C + 6Dty) .
Po dosadeni ¢iselnych hodnot

F(t=2s)=5kg. [2.2ms>+6.(—02ms™").2s] =8N.

Z podmienky, ze velkost sily je nulova

vyplyva
m(2C +6Dt) =0,
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z ¢oho je mozné vyjadrit ¢as, kedy bude sila nulova

—C

= —
3D

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

—2ms™2
t= = .
3 (—02ms 3y o038

2.7

Na teleso hmotnosti m = 5kg posobi sila F = Fy — kt, kde Fy = 10N ak = 0,1Ns™!
sti konstanty. Vyjadrite zrychlenie, rychlost a polohu telesa v case t = 10s, ak na pociatku

malo teleso rychlost vy = 2ms~" a polohu Ty = 2 m.

Z Newtonovho zakona sily
F =mad ,

vyplyva pre zrychlenie telesa pri priamoc¢iarom pohybe

FFy Kkt
a=—=———
m m m

)

po dosadeni ¢iselnych hodnoét zrychlenie v ¢ase t = 10s bude

10N 0,1Ns'.10s
~ 5kg 5kg

a =22ms 2.

Rychlost hmotného bodu je mozné vypocitat pomocou zrychlenia

F F 2
v:/adt:/(—o—@> dt:—ot—kki—i—cl.
m m m 2m

Ak rychlost na pociatku bola vy, integracna konstanta c; bude
v(t=08)=v9y = 1 =1

a rychlost hmotného bodu bude

Fot  kt?
vV=—+-—+1,
m 2m

po dosadeni ¢iselnych hodnét rychlost v ¢ase ¢ = 10s bude

10N .10s n 0,INs™!.(10s)?
~ b5kg 2.5kg

+2ms ' =23ms™ .
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Polohu hmotného bodu je mozné vypocitat pomocou rychlosti

Fot  kt? Fot? Kkt
r= | vdt = — — — 4y |dt=—— — — vt + ¢,
m 2m 2m 6m

ak poloha na pociatku bola z, integracna konstanta c, bude
z(t=0s) =29 = 2 =129

a poloha hmotného bodu bude

Fot? Kkt
r=————+vt+ 120,
2m 6m

po dosadeni ¢iselnych hodnoét rychlost v ¢ase ¢ = 10s bude

_ 10N .(10s)* 0,INs'.(10s)®
~ 2.5kg 6.5kg

+2ms . 10s+2m = 125,33 m .

2.8 Aku pracu treba vykonat pri stlaceni naraznikovej pruziny vagona o xy = 10 cm, ked na jej
stlacenie o x1 = 1 cm je potrebna sila Fy = 25000 N a ked plati, Ze sila je priamotimerna

skrateniu spiraly.

v

Obr. 6

Velkost sily, ktorou na pruzinu posobi vonkajsia sila, je priamoimerna stlaceniu pruziny
F=Fkzx.

Ak na stlaCenie pruziny o z; je potrebna sila F}, tuhost pruziny bude

F
Flzkl'l — k’:—l
I

Mechanicka praca vyjadruje drahovy ucinok sily

A:/ Podr
71

28



ak vektor posunutia a vektor sily maji rovnaky smer, potom plati
F - dr = Fdrcos0° = Fdr .

Ak bude mat os z zaciatok v mieste, kde sa nachadza nestlacena pruzina a smer osi x

bude rovnaky ako smer stlacania pruziny, bude platit

dr = dz ,
7”1:0,
9 = Xo -

Mechanicka praca preto bude

r2 zo o 2
A:/ Fdr:/ Fdx:/ kxdx:%
1 0 0 2

a po dosadeni tuhosti pruziny

2

21‘1 ’

A

Po dosadeni ¢iselnych hodnoét

~ 25000N . (0,10 m)?
N 2.0,0lm

A = 12500J = 12,5kJ .

2.9 Naniti o dlzkel = 0,5m je zavesend gulka. Akt najmensiu rychlost vo vodorovnom smere

jej treba udelit, aby sa vychylila az do najvyssej polohy a nit bola stale napnuta?




Ak bude mat gulka v najvyssej polohe rychlost ¢ a bude sa pohybovat po kruznici s po-

lomerom [, bude mat dostredivé zrychlenie s velkostou

a=m-—.

l

Ak na nu bude zaroven pdsobit tiazova sila

—

G=mg,
potom bude mat Newtonov zakon sily tvar
G =ma ,

v skaldrnom tvare

U2

mg =m-,
z ¢oho je mozné vyjadrit rychlost gulky v najvyssej polohe

o= /gl

svve

niz$ej polohe celkova mechanicka energia gulky

2
mu
Epo + Ego = TO

a v najvyssej polohe bude celkova mechanicka energia gulky

2
mu
Ep—f—Ek :mgh—f—T,
kde vyska gulky bude
h=2l.

Zo zakona zachovania mechanickej energie vyplyva

EpO+Ek0:Ep+Eka

2 2
mu; muv
20— 9mal + ——

5 mgl + 5

z ¢oho je mozné vypocitat rychlost gulky v najnizsej polohe

vo = /gl ,

po dosadeni ¢iselnych hodnét

vo=1+/5.981ms2.0,5m=495ms".
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2.10 Vypocitajte vykon motora auta, ktorého hmotnost je m = 1200 kg, ked’ sa auto pohybuje

stalou rychlostou v = 50km h™! po vozovke s pdtpercentnym stiipanim.

Rychlost auta je
v=>50kmh™ =139ms .

Patpercentné stupanie vozovky znamena, Ze na vzdialenosti 100m vozovka stupne

0 5m, preto (Obr. 8) plati

5m
fana = — — 0,05
W= 00m

a uhol sklonu vozovky bude
a = arctan 0,05 = 2,86° .

Vykon motora vyjadruje rychlost konania prace

dA

P=—=
dt ’

ak je sila konstantna, je mozné vykon motora vyjadrit ako

Sila motora a rychlost auta maji rovnaky smer, preto plati

P=Fvcos0° = Fuo .
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Ak sa auto pohybuje rovnomerne, musi byt vysledna sila pdsobiaca na auto nulova, sila

motora preto musi byt rovnako velka ako zlozka tiaze, ktora je rovnobezna s vozovkou
F =G =mgsina.

Vykon auta preto bude
P =Fv=mguvsina,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

P =1200kg.9.81ms 2.13,9ms ' . sin2,86° = 8164 W .
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3 Mechanika tuhého telesa

3.1 Najdite polohu taZiska telesa, ktoré vzniklo tak, Ze z homogénneho obdlznika so stranami
a, b bol na strane s dizkou b vyrezany polkruh s polomerom b/2 a prilozeny na opacnii

stranu obdlznika.

A
y
A
b
< T\[x,, . T[x*, y*] T,[x,,Y,]
x—'
v
v a -
Obr. 9

Suradnicovu sustavu je vhodné zvolit tak, aby sa jej zaciatok nachadzal v strede povod-
ného obdiznika, os x bola rovnobeZna so stranou a a os ¥ so stranou b obdiznika. Polohu
taziska telesa je mozné urcit ako spolocné tazisko dvoch symetrickych telies, ktorych
faziska sa nachadzaju v ich stredoch symetrie. Prvé teleso bude maf tvar obdlznika

s polkruhovymi vyrezmi na stranach s dlzkou b. Stiradnice taziska prvého telesa budua
T = 0 R

y1=20.

Hmotnost prvého telesa je mozné vypocitat ako

b 2
my = S1hp = [ab—w(é) ]hp,
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kde h oznacuje hrubku telesa a p jeho hustotu. Druhym telesom bude kruh s polomerom

b/2. Suradnice taziska druhého telesa su

Hmotnost druhého telesa je mozné vypocitat ako

b 2
mQZSth:TF<§> hp .

Pre polohu spolo¢ného taziska dvoch telies plati
> My

- Zmz my + Me
7

—

r* _muT + mar;

preto stiradnice spolo¢ného taziska tychto dvoch telies budu

*

2 a
_maTy Moy s (g) hps 7r_b

ot ab w3 ot (5) e S

Yy =0.

3.2 Najdite polohu taZiska homogénnej polgule s polomerom R = 10 cm.

A

Obr. 10

Suradnicovi stustavu je vhodné zvolit tak, aby sa jej zaciatok nachadzal v strede kruhovej
steny polgule a osi x a z lezali v jej rovine. Os y je osou symetrie telesa, preto sa tazisko

telesa bude nachadzat na tejto osi a bude pren platit
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Z¥=0.

Pre polohu taziska telesa plati

. 1
r*—M/f’dm,
M

kde M je hmotnost telesa. Pre siradnica taziska v smere osi y preto plati

1 1 1

= — [ ydm=— av == [yav

y M/ym Vp/yp V/y :
M 14 14

kde p je hustota polgule a cely objem polgule bude
V= §7TR3 .

Element objemu polgule ma tvar kruhovej dosky s polomerom x a hribkou dy
dV = mady = m(R* — y*)dy ,

pricom bola vyuzita Pytagorova veta
R?* = 2% + 4.

Poloha taziska v smere osi y preto bude

2R 2R3 2 4],
3 R* R* 3
T RS < 7_71) =gh

Po dosadeni ¢iselnych hodnét

3
Yyt = 3 10cm = 3,78 cm .

3.3

Otec a syn nesti bremeno na tyci s dizkou | = 2m. Ako daleko od otcovho konca tyce treba
zavesit bremeno, aby otec niesol tri razy vicsiu zataz ako syn? V porovnani s hmotnostou

bremena je hmotnost tyce zanedbatelna.
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S}

x4

Obr. 11

Teleso je v rovnovahe, ak vektorovy sucet vsetkych vonkajsich sil pésobiacich na teleso

sa rovna nule

a zaroven vektorovy sucet momentov vsetkych vonkajsich sil vzhladom na Iubovolny

bod sa rovna nule

ZM’L:O’
Zﬁxﬁ;:o.

Vonkajsie sily, ktoré pdsobia na ty¢ (Obr. 11), su tiaz bremena G, sila syna F asila

otca 3F. Z podmienky rovnovahy pre tieto sily vyplyva
G+F+3F=0.

Pretoze sily syna a otca maji opacny smer ako tiazova sila, bude pre velkosti sil platit

G—-4F =0,
z ¢oho vyplyva
G
F=—.
4

Podmienku rovnovahy pre momenty sil vzhladom na bod pri otcovi bude

ﬁxé+fxﬁ=0,
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pre velkosti momentov sil bude platit
xGsin90° + [F'sin(—90°) =0,
G —IF=0.

Po dosadeni z prvej podmienky rovnovahy

G
G—1==0
Xz 4 s

je mozné vyjadrit vzdialenost od otca

l
r=-.

4

Po dosadenie ¢iselnych hodnot

34

Homogénna tizka doska s dlzkou ! = 5m a hmotnostou m = 30kg je na jednom konci

zatazenda bremenom s hmotnostou m' = 10kg. V akej vzdialenosti od tohto konca je treba

podloZit podperu, aby doska zostala vo vodorovnej polohe?

o

i

\ 4

Obr. 12

=i

Teleso je v rovnovahe, ak vektorovy sucet vsetkych vonkajsich sil posobiacich na teleso

sa rovna nule

a zaroven vektorovy sucet momentov vsetkych vonkajsich sil vzhladom na Iubovoly bod

sa rovna nule
E M; =0,
i
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Y X E =0,

Vonkajsie sily, ktoré pdsobia na ty¢ (Obr. 12), st tiaz dosky G abremena G’ a sila pod-

pery F. Z podmienky rovnovahy pre tieto sily vyplyva
G+G +F=0.
Pretoze tiazové sily a sila podpery maji opaény smer, bude pre velkosti sil platit
G+G —-F=0,
z ¢oho vyplyva
F=G+G".
Podmienku rovnovahy pre momenty sil vzhladom na bod pri bremene bude
FXG+EXF=0 ,
pre velkosti momentov sil bude platit
L, . .
§G sin90° + 2 F'sin(—90°) =0,
EG —xF=0.
2

Po dosadeni z prvej podmienky rovnovahy
! :

je mozné vyjadrit vzdialenost od bremena

Gl mgl ml

v 200G+ G)  2(mg+m'g)  2(m+m)’
po dosadeni ¢iselnych hodnét

30kg . 5m
T o(30kg 1 10kg) 0™

Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénnej tyce dizky | = 3m a hmotnosti m = 5kg
vzhladom na os prechadzajicu taZiskom tyce a vzhladom na os prechadzajicu koncom

tyce.
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dx X

dbld

dm m

Obr. 13

Moment zotrvacnosti pre tuhé teleso je mozné vypocitat pomocou definicie

J—/r2dm.

Ak ma suradnicova sistava zaciatok v strede tycCe a smer osi x je rovnaky ako smer tyce,

bude moment zotrvacnosti

J:/xgdm.

m

Pretoze je ty¢ homogénna, bude jej dizkova hustota

A= —
l?

pomocou ktorej je mozné vyjadrit element hmotnosti
dm = Mdzx .

Moment zotrvacnosti tyce vzhladom na os prechadzajicu taziskom preto bude

+

373 3 3 I3
o [ 22de =25 = ) =
/ /xw [3}_ (24+24) 12

|~

N~
|~

Po dosadeni dlzkovej hustoty bude moment zotrvaénosti

ml?
gr="
12

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

_ 5kg. (3m)?

J*
12

= 3,75kgm? .

Moment zotrvacnosti vzhladom na os prechadzajicu koncom tyce je mozné vypocitat

pomocou Steinerovej vety
J = J* +ma?®,
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kde vzdialenost medzi tfaziskom a koncom tyce je

Moment zotrvacnosti tyce vzhladom na os prechadzajicu koncovym bodom bude

goml N
12 2) 3

Po dosadeni ¢iselnych hodnét

_ 5kg. (3m)?

J* = 15kgm?.

3.6 Vypocitajte moment zotrvacnosti homogénneho valca hmotnosti m = 5kg s polomerom
R = 1m vzhladom na os totozni s osou symetrie valca aj na rovnobeznii os prechadzajiicu

okrajom valca.

Obr. 14

Pri vypocte je mozné vychadzat z definicie momentu zotrvacnosti tuhého telesa

J:/r2dm.

m

Ak je valec homogénny, jeho hustotu je mozné vyjadrit ako

om
- TR2h

p:

<I3

40



kde h je vyska valca. Element hmotnosti bude plast valca s polomerom 7 a hrubkou dr
dm = pdV = p2nrhdr .

Moment zotrvacnosti valca vzhladom na os prechadzajucu taziskom bude

R
4R 4
J = p/’/‘2271'7’h dr=p |:7Thr—:| = pth— ,
2 |, 2

po dosadeni hustoty valca

mR?

7=

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

~ 5kg. (1m)?

J* =25kgm? .

Pri vypocte momentu zotrvacnosti vzhladom na os prechadzajicu okrajom valca je

mozné vyuzit Steinerovu vetu
J = J" 4+ ma*,

kde a je vzdialenost medzi osami otacania prechadzajucimi stredom a okrajom valca
a=R.

Moment zotrvacnosti vzhladom na os prechadzajicu okrajom valca bude

_ mR?

T +mR2:3mR2

2 2

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

~ 3.5kg. (1m)?
N 2

J* = 75kgm? .

3.7

Krasokoréuliar sa otaca frekvenciou f; = 3s~ 1. Akou frekvenciou sa bude krasokoréuliar

.....

V izolovanej sustave plati zakon zachovania momentu hybnosti
Ll = L2 )
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z ktorého vyplyva
Jiwy = Jola

kde Ji, Jo st momenty zotrvacnosti a ¢, (o st uhlové rychlosti telesa pred roztiah-
nutim ruk a po roztiahnuti rak. Smer uhlovej rychlosti sa nemeni a pre velkost uhlovej

rychlosti plati
Jiwy, = Jowy .

Uhlov rychlost je mozné vyjadrit pomocou frekvencie
w=2nf,

potom bude platit
Ji2mfi = Jo27 fy

Jifi = Jofs.

Ak sa moment zotrvacnosti zvac¢si dvakrat
JQ = 2‘]1 )

bude vysledna frekvencia polovi¢na

N h
f2 - fl JQ - 9 )
teda po dosadeni ¢iselnych hodnét
3s7! _
fg = T = 1,58 ! .

Zotrvaénik s momentom zotrvacnosti J = 10kgm? sa roztaca z pokoja pésobenim sily,
ktorej moment vzhladom na os otacania je M = 200 N m. Za aky cas dosiahne zotrvacnik

frekvenciu f = 8s7! a akd bude vtedy jeho kinetickd energia?

Pohyb zotrvac¢nika opisuje pohybova rovnica rotujuceho tuhého telesa

M=J&,
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z ktorej pre velkost uhlového zrychlenia vyplyva

Uhlové zrychlenie je konstantné, pre uhlovu rychlost telesa plati
w:/adt:at—l—c.
Na pociatku bolo teleso v pokoji, preto
wt=08)=0 = c=0,
teda uhlova rychlost telesa bude
w=at,
z ¢oho pre ¢as roztacania vyplyva
w
t=2=,
o)
po dosadeni uhlového zrychlenia
t=w—.
M
Vztah medzi uhlovou rychlostou a frekvenciou
w=27f,
umoznuje upravit vztah pre ¢as roztacania na tvar
J
t=2rf—,
f 7

po dosadeni ¢iselnych hodnot

Kineticka energia zotrvac¢nika bude

2 2
E, = J;U _ J(Q;Tf) —2Jm2f?

po dosadeni ¢iselnych hodnot

E,=2.10kgm?. 7. (8s71)* =12633J .
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3.9 Vypocitajte kinetickii energiu telesa valcového tvaru s polomerom R = 10 cmm a hmotnostou

m = 2kg v caset = 10s. Teleso sa zacalo roztacat z pokoja okolo svojej geometrickej osi

s konstantnym uhlovym zrychlenim o = m/8 s™2.

Kineticka energia rotujiceho tuhého telesa je

Jw?
Ek = T )
kde J oznacuje moment zotrvacnosti vzhladom na os otacania a w uhlovu rychlost

telesa. Moment zotrvac¢nosti homogénneho telesa valcového tvaru vzhladom na jeho

geometricku os (priklad 3.6) sa rovna

mR?
J = 5 -

Uhlové zrychlenie je konstantné, pre uhlovu rychlost telesa plati
w:/adt:at—l—c.

Na pociatku bolo teleso v pokoji, preto plati
wt=08)=0 = ¢c=0,

teda uhlova rychlost telesa bude
w=at.

Kineticka energia telesa bude

1 mRz( 02 mR*a*t?
= — a = —
2 2 4 ’

k

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

 2kg. (0,1m)% (Zs72)”

ke 4

(10s)?

=0,0777J .

3.10

Tyé dizky | = 1m visi vo zvislej polohe na osi prechadzajiicej jej koncovym bodom. Akil
minimalnu rychlost treba udelit volnému koncu tyce, aby sa tyc¢ dostala do vodorovnej

polohy?
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Obr. 15

Podla zakona zachovania mechanickej energie sa v izolovanej ststave celkova mecha-

nicka energia nemeni
B+ Ep = Ep+ Ep .

Ak ty¢ vo zvislej polohe bude mat nulovou potencialnou energiu a kineticka ener-
gia tyCe vo vodorovnej polohe bude nulova, zdkon zachovania mechanickej energie

sa zjednodusi na tvar
Ekl — Ep2 .

Kinetickud energiu vo zvislej polohe je mozné vypocitat ako kinetickd energiu rotujiceho

tuhého telesa

Jw?
Ey = 5

kde moment zotrvacnosti ty¢e vzhladom na os prechadzajucu jej koncovym bodom

(priklad 3.5) bude

mi?
g=""
3

a uhlovu rychlost rotujucej tyce je mozné vyjadrit pomocou rychlosti koncového bodu

tyce ako
v
w=-.
l
Vo vodorovnej polohe bude potencialna energia tyce

Ep2 = mgh )
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kde tazisko tyce sa zdvihne do vysky

z ¢oho je mozné vyjadrit rychlost koncového bodu tyce

v =+/3gl

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

v=1/3.981ms2.1m=>542ms ' .
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4 Gravitacné pole

4.1 Ako daleko sa nachadza Mars od Slnka, ak jeho obezna doba je T); = 1,91 a vzdialenost

medzi Slnkom a Zemou je ay = 1 AU.

Na rieSenie je mozné pouzit treti Keplerov zakon

T7 9z

T aiy
z ktorého vyplyva
2
3 s Tiy

T2
Z

Pre vzdialenost Marsu od Slnka preto plati

2

o STM
ay = az T2

z

po dosadeni

(1,91)2

1AU{/1,92 = 1,53 AU .

4.2 Ako daleko od Zeme na spojnici Zeme a Mesiaca ma byt kozmicka lod, aby vysledna gra-
vitacna sila pésobiaca na riu od Zeme a od Mesiaca bola rovna nule? Vzdialenost medzi
Zemou a Mesiacom je d = 384000 km a hmotnost Zeme je 81-krat vicsia ako hmotnost

Mesiaca.

F, m F
X « M
d

Obr. 16

47



Na rieSenie je mozné pouzit Newtonov gravitacny zakon

mimes

T

F=—k
r3

Ak v mieste medzi Zemou a Mesiacom ma byt vysledna gravitacna sila nulova
Fr+Fy=0,

pretoze sily maju opacny smer, musia byt ich velkosti rovnaké
Fy = Fy.,

teda pre sily, ktoré posobia na kozmicku lod s hmotnostou m, nachadzajtcu sa vo vzdia-

lenosti z od Zeme, musi platit

mzm mpaym
K =K

x? (d—xz)?"

Ak je pomer medzi hmotnostou Zeme a Mesiaca
myg — 81mM s

tak potom plati
81 1

22 (d—ax)?
a vzdialenost kozmickej lode od Zeme bude

_ 24
ST

po dosadeni

9

=1 384000 km = 345600 km .

T

Dve telesa gulového tvaru s hmotnostamim a 4m su navzajom vo vzdialenostid. V ktorom
bode medzi nimi bude vysledna intenzita gravitacného pola nulova a aky bude potencial

spolocného gravitacného pola v tomto bode?

Obr. 17
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Intenzita gravitacného pola gulového telesa s hmotnostou m v mieste s polohovym vek-

torom 7" je

Ak ma byt vysledna intenzita gravitacného pola v mieste medzi dvoma telesami nulova
Em + E4m =0,

pretoze intenzity maji opacny smer, musia byt ich velkosti rovnaké
E, = Eyn ,

teda musi platit

m 4dm
K— =K

x? (d—x)2’
odkial je mozné vyjadrit vzdialenost od telesa s hmotnostou m

d
rT==.

3

Potencial gravitacného pola

V=-k—,
,

je skalarna velicina a vysledny potencial je si¢tom potencialov v danom mieste od jed-

notlivych telies
V=V + Vi )

preto bude vysledny potencial

m 4dm 3m 12m Im
V=-Kk——k =—K— —K—— = —Kk— .

T d—=x d 2d d

4.4

Z homogénnej gule s polomerom R a hmotnostou M bolo vytvorené nové teleso tak,
Ze do gule bola vyvrtana dutina gulového tvaru s polomerom R/2 a stredom vo vzdialenosti
R/2 od stredu povodnej gule. Akou gravitacnou silou bude pésobit nové teleso na hmotny
bod s hmotnostou m nachadzajici sa v smere dutiny vo vzdialenosti d od stredu povodnej

gule?
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Obr. 18

Gravitacna sila, ktorou posobila na hmotny bod pévodna gula F5, bola stiétom gravi-
tacnej sily, ktorou posobi nové teleso Fa gravitacne;j sily, ktorou posobila vyvrtana cast

F’, preto plati
Fy=F+F".

Velkost gravita¢ne;j sily, ktorou pdsobila povodna gula, je mozné vyjadrit z Newtonovho

gravitacného zédkona ako

mM

F(]:Ii P2

Hustota materialu je

M M

PV T T

preto hmotnost vyvitanej ¢asti bola

M 4 (R\* M
/: V/: — —_ = —
P T iR 37T(2) 8

a velkost gravitacnej sily, ktorou pdsobila vyvitana cast bola

, mm/ mM

@3 8-

2 2

Gravitacnu silu, ktorou poésobi na hmotny bod nové teleso je preto mozné vyjadrit ako

F=F,—-F =k« —K




4.5 Vypocitajte potencial a intenzitu gravitacného pola tyce s hmotnostoum a dizkou | v mieste

leZiacom na predlzeni tyce vo vzdialenosti a od jej konca.

< > a
[ T < >
m dx< > <+
X 4
Obr. 19

Dlzkové hustota tyce je

A:

Y

m
l
preto element hmotnosti bude

dm = Az = %dx

a potencial elementu hmotnosti bude

dV = —k dm I—FLT de .
r+a lz+a

Potencial celej tycCe je mozné vypocitat integraciou cez celd hmotnost tyce ako

l

m dx m I m. l+a
V /de T e /il[n(x+a)]0 K ln—

0

Vztah medzi intenzitou a potencialom gravita¢ného pola je
E=—gradV

preto intenzita celej tyce bude

7 dv m a a—Il—a_ m
P li+ta a ' a(l +a)

da P

kde p je jednotkovy vektor v smere intenzity gravitatného pola a pri derivovani boli

pouzité pravidla pre derivaciu zlozenej funkcie a derivaciu podielu funkecii.
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4.6 Vypocitajte potencial a intenzitu gravitacného pola kruhovej dosky s hmotnostou m a po-

lomerom R v mieste leZiacom na osi kruhovej dosky vo vzdialenosti a od jej stredu.

Obr. 20

Plo$na hustota kruhovej dosky je

m m
O = —

S TR?

a element plochy tvaru medzikruzia
dS = 2nrxdx ,

bude elementom hmotnosti

m 2m
dm = odS = m%mdx = ﬁxdx )

Kedze velkost polohového vektora je mozné vyjadrit pomocou Pytagorovej vety
r’=a2*+a*,

potencial elementu hmotnosti bude

Ve i __2mde  2m  dz

R S AV

Potencial celej dosky je mozné vypocitat integraciou cez celd hmotnost dosky ako
2 r d 2 2
m xdz m m
V=[dV =—k— —:—/@—\/:U2+a2R:—f<;—<\/R2+a2—a>.
/m R? / Va2 +a? | b
0
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Vztah medzi intenzitou a potencialom gravita¢ného pola je
E = —grad V|

preto intenzita gravitacného pola kruhovej dosky bude

]
I

_dV_,__ 2m a 1) 5o 2m 1 a .
"~ "R \VEre )T "R Ve

kde p'je jednotkovy vektor v smere intenzity gravita¢ného pola.

4.7

Akou rychlostou treba vystrelit teleso z povrchu Zeme, aby odletelo mimo dosah zemskej

pritazlivosti?

Ked teleso odleti z dosahu zemskej pritazlivosti a zastane, bude mat nulovu gravita¢nu
potencialnu energiu aj nulovu kinetickd energiu. Zakon zachovania mechanickej ener-

gie preto bude mat tvar
E,+E,=0.

Gravitacna potencialna energia telesa s hmotnostou m na povrchu Zeme bude

mMZ
Ry

E,=—k

kde M  je hmotnost Zeme a 27 polomer Zeme. Kinetick4 energia telesa vystreleného

rychlostou v z povrchu Zeme bude

preto zo zdkona zachovania mechanickej energie vyplyva

mM,  muv?
_ )
"R, T2 T

z ¢oho je mozné vyjadrit rychlost telesa ako

2I{MZ
Ry

v =

Vysledok je mozné vyjadrit aj pomocou gravita¢ného zrychlenia

My

g =K—,
R

pomocou ktorého pre rychlost telesa vyplyva

v=1/29R,
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a po dosadeni ¢iselnych hodnét

v = \/2 .9,81ms=2.6378000m = 11186ms " .

4.8

Strela bola vystrelend z povrchu Zeme rychlostou v = 1600ms~. Vypoditajte rozdiel
vysok, aké by teleso dosiahlo za predpokladu, Ze gravitacné pole je homogénne a za pred-

pokladu, Ze gravitacné pole je radialne.

Riesenie je mozné najst pomocou zakona zachovania mechanickej energie
B+ By = Ep+ Ep .

V homogénnom gravitacnom poli je mozné zvolit potencidlnu energiu na povrchu Zeme
E,1 ako miesto s nulovou potencialnou energiou a rychlost telesa klesa, kym teleso
zastane, teda jeho kineticka energia Fj bude nulova. Zakon zachovania mechanickej

energie preto bude mat tvar

Ekl - Ep2 )
teda plati
2
mu
= — mah
9 mghp ,

z ¢oho je mozné vyjadrit vyska vystupu strely v homogénnom gravitacnom poli ako

V radidlnom gravitacnom poli bude na povrchu Zeme potencialna energie £/, a vo vyske
h, bude potencialna energia F,. Zakon zachovania mechanickej energie v radidlnom

gravitacnom poli preto bude

B+ Ep = Ep

teda plati
muv? mMy mMy
— K = —K—
2 R Ry + h,

¢o je mozné upravit pomocou gravitacného zrychlenia

My

g=K—55,
R

54



na tvar

mu? h,

o gR,—
2 my ZRZ—Q—hT’

z ktorého je mozné vyjadrit vysku vystupu strely v radialnom gravita¢nom poli ako

UQRZ

hy = —— .
29Rz — v?

Rozdiel vysok v homogénnom a radialnom poli teda bude

v’Ry v?

Ah=h,—h,=——""———,
" 29Rz; —v?  2g

po dosadeni ¢iselnych hodnot

(1600ms~1)2. 6,378 - 10°m (1600 ms~1)?

b - —2725m .
2.981ms2.6,378 - 106m — (1600ms=1)2  2.9,81 ms2 m

4.9

Vypocitajte kinetickii energiu telesa s hmotnostou m = 70kg, ktoré dopadne na povrch

Zeme z vysky h = 10 km, ak gravitacné pole Zeme nepovazujeme za homogénne.

Riesenie je mozné najst pomocou zakona zachovania mechanickej energie
Ekl + Ep1 — Ekg + Epz .

Ak pociatocna kineticka energia telesa £; bude nulova, zakon zachovania mechanicke;j

energie bude mat tvar
Eyn=Ep+ Ey.

Potencialna energia telesa vo vyske i nad povrchom Zeme sa rovna

mMZ

E
R;+h

pl =~k

a potencialna energia telesa na povrchu Zeme sa rovna

mMZ
Ep2 = —K A

Zakon zachovania mechanickej energie preto bude mat tvar
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z ¢oho pre kinetict energiu pri dopade vyplyva

1 1
Ek:—/imMz<RZ+h—R—Z) .

Pomocou gravita¢ného zrychlenia

My

9= F—oy
R

je mozné vyjadrit kineticka energiu ako

h
Rz—l-h7

Er.=mgRy,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

10*m

E.=T0ke.981ms 2.6,378-10°m .
k & SOLHS Dy M 6378 10°m + 104 m

=6,856-10°J .

4.10

Ako vysoko musi byt druZica nad rovnikom, aby sa pri svojom pohybe nachadzala stale

nad tym istym miestom?

Druzica s hmotnostou m sa pohybuje po kruznici s polomerom R; + h, gravitacna sila

Zeme posobi na druzicu ako dostrediva sila, teda plati
F,=Fy,

¢o je mozné prepisat na tvar
mMZ U2

R = Mm——r
(Rz + h)? Rz+h
kde My je hmotnost a R polomer Zeme. Pre rychlost druzice z toho vyplyva

/iMZ
R;+h .

Aby sa druzica nachéadzala stale nad tym istym miestom, musi byt jej uhlova rychlost

rovnaka ako uhlova rychlost Zeme
Wg = Wz ,

preto musi platit

v _27T
Rz—i-h_TZ7
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po dosadeni rychlosti druzice

/ﬁ)MZ _2_’/T
(Ry+h)3  Ty'

Pre vysku druzice vyplyva

3 /QMzTg
472

h = _RZa

po dosadeni ¢iselnych hodnot

—6,371-10°m ,

. i,/6,67 101 Nm2kg 2. 5,972 - 10% kg . (3,1536 - 107 5)?

472

vyska druzice bude

h=358-10°m .
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5 Termodynamika a molekulova fyzika

5.1 Hustota vzduchu za normalnych podmienok, to znamena tlaku py = 101 325 Pa a teplote
to = 0°C je pp = 1,293kgm™3. Aka bude hustota vzduchu pri tlaku p = 0,5 MPa
a teplotet = 50°C?

Priklad je mozné riesit pomocou stavovej rovnice idealneho plynu
pV =nRT

kde R je univerzalna plynova konstanta a pre latkové mnozstvo plati

kde M je molarna hmotnost plynu, ¢im stavova rovnica nadobudne tvar

m
= —RT.
pV MR

Z hustoty plynu

p:V7

je mozné vyjadrit hmotnost plynu ako
m = pV ,

pomocou ¢oho bude mat stavova rovnica tvar

pV
= "_RT
pV =5 FRT,

z ktorej je mozné vyjadrit hustotu plynu ako

_pM

P=Rr"
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Hustota plynu za normalnych podmienok teda bude

_ poM
RT,

£o

Vydelenim rovnic je mozné vyjadrit hustotu plynu pomocou vztahu

Po dosadeni ¢iselnych hodnot

0,5-105Pa . 273,15K
©1,01325-10°Pa . 323,15 K

p=1,293kgm? =539kgm™?,

kde teploty plynu v termodynamickej stupnici boli prepocitané z Celziovej stupnice po-

mocou vztahu

T[K] = t[°C] + 273,15 K .

5.2

Tlak vo valci parného stroja s objemom V' = 201 sa po otvoreni ventilu zmensil o Ap =
0,5 MPa. Aka hmotnost pary bola z valca vypustena, ak sa teplota pary t = 100°C

nezmenila?

Riesenie prikladu je mozné pomocou stavovej rovnice idealneho plynu
pV =nRT
kde R je univerzalna plynova konstanta a pre latkové mnozstvo plati

HZM,

kde M je molarna hmotnost plynu, ¢im stavova rovnica nadobudne tvar

m
v="pRr.
PV =

Pred vypustenim pary plyn opisovala stavova rovnica
m
pV =BT,
a po vypusteni pary plyn opisuje stavova rovnica

m
I MQRT.
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Od¢itanim stavovych rovnic je mozné ziskat rovnicu

RT

(p1 —p2)V = (m1 — m2)ﬁ ,

v ktorej vystupuje hmotnost vypustenej pary
Am =mqy —msy,
a pokles tlaku plynu

Ap =1pi —p2.

Rovnicu je preto mozné napisat ako

RT
ApV = Am=——
p mM’

z ¢oho je mozné vyjadrit hmotnost vypustenej pary

Am = ——A
m RT D,

a po dosadeni ¢iselnych hodnét

0,018 kgmol ™' . 0,02m?

m = — .5-10°Pa = 0,058kg = 58¢g,
8,314 JK-'mol ™! . 373,15 K

kde teplota plynu v termodynamickej stupnici bola prepocitana z Celziovej stupnice

pomocou vztahu

T[K] = t[°C] + 273,15 K .

5.3

V dvoch nadobach oddelenych uzaverom sa nachadza rovnaky plyn. V prvej nadobe s ob-
jemom Vy = 21 je tlak plynu p; = 0,2 MPa, v druhej nadobe s objemom V, = 41 je
tlak plynu p, = 0,4 MPa. Aky bude vysledny tlak plynu po otvoreni uzaveru, ak teplota

jednotlivych casti bola rovnaka a po prepojeni sa ustalila na pévodnej hodnote?

Zo stavovej rovnice pre plyn v prvej nadobe
Vi =nmRT,

vyplyva pre latkové mnozstvo plynu v prvej nadobe

_ mVi
RT

ni
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Zo stavovej rovnice pre plyn v druhej nadobe
p2Va = naRT',

vyplyva pre latkové mnozstvo plynu v druhej nadobe

_ p2V5a
RT

na
Po otvoreni uzaveru bude pre plyn platit stavova rovnica
p(V1 + ‘/2) = (n1 + TLQ)RT s

ktora po dosadeni za latkové mnozstva nadobudne tvar

% V.
pi+ ) = (4 B e

ktory je mozné zjednodusit na rovnicu
p(Vi+ Vo) =piVi+paVa,

z ktorej je mozné vypocitat vysledny tlak

:p1V1 + paVs
Vi+V

ktory po dosadeni ¢iselnych hodnoét bude

0,2-10°Pa.2-103m?®+0,4-10°Pa. 41073 m?
p:

2:-1073m3 +4-10"3m3

=0,33-10°Pa.

5.4

Aka je vnutorna energia dusika, ktory zabera pri tlaku p = 0,5 MPa objem V' = 517

Vnutorna energia plynu je sucet kinetickej energie vsetkych N molekul plynu

U = Ne¢, ,

kde z ekviparticnej teorémy pre strednu kineticku energie jednej molekuly vyplyva

7
s:_kTa
“=9

kde 7 oznacuje pocet stupniov volnosti molekuly a £ je Boltzmannova konstanta. Kine-

ticka energia vSetkych molekul teda bude

?
= -NkT .
v 2
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Pre pocet molekul plati
N =nN A

kde N4 je Avogadrova konstanta a zaroven pre Boltzmannovu konstantu plati

R

k=
Ny’

preto je vnutornu energiu plynu mozné vyjadrit aj ako
U i RT
= -—nRT .
2
Pouzitim stavovej rovnice
pV =nRT
je vnutornu energiu plynu mozné vyjadritf pomocou tlaku a objemu ako
U= ! Vv
- 2p )
kedze dusik je dvojatomovy plyn, tak ¢ = 5 a vnitorna energia plynu bude
5
U=_pV
2P )
po dosadeni ¢iselnych hodnot

5
Uzi.0,5-106Pa.5-10’3m3:6250J.

3.5

Ako sa zmeni stredna kineticka energia molekuly argénového plynu s hmotnostou m =
500 g, ak plynu dodame teplo Q = 5000 J a sucasne tento plyn vykona pracu A’ = 2000 J?

Molarna hmotnost argonu je M = 39,9 gmol .

Vnutorna energia plynu je sucet kinetickej energie vsetkych N molekul plynu
U = Ne, ,

preto aj zmena vnutornej energie plynu bude zmenou strednej kinetickej energie

vs$etkych molekul
AU = NAe, .
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Pocet molekdl je mozné vyjadrit pomocou latkového mnozstva
N =nN A,

ktoré je mozné vypocitat z hmotnosti plynu

Zmenu vnutornej energie plynu je teda mozné napisat ako

AU =

i Ae, ,

z coho zmena strednej kinetickej energie molekuly bude

M
Aeg, =

= AU .
mNA

PodlIa prvého zakona termodynamiky
AU=Q+ A,

je zmena vnutornej energie plynu rovna sactu dodaného tepla a vonkajsej mechanickej

prace. Ak pracu kona plyn
A=-A",

zmena vnutornej energie bude
AU =Q - A".

Zmenu strednej kinetickej energie molekuly je teda mozné vyjadrit ako

M /

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

~39,9-10"%kgmol
© 0,5kg . 6,022 - 1023 mol ™

. (5000J —2000J) =3,98-107*2J .

€s

5.6

V nadobe objemu V = 0,05m?® sa nachadza vodik pri teplote ty, = 27°C a tlaku py =
100 kPa. Vypocitajte tlak a teplotu plynu, ak ohrievanim vodik prijal teplo () = 1,5kJ.

63



Zmena vnutornej energie plynu sa da vyjadrit pomocou rozdielu teploty ako
AU = %NkAT - %Nk(TQ -7,
kde pocet castic je mozné vypocitat pomocou latkového mnozstva

N:TLNA

a pre Boltzmannovu konstantu plati

R

k=
Ny’

z toho pre zmenu vnutornej energie plynu vyplyva
AU = %nR(Tg —7).

Pomocou stavovej rovnice
poV =nRIy,

pV =nRT

je mozné zmenu vnutornej energie upravit na tvar
AU = %(pV —poV) .

Podla prvého zakona termodynamiky
AU =Q+ A,

je zmena vnutornej energie plynu rovna suctu dodaného tepla a vonkajsej mechanickej

prace. Ak je objem plynu konstantny, mechanicka praca je nulova
dA=—pdV = A=0
a zmena vnutornej energie sa rovna dodanému teplu
AU =Q .
Plati teda
1
Q= §(PV —poV),
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z ¢oho je mozné vypocitat tlak plynu
_Q+ ipoV
sV
Pretoze vodik je dvojatomovy plyn, pocet stupnov volnosti jeho molekuly je ¢ = 5

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

~1500J + 5 100000 Pa . 0,05 m*
B 2.0,05m?3

p = 112000 Pa = 112kPa .

Pre izochoricky dej plati Charlesov zakon

Po_ P

Ty, T
z ktorého vyplyva vysledna teplota

T="L7
Po

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

112000 Pa
T=———.300,15K =336,17TK = 63,02°C .
100000 Pa ’ ’ ’
5.7 V dusiku s hmotnostou m = 200g, zaciatocnou teplotou t; = 27°C a tlakom p; =

0,4 MPa prebehol termodynamicky dej, pri ktorom tlak dusika klesol na p, = 0,3 MPa.
Kolko tepla bolo dodané dusiku, aku pracu plyn vykonal a ako sa zmenila jeho vnitorna
energia, ak dej prebiehal a) izochoricky, b) izotermicky, c) adiabaticky? Zobrazte tieto deje

v p-V diagramoch.

a) Pre izochoricky dej plati, Ze objem plynu je konstantny
V =konst. = dV =0,

z ¢oho vyplyva, ze praca plynu je nulova
dA' =pdV = A =0.

Podla prvého zakona termodynamiky sa teplo dodané plynu rovna sictu zmeny jeho

vnutornej energie a praci, ktora plyn vykona
Q=AU+ A",
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pri izochorickom deji teda plati
Q=AU.
Zmenu vnutornej energie plynu je mozné vyjadrit pomocou zmeny teploty ako
1 T m
AU = —nRAT = ——R(1; — T
2" a1

kde M = 28 gmol ' je molarna hmotnost dusika. Z Charlesovho zakona

m_m
Tn Ty’
vyplyva
T, =21,
b1

a zmenu vnuatornej energie je mozné vyjadrit ako

i m P2
AU =-—RT, [2 -1
v 2MR1(P1 )7

po dosadeni ¢iselnych hodnét

B 5.0.2kg
~2.28.10-3kgmol !

0,3-10° Pa

AU .8,314J K mol™ . 300,15 K <

— —11140J = —11,14kJ .

Teplo dodané plynu sa rovna zmene vnutornej energie

Q=AU = —11,14kJ .

A
p
P
P,
V,=V, v
Obr. 21
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b) Pre izotermicky dej plati, Ze teplota plynu je konstantna
T =konst. —= AT =0,

preto je zmena vnutornej energie plynu nulova
AU = %nRAT =0,

a z prvého zakona termodynamiky

Q=AU+ A",
vyplyva
Q=A".

Z Boylovho-Mariottovho zakona

pV =piVi,
vyplyva
_ piVi
Vv )

¢o je mozné pomocou stavovej rovnice
pl‘/l - TLRTI ’

upravit na tvar

nRTl_mRTl
vV MV

p:

Pracu plynu je mozné vypocitat ako

Va 1

A = / VdeV:ERTl —dV = ZRT In V]2 =
" M,V M

m m ‘/2 m D1

= P RT(InVs — InVi) = SR In -2 = “RT,In 2L |

MR 1(InVy — InVy) MR | nv1 MR 1 np2

Po dosadeni ¢iselnych hodnét
0,4 -10°Pa

0,2kg _
' = ’ .8,314JKmol " . 300,15K. In ————— =
2810 3gmol * o ’ 10,3-100Pa

= 5128] = 5,128kJ .

Teplo dodané plynu sa rovna praci plynu

Q=A=5128k].
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P,

p2 Ar

H<
N<
<v

Obr. 22

c) Pri adiabatickom deji nedochadza ku vymene tepla medzi plynom a okolim
Q=0.

Z prvého zakona termodynamiky
Q=AU+ A",

potom vyplyva
AU =—-A".

Zmenu vnutornej energie plynu je mozné vyjadrit ako

im im T,
AU=-—R(Ty—T))=~-—RT, (= —1) .
yu =) =355 1(T1 )

Z Poissonovej rovnice
K __ K
pl‘/l - p?‘/Q )

je mozné vyjadrit
1

(&)“:E
D2 V1’

D1 V2 \"
- = J— —
D2 (‘/1)

a zo stavovej rovnice

Vi _ p2Va
T, T, '
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vyplyva
E _ p2Va
T pVi’
¢o je mozné upravit na tvar

-1 1 1-r
neG) G -G
T D2 2 2
Pomocou Mayerovho vztahu

C,=C,+R,

je Poissonovu konstantu mozné vyjadrit cez pocet stupnov volnosti

C, C, iR i

C, C,+R GR+R i+2

Zmena vnutornej energie je preto mozné vypocitat ako

Dosadenie ¢iselnych hodnot

B 5.0,2kg
©2.28-10"3kgmol !

= —3516J = —3,516kJ .

Praca plynu bude

A'=—-AU =3516k] .

.8,314JK™ . 300,15 K

(

0,3 -10° Pa
0,4 - 10 Pa

p A
P1
T,
2 A’ T,
vV, vV, V.
Obr. 23
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5.8 Vzduchu teploty t, = 20 °C, ktory zabera pri tlaku p; = 0,1 MPa objem V; = 2m?, bolo
dodané teplo () = 400 kJ. Vypocitajte zmenu vniitornej energie, vonkajsiu pracu a konecné
stavové veliciny, ak dej prebehol a) izochoricky b) izobaricky c) izotermicky. Poissonova

konstanta vzduchu je k = 1,4.

a) Pri izochorickom deji je objem konstantny, preto plyn mechanickua pracu nekona
V =konst. = A' =0
a z prvého termodynamického zakona
Q=AU+ A",
vyplyva, Ze zmena vnutornej energie plynu je rovna dodanému teplu
AU =@ =400kJ .
Zo stavovej rovnice
p1Vi =nRIY ,

je mozné vyjadrit latkové mnozstvo

_— mVi
RT,

a z Poissonovej konstanty

1+

1

pocet stupniov volnosti

Zmenu vnutornej energie plynu je mozné vyjadrit ako

I pW
k—1 T1

AU = %nR(TQ ~T) = (T, —T1),

pretoze plati

1 piW
= T, — T
=1 T1(2 1
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je mozné vypocitat vyslednu teplotu

:w:’f1 [w+l:|

1 piVa
P Vi

15

a po dosadeni ¢iselnych hodnot

(14 —1).400 - 10%J
0,1-10%Pa.2m?

Ty = 293,15K . { + 1} = 527,67K .

Z Charlesovho zakona

p_p
Tn Ty’
pre vysledny tlak vyplyva

15

p2=p1ﬁ7

¢o je mozné upravit na tvar

_py B9 )
P2 =D { W
a po dosadeni ¢iselnych hodnot

(1,4—1).400-103J
0,1- 106 Pa . 2m3

pa =T, =0,1-10°Pa. { +1| =0,18-10°Pa .
b) Pri izobarickom deji je tlak plynu konstantny

p = konst. .

Latkové mnozstvo plynu je

N — mVi
RT;

a pocet stupnov volnosti plynu je

Zmenu vnutornej energie je potom mozné vyjadrit ako

i 1 pW 1 T,
U=gnR(z~T1) % — 1 RT, BT =1) = =3V (T1 )

Z Gay-Lussacovho zakona

Wh_ ¥
T, T’
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vyplyva
L Y

v

pomocou ¢oho je zmenu vnutornej energie mozné vypocitat ako

1 Va
AU_KU—lpﬂ/l (71—1) .

Praca plynu pri konstantnom tlaku je

Vs
Al:/ prdV =p (Vo — V1) .
\%1

Z prvého termodynamického zakona

Q=AU+ A",
potom vyplyva
1 Vz
Q:/{ 1p1‘/1<72—1>+p1(v2—v1)7
- 1

¢o je mozné upravit na tvar
Q(r = 1) +pVik = p1Var

z ktorého je mozné vyjadrit vysledny objem

Qr—1)

Vo =V,
2 1{ kp1Vi

#].
po dosadeni ¢iselnych hodnot

400- 1037 . (1,4 — 1)
1,4.0,1-106Pa . 2m3

Vo =2m?. [ +1]:3,14m3.

Z Gay-Lussacovho zakona

i Vo

LT
pre vyslednu teplotu vyplyva

Vs
Ty =1T,—
2 1‘/17

¢o je mozné upravit na tvar

T, =T, [—Q/(‘f;l;/ll) + 1}
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a po dosadeni ¢iselnych hodnét

400-103J . (1,4 — 1)
1,4.0,1-105Pa.2m3

Ty =293,15K.. + 1| =460,66 K .

c) Pri izotermickom deji je teplota plynu konstantna
T = konst. ,

preto je zmena vnutornej energie plynu nulova
AU =0.

Z prvého termodynamického zdkona
Q=AU+ A",

vyplyva, Ze praca plynu je rovna dodanému teplu
A'=Q =400kJ .

Z Boyleovho-Mariottovho zakona
piVi =paVo =pV,

je mozné vyjadrit tlak plynu

:plvl
V )

pomocou ¢oho je mozné vyjadrit pracu plynu

v "V V.
A:/‘mvz/ PV = [p Vil V]2 = pyViln 2.
Vi v vV Vi

Pretoze plati

vysledny objem bude
_Q
Vo = Viern ,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

3 400-103 J 3
Vo=2m’.e01105Pa. 2m3 = 1478 m” .
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Vysledny tlak potom bude

i _pQV
_— = e 11
p1V2 2

D2 =

a po dosadeni ¢iselnych hodnét

—400-103 J

py=0,1-10°Pa . e0r106ra . 2m3 = 13533 Pa .

.....

Hélium s latkovym mnoZstvom n = 2kmol sa izobaricky rozpina a zvdicsi svoj objem

trikrat. Aka je zmena entropie pri tomto deji?

Zmena entropie pri vratnych dejoch je definovana ako

_ 4

ds ===,

pri izobarickom deji, ked sustava prejde zo stavu 1 do stavu 2, bude celkova zmena

entropie

24Q  [2nC,dT
AS_/17_/1 <L

Molarna tepelna kapacita pri konstantnom objeme je

i

CV = iR 5
pomocou Mayerovho vztahu
Cp =Cy+ R,

je mozne vyjadrit molarna tepelnu kapacita pri konstantnom tlaku ako

@:%R+R:

Zmena entropie potom bude

1+ 2 15
Rln— .
nT1

i+2  [*dT  i+2 7
AS=n 5 R/1 ?:nTR[lnT]len

Z Gay-Lussacovho zakona

Vi Y
T’
vyplyva
L _V
oV
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pomocou ¢oho je zmenu entropie mozné vyjadrit ako

i+ 2 Vo
In —=
5 anl

AS =n

a po dosadeni ¢iselnych hodnét

2
AS =2-10>mol . 3% .8314JK tmol™ . In3=45669J K.

5.10

Vypocitajte zmenu entropie idealneho plynu, ktory sa z objemu Vi = 21 izotermicky rozpi-

nal do vakua na celkovy objem Vi = 81. Plynom je hélium s hmotnostou m = 20 g.

Zmena entropie je definovana ako

_dQ

dsS
T

Z prvého termodynamického zakona
dQ = dU + dA" = nC,dT + pdV

pre izotermicky dej

dT'=0,
vyplyva
d@ = pdV .

Zo stavovej rovnice
pV =nRT

je mozné vyjadrit tlak plynu

B nRT

p vV

pomocou ¢oho bude mat prvy termodynamicky zakon tvar

nRT
dQ) = ——dV
@ 1%

a zmenu entropie je mozné vyjadrit ako

nRT dV Rg
VT Vo
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Latkové mnozstvo plynu bude

n=—,

M
teda zmenu entropie je mozné napisat ako

m _dV
dS = —R—
S MRV

a celkova zmena entropie pri izotermickom rozpinani bude

\%1
m dV. m viooom Vi
AS = — —=—nR|l = —Rln—+
S MR/VO v MR[HV]VO MR nVO,

po dosadeni ¢iselnych hodnot

0,02kg

=7 =} = .8,314JK 'mol™ . In
- 103 kg mo
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6 Elektrické pole a prud

6.1 Vo vakuu st dve gulocky vo vzajomnej vzdialenosti d = 10 cm, ktoré maju elektricky naboj
Qr =20-10°%C aQy = —10- 1079 C. Akou silou sa pritahujii a akou silou sa budi

odpudzovat, ked sa vzajomne dotknii a potom sa znova vzdialia do povodnej vzdialenosti?

Obr. 24

Sila, ktorou pdsobi guldcka s nabojom ()1 na gulécku s nabojom (), je dana Coulom-

bovym zakonom

1 Q1Q2 —

12
dmeg 13 ’

F12:

kde ¢ = 8,854 - 10712C? N~' m~? je elektricka konstanta a 75 je polohovy vektor
gulocky s nabojom (), vzhladom na guldcku s nabojom ();. Rovnako aj sila, ktorou

posobi guldcka s nabojom ()5 na guldcku s nabojom ()4 je dana Coulombovym zakonom

7o 1 Q1Q2F

kde 75, je polohovy vektor guldcky s nabojom ()1 vzhladom na gul6¢ku s nabojom Q5.

Sily maju pritazlivy smer a pre ich velkost z Coulombovho zakona vyplyva

1
P pn = L Q1Q
mTeEg T

po dosadeni ¢iselnych hodnét

B 1 20-1075C.10-107°C
47 .8,854-10"12C2N-1m—2" (0,1m)2

=179,8N .

F12:F21
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Ak sa gulocky dotknu, vysledny elektricky naboj bude
Q=0Q1+Q@=20-10°C+(-10-107°C)=10-10"°C

a po vzdialeni gul6ciek zostane na kazdej gul6cke rovnaky elektricky naboj

Q 10-107°C

= = =5-10"°C.
@ 2 2

Sily buda mat odpudivy smer a pre ich velkost z Coulombovho zakona vyplyva

1 |QQ|

dey 12

?

* ok
F12_F21_

po dosadeni ¢iselnych hodnot

1 5-107°C.5-107°C
Iy = Fy

— . = 225N,
2L 41 8,854 -10712C2N-1m—2 (0,1 m)? ’

6.2

Vypocitajte potencial a intenzitu elektrického pola tyce s elektrickym nabojom @ a dizkou

[ v mieste leziacom na predlzeni tyce vo vzdialenosti a od jej konca.

A
\ 4
y

A
vuv

Q

by

Obr. 25

Dlzkové hustota elektrického naboja tyce je

A= —,
l
preto element elektrického naboja tyce bude

dQ = \dx = %dx

a elektricky potencial tohto elementu v mieste leziacom vo vzdialenosti @ od konca tyce

bude
qv — 1 dQ 1 Q dx

_47reoa:+a:47reg lz+a’

Elektricky potencial celej tycCe je mozné vypocitat integraciou cez cely elektricky naboj
tyce ako

!
1 @ dz 1 Q ! 1 Q, l+a
v / v 47reol/x+a 47T€0l[n<x+a)]o 4deg | . a
Q 0
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Vztah medzi intenzitou a potencialom elektrického pola je
E = —grad V',

preto intenzita elektrického pola tyce bude

_d_Vq__ 1 Q a a—l—a_, 1 Q
da” 4w ll+a a? p—47reoa(l+a)

=,

o,
kde p je jednotkovy vektor v smere intenzity gravitatného pola a pri derivovani boli

pouzité pravidla pre derivaciu zlozenej funkcie a derivaciu podielu funkecii.

6.3 Castica s elektrickym nabojom Q' = 5 uC sa nachéadza vo vakuu vo vzdialenostiT = 2 cm
od elektricky nabitého priameho tenkého vodica s dizkovou hustotou elektrického néiboja

A = 3uCm™'. Aka velka elektricka sila pésobi na tito casticu?

d

vrch

ol

N
(D) .
19
' -

dS

plast

X

S

spodok

Obr. 26

Podla Gaussovho zakona elektrostatiky sa tok elektrickej intenzity fubovolnou uzavre-
tou plochou rovna podielu elektrického naboja vo vnutri plochy a elektrickej konstanty

j{ﬁdgzg.

€0
S

Ak je uzavreta plocha zvolena tak, Ze ju tvori povrch valca, ktorého os symetrie sa
nachadza na elektrickom vodici a polomer valca sa rovna vzdialenosti ¢astice od elek-
trického vodica, je mozné tento tok vyjadrit ako sucet toku elektrickej intenzity cez

vrchnu podstavu, spodnu podstavu a plast valca

fﬁ . d§ - / E : d‘S_;Vrch + / E : dgspodok + / E . dgpléﬁ )
S

Svrch Sspodok Spléif
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pretoze dgmh aj dgspodok st kolmé na £ , pre ich skalarny sucin plati
E-dSpm=E - dgspodok =0,

pretoze dgplégf je rovnobezny s E, pre ich skalarny sucin plati
E - dSys = Ed S

pretoze velkost intenzity £ je vo vzdialenosti r konstantna, plati

/ Edsplégt’ =F / dSp]égf = E27rl

Shlase Shplast

a naboj vo vnutri valca je mozné vyjadrit ako

Q=M.

Z Gaussovho zakona elektrostatiky teda vyplyva

Al
E2nrl = — |
€0

z ¢oho je mozné vyjadrit intenzitu elektrického pola vodi¢a v mieste, kde sa nachadza

nabité castica

E—)\

2mrey

Sila, ktora posobi v tomto mieste na ¢asticu s nabojom )’ bude

/
Y

F—EQ -

2mreq
po dosadeni

P 3-107Cm™*
© 27.0,02m . 8,854 - 10~12C2N-1m~

5.5-107°C=135N.

6.4 Dva kondenzatory s elektrickymi kapacitami Cy = 1 uF a Cy = 2 uF sii spojené séri-
ovo a pripojené ku zdroju napdtia U = 600V. Vypocitajte aky naboj a aké napdtie je
na kazdom z nich. Nabité kondenzatory potom odpojime od zdroja aj navzajom a znova
ich zapojime paralelne, a to tak, zZe spojime kladné elektrody a zaporné elektrody konden-

zatorov. Vypocitajte aky bude na nich naboj a napdtie po ustaleni stavu.
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U
Cl CZ
|| ||
olle  olle
U, U,
Obr. 27

Pri sériovom zapojeni kondenzatorov (Obr. 27) je naboj na kondenzatoroch rovnaky
Q=01 =0

a napatie na kondenzatoroch je si¢tom napéti na jednotlivych kondenzatoroch
U=U+U,.

Z definicie kapacity kondenzatora pre napatie vyplyva

pomocou ¢oho je sucet napati mozné upravit na tvar

Q_Q @

cC C Oy
z ¢oho je mozné vyjadrit vyslednu kapacitu

C1C,
="
Ci+Cy’

a nasledne vypocitat elektricky naboj na kondenzatoroch

CCYy
=CU=—""-2U.
@ Cy+ Oy
Po dosadeni
1pF . 2uF
Q | uF + 2 uF 600V 00 uC

napatie na prvom kondenzatore bude
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po dosadeni

400 puC

U, = =400V
! 1pF

a napatie na druhom kondenzatore bude

Q

U, = —
2 027

po dosadeni

_400puC
U, = 3 uF =200V .
||
Q1llQr
Cl
||
o:llaon
CZ
—O O—
U!
Obr. 28

Pri paralelnom zapojeni kondenzatorov (Obr. 28) je napatie na kondenzatoroch rovnaké
U =u,=0,

a elektricky naboj na kondenzatoroch je rovny suc¢tu nabojov na jednotlivych konden-

zatoroch
Q' =+ =20Q.

Z definicie kapacity kondenatora pre naboj vyplyva
Q=CU,

pomocou ¢oho je sucet nadbojov mozné upravit na tvar
C'U' =CU + CU
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z ¢oho je mozné vyjadrit vyslednu kapacitu
Cl - Cl -+ 02

a nasledne vypocitat elektrické napéatie na kondenzatoroch

Q- 2Q

V=o=a+a

po dosadeni

, 2400 uC

= ———— =266,7V
1 pF + 2 puF o

elektricky naboj na prvom kondenzatore bude
Q) =0,

po dosadeni
Q) = 1uF .266,7V = 266,7 uC ,

elektricky naboj na druhom kondenzatore bude
QIQ =CyU’,

po dosadeni

Q, = 2uF . 266,7V = 5334 uC .

Vypocitajte kapacitu valcového kondenzatora, ktory tvoria dve stiosové vodivé valcové
plochy vo vakuu. Vyska obidvoch je h = 2 cm, polomer vniutornejjer; = 0,5 mm a polomer

vonkajsej je ro = 5 mm.
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Obr. 29

Intenzitu elektrického pola medzi elektrodami kondenzatora je mozné vyjadrit pomo-
cou Gaussovho zakona elektrostatiky, podla ktorého je tok elektrickej intenzity lubovol-
nou uzavretou plochou rovny podielu elektrického naboja vo vnutri plochy a elektrickej

konstanty

fﬁ-dﬁ:
S

Ak je uzavreta plocha zvolena tak, Ze ju tvori povrch valca, ktorého os symetrie sa

O

)

0

nachadza na osi valcového kondenzatora, je mozné tento tok vyjadrit ako sucet toku

elektrickej intenzity cez vrchnu podstavu, spodni podstavu a plast valca

j{ﬁ.dgz /E.dgmﬁ / E;‘dgspodok‘i‘/ﬁ‘dgplééf'
s

Svrch Sspodok Spléét'

Pretoze dS’;,rCh aj dgspodok st kolmé na F plati
E-dSym = E - dgspodok =0,
pretoze dgplégf je rovnobezny s E plati
E'- dSpsse = BdSpusse
pretoze velkost intenzity £ je vo vzdialenosti r konstantna plati

/ EdSplégf =F / dSplégf = E27nrh .

Shlast Shplast

84



Z Gaussovho zakona elektrostatiky teda vyplyva

E2nrh = 9 ,
€o

z ¢oho je mozné vyjadrit intenzitu elektrického pola vodica v mieste, kde sa nachadza
nabita castica

@

© 2nrhey

Napatie medzi elektrodami kondenzatora je mozné vypocitat pomocou intenzity ako

—

T2

U:/E-df:/Edrcosooz @ dr = @ 1dr:

2nrhey  2mhey ) r
1 T1 1 71
__@ [Inr]? = « In’2.
2mheg " 2mhey T
Elektricku kapacitu kondenzatora je teraz mozné vyjadrit pomocou definicie
_Q  2mheg
U 2’

po dosadeni

27.0,02m . 8,854 - 10712 C2N~1 2

5-10-3m
0,5-10—3m

C:

| =4,83-10"F = 0,483 pF .
n

6.6

Vypocitajte kapacitu gulového kondenzatora, ktory tvoria dve ststredné vodivé gulové
plochy s polomermir; = 3cm ary = 4 cm, ked prostredie medzi nimi je vyplnené dielek-
trikom s relativnou permitivitou €, = 2,6. Aky bude naboj na elektrodach, ak bude kon-

denzator pripojeny na napdtia U = 600V a aka bude energia kondenzatora?




Intenzitu elektrického pola medzi elektrédami kondenzatora je mozné vyjadrit vyuzitim
Gaussovho zakona elektrostatiky

j[ﬁ-dgz ¢

€o€r

S

Ak je uzavreta plocha zvolena tak, Ze ju tvori povrch gule, ktorej stred sa nachadza
v strede kondenzatora, bude mat vektor intenzity elektrického pola rovnaky smer ako
vektor elementu plochy a velkost intenzity elektrického pola bude na tejto ploche vsade

rovnaka. Preto bude platit

fﬁ-dﬁ:fEdscosoozE/dS:ES:Ezm?.
S S S

Potom bude z Gaussovho zakona elektrostatiky vyplyvat

Edmr? = @ ,
€o€r

z ¢oho je mozné vyjadrit intenzitu elektrického pola

Q

Amriegey

E—

pomocou ktorej je mozné vypocitat elektrické napatie medzi elektrédami kondenzatora

[ T2 T2 T2
- 1
U:/E-dF:/Edrcos(]O: —Q dr= ——— [ =dr =
4rriege, drepe, | 12
71 1 71 1

o Q = Q L1\ Q m—mn
 Awege, | 7 T1_47T€0€r r ro)  Amege, riry

Elektricku kapacitu kondenzatora je mozné pomocou definicie vyjadrit ako

r17e

C = = = 4d7ege, ,
U To —T1

po dosadeni

0,03m . 0,04m

C=4r.8854-100"2C*N"t'm™2.26.
e Y 0 04m — 0,03m

=3,47-107"F = 34,7pF .

Ak bude kondenzator pripojeny na elektrické napatie U = 300V, bude naboj na jeho
elektrodach

Q=CU=347-107"1F . 600V =2,08-107°C = 20,8nC
a energia elektrického pola kondenzatora bude

1 1
W = 5CU2 =5 3,47-107"F . (600V)* =6,25-1075J = 6,25 1] .
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6.7 Vypocitajte intenzitu elektrického pola v hlinikovom vodici tvaru priameho valca s polome-
romry = 2,5mm a dizkou L = 1m, ked nim tecie stacionarny elektricky prid I = 10 A.
Aké bude napdtie na koncoch tohto vodica a aky elektricky naboj pretecie vodicom za cas

t' = 10s? Rezistivita hlinika je p = 2,828 - 1072 Qm.

Ir
( \ r @ + E
rod I3 Ly, 5
« ; >
Obr. 31

Riesenie je mozné najst pomocou Ohmovho zakona v diferencialnom tvare

—

i=~E,

kde 7 je konduktivita vodica

1
==
p
ai je hustota elektrického prudu, jej velkost je
1 I
l===—.
S

V skalarnom tvare potom plati
1 =vE,

z ¢oho je mozné vyjadrit velkost intenzity elektrického pola
11 I
v oy g
po dosadeni
10A
7. (0,0025 m)?

Napitie medzi koncami vodic¢a bude

F=2828-10°%Qm. =144-102Vm ' =144mVm!

i) L
U:i/ﬁf&%:/EHT:EL:1A4102Vm4.hn:1A4102V:1&4mv
1 0

a elektricky naboj, ktory pretecie za ¢as t* bude
t*

(y:i/hﬂ:[ﬁzloAJMS:UMC.
0
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6.8 Doskovy kondenzator ma elektrody s plochou S = 16 cm?, vzdialenost medzi elektrédami
jed = 0,2cm a priestor medzi elektrodami je vyplneny dielektrikom s relativnou per-
mitivitou €, = 6,9. Vypocitajte kapacitu kondenzatora, naboj na elektrodach, intenzitu
elektrického pola, indukciu elektrického pola, hustotu energie a energiu elektrického pola

ak je kondenzator pripojeny na elektrické napdtie U = 300'V.

Q Q
_E
dr,

S

6}“
k d

Obr. 32

Intenzitu elektricého pola je mozné vypocitat pomocou Gaussovho zakona elektro-

statiky
f{ E.a§- Y
€r€p

S

uzavreta plocha okolo elektrody ma sice celkovt plochu 25, elektrické pole je ale len na

jednej jej strane. Intenzita elektrického pola je konstantna a ma smer elementu plochy,

preto plati
%E-dﬁ:fEdS:Ejde:Es,
S S S

z ¢oho vyplyva rovnica

Q

Y
€r€o

ES =

z ktorej je mozné vyjadrif intenzitu elektrického pola

g @

Se, €
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a pre napéatie medzi elektrodami bude platit

—

U:/E-dFZ/Edr:E/dr:Ed: @ d.
Se, €
71 r1 1

Kapacita doskového kondenzatora bude

Q  See 16-107'm?.6,9.8,854-1072C? N m 2

¢ U d 0,002 m

=489-107"F =48 9pF .

Naboj na elektrodach bude
Q=C0U=4289-107"1F.300V =1,47-10°%C = 14,7nC .

Intenzita elektrického pola bude

U 300V

d ~ 0,002m

=1,5-10°Vm ' = 150kVm™".

Indukcia elektrického pola bude
D=¢€6F=69.884-1002C*N"!tm2.15-10°Vm ! =

=916-10°Cm 2 =9,16 uCm™2.

Hustota energie elektrického pola bude
1 1 5 -1 —6 -2 -3
w = §ED: 3 1,5-10°Vm™ .9,16-100°Cm™* = 0,687 Jm
a energia elektrického pola bude

1 1
W= 5CU2 =5 489 107" F . (300V)? =2,2-10°) =22uJ .

Dva rezistory s odpormi Ry = 42 a Ry = 120 st spojené paralelne a pripojené na zdroj
s elektromotorickym napdtim U, = 9V a vnutornym odporom R, = 1,5€). Aké prudy

tecu v jednotlivych vetvach obvodu?
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1
1
1 R,
I
2 R,
Obr. 33

Pre paralelne zapojené rezistory (Obr. 33) s odpormi R; a I, plati
U= Ul = U2 9

I'=5LH+1,.

Z Ohmovho zikona

U
I=—
R Y
vyplyva
v_u_ u
R R Ry
a vysledny odpor bude
 RiR
C Ri+ Ry

Pre elektromotorické napatie zdroja plati
U.=(R+R,)I,

z ¢oho pre elektricky prad vyplyva

o U U Ui+ Ry
R+ R, Fule R, RiRy+ R(Ri+Rs)’

po dosadeni

OV . (4Q+129Q)

] =
40.12Q+150. (4Q+12Q)

=2A.
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Elektricky prud tecuci rezistorom s odporom R; bude

R1Ro

U Rl  w4%1 Rl

]:—_—_ p—
"R, R, R, Ri+ Ry’

po dosadeni

122 . 2A

[ ==
YT 404120

=15A.

Elektricky prud tecuci rezistorom s odporom Ry bude

U RI  pHEI ORI
"Ry, Ry, Ry R +Ry’

I

po dosadeni

4Q0.2A

[= — 12
2740+ 12Q

= 05A.

6.10

Elektricky prid vo vodici, ktorého elektricky odpor je R = 10 (), rovnhomerne klesal z hod-
noty Iy = 2 A na nulovii hodnotu za ¢as ty = 3s. Aké teplo vzniklo za tento ¢as vo vodici

a aky elektricky naboj pretiekol za tento cas vodicom?

Elektricky prud rovnomerne klesal z hodnoty I, to znamena
I'=1y—kt,

na nulova hodnotu za cas ?, teda plati
0=1y—kto,

z ¢oho je mozné vyjadrit konstantu

k_ 9
to

elektricky prud sa teda bude v ¢ase menit ako
Iy
I=1,——t.
s

Pre teplo plati

dQ = Pdt ,
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kde vykon elektrického prudu bude
P=UI=RI*.

Teplo, ktoré vo vodici vznikne za cas t, bude

I
Q= /Pdt /Rl2dt R/(IO——t> dt = R/<I2—20t+t0t2)dt:
to 0

= R|I2t— 5 +I§t3 " RI3,
- T 23], 3 '

po dosadeni

109. (2A)2 . 35

=40J.
3

Q=
Pre elektricky naboj plati
dQ = Idt .

Elektricky naboj, ktory pretecie vodicom za cas t(, bude

21" It
q_/Idt /Io——t dt = [Ot——o— — 00
th2], 2

po dosadeni

_2A.SS

5 =3C.
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7 Magnetické pole

7.1 DIlhym, rovnym vodic¢om tecie elektricky prid I = 2 A. Aka je indukcia magnetického pola

tohto vodica vo vzdialenosti a = 0,5 m od neho?

e

Obr. 34

Riesenie prikladu je mozné pomocou Ampérovho zakona celkového pradu, podla
ktorého sa krivkovy integral magnetickej indukcie po Tubovolnej uzavretej oriento-
vanej krivke rovna sucinu magnetickej konstanty a celkového elektrického pradu, ktory

preteka plochou ohranicenou touto krivkou

Ak je ako krivka zvolena kruznica s polomerom a, ktorej stredom prechadza vodic s elek-
trickym pradom 7, buda mat vektory Badl rovnaky smer a velkost indukcie magne-

tického pola bude na tejto krivke konstantna. Preto bude platit
j{j}?-df:j{Bdl:B}l{dl:B%a,
z Ampérovho zékona celkového priadu vyplyva

B2ra = pol

93



z ¢oho je mozné vyjadrit velkost indukcie magnetického pola

I
B ="
2ma

Po dosadeni ¢iselnych hodnét

_4Am-100TNATZ 24
B 27 .0,5m

B

=8-107"T=0,8uT.

7.2 Vodicom tvaru kruznice s polomerom R = 10 cm tecie elektricky prid [ = 1,5 A. Vypoci-
tajte indukciu magnetického pola vodica na jeho osi vo vzdialenosti v = 20 cm od stredu

kruznice a v strede kruznice.

dl ‘
& dB,dB
R a
a
X d_BX
I
Obr. 35

Vypocet indukcie magnetického pola vodi¢a je mozny pomocou Biotovho-Savartovho-

Laplaceovho zakona, ktory umoznuje vypocitat prispevok

daz&[dfxf

A7 r3 7

ku magnetickému polu od elementu dizky di'v mieste s polohovym vektorom 7. Pretoze

vektory dl'a 7 st kolmé, je mozné velkost tohto prispevku vyjadrit ako

pol dirsin90°  pol dl
47 73 4w o2’

dB =
Vektor dB je mozné rozlozit na zlozky
dB = dB, + dB, .
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Zlozky dB, od elementov dl, ktoré lezia na opa¢nych stranach kruznice, si rovnako
velké a opacne orientované, preto sa navzajom vyrusia a vysledné magnetické pole bude

dané len stctom zloziek dB,, ktorych velkost je

ol
dB, =dBsina = HoZ ysina
4 12

Velkost polohového vektora je mozné vyjadrit z Pytagorovej vety
— 4 /RZ + 1’2 ,

v pravouhlom trojuholniku tiez plati

r VR 2
z ¢oho vyplyva
4B, — pol  dl R ol R .

At R24+ 22 VR2 + 22 4w (R? _|_$2)%
Indukciu magnetického pola celého vodica je mozné vypocéitat integraciou po celej dizke
vodica

2R 7 7 R 2rR
/dB_/“O _di = o 5/dl:
R2+x2)5 ir (R +a2)2 )

pol R piol R?
= 3 27TR = —3
4w (R? 4 22)2 2(R? + 22)2

po dosadeni

Y

47 -107"NA"2.2A . (0,1m)?
2[(0,1m)? + (0,2m)?)2

B = =1,12-10°T =1,12uT .

Indukciu magnetického pola v strede kruznice je mozné vyjadrit z vysledného vztahu

dosadenim = = 0, z ¢oho vyplyva

pol 47 -107"NA2.2A
2R 2.0,1m

B = =1,26-10°T =12,6 uT .

7.3

Vodicom tvaru kruznice s polomerom R = 5 c tecie elektricky prud, indukcia magnetic-

kého pola v strede kruznice je B = 5m'T. Aky je jeho magneticky moment?
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S

Obr. 36

Indukcia magnetického pola vodia je dana Biotovym-Savartovym-Laplaceovym
zakonom

uoldl X T

dB =
Ar 3 7

kde element dlzky di vodica s elektrickym priadom / v mieste s polohovym vektorom 7
prispieva ku celkovej indukcii magnetického pola prispevkom dB. Pretoze vektory ar
a 7 st kolmé, plati

pol dirsin90°  pol dl
4T r3 A 2

dB =

Pretoze velkost polohového vektora sa rovna polomeru kruznice bude

[L()] dl
dB = .
4m R?
Indukciu magnetického pola celého vodica je mozné vypocitat integraciou po celej dizke
vodica
2TR ] I 2R 7 7
Ho Ho Ho Mol
dB = dl = 2m
/ / 47TR2 T 4 R? / 47 R? = 2R’
0

pomocou ¢oho je mozné vyjadrit elektricky prud vo vodici
2BR
fo

Velkost magnetického momentu rovinnej slucky s plochou S, ktorou tecie elektricky

I =

prud [ je

2B 27 BR?
m= 15 = BB g 2mBE
Ho Ho

po dosadeni ¢iselnych hodnot

27 .5-1073T . (0,05m)3
= ’ =3,125Am?.
" A7 10N A2 3125Am
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7.4 Dvoma dlhymi, rovnymi vodi¢mi, ktoré sii navzajom rovnobezné, tecu rovnaké elektrické
prudy. Vzdialenost medzi nimi je a = 0,5m a sila, ktorou posobi jeden vodic na jednotku
dizky druhého vodica je Fy = 2 - 107 Nm™!. Vypocitajte, aké velké elektrické pridy teci

vo vodicoch.

- A - B
dl r ®
«-—
F
AI AI
Obr. 37

Velkost indukcie magnetického pola, ktoré vytvara priamy vodic s elektrickym pradom

I sa da vypocitat pomocou Amperovho zakona celkového pradu
%é«ﬁ:mﬁ

ak je integracna krivka kruznica s polomerom a, ktorej stredom prechadza vodic s elek-

trickym pradom, zo zakona vyplyva
B2ma = pol

z ¢oho je mozné vyjadrit velkost indukcie magnetického pola

B ol
2ma

Silu posobiacu v magnetickom poli B na element vodica di, ktorym tecie elektricky prud

I, vyjadruje Amperov zakona sily

— - —

dF = Idl x B,

pretoze element vodica a indukcia magnetického pola st na seba kolmé, pre velkost sily

plati

dF = IdiB,
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z ¢oho je mozné vyjadrif velkost sily posobiacej na jednotku dizky vodica

=—=1IB.
dl

Fy

Po dosadeni indukcie magnetického pola, ktoré vytvara druhy vodic¢

_ fiol”

=
0 2ma

Y

z ¢oho je mozné vypocitat velkost elektrického prudu, ktory tecie vodi¢mi

oraF, \/27 .0,5m.2-10-"Nm!
\\ o 47 -10-TN A2 ’

7.5

Dvoma stiosovymi medenymi riurkami vo vakuu s polomermi Ry = 5mm a Ry = 10 mm
tecu protismerné elektrické prudy I, = I, = 5 A. Aka je indukcia magnetického pola vo

vzdialenostiry = 3mm, 7o = 8mm a r3 = 15 mm od spolocnej osi riirok?

. 7
MR 0

U Y
A=A

Obr. 38

, AK\
r3

Velkost indukcie magnetického pola je mozné vyjadrit pomocou Ampérovho zakona

celkového pradu

Ak je integrac¢na krivka kruznica s polomerom 74, touto krivkou tec¢ie nulovy elektricky
prud, z ¢oho vyplyva

27r1

Blfdlzo,

0

Bl27T7"1 =0.
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Preto velkost indukcie magnetického pola vo vzdialenosti r; bude
B, =0T.

Ak je integracna krivka kruznica s polomerom 75, touto krivkou tecie elektricky prud I,
z ¢oho vyplyva

272

By j{ dl = poly
0

B227T’f’2 = ,u0]1 .

Preto velkost indukcie magnetického pola vo vzdialenosti r, bude

o ,uojl o 47-100"NA"2 . 5A

B, — —
2 27T 27 . 0,008 m

=1,25-102T =0,125mT .

Ak je integracna krivka kruznica s polomerom 73, touto krivkou tecie nulovy celkovy
elektricky prud pretoze [; — I, = 0, z ¢oho vyplyva

27rs

Bg % dl = /,Lo([l — [2) y
0

B327T7‘3 =0.

Preto velkost indukcie magnetického pola vo vzdialenosti r3 bude

BgZOT

7.6

V homogénnom magnetickom poli s indukciou B = 0,5'T sa nachadza vodic v tvare ob-
diznika so stranami a = 5cm a b = 3 cm, ktorym tecie elektricky prid I = 1 A. Vodi¢
sa moze otacat okolo osi, ktora prechadza stredmi stran b a je kolma na indukciu magne-
tického pola. Akt pracu vykonajii vonjaksie sily, ktoré otocia vodi¢ o uhol a = 90° zo

stabilnej polohy?

OB R >
1 < S d
> oS b B (0{
~ b
a -F
Obr. 39
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Na uzavretu slucku, ktora lezi v rovine a tecie nou elektricky prud, homogénne magne-

tické pole pésobi momentom sily
M =mx B ,

kde magneticky moment slucky je

m =15 .
Teda plati
M=1ISxB.

Magnetické pole sa snazi otocit slucku tak, aby vektor plochy a vektor magnetickej in-
dukcie mali ten isty smer, tato poloha je stabilna. Aby sa slucka otocila okolo osi, musi

na nu pdsobit dvojica vonkajsich sil, ktora pri otoceni slucky o da vykona pracu
dA = Mda .

Moment dvojice vonkajsich sil musi byt rovnako velky ako moment sily magnetického

pola
M =I1SBsina,
teda praca dvojice sil pri otoceni slucky o da bude

dA = ISBsin ada

a celkova praca pri otceni o o bude
A= /ISBsinada = [SB/SinadOz = ISB[—cosaly =ISB(1 —cosa) .
0 0

Pretoze velkost plochy slucky je
S=uab,

je mozné pracu vyjadrit ako
A= TIabB(1 —cosa) ,

po dosadeni

A=1A.0,05m.0,03m.0,5T . (1 —cos90°) =7,5-10"%J =0,75mJ .
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7.7 Cievka v tvare toroidu s polomerom strednej silociary R = 10 cm a polomerom kruhového
prierezu v = 1 cm ma na ocelovom jadre navinutych N = 10000 zavitov, ktorymi tecie
elektricky prud I = 1A. Magneticky indukcny tok prierezom jadra je ® = 7,5 mWh.

Vypocitajte relativnu permeabilitu jadra.

Obr. 40

Velkost indukcie magnetického pola je mozné vyjadrit pomocou Amperovho zakona

celkového prudu

fé : df: Mrﬂ'()]celk. .

Ak je integracna krivka kruznica so stredom v strede toroidu a polomerom R, krivkou

tecie celkovy elektricky prad
[celk. = NI.

Vektory Badl maju rovnaky smer a velkost magnetickej indukcie je konstantna

27 R 2R
fé-df:del:B?{dzzszB,
0 0

potom z Ampérovho zakona celkového priadu vyplyva

2nRB = pypuoN1T
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z ¢oho je mozné vyjadrit relativnu permeabilitu ako

_ 27RB
P = oNT -

Z magnetického indukéného toku
b =BS,

pre velkost magnetickej indukcie vyplyva

() )
B:—:—
S mrz’

pomocou ¢oho je relativnu permeabilitu mozné vypocitat ako

2rRP 2RO

- poNImr2 — pgNIr?’

i

po dosadeni

B 2.0,lm.7,5-1073Whb
~ 47 -107"NA-2.10000. 1A . (0,01m)2

i = 1194.

7.8

Aka je energia magnetického pola toroidu s polomerom R = 20 cm na ktorom je navinutych

N = 5000 zavitov s polomerom r = 1 cm, ked nim tecie elektricky priud [ = 5mA?

Indukciu magnetického pola je mozné vypocitat pomocou Ampérovho zakona

celkového pradu

fg Al = ol celx. -

Ak je integracna krivka kruznica so stredom v strede toroidu a polomerom R, krivkou

tecie celkovy prad
[celk. = NI )

vektory Badl maju rovnaky smer a velkost magnetickej indukcie je konstantna

2T R 2T R
fé.df:jz{desz[dzzB%R,
0 0

z Ampeérovho zékona celkového pridu potom vyplyva

B2rR = NI |
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z ¢oho je mozné vyjadrit indukciu magnetického pola

~ poNI
-~ 27R

Magneticky indukény tok cez jeden zavit bude

@:/Edﬁ:B/dS:BS:Bw?
S S

a magneticky indukény tok cez NV zavitov toroidu
P = N® = NBrr? |

Po dosadeni indukcie magnetického pola

M()NQIT’Q

q)ce - >
1k. R

pomocou ¢oho je vlastnt indukénost toroidu mozné vypocitat ako

(I)celk. o MONzTZ

L=
I 2R

Energia magnetického pola v toroide je

1 poN?r21?
Wy ==-LI?=""—"—
2 4R ’

po dosadeni

47 107N A2 (5000)2 . (0,01m)? . (0,005A)%

W 4.0,2m

=981-10%J=98,1nJ.

7.9

V magnetickom poli Zeme z indukciou B = 45 uT sa nachddza vodi¢ tvaru obdlznika
so stranami a = 20cm a b = 10cm. Vodi¢ sa mozZe otacat okolo osi, ktora prechadza
stredom strany b a je kolma na indukciu magnetického pola. Aky je priebeh a amplitida

indukovaného napdtia vo vodici, ak sa vodi¢ v magnetickom poli otaca s frekvenciou f =

50s51.

Podla Faradayovho zakona elektromagnetickej indukcie sa indukované elektromo-

torické napitie rovna zapornej casovej zmene magnetického indukéného toku sluckou

Ui:__a
dt
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kde magneticky indukény tok je definovany ako

Q)—/é-dg—/BdScosa.

S S

Pretoze indukcia magnetického pola je konstantna

d = B/dScosa = BScosa = Babcosa
5

pre uhol medzi vektormi plochy a magnetickej indukcie plati
a=wt=2nft,

teda magneticky indukény tok bude
® = Babcos (27 ft) .

Z Faradayovho zakona elektromagnetickej indukci preto pre indukované napétie vy-
plyva

U, = —d [Bab CZ: (27 1) = Bab2r f sin(2w ft) = Uy sin (27 ft) ,

kde amplituda indukovaného napatia je
Uy = Bab2r f |
jej velkost po dosadeni ¢iselnych hodnoét bude

Up=45-10°T.02m.0,1m.27.50s ' =283-107*V =0,283mV .

7.10 Vypocitajte amplitidu a priebeh indukovaného elektrického pridu v medenom vodici tvaru
obdlznika so stranamia = 10cm a b = 4 cm s prierezom S = 2mm? a mernym odporom
p = 1,7-1078Qm, ktory sa v homogénnom magnetickom poli s indukciou B = 5mT

otaca s frekvenciou f = 100s™ 1.

Indukované elektromotorické napitie je mozné vypocitat pomocou Faradayovho zakona

elektromagnetickej indukcie

do

Ui:——.
dt

104



Magneticky indukény tok je slu¢kou je mozné vyjadrit ako

@—/é-dg—/BdScosa—B/dScosa—BScosa—Babcosa,
5 S S

pretoze pre uhol medzi vektormi plochy a magnetickej indukcie plati
a=wt=2nft,

magneticky indukény tok bude
® = Babcos (27 ft) .

Pre indukované napétie potom vyplyva

d [Babcos (27 ft)]
dt

Ui=— = Bab2r f sin(27 ft) .

Vztah medzi indukovanym napétim a pradom je mozné vyjadrit pomocou Ohmovho

zakona

Ui
[2':_7
R

kde elektricky odpor vodica je mozné vyjadrit ako

) 2(a+b
PR (R

Priebeh indukovaného elektrického pradu bude

_ BabSrf
~ pla+b)

jeho amplituda je

I; sin(2w ft) = Iysin(2w ft) |

o BabS~ f
~ pla+d)’

po dosadeni ¢iselnych hodnot

B 5-1073T.0,1m.0,04m.2-10%m? . 7. 100s!

I
0 1,7-10%Qm . (0,1m + 0,04 m)

= 5,28A .
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8 Kmity a viny

8.1 Predstavte si priamu Sachtu medzi Europou a Australiou, ktora prechadza stredom Zeme.
Ak sa do Sachty dostane teleso, bude nari posobit sila, ktora smeruje do stredu Zeme a je pria-
motumerna vzdialenosti od stredu Zeme. Vypocitajte, ako dlho bude trvat telesu, ktoré bolo
pustené do Sachty, cesta z Europy do Australie a naspdt a akii rychlost bude mat teleso pri

prechode stredom Zeme. Tiazové zrychlenie na povrchu Zeme je g = 9,81 ms~2 a polomer

Zeme je Ry = 6370 km.

N\

Obr. 41
Na teleso v sachte bude pdsobit sila, ktorej velkost je
F=—kx,

z druhého Newtonovho zakona vyplyva

Na povrchu Zeme sa sila rovna tiazi telesa
kRz =mg,
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z ¢oho pre konstantu plati

Y
kE=m——
mRZ,

pomocou ¢oho je mozné napisat pohybovu rovnicu v tvare

d%z g

i
¢o je rovnica harmonického pohybu
d?x )
prola i R
ktorého uhlova frekvencia je
I
Ry’
a jej rieSenie ma tvar
xr = xgcos(wt + ) .
Pretoze v Case t = 0s bola poloha telesa x = R plati

.I'():RZ,

a=20,

teda rovnica opisujuca pohyb telesa bude

r = Rz cos (”Rizt) .

Cesta telesa z Europy do Australie a naspat je peridda pohybu, pre ktoru plati

po dosadeni ¢iselnych hodnot

/6,37 - 105 m .
T—27T W—5063S—84m1n

Rychlost telesa je mozné vyjadrit ako

Cdt

0 [chosd ggzt)} ()
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Pre teleso v strede Zeme plati

R cos (”Rizts> =0,

z toho vyplyva cas

R
ty= =4[ =2
2V g

Po dosadeni do rychlosti telesa, rychlost telesa v strede Zeme bude

vs = —\/ Rzgsin i758 = —\/ Rzgsin g7 & = —\/Rzg,
Ry Rz 2\ ¢

kde zaporné znamienko znamena, Ze smer v, je opacny ako smer x, po dosadeni Cisel-

nych hodnoét velkost rychlosti telesa v strede Zeme bude

Vg = \/6,37- 106m.9,81ms—1=7905ms" .

8.2

Dve telesa s hmotnostami m; = bkg a me = 3 kg su spojené pruzinou, ktorej tuhost je
= 100N m~!. Telesa priblizime k sebe, ¢im pruzinu stlacime a potom telesa uvolnime.

Vypocitajte periodu kmitov telies.

A

A
\ 4
A
\ 4

A
Y
\ 4

Obr. 42

Ak bude zaciatok sdiradnicovej sustavy v spolo¢nom tazisku telies, bude platit

0= —m1l1 + mglg
mi + Mo
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kde [, a [y su vzdialenosti tazisk jednotlivych telies od ich spolo¢ného taziska. Z toho

vyplyva

m1l1 = mglg .
Kedze ide o izolovanu sustavu, po stlaceni pruziny sa poloha taziska nezmeni a bude
platit

—ml(ll — $1) + mg(lg — fl?g)
my + Mo

0= :

kde x1 a x5 st vychylky telies z ich rovnovaznych poléh. Z toho vyplyva
MiT] = Mals .

Sila, ktora posobi na prvé teleso bude

F1 = —k(Il +I2) s

pretoze plati

je mozné silu, pdsobiacu na prvé teleso vyjadrit ako

my + Mo

Py = —k————x = =k,
mgy
kde plati
fy = e
mgy

Uhlova frekvencia pohybu prvého telesa bude

]{71 k(m1 + mg)
Wl = _— _—_—
V mq V mqme

a peridda pohybu prvého telesa bude
2w mimso

= — =2,/

w1 k(m1 + mg)

po dosadeni

5kg . 3kg
T, =2 =0,86s.
! W\/lOONm—l.(5kg+3kg) o

T

109



Sila, ktora posobi na druhé teleso bude
F2 = —k?(.l’l + IL‘Q) .

Pretoze plati

je mozné silu, pdsobiacu na druhé teleso vyjadrit ako

Fy = _kngg = —koxs
my
kde plati
hy — 2
my

Uhlova frekvencia pohybu druhého telesa bude

k’g k(ml +m2)
Wy = “— = “—
Mo mqime

a peridda pohybu druhého telesa bude

T 2w 9 mime
= — = i —_— .
2 %) k:(m1 + mg)

Periéda pohybu prvého aj druhého telesa su teda rovnaké 7} = T, = 0,86 s.

8.3 Vypocitajte periodu harmonického pohybu telesa hmotnosti m = 100g zaveseného

na pruzine. Na predlZenie pruziny o x; = 10 cm je potrebna sila Fy = 0,2 N.

Pohybova rovnica telesa s hmotnostou m, ktoré vykonava harmonicky pohyb, ma tvar

d?z

m@:—kx,

kde z je vychylka telesa z rovnovaznej polohy a k je konsStanta pruziny. Rovnica ma

rieSenie v tvare
xr = g cos(wt + ) ,
kde x( je aplitida a « je fazova konstanta pohybu. Pre uhlovu frekvenciu plati

| k
w=1/—".
m
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Na predizenie pruziny o x, je potrebna sila I
F1 = kxl y

pre konstantu pruziny z toho vyplyva

F
X1 )

k

Periddu harmonického pohybu je mozné vypocitat ako

27 Im /mxq
w i k d F1 ’

po dosadeni

0,1kg.0,1m
T=27. —2—"T— =1/4s.
T\ 02N /=S

8.4

Na predlzenie pruziny o x; = 5cm je potrebnd mechanické praca A; = 0,25 ). Aké bude

uhlova frekvencia telesa s hmotnostou m = 0,5 kg, ktoré bude kmitat na tejto pruzine?

Na predlZenie pruziny o x je potrebna sila
F=kz.

Mechanicka praca pri natiahnuti o x; preto bude

T T
1 B |
A = /Fdx = /kxdm = [—k:xﬂ = —ka?,
27|, T2
0 0

z ¢oho je mozné vyjadrit tuhost pruziny

24,
-

k
Harmonicky pohyb telesa je opisany pohybovou rovnicou

d%z

Jej rieSenie ma tvar

xr = xgcos(wt + a)
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kde xq je aplitida a « je fazova konstanta pohybu. Pre uhlovu frekvenciu plati

| k
w=1/—".
m

Po dosadeni za tuhost pruziny, uhlova frekvencia bude

[2A;
w = —
mxq

a po dosadeni ¢iselnych hodnét

2.0,25J
= ’ =20s"".
“ \/0,5 kg . (0,05 m)? i

8.5

Horizontalna doska vykonava harmonicky pohyb vo vodorovnom smere s periodou T' =
3s. Teleso, ktoré lezi na doske, sa zacne kizat, ked amplitida kmitov dosiahne hodnotu

xo = 0,5m. Aky je koeficient trenia medzi telesom a doskou?

Na teleso na doske posobi trecia sila, ktorej velkost je dana sucinom koeficientu trenia

a normalovej sily
Fy,=uN .

Velkost normalove;j sily sa rovna sicinu hmotnosti telesa a tiazového zrychlenia
N =mg,

preto velkost trecej sily bude
Fy = pumg .

Pretoze sa teleso pohybuje spolu s doskou, nachadza sa v neinercialnej vztaznej sustave

a okrem trecej sily posobi na teleso aj zotrvac¢na sila
F,=—-—ma.

Pohyb dosky pri harmonickom pohybe opisuje funkcia
x = xgcos(wt + a) ,

z ktorej pre rychlost dosky vyplyva

_da_ dfzocos(wt + )]
Cdt dt

v

= —rowsin(wt + a) ,
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z ktorej pre zrychlenie dosky vyplyva

_ dv _ d[-zwsin(wl + o)
Codt dt

a = —zow? cos(wt + a) ,

pomocou ¢oho je mozné vyjadrit velkost zotrvacne;j sily
F, = mzow? cos(wt + a) = Fgcos(wt + a) ,
kde amplitida zotrvacne;j sily je
F.o = mazow? .
Teleso sa zac¢ne kizat, ked sa amplitida zotrvaénej sily bude rovnat trecej sile
Fo=F,
teda ked bude platit
2

mrow” = pmg

kde uhlovu frekvenciu je mozné vyjadrit pomocou perioédy

2m
W= —
T Y
z ¢oho pre koeficient trenia vyplyva

B A2
/’L - TQQ 9

po dosadeni

47% . 0,5m
38)2.9,81 ms2

u:( =0,22.

8.6

Castica vykonava tlmeny harmonicky pohyb, pri ktorom je zavislost polohy éastice na éase
dana funkciou x = 5cm e~ 't cos(1,6m s~'t). Vypocitajte koeficient utlmu, logarit-
micky dekrement utlmu, dobu, ze ktoru klesne amplitiida kmitov na jednu stotinu pévodnej

hodnoty a uhlovii frekvenciu, ktorou by castica kmitala, keby prestala posobit timiaca sila.

Pri tlmenom harmonickom pohybe polohu castice opisuje funkcia

r = xoe " cos(wt + a) ,
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z ktorej vyplyva, ze koeficient atlmu je
b=14s""1,

a logaritmicky dekrement Gtlmu je

2 2
S=0T=b"=14s"'—"_ =0875.
w a8 1,6 s~ 1 ’

Cas, za ktory amplitida klesne na jednu stotinu

T
—btq 0
xoe = —_—
100’

bude

B In 100 B In 100

= = 3,29s.
! b 1,457t 3,298

Pre uhlovu frekvenciu tlmeného harmonickéhom oscilatora plati

— w2 —p2
w=/ws— b,

z ¢oho je mozné vyjadrit uhlovu frekvenciu pohybu bez tlmenia

wo= Vw2 +b=/(16ms )2+ (1,4s571)2 =52257" .

8.7

Pri zloZeni dvoch harmonickych pohybov prebiehajucich v jednej priamke je vysledny po-
hyb opisany rovnicou v = xycos (2571 . t) cos (50571 . t). Vypocitajte uhlové frekvencie
kmitov, zloZenim ktorych takéto kmitanie vzniklo a uhlovi frekvenciu razov vysledného

pohybu.

Pri skladani dvoch harmonickych pohybov
x = xgcos (wit) ,

x = g cos (wat) ,

na zaklade principu superpozicie pre vychylku vysledného pohybu plati
x = g cos (wit) + xg cos (wat) .

Po vyuziti vztahu

cos a + cos 8 = 2 cos (#) cos (a—;—ﬁ) ,
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je mozné vychylku vysledného pohybu zapisat ako

T = 2x( COS <w1 gw%) cos (w1 ;Mt) .

Uhlové frekvencie povodnych kmitov je mozné ziskat rieSenim sustavy rovnic

W1 — W2

2

=25 !,

w1 + Wa
2

=50s"",
z ¢oho vyplyva
wp =52s L,

wy = 48871,

Vysledny pohyb je mozné zapisat ako harmonicky pohyb

x = Acos (wl —;w2t> ,

ktorého amplitiida sa pomaly meni

2xq cos (w1 ; i t)

peridda tejto amplitidy potom bude

A:

Y

2T 47
= el = jwr — wal
2

Pretoze za jednu periédu amplitady vznikna dve zosilnenia a dve zoslabenia, teda dva

razy, bude pre ich periédu platit

TA 2T

TT‘ — = —
2 \wl —w2|

a uhlova frekvencia razov bude

Wy = = = |w; —wy| = [52s7 1 — 487 = 457",
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8.8 Vlnenie sa Siri v prostredi, ktorého vychylky ¢astic su opisané funkciou u = A cos 27 (bt —
hxz), kde A =2-107%m, b = 5000s~! a h = 1 m~. Vypocitajte vinovii dizku, frekven-
ciu, periodu, amplitidu, rychlost Sirenia viny, maximalnu hodnotu rychlosti a zrychlenia

kmitov castic prostredia a napiste funkciu pre rovnaki vlnu Siriacu sa v opacnom smere.

Funkciu, ktora opisuje Sirenie vlnenia v smere osi x v prostredi
u = ug cos(wt — kx) |

kde k je kruhové vinové ¢islo
k= 3

je mozné prepisat na tvar

9 t x
U =UgCOSLTT | —— — —
0 T )\ )

z &oho vyplyva, ze vinova dizka vinenia je

1 1
A = — = pu— 1
h 1m! o
Frekvencia vlnenia je
f=0b=5000s",
perioda vlnenia je
1 1
T=-=-=2-10""*
Fob a

amplitida vlnenia je
ug=A=2-10"°%m,

a rychlost vlnenia je

A b 1m
A2 M 5000ms! .
T T T T 21045 ms

Rychlost kmitania ¢astic prostredia je

_ du _ d[Acos2m (bt — hx)]
Cdt dt

v = —2mbAsin 2w (bt — hz) .
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Maximalna hodnota rychlosti po dosadeni bude
Umaz. = 2mbA = 27 . 500051 .2-107%m = 0,0628 ms " .

Zrychlenie kmitania ¢astic prostredia je

_dv  d[-27bAsin 27 (bt — hx)]

- — [ 2 J—
= n (27b)* A cos 2w (bt — hx) .

a
Maximalna hodnota zrychlenia po dosadeni bude

Umaz, = (270)*A = (27 . 5000s71)%.2-107%m = 1973, 9ms 2.
Pre vlnu $iriacu sa v opa¢nom smere bude platit

r— —x,
preto rovnica opisujuca Sirenie vlnenia v opa¢nom smere bude mat tvar

u = Acos2n(bt + hx) .

8.9

Rychlost zvuku v oceli je mozné urcit tak, Ze sa v ocelovej tyci upevnenej v strede vytvori
vinenie, ktoré rozochveje vzduch v Kundtovej trubici, v ktorej vznikne stojaté vinenie. Vy-
pocitajte rychlost zvuku v oceli a modul pruznosti v tahu ocele, ak vzdialenost medzi sused-
nymi uzlami stojatého vinenia vo vzduchu je v = 8 cm, dizka tyce je | = 1,2 m, rychlost

zvuku vo vzduchu je v = 340 ms™" a hustota ocele je p = 7800 kg m 3.

Podmienka vzniku stojatého vlnenia vo vzduchu a ty¢i a zaroven vzniku rezonancie je
f=r
Pre frekvenciu vlnenia vo vzduchu plati

f:X7

kde v a \ st rychlost a vlnova dizka zvuku vo vzduchu. Pre frekvenciu vlnenia v ty¢i

plati

fIZYa

kde v a \ st rychlost a vinova dizka zvuku v ty¢i. Preto je mozné prepisat podmienku

vzniku stojatého vlnenia na tvar
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z ktorej pre rychlost zvuku v ty¢i vyplyva

)\/
/:—
v ’U)\,

kde vlnovu dizku vo vzduchu je mozné uréif ako dvojnasobok vzdialenosti medzi dvoma

uzlami
A =2z

a vlnovu dlzku v ty¢i je mozné uréit ako dvojnasobok dizky tyce
N =2,

pomocou ¢oho pre rychlost zvuku v oceli vyplyva

v,_v2l —Ul
2 1

po dosadeni

1.2m
"=340ms !, 2= =5100ms'.
v ms 0,0SIH ms

Vlnova rovnica ma vSeobecny tvar

Pu 0%

— =V
ot? Ox?
Pomocou Hookovho zakona je mozné pre vlnenie v oceli odvodit rovnicu

£
o2 pox?’

preto pre rychlost zvuku v oceli bude platit

z ¢oho pre modul pruznosti v tahu ocele vyplyva
E=1v%p,
po dosadeni

E = (5100ms')?.7800kgm * = 2,03 - 10" Pa .
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8.10 Pistala na konci uzavreta vytvara ton zakladnej frekvencie f = 130,5Hz. Vypoci-

tajte dizku rezondtora pistaly a vysku zakladného ténu, ak koniec pistaly bude otvoreny,.

Rychlost zvuku vo vzduchu jev = 340 ms™".

A
y

=4
2
Obr. 43

V pripade, Ze jeden koniec pistaly je uzavrety a druhy otvoreny (Obr. 43), bude na jed-
nom konci pistaly uzol a na druhom kmittia. Pre dizku pistaly a vinovi dizku zakladného

tona bude platit

Pretoze medzi vlnovou dlzkou a frekvenciou vlnenia plati

f=15.
je mozné vyjadrit dizku pistaly ako
v

i

po dosadeni

_ 340ms™!
~ 4.130,5Hz

[ =

= 0,65m .

T
N[>

Obr. 44
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V pripade, ze obidva konce pistaly su otvorené (Obr. 44), bude na oboch koncoch pistaly

kmitia. Pre dlzku pistaly a vlnovu dizku zdkladného ténu bude platit

l:_a
2

pretoze medzi vlnovou dlzkou a frekvenciou vlnenia plati

f=

po dosadeni

340 ms!

f_2.0,65m

= 261,5Hz.
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9 Optika

9.1 Dve monochromatické rovinné elektromagnetické viny s rovnakou frekvenciou, polarizo-
vané v rovnakej rovine, s amplitidami Ey; = 5Vm™" a Eyy = 7V m™! sa $iria v rov-
nakom smere vo vakuu. Vypocitajte vyslednii intenzitu vinenia, ak sii viny a) nekoherentné

b) koherentné a fazovy posun medzi nimi je 0 = %.

a) Pri superpozicii nekoherentnych vln je vysledna intenzita vlnenia rovna suctu intenzit

vlneni
I=15+1,,
z ¢oho vyplyva
I = %ceoEgl + %CGOESQ = %CGO(E§1 + E3,)

po dosadeni

[==.3-10ms™".83854-1072C2N""'m 2. [65Vm™")2+ (7Vm1)?] =

1
5
=0,008Wm 2.

b) Vysledna intenzita pri superpozici dvoch koherentnych vin bude

I =1+ 1)+ 2+\/11I,cos0 ,

z ¢oho vyplyva
1 o 1 2 1 2 2
I = §ceoE01 + §CEQE02 + ceqg B Eoo cos o = 5060 (EO1 + Egy + 2Ey Eys cos 5) ,

po dosadeni
1
2
+2.5Vm™ . 7Vm™" . cos g] —0,145Wm™2.

I==.3-10ms " .8854 - 1072 C*N'm 2. [65Vm ')*+ (7Vm 1)*+
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9.2 Na rovinnu dosticku je poloZena vypuklou plochou ploskovypukla Sosovka. Svetlo s vinovou
dizkou A\ = 598 nm dopada kolmo na ploskii stranu Sosovky. V odrazenom svetle pozoru-
jeme Newtonove kruzky. Polomer piateho tmavého kruzku je rs = bmm. Vypocitajte

polomer vypuklej plochy sosovky a polomer stvrtého tmavého kruzku.

Obr. 45

Cast dopadajticeho svetla na ploskt plochu $oSovky sa od tejto plochy odrazi (lt¢ 1)
a Cast prenika do $osovky. Z prenikajucej Casti svetla sa ¢ast svetla odrazi od vypuklej
plochy sosovky (la¢ 2) a cast prenika dalej a odrazi sa az od rovinnej dosticky (lauc 3).
Luc 1 neinterferuje ani s la¢om 2 ani la¢om 3, lebo ich drahovy rozdiel je vacsi ako

koherentna dizka svetla. Interferencia vznika medzi 1a¢mi 2 a 3. Ich drahovy rozdiel je

A
A =2h+ —
+2,

pretoze 1a¢ 3 presiel dvakrat vrstvu vzduchu s indexom lomu n = 1 a pri odraze od
opticky hustejsieho prostredia na spodnej dosticke doslo k zmene fazy o 7, co zodpoveda

drahovemu rozdielu % Podmienka interferen¢ného minima je

A A
2h+=—=02m+1)= m=20,1,2,....
2 2
Z Pytagorovej vety vyplyva
(R—h)?*+1r>=R?,
z ¢oho je mozné vyjadrit
r? = h(2R —h) .
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Pretoze h << R, plati

r? = h(2R — h) ~ h2R ,

z ¢oho vyplyva
h=l
2R

Po dosadeni do podmienky pre interferen¢né minimum potom plati

z ¢oho je mozné vyjadrit polomer sosovky ako
2
rm

R:_7

z hodnot pre piate interferenéné minimum

je mozné vypocitat polomer Sosovky

R (5-107%m)?

— —836m.
5 508 10 °9m o™

Polomer $tvrtého interferenéného minima
Ty =V 4 \R y

po dosadeni bude

ry=+/4.598-109m . 8,36 m = 4,47 mm .

9.3

Na rovinnt dosticku je poloZena vypuklou plochou ploskovypukla Sosovka. Svetlo dopada
kolmo na ploski stranu Sosovky. V odrazenom svetle pozorujeme Newtonove krizky. Ak
bude priestor medzi SoSovkou a dostickou vyplneny kvapalinou, polomer stvrtého tmavého

krizku bude rovnaky ako polomer tretieho tmavého kruzku, ked bol v priestore medzi

Sosovkou a dostickou vzduch. Vypocitajte index lomu kvapaliny.

KedZe priestor medzi $osovkou a dostickou vyplna kvapalina s indexom lomu n, bude

rozdiel optickych drah ldcov odrazenych od vypuklej casti sosovky a dosticky

Az?nh—k%.
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Podmienka interferenéného minima je
A A
2nh+§:(2m+1)§ m=0,1,2,...,
pretoze plati

h=—
2R’

polomer m-tého tmavého kruzku bude

mRA
'm = )
n

teda polomer $tvrtého tmavého kruzku v pripade, zZe v priestore je kvapalina, bude

mRA
Ty = .
n

a polomer tretieho tmavého kruzku v pripade, Ze v priestore je vzduch, bude
rs = VR,

pretoze pre vzduch n = 1. Z podmienky rovnosti polomerov
T4 =T3,

potom vyplyva

mEA _ B
n

z ¢oho je mozné vyjadrit index lomu kvapaliny

4

=-=1,33.
n 3 ,

9.4 Na zabranenie strat svetla odrazom je sklenena dosticka, ktorej index lomu je n, = 1,66,
z oboch stran pokryta tenkou krycou vrstvou priehladnej latky. Aky musi byt index lomu
krycej vrstvy a pri akej minimdlnej hritbke krycej vrstvy bude svetlo s vinocou dizkou \ =
520 nm prechadzat cez dosticku bez strat. Predpokladajme, Ze svetlo dopada na dosticku

kolmo a straty absorbciou svetla sii zanedbatelné.
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Il + IO A 4 12 A
n,
A 4 n,
} |
n,
A 4
Obr. 46

Svetelné luce, ktoré st odrazené od krycej vrstvy a dosticky su koherentné, lebo vznikli
rozdelenim jedného li¢a a krycia vrstva je tensia, ako koherentna dizka svetla. Svetlo

bude prechéadzat bez strat, ak sa intenzita odrazeného svetla rovna nule, to znamena

2
I =1, + I + 2/, 1 cos (%A) —0,

kde intenzita svetla odrazena na rozhrani medzi vzduchom a krycou vrstvou je
2
ng — 1
L= Io,
No + 1
a intenzita svetla odrazena na rozhrani medzi krycou vrstvou a dostickou je
ny—ng\’ ny—ng\’
11— N2 1— N2
[2: ([0—[1)% [0.
n1 + Ng ni + ng
Intenzita odrazeného svetla sa bude rovnat nule, ak st zaroven splnené podmienky

2
I, =1 a cos (;A) =-1.

Z prvej podmienky vyplyva

2 2
n2—1 Ny — No
ng + 1 ny + ng

Pre index lomu krycej vrstvy musi preto platit

Ng = /N1 = v/ 1,66 = 1,30 .
Z druhej podmienky pre rozdiel optickych drah musi platit

Az(?m—l)%.
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KedZe rozdiel optickych drah je
A= 2h712 s

pre hribku krycej vrstvy z toho vyplyva

(2m — 1)\
4TL1

h = m=1,23,....

Najmensia hrubka krycej vrstvy bude pri m = 1, preto sa rovna

A 520-10°m
dny  4.1,30

hmin -

=100nm .

9.5

Ked' na strbinu dopada kolmo rovnobezny zvizok fialového svetla s vinovou dizkou \, =
420 nm, na tienidle vidiet stred druhého tmavého pasika pod uhlom a; = 4°53' od normaly
k rovine strbiny. Pod akym uhlom bude vidiet stred tretieho tmavého pasika, ak osvetlime

Strbinu zelenym svetlom s vinovou dlzkou )y = 550 nm?

Pri ohybe svetla na strbine vznikaji minima na tienidle v miestach, pre ktoré plati
dsina = kA k=1,2,3,...,

preto pre druhé minimum svetla s vinovou dizkou \; plati
dsinag; = 2\

a pre tretie minimum svetla s vinovou dlzkou A, plati
dsinay = 3)\g .

Vzajomnym vydelenim rovnic vznikne nova rovnica

sina;  2)

sinay  3\y
z ktorej je mozné vyjadrit

. 3o .
sinay = ——sina;

2)\
po dosadeni

3.550-10%m
2.420-10%m

. sin4°53" = 0,167,

sin ag =
¢omu zodpoveda uhol

ag = 9°37" .
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9.6 Vypocitajte intenzitu osvetlenia malej kruhovej plochy s polomeromr << R nachadzajicej
sa vo vzdialenosti R = 2m od bodového zdroja so svietivostou I = 20 cd, ak normala na

plochu smeruje do bodového zdroja.

Obr. 47

Intenzita osvetlenia je definovana ako podiel svetelného toku a velkosti plochy, na ktora
svetelny tok dopada

o
E=—.
S

Pretoze svetelny zdroj, ktorého svietivost je I, vysiela do priestorového uhla 2 svetelny

tok
O =10,

bude intenzita osvetlenia

_19

E
S

Podmienka r << R umoznuje vyuzit vztah medzi obsahom gulového vrchlika .S, polo-

merom gule R a priestorovym uhlom 2
S =QR*,

pomocou ktorého je mozné intenzitu osvetlenia vyjadrit ako

191
- QR R2’

po dosadeni

20 cd
=5lx.

E= 2m)?
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9.7 Svetelny zdroj, ktorého jas je L = 100 cd m~2, ma tvar kotiiéa s polomerom R = 0,5 m.
Vypocitajte intenzitu osvetlenia v bode, ktory sa nachadza vo vzdialenosti a = 5m od

stredu svetelného zdroja.

Obr. 48

Svetelny zdroj je mozné rozdelit na sustredné kruhové prstence s polomerom =z

a hrubkou dz, ktorych plocha je
dS = 2mzdx .
Svietivost prstenca v smere k danému bodu bude

dLy = LdS cos? = L2rxdx cos v

a intenzita osvetlenia, ktoru prstenec vytvara v danom bode bude

cos v cos?

=— L27xdx cosd = 5
r r

dFE L27xdx .

Vzdialenost prstenca od bodu je
r=+vaz?+a?,
zaroven plati

a a
cost = - =

Vi +a?’
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pomocou ¢oho je mozné intenzitu osvetlenia, ktoru vytvara prstenec, vyjadrit ako

_ 2 X
E =2nLa mdl‘

a intenzitu osvetlenia, ktort vytvara cely svetelny zdroj, vypocitat integraciou

R R 2
x 1 mLR
E =2nLa® ———dz =nLd® |- =
i /0 (22 + a?)? v [ $2+a2}0 R?+a?’

po dosadeni

.1 -2, 2
g7 00cdm—= . (0,5m) 311
(5m)? 4 (0,5m)?

9.8

Stena je osvetlena dvoma rovnakymi Ziarovkami vedla seba vo vzdialenosti d = 2m
od steny. Ked jednu Ziarovku vypneme, vypocitajte o aku vzdialenost treba priblizit ku stene

druhii Ziarovku, aby stena zostala rovnako osvetlena ako predtym.

Pre intenzitu osvetlenia plochy bodovym zdrojom, ktorého svietivost je I, plati

I
EF=—cosa.
r2

Pretoze vzdialenost Ziarovky od steny je d a svetelné luce dopadaji kolmo na stenu

a = 0°, bude intenzita osvetlenia steny od jednej ziarovky

Pretoze obidve ziarovky maji rovnaku svietivost a nachadzaju sa v rovnakej vzdialenosti

od steny, bude intenzita osvetlenia steny od dvoch Ziaroviek

21

Po vypnuti jednej Ziarovky je potrebné presundt druht Ziarovku do vzdialenosti x

od steny, aby intenzita osvetlenia steny od jednej Ziarovky

zostala rovnaka, ako pri osvetleni dvoma zZiarovkami

E,=E,.
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Teda musi platit
I I
2
z coho pre vzdialenost ziarovky od steny vyplyva
d
\/§ 9

po dosadeni

Tr =

2
r=" _141m.

V2

9.9 Stol je osvetleny dvoma Ziarovkami, ktoré su umiestnené na strope vo vzajomnej vzdiale-
nostid = 1m a vyske h = 1,5m nad stolom. Svietivost kazdej ziarovky je I = 100 cd.
Vypocitajte intenzitu osvetlenia a) na stole v strede medzi zZiarovkami b) na stole priamo

pod jednou zo Ziaroviek.

e d .
—
r
h r
Oy
a
Obr. 49

a) Na stole v strede medzi Ziarovkami je intenzita osvetlenia od jednotlivych Ziaroviek

rovnaké
I
E1 = E2 = —2C08a1 .
1

Pretoze plati

a zaroven

cosoy = —
r
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bude intenzita osvetlenia od jednotlivych Ziaroviek

Ih
215
2 d 2
2+ (2)°]
Intenzita osvetlenia na stole v strede medzi Ziarovkami bude su¢tom intenzit osvetlenia

od oboch Ziaroviek

21h
e+ 3]

po dosadeni ¢iselnych hodnét

E:E1+E2:

Y

nlw

2.100¢d . 1,5
E= O 76k

[(1,5m)> + (432)2] 7

b) V mieste na stole pod ziarovkou, bude intenzita osvetlenia od Ziarovky, ktora je priamo

nad fiou

a intenzita osvetlenia od vedlajsej Ziarovky bude
I
Ey = —cosay .
3

Pretoze plati
o =V d2 + h2
a zaroven

cosQg = — ,
T2

je mozné intenzitu osvetlenia od vedlajsej ziarovky vyjadrit ako
Ih
@+ )

Intenzita osvetlenia na stole pod jednou zo ziaroviek bude suc¢tom intenzit osvetlenia od

oboch Ziaroviek

I Ih
E:E1+E2:ﬁ+m

po dosadeni ¢iselnych hodnot

Y

100 cd n 100cd . 1,5m
(L5m)? * [(1m)2 + (1,5m)?]?

E= =701x.
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9.10 V strede nad kruhovou doskou stola s polomerom R = 80cm sa nachadza zdroj svetla
so svietivostou I = 100 cd. V akej vyske nad stolom ma byt umiestneny svetelny zdroj, aby
intenzita osvetlenia okraja stola bola maximalna? Aka je maximalna intenzita osvetlenia

okraja stola?

Obr. 50

Intenzita osvetlenia okraja stola je

I
EF=—cosa.
r2

Pretoze plati

r?2 = R?>+ 2 ,
zaroven
T T
s = — = ———
TV R? 4 a?

intenzitu osvetlenia okraja stola je mozné vyjadrit ako
lx
E=—+.
(R? 4 22)2

Extrém tejto funkcie musi spliiaf podmienku

dE

2
dz ’
z ktorej vyplyva
[(R2 +a?)2 23(R? + z%)22x 0
(R? + 22)3 -



Tato podmienka je splnena pre vzdialenost svetelného zdroja od stola
R
\/i )

po dosadeni

Tr =

~ 0,8m

V2

pri tejto vzdialenosti svetelného zdroja bude intenzita osvetlenia na okraji stola

i

=0,57Tm,

100cd . 0,57m

E = 3
[(0,8m)2 + (0,57 m)?|2

=601x.
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Fyzikalne konstanty

. tiaZové zrychlenie: g = 9,81 m s>

. gravitatna konstanta: k = 6,67 - 107" N m? kg~

. Avogadrova konstanta: N4 = 6,022 - 10% mol *

« Boltzmannova konstanta: £k = 1,38 - 10723 JK~!

« elementarny néboj: ¢ = 1,602 - 1071 C

. elektricka konstanta: ¢g = 8,854 - 10712 C2 N1 m~2
- magneticka konstanta: i = 47 - 107" N A2

. rychlost svetla vo vakuu: ¢ = 3 - 10¥ ms™*

« polomer Zeme: Rz = 6,371 - 10°m

« hmotnost Zeme: M, = 5,972 - 10** kg
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