
SYMETRIA, KRÁSA A Ú®ITOK
Veronika Gáliková

Táto krátka rozprava o symetrii je myslená ako predstavenie rozsiahleho výskytu tohto javu.
Práve tie veci, ktoré sa vyskytujú veµmi univerzálne, sú niekedy nepov¹imnuté. V purpuro-
vom svete by slovo purpur azda ani neexistovalo, lebo by to bol aspekt patriaci ku v¹etkému.
Mo¾no by sa zaviedlo, ak by existovali rôzne miery purpurovosti - a v nieèom podobná je
situácia so symetriou.

¥udia si niekedy dávajú hádanky typu "Preèo je havran ako písací stôl"(Alica v krajine
zázrakov), a sú radi, ak sa im podarí nájs» aspoò jeden zmysel v ktorom veci súvisia. Ohµadne
symetrie je »a¾ko nájs» nieèo, èo s òou nesúvisí. (Dokonca aj ten havran a písací stôl majú
okrem iného spoloèné isté symetrie.). Poïme sa na tento roz¹írený jav, tak èasto braný ako
samozrejmos», pozrie» trochu sústredenej¹ie. Nakoniec pravidlo "rozmý¹µa» hlboko nad jedno-
duchými vecami "po¾aduje práve toto - pozrie» sa nanovo na veci "notoricky známe".

1 Èo je symetria a preèo sa stara»

«a¾ko nájs» univerzálne prijatú de�níciu nieèoho tak roz¹íreného v rozlièných kontextoch. Pre
úèely tohoto ná¹ho pojednania budeme symetriu chápa» nasledovne:

Ak po prevedení urèitej transformácie na systéme ostane nejaká jeho charakteristika zacho-

vaná, je táto transformácia v danom ohµade symetriou a spomenutá charakteristika invarian-

tom.

Preèo sa o symetrie zaujíma»:

� Hojný výskyt symetrií naznaèuje mo¾nos» siahnu» na nejaký hlboký, spoloèný princíp,
vlastný mnohým javom.

� Máme sklon ich rozpoznáva». Vyu¾ime talent, ak nejaký máme. Hµada» stratené kµúèe
tam, kde je tráva najni¾¹ia a osvetlenie najlep¹ie, nie je zlá stratégia, ak nevieme, kde
sme ich stratili. Tam kde je viac svetla, máme aspoò ¹ancu hµadanú vec nájs», ak tam
je.

� Aj bez toho, aby sme im celkom rozumeli, u¾ sa ukázali ako náramne pekné a u¾ito-
èné: sprevádzujajú ich vzory a pravidelnosti ktoré umo¾òujú klasi�káciu (poriadok v
systéme) objektov, komprimáciu dát, súvisia so zákonmi zachovania. «a¾ko adekvátne
zdôrazni», aké dopady má tento aspekt napríklad na fyziku - zlep¹uje predpovednú
schopnos» teórií a je akýmsi mostom k ich roz¹íreniu.

2 Oèividné a inak viditeµné

Pozrime sa najprv na typické príklady symetrie, vo v¹eobecnosti èasto spájané s týmto ja-
vom vïaka vizuálnemu prejavu. Na obrázkoch ni¾¹ie máme tri systémy: motýµ, sne¾ienka a
kvet pakostu. Na ka¾dom z týchto objektov mo¾no previes» istú transformáciu bez toho, aby
sme obrázok vizuálne zmenili. Takými transformáciami je pootoèenie sne¾ienky o celoèíselný
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násobok tretiny celej otáèky, pootoèenie pakostu o celoèíselný násobok pätiny celej otáèky,
pootoèenie motýµa o celoèíselný násobok celej otáèky, zrkadlové "preklopenie"týchto objektov
vzhµadom na isté osi. Pri motýµovi je to os prechádzajúca pozdå¾ne jeho telom, pri kvietkoch
je takýchto osí viac.

Èitateµa azda zarazí uvedenie "celej otáèky" ako symetrie. Veï je to také samozrejmé . . .
nie je azda podoba v¹etkého " imúnna", invariantná voèi takejto transformácii? Toto pripo-
mína "purpurovos»"v purpurovom svete zmienenú v úvode 1. Toµko vecí je invariantných,
symetrických v zmysle jednej otáèky o 360°. . . To v¹ak neznaèí nezaujímavos» takejto trans-
formácie, ale fakt ¾e súvisí so symetriou nieèoho, èo je spoloèné v¹etkým tým veciam, èo boli
vzhµadom na òu invariantné. So symetriou samotného priestoru! Toto je "purpur"v zmysle
ná¹ho podobenstva z úvodu, a skúmanie jeho "samozrejmostí" u¾ prinieslo pár vytriezvení z
predstáv, ako samozrejmostiam rozumieme (antihmota a jej pomer k hmote je len jeden z
príkladov).

Postúpme k ïal¹ím typom symetrie, azda menej známym pod týmto menom:

Ka¾dé maèiatko je pribli¾ne osovo symetrické ("zrkadlovým"spôsobom), ale uva¾ujme ako
systém nie jedno zvieratko, ale celú svorku. Sú tu potom ïal¹ie operácie ktoré mo¾no previes»
a pritom pribli¾ne zachova» obrázok ako je. Mo¾no vymeni» dvojièky podobných maèiatok
- dve sivé v strede alebo dve hnedé vpravo. Takémuto poprehadzovaniu poradia sa hovorí
permutácia. Nie ka¾dá permutácia je v tomto prípade symetriou; keby sme permutovali rôz-

1Ale s tým rozdielom ¾e ná¹ svet ani nie je celý purpurový. Sú objekty ktoré treba otoèi» o dvakrát "celú

otáèku" , aby operácia bola symetriou. Ale to je príbeh o ktorom treba azda pojedna» podrobnej¹ie inokedy.
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nofarebné maèiatka, zmena obrázka by bola badateµná.

Symetria sa oddávna spája s krásou, a treba sa zamyslie», akú rôznorodú symetriu vnímame
ako krásnu. Predstavme si lúku plnú margarétok, alebo obilné pole. Jednotlivé kvietky alebo
klasy majú svoje geometrické symetrie, ktoré prispiavajú svojim dielom k celej nádhere, ale
je tu e¹te aj (okrem mnohého iného) permutaèná symetria, ktorú málokedy explicitne spome-
nieme, ale azda má podiel na tom, ¾e krása poµa èi lúky je viac ako len suma krás jednotlivých
prvkov. A tu je aj náznak javu " emergencie " o ktorom sa vedú debaty medzi vednými od-
bormi 2. V na¹om prípade je to otázka toho, èi na základe vlastností komponent - jednotlivých
margarétok, travín atï. vieme poveda» v¹etko o celku (lúke). Tu to vyzerá ¾e nie. Permuta-
èná symetria kytice sa nepopí¹e na základe znalosti symetrie jednotlivých margarétok - dá
sa pova¾ova» za vlastnos» celku o ktorej ani nebolo ako hovori» jazykom jednotlivých èastí.
Alebo sme medzi èasti nezahrnuli v¹etko.

3 Hon za krásou

Symetrie nielen objavujeme ako krásu, ale ich princípy pou¾ívame keï chceme nieèo krásne
vytvori». V klasickom umení je spojenie obzvlá¹» výrazné.

Najprv sa pozrime na vizuálnu, geometrickú symetriu v umení. Rozlièné staré stavby oplý-
vajú mnohorakou symetriou. Táto bola èasto volená aj z praktických dôvodov. Keï¾e sily
pôsobiace na stavbu vykazujú urèité symetrie, zrkadlia sa tieto aj v kompenzácii týchto síl
oporným systémom stavby - usporiadaním múrov, såpov, nosníkov, oblúkov atï. Tento oporný
systém, prispôsobený symetrii vplyvov pôsobiacich na stavbu, sa tak aj sám stáva ozdobou.

Keï Michelangelo predstavil svoje veµdielo - Pietu, µudia sa pozastavovali nad mladistvým
vzhµadom Bo¾ej Matky. Poznamenajme tu èosi ohµadne znázornenia tejto mladistvosti. Veµmi
k nej prispieva fakt, ¾e tvár Panny Márie je takmer dokonale symetrická, ako tomu býva u
veµmi mladých µudí. Keï sa bunkám darí, darí sa im symetricky. Problémy nastávajú nerov-
nomerne - drobné úrazy s jazvami, po¹kodené zásobovanie ¾ivinami èi prasknuté ¾ilky, . . . a
pravdepodobnos», ¾e nieèo také nastane, sa u nás kumuluje s èasom.

V literatúre je symetria tie¾ do istej miery vizuálna - aj akustická èi pojmová. . . Predstavme
si napríklad báseò s viazaným ver¹om. Aj cudzinec neovládajúci jazyk v ktorom je napísaná

2veµmi zhruba napríklad o tom èi biológia je len aplikovaná chémia a chémia len rozvinutá fyzika atómového

obalu a podobne
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si mô¾e v¹imnú» istú periodicitu - a periodicita je symetriou. Prílu¹nou transformáciou, ktorá
"nejaký aspekt zachováva" je posunutie sa o ver¹ èi niekoµko ver¹ov ïalej, a zachovávajúca
sa vec mô¾e by» kombinácia hlások na konci, alebo aj melódia celého ver¹a a pod. Mnoho
umeleckých prostriedkov v literatúre vyu¾íva symetriu v abstraktnej¹om zmysle - napríklad
prirovnanie, paralela, podobenstvo nám poskytujú ako systém dve porovnávané veci èi situ-
ácie, a prechod od jednej k druhej zachová to, èo majú spoloèné, èím sa podobajú.

S hudbou a tancom je to podobné ako s básòami a ïal¹ími umeleckými prejavmi pou¾í-
vajúcimi periodicitu- refrény, opakujúce sa motívy a pod. sú istým druhom symetrie (a nie
jediným ktorý sa tu dá nájs»).

4 Architektúra na oblohe

Spomenuli sme v súvislosti so starými stavbami, ako ich oporný systém zohµadòoval symetrie
vonkaj¹ích vplyvov. Pozrime sa teraz na takéto "vplyvy", sily v prírode. Nielen ¹truktúry
postavené èlovekom vykazujú symetrie - tieto sa odrá¾ajú v tvare hviezd, slneènej sústavy a
galaxií, snehových vloèiek a hladiny mora. . .

Jedným z najnápadnej¹ích tvarov v slneènej sústave je súbor do seba vlo¾ených koncentric-
kých sférických vrstiev, " obálok" dohromady tvoriacich guµu. Takýto tvar má Slnko, Mesiac,
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planéty. . . Zlo¾enie sa mení v závislosti od vzdialenosti r od stredu. Jednotlivé vrstvy sa
lí¹ia materiálom, teplotou, hustotou . . . Materiál v rámci jednej takejto ¹krupinky je pribli-
¾ne rovnaký do v¹etkých smerov (napr. Zem tvorí výnimku èo sa týka vrstvy posledných
niekoµko kilometrov pri povrchu). Teda je tu rotaèná symetria, odraz symetrie Newtonovho
gravitaèného zákona podµa ktorého èastica hmotnosti m patriaca do ¹krupinky s polomerom
r podlieha gravitaèného vplyvu hmoty M v guli ohranièenej touto ¹krupinkou:

F = G
Mm

r2

Sférická symetria nebeských telies je oèividná; v¹imnú» si symetriu na úrovni matematickej
formulky je niekedy trochu menej samozrejmé, preto¾e to vy¾aduje v¹imnú» si na èom z hµa-
diska skúmaného javu nezále¾í. Ak napríklad zmeníme vzdialenos» od stredu r, sila bude iná
- na zmene vzdialenosti od stredu z hµadiska veµkosti sily zále¾í. Ale ak prevedieme rotáciu
a porovnáme veµkos» sily na dvoch miestach v rovnakej vzdialenosti od stredu, len pootoèe-
ných jedno vzhµadom na druhé (sférické súradnice θ, ϕ sú rôzne pre dané miesta), veµkos»
sily ostáva rovnaká, je to z hµadiska takýchto transformácií invariant. Keï¾e na natoèení z
hµadiska veµkosti sily nezále¾í, body lí¹iace sa len takouto symetrickou transformáciou sú z
hµadiska daného invariantu ekvivalentné.

Skúmanie symetrií vy¾aduje niekedy takéto "èítanie medzi rovnos»ami" a potom správnu
interpretáciu, èo je vec cviku a poznania istých matematických trikov. Upozornime naprí-
klad, ¾e ak formulka mlèí o nejakej velièine, stále s òou mô¾e ma» veµa spoloèné, preto¾e
velièina tam mô¾e by» skryto vyjadrená cez iné. Napríklad v na¹ej fromulke pre veµkos» sily
nevystupuje explicitne kartézska súradnica x - ale je tam skryto vo vzdialenosti r. A opaène,
ak aj formulka hovorí explicitne o nejakých velièinách, neznamená to, ¾e ¾iadna ich zmena
nemô¾e by» symetriou. Napríklad vzorec pre veµkos» gravitaènej sily je mo¾né napísa» aj v
kartézskych súradniciach, teda ako

F = G
Mm

x2 + y2 + z2

V¹etky kartézske súradnice x, y, z tu explicitne vystupujú, a je pravda, ¾e zmena ktorejkoµvek
jednej z nich nie je symetriou èo sa veµkosti sily týka. Ale existuje celá trieda ¹peciálne koor-
dinovaných zmien týchto súradníc (rotácie), kde zmena jednej kompenzuje zmenu inej práve
tak, aby sa zachovala kombinácia x2 + y2 + z2 = r2 relevantná pre veµkos» sily - a teda aby
sa aj táto zachovala.

Pouèením okrem iného je, ¾e rozpozna» symetriu nie je celkom triviálna vec. Existujú súbory
matematických nástrojov u¾itoèných pri love symetrií. Niekoµko ich je spomenutých ïalej v
tomto texte. Ak sa èlovek s obmedzenými èasovými mo¾nos»ami rozhoduje do ktorej partie
matematiky investova» èas, ¹túdium pojmov ako symetria, ekvivalencia a invariant je kon-
zervatívna voµba s takmer istým výnosom, vzhµadom na to ¾e v súèasnej fyzike tieto pojmy
súvisia prakticky so v¹etkým.

5 Poézia periodickej tabuµky

Symetrie by sme teda mohli zmieni» v súvislosti s ka¾dou partiou fyziky. A nielen tej. Chémia
má ako svoju základnú zbierku dát periodickú tabuµku prvkov. Vzory a pravidelnosti v týchto
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dátach sú jav doteraz plne nepopísaný. Snáï kdesi v matematickej divoèine e¹te nenaru¹enej
µudskými snahami èakajú rovnice ktorých symetrie zrkadlia aspoò èiastoène pravidlá elektró-
nových orbitalov. Ale zatiaµ sa podarilo nájs» rovnicu, ktorá takúto úlohu v prijateµne plní,
iba pre prvý prvok, vodík. Na jej základe sa dá èosi usúdi» aj o ostatných, a do istej miery
takéto pribli¾né úvahy fungujú. Elektrónové kon�gurácie atómových obalov sa v¹ak dajú re-
prezentova» istými modelmi aj bez toho, aby nám bolo o nich v¹etko jasné - nakoniec ani
pre ten prvý vodík nám v¹etko jasné nie je. S uvedeným upozornením, ¾e sa pohybujeme na
neveµmi porozumenej pôde, poïme rázne poobdivova» prvky v tabuµke.

sciencenotes.org/printable-periodic-table

Je tu opä» mno¾stvo symetrií. Aká poetická by mala by» veda ktorej základné dáta sú ulo¾ené
vo ver¹och rýmujúcich sa po celej då¾ke: riadky tabuµky javia opakujúce sa ¹truktúry nielen
na konci, v poslednom ståpci, ale vo v¹etkých! Obaly atómov v jednom ståpci majú rovnaké
"koncovky", poèet valenèných elektrónov. Postupom k prvkom s vy¹¹ím poètom elektró-
nov sledujeme aj pribúdanie "refrénov", typov orbitalov v ïal¹ích a ïal¹ích energetických
vrstvách.

A to sme e¹te len pri prvkoch - vlastne preva¾ne pri ich obaloch. Jadrové ¹truktúry, usporia-
dania nukleónov vytvárajú ïal¹ie aspekty celej skladby, nepochybne dokonale zladené s tými
obalovými, akurát o nich vieme e¹te menej.

Aj na druhej strane ¹kály, väè¹ej ako obaly jednotlivých atómov, vo svete chemických (" obalových")
interakcií , sa vytvárajú ¹truktúry s ïal¹ími symetriami o ktorých nemalo zmysel hovori» na
úrovniach men¹ích ako molekuly. O týchto tie¾ vieme menej ako tam je.
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6 Je celok len sumou èastí?

Symetria mô¾e by» charakteristikou urèitej rodiny objektov, nie nevyhnutne jednotlivých èle-

nov.

Vrá»me a e¹te k tomu najjednoduch¹iemu atómu - vodíku. Bez zachádzania do technikalít
výpoètov, pripomeòme ¾e jeho jediný elektrón sa pohybuje v poli jeho jediného protónu. Pole
budené protónom je sféricky symetrické, ako bolo zakódované u¾ v Coulombovom zákone pre
klasickú elektrostatickú interakciu. Odkiaµ sa potom berú orbitaly vy¹¹ích excitovaných sta-
vov elektrónu v poli protónu - ktoré jednotlivo nemusia sférickú symetriu vykazova»?

Táto otázka nás privádza k symetrii vyskytujúcej sa ako charakteristika rodiny objektov
(v na¹om prípade v¹etkých rie¹ení Schroedingerovej rovnice, resp. k symetrii tejto rovnice
samotnej), nie nevyhnutne jednotlivých èlenov (tu: jednotlivých rie¹ení). Rodina v¹etkých
mo¾ných orbitalov dohromady vykazuje aj symetrie, ktoré sa jednotlivým èlenom pripísa»
nedajú. Kvantové orbitaly sú vec nebezpeèná na vizuálne interpretácie, ale tu sa mô¾eme
odkáza» na fakt, ¾e aj newtonovská gravitaèná interakcia vykazovala podobný jav. Intenzita
gravitaèného poµa povedzme Slnka je sféricky symetrická - ale poloha planéty v ka¾dom jed-
notlivom èase vyberá význaèný smer od Slnka, teda narú¹a symetriu. Podstatné je, ¾e celá
orbita u¾ isté symetrie má, a súbor v¹etkých mo¾ných orbít (aj keï touto planétou nezreali-
zovaných) má symetrie ako zákon ktorým sa riadia.

Vezmime e¹te názornej¹iu situáciu: jednotlivé lupienky sedmokrásky nemajú symetriu, ktorú
vykazuje ich rodina - celý kvet. Týmto sa pridáva ïal¹í argument pre jav " emergencie"spomínaný
v predo¹lých odsekoch. Vyzerá to tak, ¾e vlastnosti celku »a¾ko v¹etky vysvetli» iba na základe
vlastností èastí. Minimálne nie v zmysle takých èastí a takých vlastností, s akými tu nará-
bame. Otázka, èi existuje nejaký zmysel, v ktorom spomenutý redukcionizmus (redukujúci
celok na sumu èastí) funguje, ide ïaleko za rámec tohto textu a pojmu symetrie. Toti¾ mô¾e
by» jeden základný princíp za v¹etkým, ale nevyzerá to tak, ¾e by sa skúmaním jednotlivostí
ako èastice, interakcie a pod. dal celý preskúma». Èi sa dá preskúma» skúmaním celku je
»a¾ko poveda», kým si neujasníme, èo v¹etko do celku patrí.

Obr. 1: lupene, orbitaly, rie¹enia Obr. 2: kvet, atóm, rovnica
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7 Objav èi predpoklad symetrie?

Povedali sme si, ¾e mnoho objektov a javov v prírode vykazuje isté pravidelnosti. Nie v¹etky
vidíme a rozoznávame na prvý pohµad. Pri ¹túdiu prírodných úkazov a na¹ich pokusoch po-
pisova» ich matematickými modelmi nastávajú rozlièné situácie:

� Objav (symetria a posteriori): Zaèíname s istým modelom a symetria je rozpoznaná
ako jeho èrta. Napríklad ak máme nejakú rovnicu, povedzme empiricky získanú, a roz-
poznáme ¾e má nejaké symetrie, potom sa nám na ich základe ponúkajú rozlièné triky
na jej rie¹enie. Prepis do "vhodne zvolených" súradníc je len jedným z nich.

� Predpoklad (symetria a priori): Zaèíname s predpokladom, ¾e skúmaný jav vykazuje
nejakú konkrétnu symetriu a matematický model budujeme s týmto predpokladom. Na-
príklad ansatz pre Maxwellovo rozdelenie rýchlostí molekúl, Lagran¾ián pre ¹tandardný
model èasticovej fyziky, Schwarzschildova alebo FLRW metrika boli navrhnuté s ohµa-
dom na predpokladané symetrie systémov, ktoré popisujú.

� Kombinácia vy¹¹ieuvedeného. Spomeòme si na symbolické obrázky drevenej skladaèky
vy¹¹ie. Jednotlivé kúsky majú isté osové symetrie; ak máme v¹etky poruke a ak ich
poskladáme správne, výsledná hviezdica má e¹te ïal¹ie symetrie o ktorých nemohla by»
reè na úrovni jednotlivých èastí. Vo fyzike sme èasto v situácii keï nám nie je ani jasné èo
v¹etko vôbec patrí do abstraktnej "skladaèky", teda èi máme v¹etky dieliky v rukách, ani
akú symetriu má vykazova» výsledný systém. Postupujeme metódou pozri-skús-oprav-
hµadaj (ïal¹ie dieliky) - hádaj (ïal¹ie symetrie ktoré zatiaµ nevidno) a nepredstieraj, ¾e
si u¾ videl v¹etko.

8 Nerobi» závery pred koncom

Pri hµadaní pravidelností v prírode sa èasto pou¾íva estetické hµadisko. Spomeòme si v tejto
súvislosti na dávny príbeh, keï sa objavil Keplerov model slneènej sústavy. Predpokladali sa
kruhové orbity a súvislos» s "hudbou sfér"v ktorých by le¾ali. Kruhové orbity sa pova¾ovali
za mimoriadne krásne a dokonalé. Teda, ak u¾ krivka má ma» krivos», tak v¹ade rovnakú.
Poniektorí azda privítali elipsy s akýmsi rozèarovaním. A to e¹te nie celkom uzavreté elipsy,
vzhµadom na pozorované stáèanie perihélia!

Eliptickos» a neuzavretos» orbít by v¹ak asi nepova¾ovali za estetickú chybu ani µudia s veµmi
tvrdohlavými a konvenènými predstavami o tom èo je pekné, ak by sa na pohyb planéty po-
zerali dostatoène dlho a z dostatoèného nadhµadu.

Vykreslený slneènoplanetárny kvietok nie je menej pekný ako mnohokrát obehnutá kru¾nica.
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A ak zvá¾ime e¹te ¹ir¹ie hµadisko (a väè¹í nadhµad), pripomenieme si relativitu a súvis gravi-
tácie a geometrie, prídeme k tvrdeniu, ¾e planéta vlastne ide rovno v rámci èasopriestoru.

Nejdeme tvrdi», ¾e v¹eobecná relativita je u¾ posledné slovo vo fyzike, veµmi pravdepodobne
nie. Fyzika je mladá veda a zdanie ¾e je pokroèilá je relatívne. Ale u¾ sa pestuje dos» dlho na
to, aby nám aj ona poskytla pár náznakov, ¾e ak sa nám nieèo v prírode javí ako "nie také
pekné ako by mohlo by»", je to pravdepodobne preto ¾e buï máme mizerný vkus, alebo sme
e¹te nevideli celý obraz.

Predstavme si lienku v strede kvetu slneènice, ako skúma systém okolo seba. V najbli¾¹om
okolí niekoµkých milimetrov vidí èosi ako na prvom obrázku ni¾¹ie. Je tu istá periodicita, azda
trochu rotaènej symetrie jednotlivých zrniek. Keï sa jej podarí preskúma» trochu viac, pove-
dzme tak 5-7 cm okolo stredu, objaví krásne ¹pirály a azda Fibonacciho postupnos» s nimi
spojenú. Mo¾no u¾ zaène robi» ich extrapolácie a má pripravené predpovede aké veµké zrnká
akých tvarov oèakáva» vo vzdialenosti povedzme dva metre od stredu. Vyberie sa teda seba-
vedome pozdå¾ jednej zo ¹pirál overi» svoje predpovede . . . a narazí na akúsi ¹truktúru novej
farby aj textúry - a predpokladá ¾e svet predsa len nie je taký "pekne usporiadaný" ako sa
zdalo. Keï v¹ak poodstúpi do vzdialenosti tých zmienených dvoch metrov, azda v inom smere
ako plánovala, vidí novú symetriu o ktorej predtým nevedela niè. A èo e¹te keï uvidí celé pole.

Toto podobenstvo stále operuje s vizuálnymi symetriami. Av¹ak do "nadhµadu z ktorého vidno
viac"spadá nielen doslovné poodstúpenie pár krokov, ale aj celkový posun uva¾ovania, azda
k iným pojmom ako máme zau¾ívané. Toto platí pre mnoho spôsobov poznávania. Vo fyzike
sa takým nadhµadom mô¾e ukáza» skúmanie situácie vo fázovom priestore namiesto kon�gu-
raèného; v zakrivenom èasopriestore namiesto euklidovského priestoru; zahrnutie viacerých
komponentov do systému namiesto ich umelého vynechávania ak bytostne patria k sebe atï.
Niekedy to chce geniálne jednoduchý nápad, a potom èasto ovládanie matematického apa-
rátu ktorý by pomohol previes» kvalitatívny nápad na kvantitatívne overiteµné predpovede.
A obèas znalos» matematického aparátu mô¾e in¹pirova» aj ku kvalitatívnym nápadom.

9 Matematický arzenál

Spomenuli sme matematický aparát na uchopenie symetrií vo fyzike. Vzhµadom na to, ako
veµmi sa ich skúmanie osvedèilo ako zdroj nových poznatkov, aj príslu¹ný aparát bol aktívne
rozvíjaný. Spomeòme tu aspoò kµúèové slová, s ktorými sa èitateµ mô¾e vyda» na prieskum
matematických a fyzikálnych oblastí za úèelom ¹túdia symetrií.
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Transformácie - tu obvykle znaèia prechod od jedného objektu k inému. Napríklad od
sady kartézskych súradníc k sade sférických, alebo od jedného atómového orbitalu k inému,
alebo od jedného stavu systému k inému (èasový vývoj je teda tie¾ transformáciou). Ak
tieto nieèo zachovávajú (teda napriek tomu ¾e tranformácia na systéme bola prevedená, nieèo
ostalo ako bolo predtým), hovoríme o nich ¾e sú (z hµadiska zachovaného aspektu) symetriami.

Invarianty - sú práve veci, vlastnosti, objekty, aspekty zachovávajúce sa pri transformáciách.
Dos» èasto je takou transformáciou práve èasový vývoj a invariantom velièina nemeniaca sa
v èase, kon¹tanta poèas vývoja. Význam zákonov zachovania vo fyzike »a¾ko vôbec docení
niekto, kto e¹te nerie¹il do detailov vývoj nejakého reálneho dynamického systému. Dorie¹enie
problému mô¾e závisie» tom, èi si èlovek v¹imne, ¾e nejaká kombinácia nezávislých a závis-
lých premenných a ich derivácií je maskovaná kon¹tanta. Uveïme niekoµko známych zákonov
zachovania z fyziky v súsvislosti so symetriami, ktoré ich platnos» podmieòujú: zachovanie
energie (za predpokladu homogenity èasu; tvar fyzikálneho zákona popisujúceho systém nezá-
visí explicitne od èasu), zachovanie hybnosti (za predpokladu homogenity priestoru v ktorom
sa systém pohybuje), zachovanie momentu hybnosti (za predpokladu izotropie priestoru okolo
systému).

Ekvivalencia - objekty prepojené symetrickou transformáciou sú ekvivalentné vzhµadom
na invariant, ktorý transformácia zachováva. Napríklad dva body na sfére sú spojené rotá-
ciou, a z hµadiska vzdialenosti od stredu (invariant pri rotácii) sú ekvivalentné. Alebo: dve
inerciálne vz»a¾né sústavy spojené Lorentzovou transformáciou sú ekvivalentné z hµadiska
rýchlosti svetla - v oboch je rovnaká.

Grupy - boli zavedené pri skúmaní symetrií algebraických rovníc, ale ich vyu¾itie je te-
raz omnoho ¹ir¹ie. Ak sa niekde vyskytuje sada transformácií, ktoré sú symetriami nejakého
systému (teda pri prechode od jedného jeho stavu k inému nieèo zachovávajú, nemenia), ob-
vykle sa dajú reprezentova» ako grupa. Napríklad rotácie tvoria grupu symetrií sféry.

Lieove algebry - súvisia s grupami spojitých trasformácií (napríklad rotácie v euklidov-
skom priestore) a faktom, ¾e spojité transformácie sa èasto dajú spravi» "po troche", teda
ako zlo¾enie mnohých malých. Malé transformácie majú výhodu v tom, ¾e fungujú lineárne,
èo by mal doceni» ka¾dý, kto sa u¾ potrápil s aspoò kvadratickou rovnicou.

Killingove vektory - generátory symetrií na hladkých varietach. Hladké variety mô¾u re-
prezentova» spojitú mno¾inu stavov systému, krivky v nich postupnos» stavov, teda vývoj.
Symetrie zakódované v Killingových vektoroch veµmi uµahèujú predpovede vývoja.

Jetový priestor - je spôsob ako symetriu diferenciálnej rovnice poòa» geometricky. Diferen-
ciálne rovnice sú u¾ klasickou súèas»ou mnohých odvetví, a nepoznáme univerzálny algoritmus
ako ich rie¹i». Poznáme také algoritmy pre niektoré typy, a èasto sú to typy vyznaèujúce sa
istými symetriami. Práve abstraktný jetový priestor pomáha s geometrickou, èasto doslova
vizuálnou predstavou abstraktnej rovnice. Na neznámu funkciu vystupujúcu v diferenciálnej
rovnici a jej derivácie sa pozeráme ako na súradnice jetového priestoru, a samotná rovnica
nám potom reprezentuje nejakú (nad)plochu v òom. (Nad)plochy sú geometrické objekty, a
na ich skúmanie sa potom dajú nasadi» geometrické triky, ktorých je (aj vïaka vizuálnej ná-
zornosti v ni¾¹ích rozmeroch a ich analógiám vo vy¹¹ích) pomerne hojne.
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Klasi�kácia, hierarchia, degenerácia, ¹truktúra spektier. . . - tieto výrazy sa vyskytujú
vo viacerých oblastiach fyziky a málokedy (ak vôbec) bez veµmi úzkeho súvisu so symetriami.

Krása na osoh

Bolo by absurdné pokú¹a» sa na pár riadkoch v rámci takéhoto prehµadového textu do detailov
vysvetµova» súvislosti v¹etkých pojmov ktoré súvisia so symetriou hoci len vo fyzike. Ale je
namieste ich tu uvies»; ak sa s nimi èitateµ stretne, nech si spomenie, ¾e pomáhajú vo fyzike
vyu¾íva» symetriu podobne, ako to znalos» rytmu, rýmov, refrénov a pod. umo¾òuje umelcom
v poézii a hudbe.

Tento projekt získal �nancovanie z výskumného a inovaèného programu EU Horizon 2020 v rámci Marie

Sklodowska-Curie Dohody o grante è. 945478.
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