
DIFÚZIA, ENTROPIA, KRIVOS«
. . .fyzika, ¹tatistika a geometria sa stretnú v rovnici. . .

Veronika Gáliková

Táto zbierka poznámok nie je myslená ako ïal¹í návod na metódy rie¹enia difúznej rov-
nice / rovnice vedenia tepla. Skôr ju treba vníma» ako pokus o vyjasnenie spojenia tejto
známej rovnice s niektorými ¹tatistickými a geometrickými pojmami.

Niekedy je tendencia rýchlo odbavi» predstavenie rovnice a potom sa necha» tak zahlti» tech-
nikalitami rie¹enia, ¾e pochopenie niektorých súvislostí sa mô¾e v procese strati». Iste nie je
¾iaduce iba sa vycvièi» na narábanie s rovnicou v rôznych súradných sústavách, s rozliènými
poèiatoènými a okrajovými podmienkami, a pritom vynecha» súvislosti medzi geometric-
kými, ¹tatistickými a fyzikálnymi aspektmi problému.

Posna¾me sa tu prezentova» dobre známy fyzikálny proces ¹írenia tepla alebo difúzie aj ako
napredovanie systému k väè¹ej entropii (¹tatistický pohµad) a ako laplaciánom vedený tok k
men¹ej krivosti (geometrický pohµad).

1 Jednoduchý model popisu difúzie

Známa najjednoduch¹ia verzia difúznej rovnice (2. Fickov zákon) opisuje zmenu funkcie
u(x, y, z, t) (typicky interpretovanú ako koncentrácia difundujúcej látky) v priestore (x,y,z)
a èase (t)
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Udáva súvis medzi prvou èasovou a súètom druhých priestorových derivácií na¹ej funkcie.
Suma druhých priestorových derivácií má veµmi peknú geometrickú interpretáciu, ktorej sa
neskôr budeme venova». Takáto kombinácia operácií na funkcii si zaslú¾i názov, budeme ju vo-
la» laplacián funkcie a oznaèova»∆u. Na¹a rovnica vlastne hovorí, ¾e èasový vývoj funkcie
(v zmysle ∂tu ) je daný istou jej priestorovou charakteristikou (∆u). V tejto najjednoduch¹ej
verzii D predstavuje kon¹tantný difúzny koe�cient. Aby bol problém plne ¹peci�kovaný, je
potrebné e¹te doda» informáciu o poèiatoèných a okrajových podmienkach.

Fyzik èo sa aspoò obtrel o termodynamiku si musí v¹imnú» analógiu s prenosom tepla
z teplej¹ích oblastí do studen¹ích; v tej súvislosti rovnicu mo¾no rozumie» ako opis tenden-
cie difundujúcej látky obsadi» dostupnú oblas» èo najrovnomernej¹ie, postupujúc
pritom k stavu charakterizovanom najvy¹¹ou entropiou (v analógii s tendenciou energie rov-
nomerne sa distribuova» v súlade s 2. zákonom termodynamiky.)
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Z geometrického pohµadu, vzhµadom na fakt ¾e èasový vývoj je daný laplaciánom,
matematik rozozná typické èrty vývoja strednej krivosti.

Geometrický, fyzikálny a ¹tatistický aspekt sa stretávajú v jednej rovnici. Chceme
ukáza» prepojenie týchto aspektov, súvislos» laplaciánu, strednej krivosti, entro-
pie, pravdepodobnosti a difúzie/¹írenia tepla. Ak sa cestou podarí odstráni» niektoré
nedorozumenia, ktoré obèas pretrvajú aj niekoµko absolvovaných fyzikálnych kurzov, tým le-
p¹ie.

Tok a zachovanie èastíc

Zaènime zmienkou o spôsobe, akým sa rovnica difúzie (2. Fickov zákon) niekedy prezen-
tuje - ako dôsledok 1. Fickovho zákona (spájajúceho koncentráciu u s tokom

−→
j ) a rovnice

kontinuity (vyjadrujúcej zachovanie difundujúcej látky)

−→
j = −D ∇⃗u (2)
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1. Fickov zákon (2) nám hovorí, ¾e tok
−→
j (mno¾stvo látky prechádzajúce jednotkovou

plochou za jednotku èasu) je úmerný zápornému gradientu koncentrácie ∇⃗u, v
súlade s intuitívnou predstavou, ¾e látka prúdi z oblastí s vy¹¹ím obsadením do tých, kde je
koncentrácia ni¾¹ia. Termodynamická analógia hovorí, ¾e teplo prúdi z teplej¹ieho telesa na
chladnej¹ie.

Rovnica kontinuity (3) napísaná v integrálnom tvare hovorí, ¾e rýchlos» zmeny mno¾s-
tva látky v danom objeme V je daná tokom cez hranicu S tohto objemu - ak
èastice nevznikajú a nezanikajú, potom jediný spôsob, ako sa mô¾e zmeni» ich poèet v danej
oblasti, je ich prechod cez hranicu - dnu alebo von.

Obr. 1: Tok èastíc cez plochu ohranièujúcu daný objem, urèujúci zmeny mno¾stva látky v
òom. Èervenou je znázornený úbytok èastíc z oblasti - tok cez hranicu smerom von, zelenou
prírastok - tok cez hranicu dnu, èiernou èastice èo boli aj ostali v oblasti

Aby sme intuitívne tvrdenie rovnice kontinuity (3) dostali do formy lep¹ie spojiteµnej s 1.
Fickovým zákonom (2) a skombinovali ich do obvyklej formy difúznej rovnice, treba rovnicu
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kontinuity (3) prepísa» pomocou Gaussovej vety, ktorá spája tok cez plochu S ohranièujúcu
objem V s divergenciou v tomto objeme:�

S
j⃗.dS⃗ =

�
V
∇⃗.⃗j dV

Potom rovnica kontituity v diferenciálnom tvare vyzerá nasledovne:

∂

∂t
u+ ∇⃗.

−→
j = 0 (4)

Po dosadení−D∇⃗u za tok j⃗ máme v druhom èlene (4) divergenciu gradientu ktorú oznaèujeme
ako laplacián ∇⃗.∇⃗u = ∆u a dostávame na¹u difúznu rovnicu (1). Intuitívnos» diferenciálneho
tvaru (4) v¹ak závisí od toho, nakoµko je pre èitateµa intuitívna Gaussova veta. Ak obozná-
menos» s òou chýba, aj odvodenie difúznej rovnice pomocou nej bude trochu "cudzie".

Mohlo by by» vhodným didaktickým »ahom ponúknu» e¹te jeden pohµad na vec, ktorý odkrýva
geometrický význam laplaciánu samotného a ukazuje, ¾e jeho objavenie sa v difúznej rovnici
je veµmi prirodzené - nielen ako dôsledok faktu ¾e 1. Fickov zákon obsahuje gradient a rovnica
kontinuity divergenciu. Laplacián funkcie sám osebe súvisí s mierou nerovnomernosti
distribúcie hodnôt zmienenej funkcie a krivos»ou (hyper)povrchu daného jej gra-
fom. Aj obvyklé vyjadrenie laplaciánu ako "divergencie gradientu" potom azda bude
dáva» lep¹í zmysel.

2 Limity modelu

Dôle¾itou súèas»ou ¹túdia akéhokoµvek modelu je ujasnenie si v akých situáciách je nepou¾ite-
µný. Rozvíjanie teórie bez zvá¾enia jej limít je trochu podobné rie¹eniu diferenciálnej rovnice
bez okrajových podmienok. Milé, úhµadné, krátkodobo stráviteµnej¹ie - a málo u¾itoèné pre
väè¹inu reálnych aplikácií.

Predpoklady na pou¾itie difúznej rovnice nie sú ostro vymedzené (ak sú splnené lep¹ie, vý-
sledky budú vernej¹ie skutoènosti), ale poukáza» na limity má zmysel aj tak - hoci aj ako
nápoveda k mo¾nej diagnóze, ak výpoèty budú vies» k podivným záverom.

Èastice sa "necítia"

Prvý Fickov zákon
−→
j = −D ∇⃗u (tvrdiaci ¾e èastice majú tendenciu ís» v smere men¹ej kon-

centrácie) je azda zriedka spochybòovaný. Av¹ak aby sme predi¹li prijatiu správneho záveru z
nesprávneho dôvodu, adresujme tu jeden nesprávny pohµad, hoci podporujúci prijatie vz»ahu
medzi gradientom koncentrácie a tokom v súlade s prvým Fickovým zákonom. Konkrétne,
èlovek by mal by» opatrný s predstavou, ¾e èastice prúdia do menej obsadených oblastí kvôli
tomu, ¾e ostatné im "zavadzajú", alebo ¾e èastice opú¹»ajú preplnené oblasti preto¾e ostatné
ich odtiaµ akosi "vykopnú".

Difúzna rovnica v jednoduchom tvare (1) toti¾ práve poèíta s podmienkou, ¾e spomenuté
scenáre sa dejú len v zanedbateµnej miere. Predpokladá, ¾e ka¾dá èastica je nezávislá od
ostatných a pravdepodobnos», ¾e pôjde niektorým smerom nie je ovplyvnená porítom-
nos»ou èi neprítomnos»ou ostatných. Ak tento predpoklad nie je rozumne splnený, jedná
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sa práve o prípad keï (1) s kon¹tantnýmD nemá by» pou¾itá a treba pohµada» zlo¾itej¹í model.

Pre oprávnenos» pou¾itia najjednoduch¹ej verzie difúznej rovnice 1) je potrebné, aby bolo
èasticiam k dispozícii omnoho viac voµného priestoru ako obsadeného, a èastice by sa
nemali ovplyvòova» 1. Bolo by nevhodné postavi» porozumenie rovnice (1) na predpokla-
doch, ktoré s òou nie sú kompatibilné.

Tendencia difundujúcej látky roz¹íri» sa do oblasti je v na¹om modeli daná prav-
depodobnostným rozdelením pre rozlièné kon�gurácie a má viac do èinenia so
¹tatistikou náhodnej prechádzky a entropiou ako so snahou èastíc uhnú» si vzá-
jomne z cesty. Pod "náhodnos»ou"sa tu myslí ¹tatistický termín. Máme tu klasický model
bez kvantovej neurèitosti.

Obr. 2: Obrázky ilustrujúce 1. Fickov zákon (2) a teda tendenciu rovnomerného rozpyµovania
sa do dostupnej oblasti obvykle nie sú kreslené v reálnych proporciách. Treba si da» pozor
aby nepovzbudzovali predstavy o "nezná¹anlivo interagujúcich"èasticiach aj tam kde nie sú
namieste.

Poèet èastíc by mal oprávòova» pou¾itie ¹tatistických metód a situácia by
mala by» aproximovateµná spojitým modelom

Aby bolo pou¾itie difúznej rovnice relevantné, je potrebné aby èastíc bolo dos» veµa na
nasadenie ¹tatistickej ma¹inérie, keï¾e na¹a rovnica patrí do takej kategórie.

Ïal¹ia vec na zvá¾enie je to, ¾e máme diferenciálnu rovnicu ktorá vyu¾íva diferenciálny poèet s
jeho predpokladom kontinua, aj keï je jasné ¾e pri difúznom procese je nemálo diskrétnych
aspektov. V ¾iadnom experimente nemáme látku rozlo¾enú ako dokonalé kontinuum. Ak sa
pozeráme na veµmi malé oblasti, s na¹im modelom narazíme na skokovité zmeny koncentrácie
a pod. Èastice sa ani nepohybujú a¾ tak hladko ako rovnica naznaèuje.

Mno¾stvo èastí, ich rozmer (v pomere k dostupnému priestoru) a vlastnosti ich pohybu
by mali by» vzaté do úvahy keï sa rozhodujeme èi je spojitá funkcia vhodná na pribli¾ný
popis kon�gurácie èastíc, a èi diferenciálna rovnica je vhodný model zmien zmienených
kon�gurácií v priestore a èase.

1Toto je samozrejme idealizácia; èím je jej skutoèná situácia vzdialenej¹ia, tým viac treba uva¾ova» o iných
modeloch.
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3 ©tatistický vývoj k vy¹¹ej entropii

Difúzna rovnica (1) ako model predstavuje spojitú aproximáciu náhodného, v istých
ohµadoch diskrétneho procesu ktorým sa systém vyvíja smerom k maximálnej en-
tropii. Náhodnos» sa tu myslí v zmysle klasickej fyziky - teda len v zmysle ¾e nedisponujeme
v¹etkými informáciami a preto uchopíme vec ¹tatistickými metódami. Pojem entropie si azda
zasluhuje pár poznámok. ¥udia povrchne oboznámení so ¹tatistickou fyzikou majú tento po-
jem niekedy voµne asociovaný s "neporiadkom" alebo "nedostatkom usporiadania". Vhodnos»
asociácie závisí od toho, èo sa myslí pod usporiadanos»ou alebo jej nedostatkom.

Vezmime si ako príklad rovno na¹u difúznu rovnicu: tu je zjavná tendencia èastíc rozmiestni»
sa rovnomerne (nakoµko ïal¹ie podmienky umo¾òujú) po dostupnom priestore, a stav charak-
teristický najrovnomernej¹ím rozmiestnením je práve rovnová¾ny, s najvy¹¹ou entropiou.
Ale mnoho µudí by zrovna takéto rovnomerné usporiadanie nevnímali ako "najneporiadnej¹ie",
a pre týchto je asociácia entropie s "neporiadkom"skôr nedorozumením.

Azda menej nebezpeèné chápanie entropie je "miera skrytia informácie". Aj toto v¹ak
vy¾aduje istý komentár pre neexpertov na ¹tatistický ¾argón. Pokúsme sa vec trochu vyjasni».

Zaènime s dvoma pojmami vyskytujúcimi sa v de�nícii entropie v ¹tatistickej fyzike: mik-
rostav a makrostav. Makrostav je akási trieda ekvivalencie pre mikrostavy. Entropia je
charakteristikou makrostavu a je úmerná logaritmu poètu jeho mikrostavov. Pre
na¹e úèely teraz postaèí informácia, ¾e makrostavy ktorým prislúcha viac mikrostavov majú
vy¹¹iu entropiu.

Jednoduchý model hodu mincou

Známy príklad nám mô¾e pomôc» vyjasni» pojmy: Predstavme si N mincí ktoré rozdeµujeme
do dvoch skupín alebo nádobiek, prièom umiestnenie tej-ktorej mince je rozhodnuté na zá-
klade hodu touto mincou. Ak minca dopadla lícovou stranou nahor, ide do prvej skupiny
(L), ak padla rubom nahor, ide do druhej (R). Po N hodoch máme v¹etky mince rozdelené
a mô¾eme spoèíta», koµko je v ktorej skupine. V tomto jednoduchom modeli je poèet mincí
v jednotlivých kôpkach (napríklad (N − k) rubov, k líc) kompletná charakteristika makro-
stavu. Naproti tomu, detailný záznam postupnosti rubov a líc ako padali za sebou (napr.
RRRLR.. .LLL), teda záznam jednotlivých výsledkov v¹etkých hodov, predstavuje ¹peci�ká-
ciu mikrostavu.

Zjavne rozlièné mikrostavy mô¾u patri» k tomu istému makrostavu. Èím viac mikrostavov k
danému makrostavu prislúcha, tým je tento pravdepodobnej¹í. A zároveò máme pre pravde-
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podobnej¹í makrostav menej znalosti o tom akým mikrostavom sa realizoval - jednoducho je
viac mo¾ností, mikro-scenárov, ktoré mô¾u by» za daným makro-výsledkom.

Poïme zisti», ktorý je najpravdepodobnej¹í makrostav pri na¹om mincovom modeli. Ak je
nejaký makrostav daný infromáciou "N − k rubov, k líc", potom existuje

(
N
k

)
rozlièných

postupností hodov (konkrétna postupnos» hodov predstavuje mikrostav)ktoré mohli vies» k
takému celkovému výsledku. Poèet v¹etkých mo¾ných postupností je

∑N
k=0

(
N
k

)
= 2N , tak¾e

pravdepodobnos» pre spomenutý makrostav je daná pomerom
(Nk )∑N

k=0 (
N
k )
. Tento výraz je zjavne

maximálny pre makrostav pre ktorý k = N/2 (mince rozdelené do kôpok "najrovnomerne-
j¹ie", pol na pol.
Naproti tomu, makrostavy zodpovedajúce hodnotám k = 0 alebo k = N (v¹etky mince v tej
istej skupine) sú najmenej pravdepodobné. V¹imnime si, ¾e pre tieto najnepravdepodobnej¹ie
makrostavy nám nechýba ¾iadna informácia o mikrostave (¹peci�ckej realizácii) - ak naprí-
klad vieme, ¾e máme doèinenia s makrostavom v ktorom v¹etky mince sú v "rubovej"nádobke,
vieme rovno aj celú postupnos» hodov ktorá k takému výsledku viedla (N rubov za sebou).
Zmienený málo pravdepodobný makrostav má nulovú entropiu (1 mikrostav k dispozícii, a
logaritmus 1 je 0).

Na porovnanie, v prípade najpravdepodobnej¹ieho makrostavu s hodnotou k = N/2, kde polo-
vica hodov skonèila lícom a polovica rubom, existuje

(
N
N/2

)
mikrostavov (postupností hodov)

ktoré mohli k �nálnemu makro-výsledku vies», teda mnoho informácie je "skrytej"(vysoká
entropia) ak vieme iba makrostav.

Príklad - poèet hodov N=4.

Makrostav je daný celkovým poètom hodov ktoré dopadli ako rub (R) a líce (L). Mikro-
stav je daný aj konkrétnou informáciou ako dopadol ka¾dý hod. Celkový poèet mikrostavov
je 16, pravdepodobnos» daného makrostavu sa poèíta ako poèet jeho príslu¹ných mikrostavov
ku celkovému poètu v¹etkých mikrostavov. Makrostav zodpovedajúci najrovnomermej¹iemu
rozdeleniu rubov a líc má najviac mikrostavov, entropie a najvy¹¹iu pravdepodobnos» usku-
toènenia.
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Zhrnutie: Entropia a pravdepodobnos»

� mikrostavy rovnako pravdepodobné

� makrostavom prislúchajú rôzne poèty mikrostavov

� pravdepodobnos» makrostavu je úmerná poètu mikrostavov

� entropia makrostavu je úmerná logaritmu poètu mikrostavov

� entropickej¹ie makrostavy sú pravdepodobnej¹ie

Mincový model bol oèividne "hraèkársky", zamý¹µaný ako pomôcka na ujasnenie súvisu medzi
nárastom entropie a tendenciou obsadi» dostupné mo¾nosti rovnomerne. V ïal¹ej èasti by sme
mali nájs» súvis medzi mierou rovnomerného obsadzovania a jej matematickým vyjadrením
pomocou laplaciánu.

4 Princíp priemernosti a laplacián

Èasový vývoj daný laplaciánom "∆ = ∂t"v difúznej rovnici matematicky vyjad-
ruje "priemerujúcu tendenciu" poètu èastíc v rozlièných oblastiach (ktorou sa postupne
obsadenos» typickej oblasti vyrovnáva priemeru susedných oblastí).

Ná¹ mincový model z predchádzajúcich odsekov (teda rozdeµovanie mincí do dvoch nádob
na základe hodu) zjavne nereprezentuje e¹te viacero charakteristík difúzneho procesu. Po-
kúsme sa hrubý model postupne vylep¹i».

Zaènime s pozorovaním ¾e difundujúce èastice zaèínajú kdesi v oblasti do ktorej sa postupne
roz¹íria, nie sú do svojich �nálnych pozícií náhle umiestnené "zvonku" ako mince v modeli, a
tie¾ ¾e s istou pravdepodobnos»ou sa mô¾u pohnú» alebo osta» na svojej poèiatoènej pozícii.
Tie¾ je vhodné zvá¾i» jemnej¹ie delenie oblasti ("viac ako dve miesta kde sa dá skonèi»") - ale
stále e¹te zatiaµ zostaòme v diskrétnom prevedení.

Predpokladajme, ¾e oblas» je rozdelená do mnohých kartézskych "buniek", ktorých rozmer
zodpovedá typickej då¾ke "kroku" ϵ (tak¾e na "zmenu adresy"staèí èastici jeden krok).
Samozrejme na¹e delenie priestoru na "bunky"je len myslené. Nech èastice majú nejakú po-
èiatoènú kon�guráciu, a skúmajme zmeny v systéme za krátky èasový interval δt,,typicky
postaèujúci na nie viac ako jeden krok. Teda èastice sa za èas δt mô¾u posunú» z aktuálnej
bunky do susednej.

Neskor¹ie budeme uva¾ova» limity krátkych èasov a malých krokov; preto u¾ tu upo-
zornime ¾e velièiny δt a ϵ si nemusia by» nevyhnutne úmerné v zmysle "rovnakého
rádu"malosti. Sú to velièiny s rôznymi fyzikálnymi rozmermi. Ako bolo spomenuté, za èas
δt sa èastica typicky nestihne vzdiali» do vzdialenosti väè¹ej ako ϵ, ale nijako sa nevyluèuje,
¾e ostane na mieste, teda urobí krok nulovej då¾ky, aj keï uplynie nenulový èas.
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A e¹te jeden odkaz pre budúcu referenciu: V¹imnime si hranicu bunky. V jednorozmernom
prípade je bunkou úseèka s då¾kou ϵ a hranicou sú jej dva okrajové body. V dvojrozmernom
prípade je bunkou ¹tvorec so stranou ϵ a hranicu tvoria jeho okraje, teda miera tejto hranice
je 4ϵ. V trojrozmernom prípade je bunkou kocka s hranou ϵ a hranicu tvorí jej povrch, teda
miera tejto hranice je 6ϵ2. K rozmerovej otázke súvisiacej s týmto sa e¹te vrátime.

Uva¾ujme ïalej pravdepodobnos» ¾e èastica prekroèí hranicu svojej bunky v danom
èasovom okne ako p. Hodnota p závisí od vlastností difundujucej látky, rozpú¹»adla a ïa-
l¹ích okolností ovplyvòujúcich proces. Pravdepodobnos» zotrvania na pôvodnej adrese je teda
1 − p. Ak pou¾ijeme karteziánsky diskrétny "krabièkový"model v n rozmeroch, potom
typická "krabièka"/bunka "má 2n susedov s ktorými zdieµa aspoò "hranicu"(myslenú) a èas-
tica mô¾e urobi» krok 2n spôsobmi. V izotropickom prípade 2 je pravdepodobnos» kroku do
ktoréhokoµvek smeru rovnaká, teda p/2n. Pov¹imnime si ¾e stále predpokladáme pravdepo-
dobnos» krokov ktorejkoµvek èastice ako nezávislú od toho èo robia ostatné.

Pre získanie kvalitatívnej predstavy, najprv zvá¾me tok èastíc cez jednu hranicu spoloènú
dvom susedným bunkám. Ak bunky obsahujú rôzny poèet èastíc, spoloèná hranica
bude èastej¹ie prekraèovaná smerom z pln¹ej bunky do prázdnej¹ej ako opaène,
èím sa postupne bude rozdiel obsadenosti zni¾ova». Keï sa obsadenos» buniek vyrovná, toky
èastíc z jednej i druhej strany budú pribli¾ne rovnaké, èím vzájomne kompenzujú svoje efekty.

Rovnováha v na¹om modeli náhodného kroku neznaèí skonèenie presunov, ale
ich vyrovnanie. Systém stále mô¾e meni» mikrostavy aj v rovnováhe; ale je veµmi neprav-
depodobné, ¾eby sa pobral do iného makrostavu keï v rovnová¾nom má toµko mikrostavov
cez ktoré sa mô¾e "prechádza»".
Zjavne ná¹ model nemá niè doèinenia s èasticami uhýbajúcimi si z cesty alebo vykopávajúcimi
svojich susedov; skôr predstavuje dôsledky základných pravidiel pravdepodobnosti platných
pre náhodné (a nezávislé!) "prechádzky"sústavy èastíc.

Posuòme teraz na¹e úvahy opä» kúsok bli¾¹ie k realistickému procesu a tie¾ sa dostaòme do
kvantitatívnej¹ieho módu. Typická bunka v n rozmeroch s diskrétnym karteziánkym ("kra-
bièkovým") prevedením má 2n susedov a výmena èastíc mô¾e prebieha» so v¹etkými z nich.
Sústreïme sa na bunku s " adresou"X = (x1, ..., xn), skrátene xi, a oznaème poèiatoèný (v
èase (t = 0)) poèet èastíc v nej ako NX(0). V nasledujúcom budeme písa» formulky pre v¹e-
obecný i-ty smer a dodatoène sèítame príspevky v¹etkých.
Voèi centrálnej bunke majú jej dvaja susedia v i-tom smere posunuté svoje i-te súradnice
o ϵi: xi + ϵi and xi − ϵi. Oznaème poèiatoènú obsadenos» èasticami v nich ako Nxi+ϵi(0) a
Nxi−ϵi(0).

adresa bunky xi − ϵi xi xi + ϵi
obsadenos» t = 0 Nxi−ϵi(0) NX(0) Nxi+ϵi(0)

obsadenos» t = δt NX(δt) =?

2Teraz uva¾ujeme o takej situácii, ale pre budúcu referenciu tu zdôrazòujeme predpoklad. Ak by rozlièné
smery mali rôzne vlastnosti, tu by bolo potrebné robi» isté váhovanie pravdepodobnosti krokov do rôznych
smerov.
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Sústreïme sa na strednú bunku situovanú v xi. Poèiatoèný stav bol NX(0) èastíc. Odhadnime
jeho populáciu èastíc NX(δt) v èase δt (interval typicky postaèujúci na krok då¾ky ϵi, teda
zmenu adresy o jedno oddelenie). Na základe na¹ich predpokladov o pravdepodobnostiach
migrácie èastíc a obsadenosti susedných oddelení oèakávame 3:

� (1− p)NX(0) èastíc ostane v xi- bunke

�
p
2nNxi+ϵi(0) príde do xi z "pravého susedstva v i-tom smere"xi + ϵi

�
p
2nNxi−ϵi(0) príde do xi z "µavého susedstva v i-tom smere"xi − ϵi.

Teraz treba vzia» do úvahy, ¾e i nadobúda hodnoty 1, ..., n a sèíta» príspevky od v¹etkých.
Potom celkový odhad populácie v X v èase δt bude

NX(δt) = (1− p)NX(0) +
p

2n

∑
i

(Nxi−ϵi(0) +Nxi+ϵi(0)) (5)

Preusporiadaním èlenov in (5) a predelením rovnice δt dostávame rýchlos» zmeny populácie
v X:

NX(δt)−NX(0)

δt
=

p

δt

(∑
i

[
Nxi−ϵi(0) +Nxi+ϵi(0)

2n

]
−NX(0)

)
(6)

Rovnica (6) hovorí, ¾e rýchlos» zmeny populácie èastíc v strednej (X) bunke je úmerná
rozdielu medzi jej aktuálnou populáciou a priemerom populácií u jej 2n susedov.
Zjavne tu máme tendenciu spriemerova» sa: èím viac sa populácia v uva¾ovanej bunke lí¹i
od priemernej populácie ostatných, tým vy¹¹ia je rýchlos» zmeny smerom k vyrovnaniu.

Toto azda nie je menej intuitívne ako 1. Fickov zákon. Ak v¹etky susedné bunky obsahujú viac
(menej) èastíc ako tá medzi nimi, oèakávame ¾e celkový tok èastíc bude preva¾ne dovnútra
(von zo) strednej bunky. Ak niektoré susedstvo je viac obsadené a iné menej ako uva¾ovaná
bunka, bude sa táto zapåòa» alebo vyprázdòova» podµa toho ktorý rozdiel bol v absolútnej
hodnote väè¹í. Táto intuícia je v súlade s "priemerovacou tendenciou": stredná bunka smeruje
k strednej obsadenosti.
Osobitne zaujímavou je situácia, keï prebytok èastíc (voèi uva¾ovanej, strednej bunke) ob-
sadenej¹ieho suseda je èíselne rovný "nedostatku"èastíc (znova voèi strednej bunke) menej
obsadeného suseda. V takom prípade podµa na¹ej rovnice (6) by sa celková obsadenos» stred-
nej bunky v nasledujúcom kroku nemala meni» - koµko príde, toµko odíde.

Azda sa u¾ objasòuje podobnos» s difúznou rovnicou. Aby sme procesu e¹te napomohli, pre-
usporiadajme èleny v (6) a pou¾ime 1 napísanú v ¹ikovnom tvare ϵ2/ϵ2

3Opä», uva¾ujeme tu o najjednoduch¹om modeli, vyznaèujúcom sa nielen izotropiou (kroky do rôznych
smerov rovnako pravdepodobné), ale aj homogenitou (teda pravdepodobnos» s»ahovania na rôznych miestach
(tu xi + ϵ a xi − ϵ) rovnaká.
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NX(δt)−NX(0)

δt
=

pϵ2

2nδt

∑
i

(Nxi+ϵ(0)−NX(0))− (Nx(0)−Nxi−ϵ(0))

ϵ2
(7)

A teraz preveïme èo bolo znaèením naznaèované u¾ dávno, toti¾ zvá¾me veµmi krátke èasové
intervaly. Presuny ktoré èastice za krátke èasy doká¾u urobi» sú potom tie¾ malé, a teda na¹e
myslené "krabièky/bunky"v priestore sú malé - a¾ tak, ¾e sa cítime oprávnení pou¾i» mo-
del zodpovedajúci kontinuu. Potom trochu poupratovaný "rozdiel od priemeru susedov"
zaène náramne pripomína» sumu druhých priestorových derivácií - laplacián. Druhé
derivácie sú tu tzv. "symetrické", operujúce s hodnotami funkcie "vpravo aj vµavo". Ak tra-
dièná druhá derivácia existuje, je rovná symetrickej.

Limita krátkych krokov v èase aj priestore, a podelenie poètu èastíc veµkos»ou bunky v kto-
rej sa nachádzajú na oboch stranách rovnice (zavedúc hustotu u(x1, ..xn, t) ako mno¾stvo
difundujúcej látky na oblas» ktorú obsadzuje) nás privádza ku vz»ahu

∂

∂t
u(x1, ..xn, t) = D

∑
i

∂2

∂x2i
u(x1, ..xn, t) (8)

Zmienená limita kon¹tanty úmernosti pϵ2

2nδt tu hrá rolu "difúzneho koe�cientu"D.

V¹imnime si predpoklady, za ktorých takto jednoducho platí úmernos» medzi sumou druhých
priestorových derivácií a rýchlos»ou zmeny: predpokladali sme model izotropný (presuny
do v¹etkých smerov rovnako pravdepodobné) a homogénny (v¹etky oblasti majú èastice s
rovnakou tendenciou vys»ahova» sa z nich alebo osta»). Ná¹ model zjavne nepokrýva scenáre
keï pravdepodobnosti presunov èastíc závisia od smeru, miesta èi èasu. Nie je úèelom týchto
poznámok ís» do technicky najkomplexnej¹ích mo¾ností. Je v¹ak vhodné upozorni» ¾e je tu
priestor na zov¹eobecnenie. Zjavne také prípady by nám neumo¾nili vyòa» z ka¾dého èlena ten
istý faktor p/2n, a termín "kon¹tanta úmernosti"pre difúzny koe�cient by ani nebol celkom
namieste.

Osobitne príhodné D v 3D prípade

Jednotky velièín skombinovaných do difúzneho koe�cientu majú istú peknú èrtu práve v najre-
levantnej¹om prípade trojrozmerného priestoru. Pozrime sa na výraz, ktorý nakonie hral úlohu
difúzneho koe�cientu: pϵ2

2nδt , kde n = 1, 2, 3 je rozmer uva¾ovaného kon�guraèného priestoru.
Pripomeòme si ako sme k nemu pri¹li: ϵ2 sa objavilo v rovnici (7) preto¾e sme násobili 1 v
tvare ϵ2/ϵ2. Menovateµ sme pou¾ili aby sa dalo vidie» spojenie s druhou deriváciou, a ϵ2 jed-
noducho ostalo v èitateli a bolo teda zahrnuté do faktora úmernosti medzi èasovou zmenou a
laplaciánom. 2n Pri¹lo z predpokladu ¾e pravdepodobnos» p ¾e èastica poèas daného obdobia
δt opustí svoju bunku je rozdelená rovnomerne (izotropne) medzi v¹etky èasti hranice.

V¹imnime si tu fyzikálne jednotky: ϵ2 má rozmer plochy, δt èasu. (2n a p sú bezrozmerné
èísla), tak¾e difúzny koe�cient má rozmer m2.s−1, plocha za èas, bez ohµadu na rozmer uva-
¾ovaného kon�guraèného priestoru v ktorom sa èastice ¹íria. Av¹ak ukazuje sa ¾e ono ϵ2,
zdanlivo len pozostatok akejsi výhodnej matematickej manipulácie je osobitne relevantné v
trojrozmernom prípade.
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Uva¾ujme, ktoré velièiny by sme prirodzene spájali so zmenou populácie èastíc v nejakej
oblasti (a v¹ímajme si ich jednotky). Inklinácia/pravdepodobnos» èastíc migrova», dostupný
èas na pres»ahovanie sa a rozsah hranice (ako mno¾stvo "vchodov a východov") hrajú veµkú
rolu. Osobitne si v¹imnime hranicu - mala by ma» znaènú úlohu pri zmenách v oblasti, ke-
ï¾e èokoµvek príde alebo odíde, musí tak urobi» cez òu. Rozsah hranice súvisí s maximálnou
rýchlos»ou ktorú èastice mô¾u ma». (hranica je rastúcou funkciou maximálnej vzdialenosti do
ktorej èastica mô¾e prís» za èas δt)
Pekná vec na trojrozmernom prípade je, ¾e rozsah hranice je vyjadrený práve v jednotkách
aké má ϵ2 (èo neplatí pre inak rozmerné kon�guraèné priestory).

Výraz, ktorý sme identi�kovali ako difúzny koe�cient, má za úlohu (okrem iného) vyrov-
na» fyzikálne jednotky v oboch Fickových zákonoch - vo v¹etkých rozmeroch tie isté. Ale v
trojrozmernom prípade sú to zároveò práve jednotky tých velièín, ktoré by sme prirodzene
spojili s procesom príchodu/odchodu èastíc do/z oblasti kde má podµa predpokladov plati»
difúzna rovnica.

5 Laplaciánom kormidlovaný vyrovnávací tok

Zmieòme sa e¹te o tom, èo by matematik s geometrickými sklonmi mohol vidie» v difúznej
rovnici. Vz»ah medzi ¹tatistikou náhodnej prechádzky (vedúcej k vy¹¹ej entropii) a "prieme-
rujúicej tendencie"(vyjadrenej ako laplacián èoby generátor èasového vývoja) bol doposiaµ
diskutovaný preva¾ne v diskrétnej verzii. Teraz sa sústreïme viac na jeden aspekt spojitého
modelu: krivos».

Jedná sa o èastý geometrický výraz a ako taký ho µudia sku¹ali de�nova» u¾ pred tisícro-
èiami. Pova¾ova» nieèo za skrivené predpokladá ma» nejaký pojem o rovnom, tak¾e snahou
bolo sformulova» pojem "rovný". Jedna z navrhovaných de�nícií bola "majúci svoje elementy
rovnomerne medzi susednými". Toto je relevantný pohµad pre tzv. strednú krivos» (to je
práve tá súvisiaca s laplaciánom z predchádzajúcich odstavcov), ktorej samotný názov naz-
naèuje stredujúci/priemerujúci princíp. Tuná uva¾ujeme krivos» vo vcelku abstraktnom
prevedení: Ak skúmame graf funkcie u(x, y, z, ti) popisujúcej rozlo¾enie èastíc v nejakom èase
ti, skúmame vlastne geometrický objekt, (hyper)povrch ktorému mo¾no spoèíta» strednú
krivos» v jednotlivých bodoch.

Dvojrozmerný prípad je osobitne vhodný pre vizualizáciu (lebo má rozmer dos» vysoký na to
aby stredná krivos» bola relevantný pojem, a dos» nízky na to aby sa do obrázka vo¹la èasová
os a teda sa vizualizoval aj èasový vývoj). Graf funkcie u(x, y, ti) (popisujúci koncentráciu
èastíc v èase ti v 2D oblasti so súradnicami x, y) mô¾e by» vizualizovaný ako 2D povrch pre
ka¾dý èasový okamih ti; èasový vývoj potom mo¾no znázorni» ako postupnos» ta-
kých povrchov, plochej¹ích a plochej¹ích (v zmysle klesajúcej strednej krivosti)
ako èas postupuje. Tento vývoj je ¹peciálnym prípadom tzv. "toku strednej krivosti
(mean curvature ow)".
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Obr. 3: Vyrovnávanie poèiatoènej nerovnomernej koncentrácie v 2D oblasti. Obrázok zachy-
táva vývoj situácie; spodný obrázok predstavuje poèiatoèný, vy¹¹ie neskor¹í stav.

Laplacián ako "divergencia gradientu"

Keï u¾ sme pri spojitom modeli, zmieòme e¹te de�níciu laplaciánu ako divergencie gra-
dientu a uká¾me si ¾e je konzistentná s intuitívnou predstavou "miery rozdielu od prie-
meru susedov".

Uva¾ujme o sklonoch povrchu v nejakom bode - v smeroch x- ovej aj y- osi, teda kompo-
nentách gradientu v danom bode - ich strmos» je mierou výmeny èastíc v uva¾ova-
nom smere. Teraz uva¾ujem divergenciu takéhoto gradientového poµa v spomenutom bode.
Je mierou toho nakoµko sa celkový tok dnu a von nevyrovnávajú. Toto súvisí s tým,
¾e divergencia vektorového poµa je nástroj na detekciu "zdrojovä "prepadlísk". Keï zvá¾ime
ako gradient kóduje informáciu o prírastkoch/úbytkoch funkènej hodnoty v okolí uva¾ovaného
bodu, je prirodzené ¾e celková bilancia prítokov a odtokov gradientového vektoro-
vého poµa je vyrovnaná, nulová, práve keï je funkèná hodnota v danom bode
priemerom ostatných. (Vy¹¹ie funkèné hodnoty jedným smerom sú kompenzované ni¾¹ími
funkènými hodnotami iným smerom, a toky idúce proti gradientom sa kompenzujú.)

Vyrovnanie v rámci mo¾ností (vplyv okrajových podmienok)

Keï sme rozoberali problém difúzie v diskrétnom prevedení, uva¾ovali sme o rýchlosti zmeny
populácie èastíc v "typickej bunke", èasti priestoru, ktorá mala susedov podobného chrak-
teru ako bola sama. Spojitá verzia sa dr¾ala rovnakého predpokladu.

V reálnych situáciách sa v¹ak v¾dy stretávame s hranicami oblastí, kde predpoklad neplatí
pre "bunky", oblasti na okraji. Tieto nemajú v¹etkých susedov "príbuznej povahy".
Toto je jeden z dôvodov, preèo sú okrajové podmienky také dôle¾ité - dodávajú infor-
máciu, ktorá nebola obsiahnutá v predpokladoch, za ktorých bola postavená na¹a
rovnica. Rie¹enie diferenciálnej rovnice v rámci nejakej realistickej aplikácie je skvelá mo¾nos»
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presvedèi» sa, ¾e okrajové podmienky v ¾iadnom prípade nie sú nepodstatná "poznámka pod
èiarou", ale majú významný dopad na celkové rie¹enie. Mô¾u by» nastavené tak, ¾e rov-
nová¾ne rie¹enie nezodpovedá "celej oblasti rovnomerne obsadenej".

Graf funkcie zodpovedajúcej koncentrácii u nemusí v ustálenom stave skonèi» ako plochý
(hyper)povrch v euklidovskom zmysle. Av¹ak, ak pre dané podmienky existuje ustálený,
rovnová¾ny stav (nemusí existova»), graf u sa bude vyznaèova» nulovou strednou kri-
vos»ou. Veµmi pekná vizualizácia mô¾e by» vytvorená mydlovou blanou na drôtenom ráme.
Mydlový �lm sa ustáli tak aby povrch mal minimálnu plochu dovolenú hranicou a stredná
krivos» v ka¾dom "vnútornom", nehraniènom bode bude nulová. Takýto mydlový �lm je ana-
lógom grafu funkcie ktorej laplacián je nulový v danej oblasti. Miera strednej krivosti je
vyjadrená laplaciánom funkcie. A keï¾e podµa rovnice laplacián je èasovým generáto-
rom, dosiahnutie nulovej strednej krivosti v ka¾dom vnútornom bode (hyper)povrchu
daného grafom u znamená, ¾e èasový vývoj sa dovà¹il a aktuálnymakrostav je koneèný,
stabilný - rovnová¾ny.

6 Hniezdo otázok

Predkladaný text je aj pokusom predstavi» difúznu rovnicu / rovnicu vedenia tepla ako
nielen ïal¹iu výpoètovú hádanku, ale aj ako prepojenie ¹ir¹ích pojmov: "náhodnej (v ¹tatistic-
kom zmysle) prechádzky "smerom k vy¹¹ej entropii a "plavby èasom"smerom k priemernej
vyrovnanosti (grafu funkcie vyjadrujúcej kon�guráciu, rozlo¾enie èastíc v priestore).

Spomeòme e¹te bez ïal¹ieho komentára fakt, ¾e ¹tudovaný jav je jednou z ilustrácií druhého
termodynamického zákona, ktorý napriek mno¾stvu jednoduchých formulácií (" existujú
nevratné deje ", "teplo prechádza z teplej¹ieho na studen¹ie teleso ", " entropia uzavretého
systému neklesá ", . . .) je jedným z najmenej porozumených zákonov s ktorými èasto automa-
ticky poèítame. Pojednanie o òom je v¹ak Pandorina skrinka, ktorej otvorenie síce nepriná¹a
katastrofu, ale mno¾stvo otázok vy¹¹ie ako má tento súbor ambíciu zmieni». Pre predstavu:
Preèo je èas jednosmermá cesta? (Je?) Èo je to vlastne? . . . ???

Tento projekt získal �nancovanie z výskumného a inovaèného programu EU Horizon 2020 v rámci Marie

Sklodowska-Curie Dohody o grante è. 945478.
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