DIFUZIA, ENTROPIA, KRIVOST

.. fyzika, statistika a geometria sa stretna v rovnici. ..
Veronika Gélikova

Tato zbierka poznadmok nie je myslend ako dalsi ndvod na metddy riesenia diftiznej rov-
nice / rovnice vedenia tepla. Skor ju treba vnimat ako pokus o vyjasnenie spojenia tejto
zndmej rovnice s niektorymi Statistickymi a geometrickymi pojmami.

Niekedy je tendencia rychlo odbavit predstavenie rovnice a potom sa nechat tak zahltit tech-
nikalitami rieSenia, Ze pochopenie niektorych stvislosti sa moéze v procese stratit. Iste nie je
ziaduce iba sa vycviéit na nardbanie s rovnicou v rdznych stiradnych stastavéch, s rozlicnymi
podiatoénymi a okrajovymi podmienkami, a pritom vynechat stvislosti medzi geometric-
kymi, Statistickymi a fyzikdlnymi aspektmi problému.

Posnazme sa tu prezentovat dobre zndmy fyzikdlny proces §irenia tepla alebo difiizie aj ako
napredovanie systému k vicsej entropii (Statisticky pohlad) a ako laplacidnom vedeny tok k
mensej krivosti (geometricky pohlad).

1 Jednoduchy model popisu diftazie

Znama najjednoduchsgia verzia diftznej rovnice (2. Fickov zdkon) opisuje zmenu funkcie
u(z,y, z,t) (typicky interpretovant ako koncentracia difundujicej litky) v priestore (x,y,z)
a Case (t)
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Udéva stuvis medzi prvou ¢asovou a suc¢tom druhych priestorovych derivacii nasej funkcie.
Suma, druhych priestorovych derivicii ma velmi pekni geometricktl interpretaciu, ktorej sa
neskdr budeme venovaft. Takato kombindcia operacii na funkcii si zaslizi nazov, budeme ju vo-
lat laplacidn funkcie a oznacovat Au. Nasa rovnica vlastne hovori, ze Easovy vyvoj funkcie
(v zmysle Opu ) je dany istou jej priestorovou charakteristikou (Au). V tejto najjednoduchse;j
verzii D predstavuje konstantny diftzny koeficient. Aby bol problém plne Specifikovany, je
potrebné este dodat informéciu o poc¢iatoénych a okrajovych podmienkach.

Fyzik ¢o sa aspon obtrel o termodynamiku si musi v§imnit analégiu s prenosom tepla
z teplejsich oblasti do studenSich; v tej stvislosti rovnicu moZno rozumiet ako opis tenden-
cie difundujicej latky obsadit dostupnii oblast ¢o najrovnomernejsie, postupujic
pritom k stavu charakterizovanom najvysSou entropiou (v analdgii s tendenciou energie rov-
nomerne sa distribuovat v silade s 2. zdkonom termodynamiky.)



7 geometrického pohladu, vzhladom na fakt ze ¢asovy vyvoj je dany laplacidnom,
matematik rozoznd typické érty vyvoja strednej krivosti.

Geometricky, fyzikalny a Statisticky aspekt sa stretavaja v jednej rovnici. Chceme
ukdzat prepojenie tychto aspektov, stuvislost laplacidnu, strednej krivosti, entro-
pie, pravdepodobnosti a diftizie/Sirenia tepla. Ak sa cestou podari odstranit niektoré
nedorozumenia, ktoré ob¢as pretrvaju aj niekolko absolvovanych fyzikdlnych kurzov, tym le-
psie.

Tok a zachovanie Castic

Zatnime zmienkou o sposobe, akym sa rovnica diftzie (2. Fickov zakon) niekedy prezen-
tuje - ako dosledok 1. Fickovho zdkona (spdjajiceho koncentraciu u s tokom j ) a rovnice
kontinuity (vyjadrujicej zachovanie difundujicej latky)
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1. Fickov zdkon (2) ndm hovori, ze tok 7 (mnozstvo latky prechiadzajice jednotkovou
plochou za jednotku €éasu) je timerny zapornému gradientu koncentricie 6u, 4
stlade s intuitivnou predstavou, ze latka prudi z oblasti s vy$§im obsadenim do tych, kde je
koncentracia nizsia. Termodynamickd analégia hovori, Ze teplo pridi z teplejsieho telesa na
chladnejsie.

Rovnica kontinuity (3) napisand v integrdlnom tvare hovori, Ze rychlost zmeny mnozs-
tva latky v danom objeme V je dand tokom cez hranicu S tohto objemu - ak
¢astice nevznikaji a nezanikaj, potom jediny spOsob, ako sa modZe zmenit ich pocet v danej
oblasti, je ich prechod cez hranicu - dnu alebo von.

Obr. 1: Tok castic cez plochu ohraniéujicu dany objem, urcujici zmeny mnoZstva latky v
fiom. Cervenou je zndzorneny tbytok ¢astic z oblasti - tok cez hranicu smerom von, zelenou
prirastok - tok cez hranicu dnu, ¢iernou ¢astice ¢o boli aj ostali v oblasti

Aby sme intuitivne tvrdenie rovnice kontinuity (3) dostali do formy lepsie spojitelnej s 1.
Fickovym zékonom (2) a skombinovali ich do obvyklej formy diftiznej rovnice, treba rovnicu



kontinuity (3) prepisat pomocou Gaussove] vety, ktord spaja tok cez plochu S ohrani¢ujicu
objem V s divergenciou v tomto objeme:
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Potom rovnica kontituity v diferencidlnom tvare vyzera nasledovne:
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Po dosadeni —DVu za tok j mame v druhom &lene (4) divergenciu gradientu ktort oznacujeme
ako laplacian V.Vu = Au a dostdvame nasu diftiznu rovnicu (1). Intuitivnost diferencidlneho
tvaru (4) vSak zavisi od toho, nakolko je pre ¢itatela intuitivna Gaussova veta. Ak obozna-
menost s fiou chyba, aj odvodenie difiiznej rovnice pomocou nej bude trochu ”cudzie”.

Mohlo by byt vhodnym didaktickym tahom poniknut este jeden pohlad na vec, ktory odkryva
geometricky vyznam laplacidnu samotného a ukazuje, ze jeho objavenie sa v diftiznej rovnici
je velmi prirodzené - nielen ako dosledok faktu ze 1. Fickov zdkon obsahuje gradient a rovnica
kontinuity divergenciu. Laplacidn funkcie sim osebe stvisi s mierou nerovnomernosti
distribticie hodnot zmienenej funkcie a krivostou (hyper)povrchu daného jej gra-
fom. Aj obvyklé vyjadrenie laplacianu ako ”divergencie gradientu” potom azda bude
déavat lepsi zmysel.

2 Limity modelu

Dolezitou sucastou $tudia akéhokolvek modelu je ujasnenie si v akych situdciich je nepouzite-
Iny. Rozvijanie tedrie bez zvaZenia jej limit je trochu podobné rieSeniu diferencidlnej rovnice
bez okrajovych podmienok. Milé, thladné, kratkodobo stravitelnejSie - a malo uzitoéné pre
vacsinu redlnych aplikacii.

Predpoklady na pouzitie diftiiznej rovnice nie st ostro vymedzené (ak si splnené lepsie, vy-
sledky budid vernejsie skutocnosti), ale poukdzat na limity ma zmysel aj tak - hoci aj ako
napoveda k moZnej diagndze, ak vypodcty budi viest k podivnym zaverom.

Castice sa ”necitia”

Prvy Fickov zdkon ? = _DVu (tvrdiaci ze ¢astice maju tendenciu ist v smere mensej kon-
centréicie) je azda zriedka spochybniovany. AvSak aby sme predisli prijatiu spravneho zaveru z
nespravneho dévodu, adresujme tu jeden nespravny pohlad, hoci podporujici prijatie vztahu
medzi gradientom koncentracie a tokom v stlade s prvym Fickovym zdkonom. Konkrétne,
¢lovek by mal byt opatrny s predstavou, Ze Castice priudia do menej obsadenych oblasti kvoli
tomu, Ze ostatné im ”zavadzaji”, alebo Ze Castice opuistaji preplnené oblasti pretoZe ostatné
ich odtial akosi ”vykopni”.

Diftizna rovnica v jednoduchom tvare (1) totiz prave pocita s podmienkou, Ze spomenuté
scenare sa dejli len v zanedbatelnej miere. Predpoklada, 7ze kazda Castica je nezavisld od
ostatnych a pravdepodobnost, ze pojde niektorym smerom nie je ovplyvnena poritom-
nostou ¢&i nepritomnostou ostatnych. Ak tento predpoklad nie je rozumne splneny, jednd



sa prave o pripad ked (1) s kongtantnym D nemd byt pouzita a treba pohladat zlozitejsi model.

Pre opravnenost pouzitia najjednoduchsej verzie difiznej rovnice 1) je potrebné, aby bolo
Casticiam k dispozicii omnoho viac volného priestoru ako obsadeného, a ¢astice by sa
nemali ovplyviovat . Bolo by nevhodné postavit porozumenie rovnice (1) na predpokla-
doch, ktoré s nou nie st kompatibilné.

Tendencia difundujtcej latky rozsirit sa do oblasti je v naSom modeli dand prav-
depodobnostnym rozdelenim pre rozliéné konfiguracie a ma viac do ¢éinenia so
statistikou ndhodnej prechddzky a entropiou ako so snahou éastic uhnit si vza-
jomne z cesty. Pod "ndhodnostou”sa tu mysli Statisticky termin. Mame tu klasicky model
bez kvantovej neurcitosti.
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Obr. 2: Obréazky ilustrujice 1. Fickov ziakon (2) a teda tendenciu rovnomerného rozpylovania
sa do dostupnej oblasti obvykle nie s kreslené v redlnych proporciach. Treba si dat pozor
aby nepovzbudzovali predstavy o ”"neznasanlivo interagujticich” ¢asticiach aj tam kde nie st
namieste.

Podet ¢astic by mal opraviiovat pouzitie Statistickych metéd a situacia by
mala byt aproximovatelnd spojitym modelom

Aby bolo pouZitie difiiznej rovnice relevantné, je potrebné aby &astic bolo dost vela na
nasadenie Statistickej masinérie, kedZe naSa rovnica patri do takej kategérie.

Dalsia vec na zvazenie je to, ze mame diferencidlnu rovnicu ktora vyuziva diferencidlny pocet s
jeho predpokladom kontinua, aj ked je jasné ze pri diftiznom procese je nemélo diskrétnych
aspektov. V ziadnom experimente nemame litku rozlozenu ako dokonalé kontinuum. Ak sa
pozerdame na velmi malé oblasti, s naSim modelom narazime na skokovité zimeny koncentracie
a pod. Castice sa ani nepohybujt az tak hladko ako rovnica naznaduje.

Mnozstvo ¢asti, ich rozmer (v pomere k dostupnému priestoru) a vlastnosti ich pohybu
by mali byt vzaté do tivahy ked sa rozhodujeme ¢i je spojitd funkcia vhodné na priblizny
popis konfiguracie castic, a ¢i diferencidlna rovnica je vhodny model zmien zmienenych
konfiguracii v priestore a case.

!Toto je samozrejme idealizicia; &im je jej skutoénd situécia vzdialenejsia, tym viac treba uvazovat o inych
modeloch.



3 Statisticky vyvoj k vysSej entropii

Diftizna rovnica (1) ako model predstavuje spojitii aproximéciu ndhodného, v istych
ohladoch diskrétneho procesu ktorym sa systém vyvija smerom k maximaélnej en-
tropii. Nahodnost sa tu mysli v zmysle klasickej fyziky - teda len v zmysle 7e nedisponujeme
vSetkymi informéciami a preto uchopime vec statistickymi metédami. Pojem entropie si azda
zasluhuje par poznamok. Tiudia povrchne oboznadmeni so $tatistickou fyzikou maja tento po-
jem niekedy volne asociovany s "neporiadkom” alebo ”nedostatkom usporiadania”. Vhodnost
asocidcie zavisi od toho, ¢o sa mysli pod usporiadanostou alebo jej nedostatkom.

Vezmime si ako priklad rovno nasu diftiznu rovnicu: tu je zjavné tendencia Castic rozmiestnit
sa rovnomerne (nakolko dalsie podmienky umoznuji) po dostupnom priestore, a stav charak-
teristicky najrovnomernejsim rozmiestnenim je prave rovnovazny, s najvyssSou entropiou.
Ale mnoho Iudi by zrovna takéto rovnomerné usporiadanie nevnimali ako ”najneporiadnejsie”,
a pre tychto je asociicia entropie s "neporiadkom” skér nedorozumenim.

Azda menej nebezpeéné chipanie entropie je ”miera skrytia informaécie”. Aj toto vSak
vyzaduje isty komentir pre neexpertov na statisticky zargén. Poktsme sa vec trochu vyjasnit.

Zacénime s dvoma pojmami vyskytujicimi sa v definicii entropie v Statistickej fyzike: mik-
rostav a makrostav. Makrostav je akasi trieda ekvivalencie pre mikrostavy. Entropia je
charakteristikou makrostavu a je iimernda logaritmu poétu jeho mikrostavov. Pre
nase ucely teraz postaci informaécia, Ze makrostavy ktorym prislicha viac mikrostavov maju
vysSiu entropiu.

Jednoduchy model hodu mincou

Znamy priklad ndm moze pomoct vyjasnit pojmy: Predstavme si N minci ktoré rozdelujeme
do dvoch skupin alebo nadobiek, pricom umiestnenie tej-ktorej mince je rozhodnuté na za-
klade hodu touto mincou. Ak minca dopadla licovou stranou nahor, ide do prvej skupiny
(L), ak padla rubom nahor, ide do druhej (R). Po N hodoch mame vSetky mince rozdelené
a mozeme spocitat, kolko je v ktorej skupine. V tomto jednoduchom modeli je poéet minci
v jednotlivych kopkach (napriklad (N — k) rubov, k lic) kompletna charakteristika makro-
stavu. Naproti tomu, detailny zdznam postupnosti rubov a lic ako padali za sebou (napr.
RRRLR...LLL), teda zdznam jednotlivych vysledkov vetkych hodov, predstavuje $pecifika-
ciu mikrostavu.

Zjavne rozliéné mikrostavy mozu patrit k tomu istému makrostavu. Cim viac mikrostavov k
danému makrostavu prislicha, tym je tento pravdepodobnejsi. A zdroven mame pre pravde-



podobnejs$i makrostav menej znalosti o tom akym mikrostavom sa realizoval - jednoducho je
viac moznosti, mikro-scenarov, ktoré mozu byt za danym makro-vysledkom.

Podme zistit, ktory je najpravdepodobnej$i makrostav pri nasom mincovom modeli. Ak je
nejaky makrostav dany infromédciou ” N — k rubov, k lic”, potom existuje (]IX ) rozli¢nych
postupnosti hodov (konkrétna postupnost hodov predstavuje mikrostav)ktoré mohli viest k
takému celkovému vysledku. Pocet vsetkych moznych postupnosti je Zi\f:o (N ) = 2N takze

(i)
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max1malny pre makrostav pre ktory k¥ = N/2 (mince rozdelené do
jSie”, pol na pol.
Naproti tomu, makrostavy zodpovedajice hodnotdm k = 0 alebo k = N (vSetky mince v tej
istej skupine) st najmenej pravdepodobné. VSimnime si, ze pre tieto najnepravdepodobnejsie
makrostavy ndm nechyba ziadna informécia o mikrostave (8pecifickej realizicii) - ak napri-
klad vieme, ze mame docinenia s makrostavom v ktorom vsetky mince s v ”rubovej” nddobke,
vieme rovno aj celd postupnost hodov ktord k takému vysledku viedla (/N rubov za sebou).
Zmieneny malo pravdepodobny makrostav ma nulovi entropiu (1 mikrostav k dispozicii, a
logaritmus 1 je 0).

pravdepodobnost pre spomenuty makrostav je dana pomerom s Tento vyraz je zjavne
k=

it (R)
k .
képok "najrovnomerne-

Na porovnanie, v pripade najpravdepodobnejsieho makrostavu s hodnotou &k = N /2, kde polo-
vica hodov skoncila licom a polovica rubom, existuje ( N]\/[2) mikrostavov (postupnosti hodov)
ktoré mohli k findlnemu makro-vysledku viest, teda mnoho informéacie je ”skrytej” (vysoka
entropia) ak vieme iba makrostav.

Priklad - pocet hodov N=4.

MAKROSTAVY A MIKROSTAVY PRE MINCOVY MODEL; N=4
MAKROSTAV OR+4L 1R+3L 2R+2L 3R+1L AR+0L
MIKROSTAVY LLLL RLLL, LRLL, RRLL, LLRR, LRRR, RLRR, RRRR
LLRL, LLLR RLLR, LRRL, RRLR, RRRL
RLRL, LRLR
POCET 1 4 6 4 1
MIKROSTAVOV
PRAVDEPODOBNOST 1:16 4:16 6:16 4:16 1:16

MAKROSTAVU

Makrostav je dany celkovym poc¢tom hodov ktoré dopadli ako rub (R) a lice (L). Mikro-
stav je dany aj konkrétnou informaciou ako dopadol kazdy hod. Celkovy pocet mikrostavov
je 16, pravdepodobnost daného makrostavu sa poéita ako pocet jeho prislusnych mikrostavov
ku celkovému poctu vsetkych mikrostavov. Makrostav zodpovedajici najrovnomermejsiemu
rozdeleniu rubov a lic m4 najviac mikrostavov, entropie a najvysgiu pravdepodobnost usku-
tocnenia.



Zhrnutie: Entropia a pravdepodobnost

e mikrostavy rovnako pravdepodobné
e makrostavom prislichaji rézne poéty mikrostavov
b i3 7 7 v .
e pravdepodobnost makrostavu je imerna poétu mikrostavov
e entropia makrostavu je timernd logaritmu pocétu mikrostavov

s entropickejsie makrostavy st pravdepodobnejsie

Mincovy model bol o¢ividne ” hrackarsky”, zamyslany ako pomdcka na ujasnenie stvisu medzi
nirastom entropie a tendenciou obsadit dostupné moznosti rovnomerne. V dalSej ¢asti by sme
mali n4jst stvis medzi mierou rovnomerného obsadzovania a jej matematickym vyjadrenim
pomocou laplacianu.

4 Princip priemernosti a laplacian

Casovy vyvoj dany laplacidnom ”A = 9,”v diftiznej rovnici matematicky vyjad-
ruje ”priemerujicu tendenciu” poctu Castic v rozliénych oblastiach (ktorou sa postupne
obsadenost typickej oblasti vyrovnéva priemeru susednych oblasti).

N&$ mincovy model z predchadzajicich odsekov (teda rozdelovanie minci do dvoch nadob
na zdklade hodu) zjavne nereprezentuje este viacero charakteristik difiizneho procesu. Po-
kiisme sa hruby model postupne vylepsit.

Zacnime s pozorovanim Ze difundujtce Castice za¢inaju kdesi v oblasti do ktorej sa postupne
roz$iria, nie si do svojich findlnych pozicii ndhle umiestnené ”zvonku” ako mince v modeli, a
tiez Ze s istou pravdepodobnostou sa mézu pohnit alebo ostat na svojej pociatoénej pozicii.
Tiez je vhodné zvazit jemnejSie delenie oblasti (”viac ako dve miesta kde sa da skoncit”) - ale
stile eSte zatial zostanme v diskrétnom prevedeni.

Predpokladajme, Ze oblast je rozdelend do mmnohych kartézskych ”buniek”, ktorych rozmer
zodpoveda typickej dizke “kroku” e (takZe na ”zmenu adresy”stadi Eastici jeden krok).
Samozrejme nase delenie priestoru na ”bunky”je len myslené. Nech castice maji nejakt po-
¢iatocnu konfiguraciu, a skiimajme zmeny v systéme za kratky ¢asovy interval dt,,typicky
postacujici na nie viac ako jeden krok. Teda Castice sa za ¢as 6t modzu posuniut z aktuilnej
bunky do susednej.

Neskorsie budeme uvaZovat limity kratkych ¢asov a malych krokov; preto u% tu upo-
zornime Ze veli¢iny 0t a € si nemusia byt nevyhnutne timerné v zmysle ”rovnakého
radu” malosti. S to veli¢iny s roznymi fyzikdlnymi rozmermi. Ako bolo spomenuté, za cas
0t sa CGastica typicky nestihne vzdialit do vzdialenosti viicgej ako €, ale nijako sa nevylucuje,
e ostane na mieste, teda urobi krok nulovej dlzky, aj ked uplynie nenulovy ¢as.



A eSte jeden odkaz pre budiicu referenciu: Vsimnime si hranicu bunky. V jednorozmernom
pripade je bunkou tisecka s dlzkou e a hranicou st jej dva okrajové body. V dvojrozmernom
pripade je bunkou $tvorec so stranou € a hranicu tvoria jeho okraje, teda miera tejto hranice
je 4e. V trojrozmernom pripade je bunkou kocka s hranou € a hranicu tvori jej povrch, teda
miera tejto hranice je 6¢2. K rozmerovej otazke stvisiacej s tymto sa eSte vratime.

Uvazujme dalej pravdepodobnost Ze ¢astica prekroéi hranicu svojej bunky v danom
¢asovom okne ako p. Hodnota p zévisi od vlastnosti difundujucej latky, rozpustadla a da-
18ich okolnosti ovplyviiujicich proces. Pravdepodobnost zotrvania na pdvodnej adrese je teda
1 — p. Ak pouzijeme kartezidnsky diskrétny "krabickovy”’model v n rozmeroch, potom
typickd ”krabic¢ka” /bunka”mé 2n susedov s ktorymi zdiela aspon ” hranicu” (myslent) a ¢as-
tica moZe urobit krok 2n spésobmi. V izotropickom pripade ? je pravdepodobnost kroku do
ktoréhokolvek smeru rovnaka, teda p/2n. Pov§imnime si Ze stile predpokladdame pravdepo-
dobnost krokov ktorejkolvek €astice ako nezavisli od toho ¢o robia ostatné.

Pre ziskanie kvalitativnej predstavy, najprv zvazme tok éastic cez jednu hranicu spolo¢ni
dvom susednym bunkam. Ak bunky obsahujii ré6zny pocet ¢astic, spolo¢na hranica
bude ¢astejsie prekra¢ovana smerom z plnsej bunky do prazdnejsej ako opacne,
¢im sa postupne bude rozdiel obsadenosti znizovat. Ked sa obsadenost buniek vyrovnd, toky
castic z jednej i druhej strany budu priblizne rovnaké, éim vzajomne kompenzuju svoje efekty.

Rovnovaha v nasom modeli ndhodného kroku neznacéi skonéenie presunov, ale
ich vyrovnanie. Systém stile mdze menit mikrostavy aj v rovnovahe; ale je velmi neprav-
depodobné, zeby sa pobral do iného makrostavu ked v rovnovaznom maé tolko mikrostavov
cez ktoré sa moze " prechadzat”.

Zjavne nas model nemé ni¢ dodinenia s ¢asticami uhybajtcimi si z cesty alebo vykopavajicimi
svojich susedov; skor predstavuje dosledky zékladnych pravidiel pravdepodobnosti platnych
pre ndhodné (a nezavislé!) ”prechadzky” ststavy cCastic.

Posunime teraz nase uvahy opéif kisok blizsie k realistickému procesu a tiez sa dostanme do
kvantitativnejSicho médu. Typickd bunka v n rozmeroch s diskrétnym kartezidnkym (”kra-
bickovym”) prevedenim mé 2n susedov a vymena ¢astic moze prebiehat so vSetkymi z nich.
Ststredme sa na bunku s ” adresou” X = (z1, ..., 2, ), skritene x;, a ozna¢me pociato¢ny (v
Case (t = 0)) pocet Castic v nej ako Nx(0). V nasledujicom budeme pisat formulky pre vse-
obecny i-ty smer a dodatocne séitame prispevky vsSetkych.

Voci centralnej bunke majt jej dvaja susedia v i-tom smere posunuté svoje i-te stradnice
0 €: x; + € and x; — €. Oznac¢me pociatoéni obsadenost Casticami v nich ako Ny, 4, (0) a
Ny, (0).

adresa bunky T — € xT; T; + €
obsadenost t =0 | Ng,_,(0) Nx(0) Ny, +¢,(0)
obsadenost ¢t = 0t Nx (5t) =?

2Teraz uvazujeme o takej situdcii, ale pre budicu referenciu tu zdéraziiujeme predpoklad. Ak by rozli¢né
smery mali rézne vlastnosti, tu by bolo potrebné robit isté vdhovanie pravdepodobnosti krokov do réznych
Smerov.



Sustredme sa na stredntt bunku situovania v z;. Podiatoény stav bol Nx (0) ¢astic. Odhadnime
jeho populdciu éastic Ny (dt) v éase 6t (interval typicky postacujtci na krok dlzky e;, teda
zmenu adresy o jedno oddelenie). Na zdklade naSich predpokladov o pravdepodobnostiach
migracie ¢astic a obsadenosti susednych oddeleni ocakivame :

e (1 —p)Nx(0) castic ostane v z;- bunke
. %Nx#q (0) pride do z; z ”pravého susedstva v i-tom smere” x; + ¢;

. %Nzi_ei (0) pride do z; z "lavého susedstva v i-tom smere” x; — €;.

Teraz treba vziat do tvahy, Ze i nadobtuda hodnoty 1,...,n a sc¢itat prispevky od vsetkych.
Potom celkovy odhad populacie v X v ase 0t bude

p
Nx(dt) = (1 =p)Nx(0) + o - Z(in—si(o) + Nai1¢,(0)) (5)
Preusporiadanim ¢lenov in (5) a predelenim rovnice ¢ dostdvame rychlost zmeny populicie
v X:

(2
Rovnica (6) hovori, ze rychlost zmeny populdcie ¢astic v strednej (X) bunke je Gmerna
rozdielu medzi jej aktualnou populaciou a priemerom populacii u jej 2n susedov.
Zjavne tu mame tendenciu spriemerovat sa: ¢im viac sa populdcia v uvaZovanej bunke 1isi
od priemernej populdcie ostatnych, tym vyssia je rychlost zmeny smerom k vyrovnaniu.

Toto azda nie je menej intuitivne ako 1. Fickov zdkon. Ak vSetky susedné bunky obsahuji viac
(menej) Castic ako t4 medzi nimi, o¢akdvame 7e celkovy tok ¢astic bude prevazne dovnitra
(von zo) strednej bunky. Ak niektoré susedstvo je viac obsadené a iné menej ako uvazovana
bunka, bude sa tato zaplhat alebo vyprazdiovat podla toho ktory rozdiel bol v absolitnej
hodnote viési. Tato intuicia je v stlade s ” priemerovacou tendenciou”: strednd bunka smeruje
k strednej obsadenosti.

Osobitne zaujimavou je situdcia, ked prebytok Gastic (vo¢i uvazovanej, strednej bunke) ob-
sadenejsieho suseda je ¢iselne rovny ”nedostatku”¢astic (znova voéi strednej bunke) menej
obsadeného suseda. V takom pripade podla nasej rovnice (6) by sa celkovd obsadenost stred-
nej bunky v nasledujicom kroku nemala menit - kolko pride, tolko odide.

Azda sa uZ objasnuje podobnost s diftiznou rovnicou. Aby sme procesu este napomohli, pre-
usporiadajme ¢leny v (6) a pouzime 1 napisanti v sikovnom tvare €2/e2

30pit, uvazujeme tu o najjednoduch$om modeli, vyzna¢ujicom sa nielen izotropiou (kroky do réznych
smerov rovnako pravdepodobné), ale aj homogenitou (teda pravdepodobnost stahovania na roznych miestach
(tu z; + € a z; — €) rovnaka.



Nx(0t) — Nx(0) _ pe? 3 (Na;+¢(0) = Nx(0)) = (N2 (0) = Na;—(0)) )
St 20t £ €2

A teraz prevedme ¢o bolo znacdenim naznacované uz ddvno, totiz zvazme velmi kratke ¢asové
intervaly. Presuny ktoré castice za kratke ¢asy dokazu urobit st potom tiez malé, a teda naSe
myslené ”krabicky /bunky”v priestore s malé - az tak, Ze sa citime opravneni pouzit mo-
del zodpovedajici kontinuu. Potom trochu poupratovany ”rozdiel od priemeru susedov”
zacne naramne pripominat sumu druhych priestorovych derivéacii - laplacidn. Druhé
derivécie st tu tzv. "symetrické”, operujtce s hodnotami funkcie ”vpravo aj vlavo”. Ak tra-
di¢néd druha derivéicia existuje, je rovnd symetricke;j.

Limita kratkych krokov v ¢ase aj priestore, a podelenie poctu castic velkostou bunky v kto-
rej sa nachddzaji na oboch strandch rovnice (zavedic hustotu u(xi,..z,,t) ako mnoZstvo
difundujticej latky na oblast ktort obsadzuje) nas privadza ku vztahu

0 H?
au(xl, Ty t) =D Zz: a—xgu(xl, Ty, t) (8)

- e - . 4 7 . 2 re . » .
Zmienend, limita konstanty Gmernosti 4 tu hrd rolu ”diftizneho koeficientu” D.

Vsimnime si predpoklady, za ktorych takto jednoducho plati imernost medzi sumou druhych
priestorovych derivécii a rychlostou zmeny: predpokladali sme model izotropny (presuny
do vSetkych smerov rovnako pravdepodobné) a homogénny (vSetky oblasti maja cCastice s
rovnakou tendenciou vystahovat sa z nich alebo ostat). Na§ model zjavne nepokryva scenére
ked pravdepodobnosti presunov ¢astic zdvisia od smeru, miesta ¢ ¢asu. Nie je iéelom tychto
poznamok ist do technicky najkomplexnej§ich moznosti. Je v8ak vhodné upozornit Ze je tu
priestor na zovSeobecnenie. Zjavne také pripady by ndm neumoznili vynat z kazdého ¢lena ten
isty faktor p/2n, a termin ”konstanta imernosti” pre diftizny koeficient by ani nebol celkom
namieste.

Osobitne prihodné D v 3D pripade

Jednotky veli¢in skombinovanych do difizneho koeficientu maji ist peknt ¢rtu prave v najre-
levantnej$om pripade trojrozmerného priestoru. Pozrime sa na vyraz, ktory nakonie hral dlohu
diftizneho koeficientu: 2%;7 kde n =1, 2,3 je rozmer uvazovaného konfiguracného priestoru.
Pripomeiime si ako sme k nemu prigli: €2 sa objavilo v rovnici (7) pretoZe sme nasobili 1 v
tvare €2 /€2, Menovatel sme pouzili aby sa dalo vidiet spojenie s druhou derivéciou, a € jed-
noducho ostalo v ¢itateli a bolo teda zahrnuté do faktora imernosti medzi ¢asovou zmenou a
laplacidnom. 2n Prislo z predpokladu Ze pravdepodobnost p Ze castica pocas daného obdobia
0t opusti svoju bunku je rozdelend rovnomerne (izotropne) medzi vetky ¢asti hranice.

Vsimnime si tu fyzikilne jednotky: €2 ma rozmer plochy, dt ¢asu. (2n a p st bezrozmerné
¢isla), takze diftizny koeficient ma rozmer m2.s~!, plocha za ¢as, bez ohladu na rozmer uva-
7ovaného konfiguracného priestoru v ktorom sa Gastice $fria. AvSak ukazuje sa Ze ono €2,
zdanlivo len pozostatok akejsi vyhodnej matematickej manipulécie je osobitne relevantné v

trojrozmernom pripade.

10



Uvazujme, ktoré veli¢iny by sme prirodzene spijali so zmenou populacie castic v nejakej
oblasti (a v8imajme si ich jednotky). Inklindcia/pravdepodobnost ¢astic migrovat, dostupny
¢as na prestahovanie sa a rozsah hranice (ako mnozstvo ”vchodov a vychodov”) hraju velka
rolu. Osobitne si v8imnime hranicu - mala by mat zna¢na Glohu pri zmenach v oblasti, ke-
dze ¢okolvek pride alebo odide, musi tak urobit cez nu. Rozsah hranice suvisi s maximéalnou
rychlostou ktori ¢astice mozu mat. (hranica je rastiicou funkciou maximalnej vzdialenosti do
ktorej Castica moze prist za ¢as dt)

Pekné vec na trojrozmernom pripade je, Ze rozsah hranice je vyjadreny prave v jednotkach
aké ma €2 (¢o neplati pre inak rozmerné konfigura¢né priestory).

Vyraz, ktory sme identifikovali ako diftizny koeficient, ma za tlohu (okrem iného) vyrov-
nat fyzikilne jednotky v oboch Fickovych ziakonoch - vo vSetkych rozmeroch tie isté. Ale v
trojrozmernom pripade st to zaroven prave jednotky tych veli¢in, ktoré by sme prirodzene
spojili s procesom prichodu/odchodu ¢astic do/z oblasti kde mé podla predpokladov platit
diftizna rovnica.

5 Laplacidnom kormidlovany vyrovnavaci tok

Zmienme sa eSte o tom, ¢o by matematik s geometrickymi sklonmi mohol vidief v diftiznej
rovnici. Vztah medzi $tatistikou ndhodnej prechadzky (vedicej k vyssej entropii) a ”prieme-
rujuicej tendencie” (vyjadrenej ako laplacidn coby generdtor ¢asového vyvoja) bol doposial
diskutovany prevaZne v diskrétnej verzii. Teraz sa ststredme viac na jeden aspekt spojitého
modelu: krivost.

Jednd sa o Casty geometricky vyraz a ako taky ho Tudia skuSali definovat uz pred tisicro-
¢iami. PovaZovat nieco za skrivené predpokladi mat nejaky pojem o rovnom, takZe snahou
bolo sformulovat pojem "rovny”. Jedna z navrhovanych definicii bola "majici svoje elementy
rovnomerne medzi susednymi”. Toto je relevantny pohlad pre tzv. strednii krivost (to je
prave t& stvisiaca s laplacianom z predchdadzajucich odstavcov), ktorej samotny nézov naz-
nacuje stredujici/priemerujici princip. Tuni uvazujeme krivost vo veelku abstraktnom
prevedeni: Ak skiimame graf funkcie u(x, y, z, t;) popisujicej rozlozenie ¢astic v nejakom case
t;, skimame vlastne geometricky objekt, (hyper)povrch ktorému mozno spocitat stredni
krivost v jednotlivych bodoch.

Dvojrozmerny pripad je osobitne vhodny pre vizualiziciu (lebo mé rozmer dost vysoky na to
aby stredn krivost bola relevantny pojem, a dost nizky na to aby sa do obrazka vosla ¢asova
os a teda sa vizualizoval aj ¢asovy vyvoj). Graf funkcie u(z,y,t;) (popisujuci koncentraciu
Castic v ¢ase t; v 2D oblasti so siradnicami x,y) mdze byt vizualizovany ako 2D povrch pre
kazdy casovy okamih ¢;; ¢asovy vyvoj potom moZno znazornit ako postupnost ta-
kych povrchov, plochej$ich a plochejsich (v zmysle klesajicej strednej krivosti)
ako ¢éas postupuje. Tento vyvoj je Specidlnym pripadom tzv. "toku strednej krivosti
(mean curvature flow)”.
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Obr. 3: Vyrovnavanie pociato¢nej nerovnomernej koncentracie v 2D oblasti. Obrazok zachy-
tava vyvoj situdcie; spodny obrézok predstavuje pociatoény, vyssie neskorsi stav.

Laplacian ako ”divergencia gradientu”

Ked uz sme pri spojitom modeli, zmienime este definiciu laplacidanu ako divergencie gra-
dientu a ukizme si ze je konzistentna s intuitivnou predstavou miery rozdielu od prie-
meru susedov”.

Uvazujme o sklonoch povrchu v nejakom bode - v smeroch x- ovej aj y- osi, teda kompo-
nentich gradientu v danom bode - ich strmost je mierou vymeny &astic v uvazova-
nom smere. Teraz uvazujem divergenciu takéhoto gradientového pola v spomenutom bode.
Je mierou toho nakolko sa celkovy tok dnu a von nevyrovnavaji. Toto stvisi s tym,
ze divergencia vektorového pola je nédstroj na detekciu ”zdrojovi ”prepadlisk”. Ked zvazime
ako gradient kéduje informéciu o prirastkoch/abytkoch funkénej hodnoty v okoli uvazovaného
bodu, je prirodzené ze celkova bilancia pritokov a odtokov gradientového vektoro-
vého pola je vyrovnand, nulova, prave ked je funkénd hodnota v danom bode
priemerom ostatnych. (Vyssie funkéné hodnoty jednym smerom st kompenzované nizsimi
funkénymi hodnotami inym smerom, a toky idice proti gradientom sa kompenzuju.)

Vyrovnanie v rdmci mozZnosti (vplyv okrajovych podmienok)

Ked sme rozoberali problém diftizie v diskrétnom prevedeni, uvazovali sme o rychlosti zmeny
populécie Castic v "typickej bunke”, Casti priestoru, ktora mala susedov podobného chrak-
teru ako bola sama. Spojitd verzia sa drzala rovnakého predpokladu.

V realnych situiciach sa vSak vzdy stretdvame s hranicami oblasti, kde predpoklad neplati
pre "bunky”, oblasti na okraji. Tieto nemaji vSetkych susedov ”pribuznej povahy”.
Toto je jeden z ddévodov, prefo st okrajové podmienky také doblezité - dodavaja infor-
maciu, ktora nebola obsiahnuta v predpokladoch, za ktorych bola postavenia nasa
rovnica. Riesenie diferencidlnej rovnice v rdmci nejakej realistickej aplikacie je skveld moznost
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presved¢éit sa, Ze okrajové podmienky v Ziadnom pripade nie st nepodstatnd ”poznamka pod
¢iarou”, ale majui vyznamny dopad na celkové rieSenie. Mo6zu byt nastavené tak, Ze rov-
novazne riesenie nezodpoveda " celej oblasti rovnomerne obsadenej”.

Graf funkcie zodpovedajicej koncentracii u nemusi v ustdlenom stave skoncit ako plochy
(hyper)povrch v euklidovskom zmysle. AvSak, ak pre dané podmienky existuje ustaleny,
rovnovazny stav (nemusi existovat), graf u sa bude vyznacovat nulovou strednou kri-
vostou. Velmi pekné vizualizicia mdZe byt vytvorend mydlovou blanou na drotenom rame.
Mydlovy film sa ustali tak aby povrch mal minimalnu plochu dovoleni hranicou a stredna
krivost v kazdom ”vnitornom”, nehrani¢nom bode bude nulova. Takyto mydlovy film je ana-
l6gom grafu funkcie ktorej laplacian je nulovy v danej oblasti. Miera strednej krivosti je
vyjadrend laplacidnom funkcie. A kedZe podla rovnice laplacian je asovym generato-
rom, dosiahnutie nulovej strednej krivosti v kazdom vnitornom bode (hyper)povrchu
daného grafom u znameni, ze ¢asovy vyvoj sa dovisil a aktuilny makrostav je koneény,
stabilny - rovnovazny.

6 Hniezdo otazok

Predkladany text je aj pokusom predstavit difiznu rovnicu / rovnicu vedenia tepla ako
nielen dalsiu vypoctovi hidanku, ale aj ako prepojenie Sirsich pojmov: "nahodnej (v Statistic-
kom zmysle) prechadzky ”smerom k vy$Sej entropii a ”plavby ¢asom”smerom k priemernej
vyrovnanosti (grafu funkcie vyjadrujicej konfiguriciu, rozlozenie ¢astic v priestore).

Spomeiime este bez dalsieho komentara fakt, ze studovany jav je jednou z ilustracii druhého
termodynamického zdkona, ktory napriek mnozstvu jednoduchych formulacii (” existuja
nevratné deje”, "teplo prechiddza z teplejSiecho na studensie teleso”, ” entropia uzavretého
systému neklesd”, ...) je jednym z najmenej porozumenych zikonov s ktorymi ¢asto automa-
ticky pocitame. Pojednanie o iom je vSak Pandorina skrinka, ktorej otvorenie sice neprinasa
katastrofu, ale mnozstvo otdzok vyssie ako mé tento siibor ambiciu zmienit. Pre predstavu:
Preco je ¢as jednosmerma cesta? (Je?) Co je to vlastne? ... 27?2

Tento projekt ziskal financovanie z vyskumného a inova¢ného programu EU Horizon 2020 v rdmci Marie
Sklodowska-Curie Dohody o grante ¢. 945478.
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