
NEWTONOVSKÁ FYZIKA
(S VÝH¥ADOM K ZOV©EOBECNENIAM)

Veronika Gáliková

Tento výber tém z newtonovskej fyziky je predkladaný ako doplnok k základnému kurzu fyziky pre
technické odbory. Je v pláne text priebe¾ne dopåòa» a upravova». Táto verzia je zo septembra 2023.

� Snahou je predlo¾i» fyziku vo "fyzikálnom duchu"- teda je tu menej dôrazu na algoritmické
pou¾ívanie prírodných zákonov v konkrétnych technických aplikáciách a viac dôrazu na "hl-
b¹ie zamý¹µanie sa nad jednoduchými vecami."

� Text je tie¾ zostavovaný s výhµadom na nov¹ie kapitoly fyziky, ako relativita a kvantová
teória, ktoré majú s klasickou mechanikou spoloèné viac, ne¾ je èasto vidie» pri rýchlych
prehµadových prezentáciách ponúknutým ¹tudentom ako "èosi navy¹e". Teda prezentácia
zámerne vyberá aspekty, na ktoré sa dá odvoláva» pri ¹túdiu "nov¹ích teórií"ako na paralely
a analógie.

� Snahou je poukáza» aj na rozlièné formalizmy umo¾òujúce lep¹í prístup k rôznym zov¹eobec-
neniam. Viaceré u¾itoèné (a presahujúce do mnohých oblastí) matematické nástroje sa
dajú ilustrova» u¾ na úrovni newtonovskej mechaniky, napriek tomu, ¾e v be¾ných základných
kurzoch sa nespomínajú (symetrie, hamiltonovký prepis rovníc,. . .)

Pri zohµadnení týchto kritérií sa mô¾u dosta» do popredia aspekty, ktoré sa v be¾nom "strojár-
skom"kurze mechaniky spomenuli len okrajovo alebo vôbec (napríklad príbuznos» gravitácie a
pseudosíl v neinerciálnych sústavách, rovnos» inerciálnej a gravitaènej hmotnosti, poctivá de�nícia
pojmov "rovno a rovnomerne", symetrie Newtonových zákonov, ich prepísanie do tvaru v ktorom
naozaj vidno "èasový vývoj stavu"v súvislosti s energiou,. . .). A naopak aspekty, ktoré sú pre tech-
nické aplikácie preberané v prvých kurzoch do vyèerpávajúcich detailov, tu mô¾u by» prakticky
vynechané.

1 Popis javov v prírode

Vo fyzike sledujeme javy okolo nás, sna¾íme sa nájs» v nich nejaký princíp, odhali» "pravidlá
hry", korektne ich sformulova» a potom ich konfrontova» s ïal¹ími pozorovaniami .
Aký proces sa v¹ak skrýva za tak krátkym popisom práce! Ako sledujeme? Ako reprezentujeme
pozorované javy v na¹ej mysli èi reèi? V akom jazyku a ako sformulujeme princípy, ktoré sú za
spomenutými javmi? Èo je mierou korektnosti danej formulácie?
Toto nemá by» �lozo�cký traktát, ale ne¾ sa èlovek ponorí kdesi do mora vzorcov a výpoètov, je
dobré sa poobzera», o èo sa vlastne jedná.

1.1 Cez �lter vnímania a predpokladov

Na¹e sledovanie javov okolo nás je poznaèené na¹im spôsobom vnímania, spracovania signálov
sprostredkovaných na¹imi zmyslami. Dosah týchto mô¾eme vylep¹i» pou¾itím vhodných prístro-
jov. Av¹ak výber a spracovanie informácií je nevyhnutne poznaèené spôsobom, akým funguje ná¹
mozog a k dôsledkom tohto faktora nemáme "nadhµad"z ktorého by sme ich nezávisle posúdili.
Mô¾eme sa sna¾i» od�ltrova» rozlièné subjektívne prvky v pozorovaniach, ale tento faktor do istej
miery ostáva. Na¹a schopnos» objektívneho skúmania prírody je relatívna. Treba robi» èo sa dá.
A iste nevyvodzova» z na¹ej subjektivity ¾e niè nie je objektívne.

Èo sa týka reprezentácie javov v prírode v na¹ej mysli, problémom pri snahe o pozorné uva-
¾ovanie mô¾e by» práve "samozrejmos»" situácie, mno¾stvo implicitných predpokladov ktoré u¾
ani ako také nerozoznávame. Nie ¾e by na tom, ¾e máme predpoklady, bolo samo osebe nieèo zlé;
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napriek pseudovedeckým sloganom o tom ako treba "nikdy niè nepredpoklada»", faktom ostáva,
¾e s nulovými predpokladmi sú nulové výsledky. Ale je dobré sa zamyslie», èo máme v na¹ej teórii
v roli "samozrejmých pojmov"(napríklad v euklidovskej geometrii to boli priamky, body, uhly,
kru¾nice) a èo ako axiómy o nich (príkladom sú opä» Euklidovské axiómy, napríklad ¾e ka¾dé dva
body sú jednoznaène prepojiteµné priamkou atï). Potom mô¾eme robi» rozlièné odvodené závery,
konfrontova» ich s pozorovaním sveta okolo a prípadne prehodnoti» svoje voµby axiómov. A celý
proces opakova».

1.2 "Základné/referenèné pojmy"a ich matematická reprezentácia.

Zbierame teda pozorovania z reálneho sveta, a pri ich spracovaní v na¹ej mysli si zavádzame "zá-
kladné"popisné pojmy ako èas, teleso, poloha. Pou¾ívame ich èasto, a pritom máme veµké »a¾kosti
ich vysvetli» pri tých vzácnych chvíµkach hlb¹ieho uva¾ovania alebo rozhovoru s malými de»mi. Èo
myslíme pod telesom? Kde je jeho hranica? Patrí k nemu táto hranica? Poloha znamená èo? Je
prázdny priestor prázdny pojem? Èo je èas?

Èokoµvek ten èas je, keï z neho aj vlastnej mentálnej kapacity minieme isté kritické mno¾stvo,
azda sa pokúsime postupova» ako Euklides a ïal¹í matematici a uvedomi» si, ¾e nejaké pojmy budú
musie» by» v úlohe "základných", ktoré sa budú vyskytova» ako dané, referenèné, a ktoré nevieme
vysvetli» èi popísa», keï¾e sú najzákladnej¹ie pomocou ktorých vysvetµujeme alebo popisujeme
ostatné. Oprávnenos» takého postupu (osobitne voµbu "základného súboru pojmov") potom treba
spätne skúma» podµa toho k akým zmysluplným výsledkom povedie.

Na¹e popisné pojmy vo fyzike reprezentujeme matematickými objektmi ako súbory èísel,
funkcií, tenzorov, geometrických obrazcov atï. (Napríklad súbor v¹etkých, hoci aj hypotetických
kon�gurácií v priestore niekedy modelujeme ako euklidovský priestor; posunutia v tomto priestore
ako vektory; trajektórie telies ako krivky v tomto priestore, èas èasto reprezentujeme ako parame-
ter èíslujúci jednotlivé polohy na krivke atï.)

Potom pou¾ívame veµmi voµný ¾argón, zamieòajúc reprezentovaný jav s matematickou reprezen-
táciou. Je to pomerne ne¹kodný folklór - pokiaµ èlovek nestratí rozlí¹enie ¾e jedno je skutoènos»,
aj keï poznaèená �ltrom ná¹ho vnímania, a druhé len akýsi matematický avatar, ktorého sme
tej skutoènosti priradili aby sme nad òou mohli rozmý¹µa» pomocou matematických nástrojov.
Pou¾iteµnos» záverov urobených pomocou takýchto avatarov je obmedzená predpokladmi, za kto-
rých sme priradenie jav - matematický avatar urobili, mierou analógie medzi javom a avatarom
atï. Ak sa nejaký avatar dobre osvedèil, máme tendenciu dôverova» mu viac a viac, a ak nakoniec
zabudneme, ¾e je len obmedzeným analógom niektorých aspektov reálnej veci, mô¾eme narazi» na
kdejaké "paradoxy", ktoré sú prejavom toho, ¾e reprezentovaný jav sa nemusí podoba» na ava-
tara vo v¹etkom len preto, ¾e sa nám podarilo nájs» takého, ktorý vystihuje daný jav v nieèom.
Reprezentovaný jav je skutoènos» nezávislá od ná¹ho úspechu s hµadaním jeho reprezentácií. Aj ob-
medzené avatary sú v¹ak veµmi u¾itoèné. Treba prizna» ich limity, ale aj na¹e obmedzené mo¾nosti
spravi» nieèo vo fyzike bez nich.

1.3 Pravidlá hry ako axiómy pre matematické objekty. Kritérium správ-
nosti.

Keï si u¾ nazbierame nejaký súbor základných pojmov (s vedomím ¾e ich základnos» mo¾no
bude treba neskôr prehodnoti» a nahradi» ich inými), sna¾íme sa prís» na pravidlá hry prírody.
Keï¾e na¹e popisné pojmy sú reprezentované ako matematické objekty, treba vz»ahy medzi nimi
a pravidlá ich hry vyjadrova» tie¾ matematickými formulami a rovnicami via¾ucimi dané objekty
dohromady. Niektoré z týchto vz»ahov bude potrebné postulova», bra» ako základné (ako axiómy
v matematických modeloch), a typicky sa z nich potom mnohé budú da» odvodi».
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Potom èo urobíme tento preklad do matematického sveta, je nám k dispozícii tamoj¹ia ma¹i-
néria algebry, geometrie, analýzy, diferenciálneho a tenzorového poètu atï, pomocou ktorej pri-
chádzame k rozlièným tvrdeniam (stále e¹te v matematickom prevedení.) Tieto "tvrdenia "sa po
spätnom preklade do "popisných pojmov zavedených pre reálny svet"stávajú predpoveïami, ktoré
je mo¾no (ak nie, máme problém o ktorom treba niekedy pohovori») konfrontova» so skutoènos»ou.

Príklad: Na zaèiatku pozorovania (poèiatoèný èas reprezentovaný ako konkrétna hodnota pre-
mennej t0) bol meteorit (jeho miera zotrvaènosti reprezentovaná ako kon¹tanta m) tam a tam
(údaj rerezentovaný ako nejaký polohový vektor r⃗(t0)) - pôsobili naò také a také vplyvy (repre-
zentované ako súèet silových vektorov reprezentujúcich spomenuté vplyvy

∑
F⃗i). Podµa na¹ich

rovníc (m¨⃗r =
∑

F⃗i) teraz (v èase t) by mal by» tu a tu (v polohe zodpovedajúcej r⃗(t)) . . . Je to
pravda? Teda ak teraz spravíme spätný preklad od avatarov k skutoèným objektom, a pozrieme na
miesto zodpovedajúce r⃗(t) , v èase zodpovedajúcom t , nájdeme tam meteorit? Ak áno, ná¹ model
mô¾e by» dobrý. Ak nie, treba iný. Samozrejme sú tu praktické nuansy - niekedy sme spokojní s
pribli¾nou presnos»ou predpovedí a teda s pribli¾ným modelom - to je v poriadku, ale nepova¾ujme
ho za fundamentálne korektný.

Táto konfrontácia s pozorovaním/experimentom poskytuje fyzike veµmi silné kritérium na po-
súdenie teórií, modelov, súborov axiómov. . . rozhodne silnej¹ie ako v matematike, kde je »a¾ko
nájs» objektívny dôvod na zahodenie teórie okrem prípadu, ¾e je nekonzistentná sama so sebou
alebo je príli¹ prázdna na to, aby sa s òou dalo nieèo robi». Ak ná¹ model dáva predpovede, ktoré
protireèia korektne prevedenému a interpretovanému pozorovaniu, je model nesprávny. Ak nedáva
predpovede konfrontovateµné so skutoènos»ou, ako fyzikálny nástroj je zbytoèný.

2 Èasopriestor a predpoklady na priradenie matematických
avatarov pre jeho reprezentáciu,

Pozrime sa teraz na niektoré z na¹ich základných pojmov, ktorými popisujeme deje okolo nás.

Jeden z kµúèových je udalos». Nieèo sa udeje niekde a niekedy. Súbor v¹etkých, hoci aj hypote-
tických "niekde a niekedy"tvorí akúsi "scenárovú sie»", obvykle ju oznaèujeme ako èasopriestor.
Jeho elementy mo¾no reprezentova» ako "adresy udalostí". Na identi�káciu takej adresy typicky
potrebujeme 3 priestorové a 1 èasový údaj, preto èasto poèujeme hovori» o 4 rozmernom èasopries-
tore. Netreba v¹ak v tomto pojme vidie» nieèo exotického vy¾adujúceho geniálnu predstavivos».
Zavies» takýto 4D model má za úèel len uµahèi» narábanie s údajmi, no a ak ku ka¾dej udalosti
potrebujeme 4, pou¾ívame matematický nástroj, aký sa k tomu hodí.

Teraz sa venujeme newtonovskej mechanike, kde je èitateµ pravdepodobne zvyknutý uva¾ova»
polohy telies v trojrozmernom kon�guraènom priestore, a zmeny týchto polôh v èase,
a teda vidie» èas ako univerzálny parameter, zoraïujúci udalosti pozdå¾ trajektórie (krivky v
konf. priestore). Niè nám v¹ak nebráni u¾ tu, na úrovni newtonovskej mechaniky, uva¾ova» ako
scénu èasopriestor, teda (keï si zavedieme vz»a¾nú sústavu) parameter pový¹i» na ïal¹iu súradnicu.
Èasto toti¾ mô¾e ma» zmysel uva¾ova» nielen trajektóriu telesa, (mno¾inu polôh kde sa vyskytlo),
ale celú jeho históriu (svetoèiaru), teda mno¾inu udalostí ktorých sa zúèastnilo.
Výraz "èasopriestor" majú µudia èasto spojený s einsteinovskou relativitou, ale ako mno¾inu (aspoò
hypotetických) udalostí má zmysel aj v newtonovskej fyzike. Je to nástroj na kompaktné uchopenie
dát. Av¹ak ka¾dý pozorovateµ vníma priestor okolo seba trojrozmerný, s èasom ako parametrom
zoraïujúcom tieto trojrozmerné momentky do celkovej histórie. 1 Trojrozmernos» kon�guraèného
priestoru je hlboký empirický fakt, ktorý je do modelu mechaniky zabudovaný ako predpoklad.

1To platí mimochodom aj pre neskor¹ie teórie ako relativita. Nikde sa nenájde pozorovateµ z ktorého hµadiska
kon�guraèný priestor nie je 3D a kde by èas nehral výrazne inú rolu ako priestorové rozmery. Ak v¹ak chceme dáva»
do súvisu takéto skúsenosti rozlièných pozorovateµov, ukazuje sa ako vcelku efektívny model 4-rozmerný model s
èasom ako jedným z "rozmerov"- nie v¹ak "len ïal¹ím rozmerom ako ostatné ".
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Na otázku preèo je trojrozmerný súèasná fyzika odpoveda» nevie.

Poïme sa teda pozrie» najprv na nejaký vhodný model pre ná¹ kon�guraèný priestor. Nemusíme
nasilu znova vynachádza» koleso - vieme, ¾e na reprezentáciu polôh telies a ich trajektórií
sa ako veµmi efektívny nástroj ukazujú geometrické útvary ako body, priamky, krivky. . . Vez-
mime teda geometrický model, alebo aspoò prvky z neho, a pozrime kam vedie. Premyslime v¹ak
priradenie základných pojmov v mechanike veµmi pozorne - akokoµvek samozrejmé sa v¹etko zdá.
Máme toti¾ tendenciu zamieòa» si zvyk a pochopenie, èo je problém, preto¾e príroda sa lep¹ie
¹tuduje s postojom malého die»a»a ktoré je síce viac ako ochotné narába» s pojmami ktoré mo-
mentálne nevie uchopi» inak ako "dané", ale zvyk ho e¹te nenauèil predstiera» ich "samozrejmos»".

Fyzika je tanec medzi teóriou a praxou, a na pojmy ktoré nemajú miesto v oboch sa pozeráme
ako na málo preskúmané alebo pochybné. Poïme skontrolova» ako je to s na¹ím pou¾ívaním ge-
ometrických pojmov ako reprezentantov pre rozlièné kon�guraèné zále¾itosti potrebné na popis
mechanických dejov. Nepredpokladajme automaticky euklidovskú geometriu, ale ne¹kodí pripome-
nú» si ju ako v¹eobecne známy prípad na ktorom sa mnohí zoznamujú s geometrickými pojmami.
Táto "známa"geometria predpokladá existenciu "základných"objektov ako bod a priamka. Máme
v na¹om priestore nieèo èo by mohli reprezentova»? Polohy telies by mohli by» reprezentované
euklidovskými "bodmi", ich spojnice segmentami ktoré sa podµa Euklidových postulátov dajú
(jednoznaène) predå¾i» na priamku. Tu je v¹ak èas konfrontova» sa s realitou. Zamyslime sa tu nad
predpokladmi ktoré robí newtonovská fyzika (jednak aby sme lep¹ie rozumeli jej, a aby neskor¹ie
zov¹eobecnenia èi korekcie "nov¹ích"teórií bolo s èím porovna»).

"Bod" mô¾eme vníma» v mechanike ako miesto kde sa mô¾e nachádza» dostatoène malé te-
leso. Èo znaèí "dostatoène malé"? Mamut také kritérium spåòa menej ako tiger a tiger menej ako
mucha. . . Matematik by azda navrhol uva¾ova» limitne malé teleso. Ale tu treba bra» ohµad na
overiteµnos» experimentom. Teda bod bude reprezentova» polohu malého telesa, ale dos» veµkého
aby sme ho e¹te videli 2. Pre teraj¹ie úèely nám staèí takáto aproximácia "bodovosti". Pamä-
tajme si v¹ak pre budúcnos», ¾e na¹e závery urobené na jej základe potom netreba automaticky
zov¹eobecòova» na situácie keï nie je aktuálna.

Poïme k spojnici medzi dvomi malými telesami, èo by kore¹pondovala euklidovskému segmentu
predå¾iteµnému na "priamku". Ktorú spojnicu vybra»? Medzi dvomi telesami ich je mnoho - je
nejaký dôvod uprednostni» jednu pred ostatnými? Mo¾no sa nám chce poveda» "tú najrovnej¹iu",
tváriac sa ¾e vieme o èom hovoríme (kým a nepokúsime vysvetli» kde sme vzali prvotný ¹tandard,
prvé "rovno "). Pozor - e¹te len hµadáme èo bude v na¹om priestore zodpoveda» èastiam priamok,
teda ¹tandardom "rovných segmentov". Poveda» ¾e rovnú úseèku nájdeme ako rovnú úseèku úlohu
nerie¹i.

Skúsime teda vybra» najkrat¹iu spojnicu. Teraz v¹ak treba konfrontova» otázku, èo tým mys-
líme, najkrat¹iu? Potrebujeme si ujasni» ako meriame då¾ky, a aké predpoklady a obmedzenia
s ním vstupujú do hry: Vezmeme nejaké teleso ako ¹tandard jednotkovej då¾ky, postupne ho
prikladáme pozdå¾ spojnice a poèítame koµkokrát sa tam vojde. Ná¹ ¹tandard då¾ky by mal by»
dostatoène malý, aby meranie bolo dostatoène jemné, ale zas nie natoµko, ¾eby sme ho technicky
nevedeli zrealizova». Takisto tu je potichu urobený predpoklad, ¾e existuje nejaká trieda objektov,
ktorých då¾ku budeme pova¾ova» za kon¹tantnú a budú pou¾iteµné ako meracie jednotky.

Povedzme ¾e máme vybranú najkrat¹iu spojnicu. Dá sa táto jednoznaène predå¾i» tak, ¾e objekt
takto vzniknutý bude dobre reprezentovaný euklidovskou priamkou? 3 Tu si »a¾ko pomô¾eme

2aparátom aký máme k dispozícii, nie nevyhnutne voµným okom - a prísne vzaté nejde nevyhnutne ani o "optické
videnie", ale o nejakú detekciu polohy

3Keï¾e svet okolo nás berieme ako "skutoèný"a geometrický model ako "avatar", formulujeme veci takto krko-
lomne - ¾e nejaká èas» priestoru je reprezentovaná priamkou, a nie ¾e reprezentuje priamku. Èasom mo¾no túto
pozornos» k terminológii stratíme, ale je dobré ma» my¹lienku za òou na mysli.
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výberom najkrat¹ej mo¾nosti, a musíme si na zoznam úloh prida» nájdenie nejakého kanonic-
kého ¹tandardu "prvého rovno".

Ïal¹ím dôle¾itým pojmom je pohyb, zmena polohy v èase. Súbor polôh v danom èasovom
intervale potom tvorí tzv. (èasom) parametrizovanú trajektóriu. Ku ka¾dému èasu z daného
intervalu vieme priradi» polohu, ktorú v òom teleso malo. Keï¾e v dejoch okolo nás nevidíme
"skoky"v zmysle ¾e teleso by zmenilo polohu z jedného miesta na iné bez toho, aby sa vyskytlo
aj na (niektorej) spojnici medzi nimi, sú trajektórie reprezentované súvislými krivkami.
Blízkym bodom na trajektórii prislúchajú blízke hodnoty parametra - èasu. Podiel vzdialenosti
bodov ku príslu¹nému èasovému úseku, za ktorý sa teleso presunulo z jedného do druhého, v¹ak
nemusí by» kon¹tantný. Ne¾ sa v¹ak pustíme do pojmov ako rýchlos» zmeny polohy, uvedomíme si
¾e meranie èasu nie je o niè samozrejmej¹ie ako meranie polohy.

Potrebujeme nejaký prototyp hodín - jedno ich "tiknutie"bude najmen¹ou jednotkou èasu, teda
nemá zmysel tvári» sa, ¾e vieme bezpeène mera» èo a ako sa deje na krat¹ích intervaloch. Ïa-
lej, tiknutia prvotných, ¹tandardných hodín sú z de�nície "rovnomerné"- intervaly medzi nimi sú
rovnaké. Rovnomernos» ostatných dejov sa bude posudzova» na základe porovnania s na¹ím kano-
nickým ¹tandardom. Na zoznam úloh pribúda nájdenie ¹tandardu prvého "rovnomerne".

Zhrnutie: polohy malých telies sú reprezentované bodmi, treba si pamäta» ¾e veµmi
malé teleso stále nie je nekoneène malé teleso. Då¾ky meriame pomocou nejakých
limitne malých (opä», to nemusí by» vo fyzike to isté ako nekoneène malých) telies
predstavujúcich ¹tandard då¾ky, z de�nície kon¹tantnej a najmen¹ej mo¾nej o akej sa
e¹te dá relevantne hovori» ako o merateµnej. Aby slovo "priamoèiaro"malo zmysel,
budeme potrebova» nájs» prototyp "prvého rovno". Èas meriame pomocou nejakého
objektu, ktorý umo¾òuje odèítanie "cyklov", teda napr. podlieha periodickému deju.
Jeden cyklus predstavuje jedno "tiknutie". Doba jedného cyklu je najmen¹ia mera-
teµná, hovori» o krat¹ích vedie k experimentálne neoveriteµným tvrdeniam. Budeme
potrebova» kanonický ¹tandard/ prototyp "rovnomerne", teda proces vyznaèujúci za
sebou nasledujúce rovnaké èasové úseky.

Poznámka: Dali sme si za úlohu nájs» referenèné ¹tandardy "rovno, rovnomerne". Nemô¾eme
si ich zvoli» ? Newtonovskýá mechanika to naozaj tak robí, nieèo za také ¹tandardy jednoducho
postuluje. Voµba je súèas»ou modelu. Nutnos» voµby v¹ak neznaèí zmysluplnos» hociktorej. Vo fyzike
je korektnos» modelu a teda aj spomínanej voµby posudzovaná podµa toho, èi potom predpovede
takého modelu súhlasia s pozorovaním prírody. Model si "volíme"v zmysle "sna¾íme sa
uhádnu» taký, ktorého predpovede sa s pozorovaním zhodnú èo najlep¹ie".

3 Vz»a¾ná sústava - Ako popísa» objektívne veci so subjek-
tívnym aparátom

U¾ sme si povedali o "scéne"a jej reprezentácii kvalitatívne. Pozrime sa teraz na spôsob, ako veci
skvantitatívni», priradi» èísla. Výhodou takého priradenia je silná matematická ma¹inéria na
manipuláciu s èislami, ktorá nám je potom k dispozícii, ak pravda vieme èo ktorá operácia v ma-
tematickom svete reprezentuje v tom skutoènom. Pri tomto priraïovaní èísel si treba uvedomi»,
¾e mô¾e existova» viac spôsobov ako ho urobi». Nakoniec jedná sa o "pomenovávanie", vytváranie
systému adries napr. pre polohy telies.

Samotné oznaèenie udalostí v èasopriestore je v podstate mo¾né robi» akokoµvek, pokiaµ platí
¾e meno-udalos» je jedno-jednoznaèné priradenie. Podobne ako keï èíslujeme domy v ulici - staèí
ak ka¾dý dom má svoje jedineèné èíslo, a je mo¾né toto èíslo pou¾i» ako reprezentanta domu v
katastrálnych záznamoch atï. Ale kto kedy hµadal nejaký dom v ulici kde pomenovávanie domov
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bolo urobené s len minimálnou po¾iadavkou jednoznaènosti, asi pripustí, ¾e to nie je najpraktic-
kej¹í spôsob. Omnoho µah¹ie sa nám orientuje ak "blízke domy majú blízke èísla". Ak vidíme ¾e
dom s èíslom 17 susedí s domami èíslo 4 a 56, »a¾ko sa nám odhaduje o koµko domov ïalej je èíslo
18. Podobne mená pre kon�gurácie v priestore a èase je vhodné voli» tak, aby tie èo sú si bli¾¹ie,
mali podobné mená. Miera blízkosti je samozrejme pojem ktorý treba v modeli premyslie» (mate-
matik sa s nami nebude bavi» v tomto ohµade, kým nevie aká miera je v modeli), ale minimálne
po¾iadavka na nejaký systematický aparát pri pomenovávaní prvkov je azda evidentná.

Obvykle tento aparát budujeme referenèným spôsobom. Ak niekomu hovoríme, ako sa dostane
trebárs do parku, pou¾ívame pojmy ako doprava, doµava, sto metrov, atï, a ¾iaden z nich sám
osebe nemá jasný zmysel, minimálne implicitne rozumieme ¾e doprava a doµava sa myslí pri konve-
nène orientovanej chôdzi tvárou smerom kam ideme, vzdialenos» sa urèuje od nieèoho. . . Hµadáme
teda èo najefektívnej¹í referenèný systém - dostatoène bohatý aby sme popísali veci jednozna-
ène, a dos» úsporný na to aby nás nezahltili závislé dáta (odvoditeµné z ostatných). Ako sme u¾
spomínali, v priestore v ktorom ¾ijeme zis»ujeme je najúspornej¹í referenèný systém na urèenie
polohy nám umo¾òuje urèi» polohu telesa pomocou troch nezávislých údajov - priestorová "ad-
resa"má tri údaje. Èasová zlo¾ka "adresy"udalosti jeden. Aj systemetické priradenie adries v¹ak
rôzni pozorovatelia mô¾u urobi» rôzne.

Je mo¾né ¾e niektoré voµby sú v nejakom zmysle lep¹ie ako iné, ale treba si rozmyslie», na základe
akého kritéria to budeme posudzova». Príroda sa nebude prispôsobova» ná¹mu vkusu, a na¹e kri-
tériá pre efektívnos» jej popisu by mali nejako odrá¾a» jej preferencie, nie na¹e.

Ne¾ sa pustíme do diskusie vz»a¾nej/referenènej sústavy, venujme e¹te poznámku pojmu prílu¹-
ného "pozorovateµa" ktorému je daný referenèný systém "¹itý na mieru". Vo fyzike pod pozoro-
vateµom nemyslíme len nejakého �ktívneho èi reálneho jednotlivca, ale obvykle sa myslí "centrálny
pozorovateµ "spolu s mysleným (ale predpokladáme "v princípe realizovateµným") systémom jeho
komplicov-agentov rozostavených v celom priestore. Centrálny pozorovateµ je ten, pre ktorého sú
dané priestorové súradnice "na¹ité na mieru"v zmysle ¾e udalosti v jeho histórii majú v týchto
súradniciach najjednoduch¹ie mo¾né vyjadrenie - v¹etky sa dejú v priestorovom poèiatku (jeho po-
zícia de�nuje poèiatok) a sú jednoducho zoradené, oèíslované "tikmi jeho hodiniek"(jeho vlastný
èas je zároveò èasová súradnica pre celý systém).
Agenti prislúchajúci k tomuto centrálnemu pozorovateµovi sú vzhµadom na neho v pokoji, majú s
ním zosynchronizované hodiny, pri ka¾dom sa dá urèi» trojica èísel oznaèujúca jeho polohu vzhµa-
dom na centrálneho jedinca. Èokoµvek, kdekoµvek a kedykoµvek sa stane, je to v bezprostrednej
blízkosti jedného z agentov. Pozícia tohto agenta bude zároveò pozíciou udalosti, èas na agento-
vých hodinkách jej èasom. Centrálny pozorovateµ má takýmto spôsobom mo¾nos» pozbiera» dáta
o ka¾dej udalosti - priradi» jej konzistentným spôsobom ¹tvoricu èísel.

Pre neskor¹iu referenciu si e¹te ujasnime aké predpoklady sme pou¾ili pri úvahách o vz»a¾nej
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sústave daného pozorovateµa. Predpokladáme, ¾e agent stojaci jednotkovú vzdialenos» od centrál-
neho jedinca ostáva v jednotkovej vzdialenosti, ¾e je vzhµadom na centrálneho stále v pokoji, ¾e ho-
dinky na rôznych miestach je mo¾né konzistentne zosynchronizova», ¾e zosynchronozované ostanú,
a ¾e v¹etko toto sa v princípe dá zabezpeèi». V newtonovskej mechanike sa toto predpokladá, aj
pokraèujeme s týmito predpokladmi, a na¹e závery sú urobené pod nimi. (Poznámka do budúcna,
k nov¹ím modelom vo fyzike: Ak sa niekedy objaví dôvod predpoklady spochybni», aj na¹e závery
bude potrebné prehodnoti».)

Zatiaµ sme e¹te nehovorili o tom, èi niektorí pozorovatelia sú nejakým spôsobom význaèní. Ne-
cháme ka¾dého rozostavi» si agentov a synchronizova» hodiny, a potom s pomocou Newtonových
zákonov urobíme výber význaènej triedy pozorovateµov.

Pozrime sa, akým spôsobom mô¾e pozorovateµ priradi» udalostiam identi�kaèné èísla. Pozorovateµ
vie, ¾e priestor je trojrozmerný, pokryje ho teda sie»ou s tromi triedami "súradnicových kri-
viek". Ka¾dá taká krivka je charakteristická tým, ¾e body na nej majú spoloènú hodnotu jednej so
súradníc. Príkladom je kartézska sie», sie» sférických súradníc, atï. Po¾iadavky na tieto krivky sú
zatiaµ dos» voµné - ka¾dým bodom priestoru by sa mala prechádza» práve jedna súradnicová krivka
z ka¾dej triedy. Bodu teda mo¾no priradi» tri súradnice podµa súradnicových kriviek ktorých uzol
tvorí. Predbe¾ne nazvime tieto súradnice q1, q2, q3. Blízke body by mali ma» blízke hodnoty súrad-
níc. V ka¾dom uzle kde sa stretajú súradnicové krivky si mô¾eme v princípe predstavi» "agenta",
ktorý na danom mieste zotrváva, s identickými hodinkami ako má centrálny pozorovateµ. Newto-
novská mechanika prepokladá, ¾e hodinky raz synchonizované ostávajú synchronizované (úvahy o
vybitých baterkách atï mo¾no odlo¾i» bokom, keï¾e tieto veci sa v princípe dajú technicky zabez-
peèi»).

Keï¾e na¹e po¾iadavky na pozorovateµa boli veµmi voµné, existuje veµké mno¾stvo veµmi rozliè-
ných volieb súradných sústav. Rozlièní pozorovatelia dokonca nemusia by» jeden voèi druhému
v pokoji, zatiaµ sú v hre aj pozorovatelia, ktorí sa nezhodnú na poèiatku súradnej sústavy, na
súradnicových krivkách, dokonca na tom èi nejaké pozorované teleso mení alebo nemení svoje
priestorové súradnice a akým tempom èi spôsobom, keï¾e samotní pozorovatelia aj s celým svo-
jim dvorom agentov sa jeden voèi druhému mô¾u pohybova». V newtonovskej mechanike je v¹ak
urobený predpoklad, ¾e èasové rozdiely medzi udalos»ami namerajú v¹etci pozorovatelia rovnako.
Mnoho "samozrejmých"záverov je poznaèených týmto prepokladom a ak by sa ukázal ako ne-
vhodný, v¹etky by bolo treba prehodnoti».

Pozorovateµ mô¾e sledova» nejaké teleso a jeho históriu, a vo svojej vz»a¾nej sústave
mu v ka¾dom okamihu t priradi» aktuálnu trojicu priestorových súradníc q1, q2, q3.
Mô¾e skúma» ako sa tento súbor údajov mení v èase, teda skúma» trojicu funkcií
q1(t), q2(t), q3(t), skrátene qi(t), i = 1, 2, 3. Mô¾e sledova» zmeny jednotlivých súradníc za
èasový interval ∆t, teda velièinu qi(t+∆t)−qi(t)

∆t , prípadne zmenu tejto zmeny atï, hµada»
súvislosti medzi nimi a okolím telesa, jednoducho sna¾i» sa prís» s "pravidlami hry."
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Azda nie je nemiestne oèakávanie, ¾e ten pozorovateµ, ktorého význaèné krivky (súrad-
nicové) budú zároveò význaènými krivkami prírody, bude odmenený osobitne jedno-
duchým vyjadrením týchto pravidiel.

4 Newtonove zákony mechaniky

Newton sa pokúsil uhádnu» pravidlá hry v troch pohybových zákonoch. Podaril sa mu veµmi
u¾itoèný model - predpovede urobené na jeho základe majú skvelú zhodu s pozorovaním. Nie
kompletnú, oèividne je to model s limitami, ale nakoniec nemáme ¾iaden ktorý by limity nemal -
minimálne vo forme predpokladov a teda dosahu na nejaké situácie.

Pohybové zákony v newtonovskej mechanike sú formulované ako platné pre tzv. iner-
ciálnych pozorovateµov. Inerciálny pozorovateµ je taký, v ktorého sústave v¹etky New-
tonove zákony platia.

To znie ako do seba zacyklené tvrdenie. Zákony nárokujúce si platnos» v prípadoch, v ktorých
platia, predsa platia v daných prípadoch z de�nície. Èo v¹ak nie je triviálne je existencia ta-
kých prípadov! Akonáhle sa nájde aspoò jedna inerciálna sústava, máme spolu so zákonmi aj ich
enormnú predikènú silu a okrem toho celú triedu inerciálnych vz»a¾ných sústav ekvivalentných tej
"aspoò jednej". O tom v¹ak neskôr.

Praktický význam Newtonových zákonov závisí od toho, èi sa teda oná "aspoò jedna"inerciálna
sústava nájde. Prísne vzaté nikdy sme nezrealizovali ¾iadnu dokonale inerciálnu, ale pokiaµ je
teória rozumne "stabilná", èasto platí, ¾e aspoò pribli¾ne splnený predpoklad znamená aspoò pri-
bli¾nú uplatniteµnos» teórie a jej predikènej sily. Toto platí aj v tomto prípade. Èlovek nemusí
ma» newtonovsky ideálnu inerciálnu vz»a¾nú sústavu na úspe¹né pou¾itie newtonovskej mecha-
niky pre be¾né technické aplikácie (alebo trebárs aj tie menej be¾né ako exkurzia na Mesiac).
Samozrejme ostáva otázka principiálnej platnosti èi existencie, ktorej sa treba vá¾ne venova» ak
chce èlovek pochopi» veci do håbky a prípadne ich zov¹eobecni», a k tomu sa e¹te bude treba vráti».

Ak uva¾ujeme tuhé teleso ktoré sa "nedrobí", teda nestráca hmotnos» strácaním svojich èastí
(ako by to bolo napríklad v prípade rakety vypú¹»ajúcej zvy¹ky paliva), Newtonove zákony pre
jeho pohyb sa dajú zhrnú» nasledovne:

1. Teleso sa pohybuje rovnomerne priamoèiaro (¹peciálny prípad: zotrváva v po-
koji) pokiaµ vonkaj¹ie sily tento stav nezmenia.

2. Teleso hmotnostim získa pôsobením celkovej vonkaj¹ej sily F⃗ zrýchlenie a⃗ úmerné
pôsobiacej sile a nepriamo úmerné svojej hmotnosti; a⃗ = F⃗ /m.

3. Pôsobenie dvoch telies je v¾dy vzájomné; telesá sa seba pôsobia rovnako veµkými,
opaène orientovanými silami

4.1 Miera zotrvaènosti -hmotnos»

Hmotnos» m je jedným z veµmi hlbokých pojmov ktorých význam sa mo¾no e¹te celkom nedocenil.
Povedzme si aspoò nieèo o roli akú tu hrá. Hmotnos», o ktorj je tu reè, je tzv. zotrvaèná hmot-
nos». Je "mierou neochoty"nadobúda» zrýchlenie (meni» rýchlos») za pôsobenia externých síl. Dá
sa na òu pozera» aj ako na "interakènú, silovú kapacitu"(nepou¾ívaný termín) - súvisí s tým, koµko
sily treba investova», aby sa rýchlos» zmenila. Èím je táto "kapacita"väè¹ia, tým men¹ie odchýlky
má pohyb od "rovnomerného priamoèiareho"aj za pôsobenia vonkaj¹ích síl.
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4.2 Miera pohybu - hybnos»

Newtonove zákony hovoria o pohybe, zotrvaènosti a interakcii. Velièina, ktorá s tými to pojmami
bytostne súvisí, je miera pohybu, hybnos» p⃗. Je to akýsi pohybový status, tu de�novaný ako súèin
hmotnosti m a rýchlosti v⃗, teda p⃗ = mv⃗ Jej konkrétna hodnota v na¹ej vz»a¾nej sústave, pokiaµ
je kon¹tantná, je jednoducho "status quo"podobne ako by kon¹tantná poloha bola jednoducho
"status quo"keby bolo teleso voèi nám v pokoji. Nakoniec ak je na¹a sústava inerciálna, existuje k
nej iná, s na¹ou rovnoprávna, vzhµadom na ktorú toto teleso je v pokoji. Jediný dôvod nezachova»
toto pohybové status quo je nejaký externý vplyv, o èom hovorí druhý zákon (uva¾ujeme tu
kon¹tantnú hmotnos»):

F⃗ = ma⃗ = m
dv⃗

dt
=

d(mv⃗)

dt
=

dp⃗

dt

Teda zmena hybnosti v èase je vyvolaná externou silou. Tretí zákon rehabilituje zachovanie
hybnosti aj pre prípad interakcie, ak sa vezme do úvahy celý interagujúci systém 4. Ak teleso
A pôsobí na teleso B silou F⃗ , zmení sa hybnos» B podµa

dp⃗B
dt

= F⃗

Podµa tretieho zákona B pôsobí na teleso A silou −F⃗ . Hybnos» A sa tak zmení ako

dp⃗A
dt

= −F⃗

Zmeny hybnosti sa práve vykompenzujú v rámci celého systému telies A, B.

dp⃗A
dt

= −dp⃗B
dt

Okrem iného to znamená, ¾e ich spoloèné »a¾isko sa ich vzájomnou interakciou neodkloní od rov-
nomerného priamoèiareho pohybu. ©peciálne, ak sa jedná o telesá rovnakej hmotnosti na zaèiatku
v pokoji, pôjdu od seba rovnako veµkými rýchlos»ami.

mA
dv⃗A
dt

= −mB
dv⃗B
dt

(mA, mB sú hmotnosti, v⃗A, v⃗B rýchlosti telies A,B)

4.3 Symetria ako znak význaèného postavenia

Newtonove zákony sú formulované pre vz»a¾né sústavy v ktorých je zotrvaènos» homogénna a
izotropná. V týchto poznámkach budeme takéto sústavy vola» inerciálne.

Súvis prvého zákona a homogenity: Pohyb rovnomerne priamoèiaro je spojený s rovno-
cennos»ou oblastí priestoru ktorými teleso prechádza (ak nepôsobí vonkaj¹ia sila). Zotrvaènos» je
homogénna a teleso pokraèuje v rámci svojho pohybového stavu v danej vz»a¾nej sústave. Sa-
motná zmena miesta mu nedáva dôvod na zmenu hybnosti, veï tieto miesta sú ekvivalentné z
hµadiska zotrvaènosti - kamkoµvek teleso príde, príde tam s rovnakou zotrvaènou hmotnos»ou, a
pre zachovanie pohybového stavu teda musí zachova» svoju rýchlos» (ak externé vplyvy nevy¾a-
dujú uplatnenie zvy¹ných zákonov).

Súvis druhého zákona a izotropie v zmysle rovnocennosti smerov: Zmena hybnosti má

4Napríklad ak ako skúmaný systém vezmeme kameò vrhnutý v gravitaènom poli Zeme, jeho hybnos» sa zjavne
poèas letu nezachováva, ale sa mení (v súlade s druhým zákonom) - veï pôsobí "externý vplyv", prí»a¾livos» Zeme.
Ak v¹ak vezmeme ako systém kameò aj Zem, ich celková hybos» sa zachováva - kameò síce zrýchµuje smerom k
Zemi, ale aj Zem ku kameòu (pomer ich zrýchlení je prevrátený pomer ich hmotností).
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smer ako pôsobiaca externá sila, a veµkos» tejto zmeny za daný èasový interval je daná veµkos»ou
pôsobiacej sily. Nepozorujeme, ¾e by niektoré smery boli samy osebe privilegované a sila pôsobi-
aca v nich by mala na zmenu hybnosti väè¹í efekt. Na jednotkovú zmenu hybnosti kdekoµvek do
ktoréhokoµvek smeru treba rovnako veµkú silu.

Súvis tretieho zákona a izotropie priestoru v zmysle rovnocennosti orientácie: Ak
trebárs interagujúce telesá na seba pôsobia odpudivo, vzïaµujú sa od seba pozdå¾ priamky, po-
vedzme ¾e A doprava a B doµava. Hybnos» èastice idúcej doprava a hybnos» èastice idúcej doµava
sú rovnako veµké a tak sa kompenzujú, ani jedna z orientácií nemá väè¹iu váhu èi preferenciu.

Význaèné vz»a¾né sústavy sa vyznaèujú tým, ¾e základné pojmy sa v nich sú spojené s vyso-
kou symetriou. Toto je znak osobitného postavenia naprieè disciplínami fyziky - symetrie
sú èosi ako diplomatický pas, ale majú objektívnej¹í základ a stabilnej¹ie trvanie. Samozrejme
navrhnú» si vysoko symetrický model nestaèí - treba sa tra�» do správnych symetrií. Správnos»
posudzujeme na základe toho, èi ná¹ model vybavený danými symetriami dáva predpovede súhla-
siace s experimentom èi pozorovaní. Voµne to niekedy formulujeme ako "uhádnutie symetrie, ktorú
preferuje príroda".

Keï¾e symetria súvisí s tým, ¾e na nieèom nezále¾í z hµadiska nieèoho iného na èom
zále¾í, niekedy máme tendenciu ju prehliadnu». Napríklad v druhom zákone vec, na ktorej zále¾í,
je vz»ah medzi silou a zmenou hybnosti. Na èom nezále¾í je smer (nie v zmysle ¾e sily v¹etkých
smerov sú ekvivalentné, ale ¾e v¹etky smery sú ekvivalentné pre vz»ahy medzi silami v nich a nimi
vyvolanými zmenami hybností). Keï¾e v¹ak táto µahostajnos» sa prejavila ne¹peci�káciou smerov,
je µahké si ju nev¹imnú». Mô¾e sa zda» ¾e ide o akési �lozo�cké dumanie - ale úvahy o symetriách
sa ukázali ako veµmi silný zdroj nápovied vo fyzike, so silným potenciálom posunú» teóriu ïalej.
Ïalej posunutá teória vo fyzike máva merateµné dopady (ak nie, nepova¾uje sa za posunutú) - a
praktické pou¾itie veµmi èasto potom tie¾ nebýva ïaleko.

V kapitolách ako relativita, gravitácia, kozmológia, kvantová teória hrajú symetrie veµkú rolu.
Aj kvôli nim je dobré nauèi» sa symetrie rozoznáva» na "známej¹ej pôde"newtonovskej mechniky.
Niekedy sa pritom uká¾e, ¾e sme aj v tej známej pôde prehliadli viac ako zahliadli.

4.4 Prvý zákon a ¹tandard pojmov rovno a rovnomerne

Pri povrchnom uva¾ovaní by sa mohlo zda», ¾e prvý zákon je len ¹peciálny prípad druhého. Veï ak
vezmeme prípad nulovej sily F⃗ = 0⃗, druhý zákon nám hovorí ¾e zmena hybnosti v èase je nulová,
teda ¾e hybnos» je kon¹tantná. V prípade kon¹tantnej hmotnosti to znamená kon¹tatnú rýchlos».

F⃗ = 0⃗ → dp⃗

dt
= 0⃗ → p⃗ = mv⃗ = konst

A tá predsa patrí k rovnomernému priamoèiaremu pohybu, k pokoju v ¹peciálnom prípade nulovej
rýchlosti. Treba teda osobitne aj prvý zákon? Treba, lebo bez neho by druhý nemal jasný význam.
Spomeòme si na úvodné úvahy o potrebe ¹tandardu "rovno"a "rovnomerne". Prvý zákon netreba
èíta» tak veµmi ako popis toho èo voµné teleso robí, ale ako de�níciu rovnomerného priamoèi-
areho pohybu. Je to návod na výrobu ¹tandardu.

Trajektórie voµných telies de�nujú priamky. Tempo, ktorým také telesá postupujú,
de�nuje rovnomerné tikanie hodín. Rovnomerne tikajúce hodiny sú tie, pre ktoré na rovnaký
kus prejdenej dráhy pripadne rovnaký poèet tiknutí.

Aby pozorovateµ bol inerciálny, a s mo¾nos»ou pou¾íva» druhý zákon ako trojicu diferenciálnych
rovníc pre súradnice interagujúcich telies, musia by» v jeho vz»a¾nej sústave parametrické vy-
jadrenia súradníc voµného telesa pozdå¾ trajektórie lineárnymi funkciami èasu.
(qi(t) = αt+ β , α, β = konst → q̈i = 0. Nutná podmienka.)
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A¾ keï vieme èo je rovnomerne priamoèiaro, mô¾eme zmysluplne hovori» o odchýlkach od
tohto ¹tandardu, o ktorých potom pojednáva druhý Newtonov zákon.

E¹te tu upozornime na spôsob ako trochu skomprimova» terminológiu (neskôr sa vec azda uká¾e
ako e¹te u¾itoènej¹ia): Rovnomerne priamoèiaro v priestore je priamoèiaro v èasopries-
tore. "Rovnomerne priamoèiaro"popisuje trajektóriu a jej parametrizáciu. "Priamoèiaro"hovorí
o tvare priamky ("vezmi trajektóriu voµného telesa - mno¾inu bodov kde sa vyskytlo: taký tvar
majú priamky v na¹om kon�guraènom priestore"). "Rovnomerne"hovorí o parametrizácii ("vezmi
rovnako dlhé úseky na trajektórii - príslu¹né prírastky parametra (èasové intervaly) sú de�nované
ako rovnako dlhé - takto rovnomerne plynie èas").

Ak parameter t pridáme ako ïal¹í rozmer na¹ich dát, uva¾ujeme teda èasopriestor (ka¾dý bod
predstavuje adresu potenciálnej udalosti, "kedy a kde"), potom mo¾no hovori» o geometrických
vlastnostiach svetoèiary (histórie), nielen trajektórie (priestoroèiary). Trajektória sa dá v
newtonovskej mechanike chápa» ako projekcia z priestoroèasu do priestoru.

Potom to, èo sa pre parametrizovanú krivku v priestore volalo "rovnomerne priamoèi-
aro", sa v èasopriestore pre prislúchajúcu svetoèiaru vola» iba "priamoèiaro", keï¾e
parameter dostal tie¾ status súradnice a jeho rovnomerný prírastok u¾ je aj geometricky popísa-
teµný ako "rovno"v príslu¹nom (èasovom) smere.

4.5 Druhý zákon a pojem sily

V prípade druhého zákona si treba ujasni» istý "kruhovo-pojmový problém". Pôsobiaca sila je
rovná èasovej derivácii hybnosti systému, na ktorý pôsobila. Pre pou¾iteµnos» druhého zákona na
predpovede o systéme treba toto tvrdenie doplni» nejakou ïal¹ou informáciou o sile, inak by
sa dal druhý zákon chápa» nanajvý¹ ako de�nícia sily, ako skráteného oznaèenia èasovej derivácie
hybnosti. Ak nepoznáme hybnos» ako funkciu èasu p⃗(t) a chceli by sme ju pozna», je potrebné
dosadi» do rovnice známu pôsobiacu silu a dopoèíta» diferenciálnu rovnicu. Alternatívne, druhý
zákon sa dá pou¾i» aj na ¹túdium síl - sledujeme pohyb telesa, teda poznáme p⃗(t), a zo zmien
zakódovaných v jej èasovej derivácii ∂tp⃗ zis»ujeme informácie o silách, ktoré zmeny spôsobili.
Av¹ak bez poznania buï sily ako funkcie èasu alebo hybnosti ako funkcie èasu je pre nás zákon na
predpovede nepou¾iteµný.

4.6 Tretí zákon a pôsobenie na diaµku

Najprv adresujme fakt, ¾e akcia a reakcia podµa newtonovskej mechaniky sú rovnako veµké, opa-
ène orientované, ale keï¾e pôsobia na rôzne telesá, neznamená to ¾e sa skompenzujú v zmysle
¾e by sa ¾iadne pôsobenie nedialo.

Tretí zákon, ako sme u¾ spomínali, rehabilituje zachovanie hybnosti - ak poèítame hybnos» v
rámci celého systému interagujúcich telies . Ak máme dve telesá èo na seba pôsobia, ani pre jedno
z nich osobitne sa hybnos» nezachováva, keï¾e je vystavené pôsobeniu druhého telesa. Ak v¹ak
uva¾ujeme obe telesá ako súèas» jedného systému, zlo¾ky síce podliehajú vzájomnej interakcii a
zmene hybnosti, ale ich vzájomné pôsobenie nepredstavuje vonkaj¹í vplyv na systém. «a¾isko
telies, akýsi zástupca systému, sa teda pohybuje rovnomerne priamoèiaro v zmysle prvého zákona.
Zmeny hybnosti sú rovnako veµké, opaène orientované, a poèítané dohromady pre celý systém sa
navzájom kompenzujú.

Tretí zákon, osobitne ak sa jedná o trebárs gravitaèné èi elektrické pôsobenie, má v sebe príznaky
"okam¾itého pôsobenia na diaµku". Implicitne tu máme predpoklad akcie a reakcie zladených "v
tom istom èase". Teda zmeny hybnosti dvoch telies vzdialených od seba azda astromické jednotky
su koordinované skrz túto vzdialenos» tak, aby jedna presne kopírovala druhú, a¾ na znamienko.
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Akým spôsobom by sa dal takýto komplot na diaµku dosiahnu» sa nevie. Newton si bol vedomý, ¾e
jeho model má èrty, ktoré sa mu nepozdávali. V súlade so zásadou "hypotheses non �ngo"nechal
na svojich èitateµov akými úvahami nejasnosti doplnia, prípadne akými novými poznatkami sa
podarí nájs» dos» podkladov na rozumnú hypotézu.

4.7 Prejav sily èi neinerciálnosti?

Predstavme si, ¾e pozorujeme pohyb nejakého telesa a jeho pohyb v na¹ich súradniciach nie je daný
ako rovnomerný priamoèiary. Súradnice telesa nie sú lineárnymi funkciami èasu. Èo to znamená?
Ak je to voµné teleso, na¹a vz»a¾ná sústava je týmto automaticky diskvali�kovaná z význaènej
triedy inerciálnych, keï¾e nespåòa nutnú podmienku na zaradenie sa k nim. Ak v¹ak na teleso pô-
sobí nejaká sila, je nerovnomernos» jeho pohybu potrebné pripísa» jej podµa druhého Newtonovho
zákona.

Ako vieme, èi sme narazili na prejav nejakej sily alebo neinerciálnosti na¹ej sústavy?

Odpoveï je veµmi prozaická. Robíme èo sa dá. Pokúsime sa nájs» voµné "testovacie telesá". Zabez-
peèíme aby boli elektricky neutrálne, odèerpáme vzduch a vyhladíme v¹etko tak aby sme elimi-
novali interakciu s prostredím, jednoducho odtienime vplyvy ktoré mô¾eme odtieni», a skúmame
pohyb týchto telies. Nastavíme na¹e súradnice tak aby mali súradnicové krivky pozdå¾ trajektórií
takýchto testovacích telies a nastavíme hodinky tak aby tikali spôsobom zladeným s pohybom
na¹ich voµných telies (v ¹týle "rovnaká vzdialenos» - rovnaký poèet tiknutí"). Skontrolujeme èi
v na¹ej vz»a¾nej sústave je hybnos» izotropná, teda èi si interagujúce telesá spôsobia vzájomne
zmenu hybnosti takého smeru, orientácie a veµkosti, ¾e celková hybnos» systému sa vzájomnou
interakciou èastí nezmení. Keï sme takto vyladili svoju súradnú sústavu, budeme teleso ktoré sa
v nej nepohybuje rovnomerne priamoèiaro pova¾ova» za ovplyvnené nejakou externou silou.

Av¹ak je tu jedna vec na zamyslenie pri zmienenom "odtieòovaní vplyvov". Gravitáciu »a¾ko
globálne odtieni» èo i len v princípe. U¾ aj v rámci skúmania relevantnosti Newtonových zákonov
pre tento vesmír bude azda vhodné sa niekedy bli¾¹ie pozrie» na tento jav.

5 Význaèné vz»a¾né sústavy - výhµady k ¹peciálnej relati-
vite

Potom èo sme si zopakovali Newtonove zákony, zopakujme si e¹te pre koho platia v uvedenej forme.
Inerciálni pozorovatelia sa (podobne ako Newtonove zákony) vyznaèujú re¹pektom voèi istým sy-
metriám, èo súvisí s výberom kriviek ktoré si zvolili ako význaèné, referenèné, ako krivky tvoriace
ich súradnicovú sie». Trajektórie a parametrizácie voµných telies (alebo jednoducho svetoèiary voµ-
ných telies) sú podµa prvého zákona veµmi význaèné, a teda inerciálni pozorovatelia budú ma» svoj
súradný systém "nalinkovaný"pomocou nich. Ka¾dá súradnicová krivka takého pozorovateµa je
nastavená tak, ¾e mô¾e v princípe predstavova» trajektóriu voµného telesa, a tikanie hodiniek
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tohto pozorovateµa je nastavené tak, aby pohyb voµného telesa pozdå¾ takejto trajektórie sa uka-
zoval rovnomerný.

U¾ sme spomínali, ¾e na¹e naozaj technicky prevedené súradné sústavy boli dosiaµ v¾dy len pri-
bli¾ne inerciálne (okrem iného je »a¾ké zohna» naozaj voµné teleso). Súradnicové priestorové
krivky, "referenèné priamky"sa ukazujú v be¾ných prípadoch dostatoène presne spåòa» axiómy eu-
klidovskej geometrie, a tento model sa s úspechom pou¾íva na praktické úèely. Význaèná súradná
sústava je potom (èo do priestorovej èasti; èas sa obvykle berie ako parameter) be¾ná kartézska
ako ju poznajú deti u¾ na základných ¹kolách.

5.1 Relatívne a absolútne velièiny v newtonovskej mechanike. Grupa
symetrie Newtonových rovníc.

Pomocou Newtonových zákonov mô¾eme vylúèi» veµkú èas» súradných sústav ako "nepreferova-
ných". Ale v triede "vyvolených"aj tak ostáva veµké mno¾stvo rôznych, v istom zmysle v¹ak
rovnocenných, ekvivalentných pozorovateµov. Títo v¹etci sa nieèím lí¹ia (preto rôzni), majú v¹ak
nieèo dôle¾ité spoloèné (preto ekvivalentní). Toto je typický znak symetrie. Ak prejdeme od jed-
nej vz»a¾nej sústavy k inej (prechod daný nejakou matematickou transformáciou súradníc), èosi
pre na¹e úèely podstatné sa zachová, ostane invariantné. V prípade newtonovskej mechaniky je
podstatnou vecou iste tvar Newtonových zákonov. Povedzme ¾e máme nejakú inerciálnu vz»a¾nú
sústavu S, s pozorovateµom v ktorého súradniciach (t, x, y, z) je pre pozorované telesá zotrvaènos»
homogénna a izotropná, a silou ovplyvnené telesá vykazujú zmenu hybnosti ako druhý zákon ho-
vorí. Nanajvý¹ ako sa od tohto pozorovateµa mô¾e lí¹i» iný, aby bola aj jeho sústava S´zaradená
do význaènej inerciálnej triedy? (Ako sa mô¾u lí¹i» súradnice (t′, x′, y′, z′) od súradníc (t, x, y, z)?)

Ukazuje sa, ¾e v¹etky mo¾né transformácie danej inerciálnej sústavy S, ktoré vedú k tie¾ iner-
ciálnej sústave S´ (teda ktoré zachovajú tvar Newtonových zákonov), sú

� euklidovské rotácie v priestore (zodpovedajú pozorovateµom s rôzne natoèenými priestoro-
vými súradnými osami; nemyslí sa tu rotujúca sústava)

� translácie v priestore (zodpovedajú pozorovateµom s posunutými poèiatkami priestorových
súradníc)

� translácie v èase (zodpovedajú pozorovateµom s posunutým poèiatkom merania èasu)

� tzv. galileovské boosty (zodpovedajú pozorovateµom pohybujúcim sa rovnomerne priamoèi-
aro)

Povolená je aj kombinácia vy¹¹ieuvedených transformácií. O mno¾ine v¹etkých takýchto transfor-
mácií hovoríme ako o grupe symetrie Newtonových zákonov. Grupy sú náramne u¾itoèný
matematický objekt. Pomáhajú matematicky podchyti» pojem symetrie. Modely vo fyzike, ktoré
sa ukázali by» u¾itoèné, sa nejakou symetriou vyznaèovali prakticky v¹etky.

Symetria súvisí aj s pojmom relativity a absolútnosti. Ak máme nejakú triedu objektov (tu
to boli pozorovatelia, alebo ich vz»a¾né sústavy) ktoré sú si v istom zmysle rovnocenné, ale nie
rovnaké, potom sa rozlièné ich atribúty dajú rozdeli» na relatívne a absolútne nasledovne:

To, v èom sa lí¹ia, bude relatívne. Keï¾e sú si rovnocenní, nie je k dispozícii kritérium ako
rozhodnú» èia hodnota atribútu je "tá správna". V prípade na¹ich inerciálnych pozorovateµov v
newtonovskej mechanike je relatívna napríklad rýchlos» telies. Z hµadiska jednej inerciálnej sústavy
S mô¾e by» pozorované teleso v pokoji, z hµadiska sústavy S´ ktorá sa voèi S pohybuje rovnomerne
priamoèiaro sa teleso bude pohybova» rovnomerne priamoèiaro. Keï¾e S aj S´ sú rovnocenné, ne-
máme ako rozhodnú» akú rýchlos» má teleso v absolútnom zmysle. Jeho rýchlos» je relatívna -
závisí od toho kto meria. Podobne je to pre jednotlivé priestorové a èasové súradnice udalostí -
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pozorovatelia s posunutými hodinkami èi poèiatkami súradných osí, prípadne ich natoèením, sa
na spomenutých údajoch nezhodnú.

To, v èom sa zhodnú, je absolútne. Napríklad u na¹ich pozorovateµov z význaènej newtonov-
skej triedy je absolútna vzdialenos» dvoch udalostí, èasový interval ktorý medzi nimi uplynul,
zmena rýchlosti telesa, tvar Newtonových rovníc. . .

5.2 Èo bolo skôr: invariant alebo význaèná trieda?

Ako vlastne budujeme teóriu? Zaèíname s nieèím èo pova¾ujeme za absolútne, a hµadáme triedu
pozorovateµov, ktorí sa na tom zhodnú, prehlásiac ich za význaèných a ekvivalentných lebo sa
zhodli na na¹om predpokladanom invariante? Alebo zaèneme s nejakou triedou pozorovateµov,
ktorých prehlásime za význaèných a medzi sebou ekvivalentných (prehlásiac rozdiely medzi nimi
za nepodstatné), a hµadáme na èom sa zhodnú, a to potom prehlásime za absolútnu vec?

Z matematického hµadiska by sme mohli budova» model z jedného èi druhého konca, podµa toho
ktorý vezmeme za "daný". Vo fyzike sa oplatí neustále obzera» èo robí príroda a na¹i» model na
mieru pozorovanému. A tak ideme z toho konca, na ktorý máme zrovna viac podkladov. Niekedy
je »a¾ko rozhodnú» z ktorého konca vlastne ideme, osobitne keï sme tak navyknutí na my¹lienku,
¾e nieèo musí by» invariant, a u¾ máme za¾ité, aká trieda pozorovateµov z toho vyplýva.

Príklad: Uva¾ujme inerciálneho pozorovateµa so sústavou S. Nech druhý pozorovateµ so sústa-
vou S´ sa od neho lí¹i len nastavením hodiniek - zabudol si letný èas aj v zime. Za fyzikálne
podstatné nepokladáme tie údaje, v ktorých sa na¹i dvaja pozorovatelia lí¹ia (èasové súradnice
ktoré priradia udalostiam). Za relevantné pova¾ujeme údaje, na ktorých sa zhodnú (èasové inter-
valy medzi udalos»ami). Napríklad v sústave S svieèka bola zapálená o ¹iestej veèer a zhasla o
ôsmej; v sústave S´ bola zapálená o siedmej a zhasla o deviatej. Fyzikálne relevantný je napríklad
fakt, ¾e svieèka mala dos» vosku na dvojhodinové horenie, a na tom sa obaja pozorovatelia zhodli.
Tu sa porovnateµne ponúkajú obe mo¾nosti: prehlási» oboch za rovnocenných, na základe úvahy
¾e predsa sa lí¹ia len nieèím o èo sa príroda nebude stara», aj vyhlási», ¾e to, èo majú spoloèné, je
podstatná vec, a tak sú na základe zhody na nej rovnocenní.

Niekedy je azda primárnej¹ie postulovanie/predpoklad ¾e nieèo je invariantné, a hµadá sa naj-
väè¹ia trieda pozorovateµov ktorá sa na tom zhodne.5 Alebo máme dve veci, z ktorých ka¾dá je
invariantná voèi inej triede pozorovateµov, a skúmame, èi nás k lep¹ej zhode s experimentom pri-
vedie predpoklad o absolútnosti jednej alebo druhej. Tak tomu bolo pri zistení ¾e Maxwellove
rovnice klasického elektromagnetizmu a Newtonove rovnice klasickej mechaniky majú rôzne triedy
"význaèných pozorovateµov".

5.3 Príklad transformácie súradníc - pootoèenie

Uveïme si pre ilustráciu konkrétne transformácie súradníc ktoré prepájajú rozlièné súradné sústavy
bez toho aby menili ich zaradenie do inerciálnej triedy:

Rotácia v rovine xy o kon¹tantný uhol α "domie¹a"priestorové súradnice x a y. Pozorovatelia
sa zhodnú na poèiatku súradnej sústavy, na v¹etkých èasových údajoch (t = t), na vzdialenostiach

5Napríklad kauzalita súvisí s predpokladom, ¾e poradie udalostí, ktoré mô¾u by» príèinne spojené je absolútne
- ak jeden pozorovateµ vidí udalos» A ako príèinu a udalos» B ako následok, tak tento vz»ah má plati» pre ka¾dého
pozorovateµa, s ktorým sa mienime vôbec zaobera». Toto mimochodom pripú¹»a vcelku ¹irokú triedu súradných
sústav, a e¹te väè¹iu ako pou¾íva ¹peciálna relativita.
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bodov, ale nie na konkrétnych priestorových súradniciach bodov. Tieto budú súvisie» nasledovne:x′

y′

z′

 =

 cosα sinα 0
−sinα cosα 0

0 0 1

x
y
z


Samozrejme ak sa zmenia súradnice pozièného vektora èastice, iste sa zmenia aj súradnice vektora
jej rýchlosti a zrýchlenia. Ale transformujú sa rovnakou rotaènou maticouR akou sa transformovala
pozícia. To isté platí aj pre súradnice vektora pôsobiacej sily.

r⃗ → r⃗′ = Rr⃗

v⃗ → v⃗′ = Rv⃗

a⃗ → a⃗′ = Ra⃗

F⃗ → F⃗ ′ = RF⃗

Druhý Newtonov zákon teda v pootoèenej sústave nakoniec bude vyzera» tak ako v pôvodnej; ak
platil tam, bude aj tu, a opaène:

ma⃗ = F⃗

mRa⃗ = RF⃗

ma⃗′ = F⃗ ′

Èo sa týka prvého a tretieho zákona, budú tie¾ plati» v pootoèenej aj pôvodnej sústave rovnako
- pootoèená priamka je stále priamka a ak pootoèíme akciu a reakciu rovnako, ich vz»ah sa tie¾
zachová ako bol.

5.4 Príklad transformácie súradníc - galileovský boost

Tu máme inerciálneho pozorovateµa, ktorý má svoju vz»a¾nú sústavu S so súradnicami (t, x, y, z), a
uva¾ujeme iného pozorovateµa, ktorý sa voèi prvému pohybuje rovnomerne priamoèiaro rýchlos»ou
v v smere osi x sústavy S . Povedzme ¾e obaja mali na hodinkách èas 0 v okamihu keï sa stretli,
teda keï sa ich priestorové poèiatky zhodovali. Nech orientácia ich osí je rovnaká. Potom ich
súradnice sú vo vz»ahu:.

t′ = t

x′ = x− vt

y′ = y

z′ = z

Títo pozorovatelia sa zjavne nezhodnú na x-ovej zlo¾ke polohy ani rýchlosti pozorovaných telies;
napríklad teleso v pokoji voèi S´ sa bude vzhµadom na S pohybova». Ale zhodnú sa na zrýchleniach
telies; pre y-ovú a z-ovú je to samozrejmé, a pre x-ovú po chvíli tie¾:

a′x =
d2x′

dt′2
=

d2(x− vt)

dt2
=

d2x

dt2
= ax

Pôsobiaca sila ostáva v oboch sústavách rovnaká, a teda druhý zákon platí v oboch sústavách ak
platí v jednej. Èo sa týka prvého zákona, v¹etky telesá ktoré sú z hµadiska sústavy S v rovnomernom
priamoèiarom pohybe alebo v pokoji sú takými aj z hµadiska sústavy S´. Nezhodnú sa na rýchlosti,
ale to sa ani nepo¾aduje. Zhodnú sa na zmenách rýchlosti a teda zmenách hybnosti; tretí zákon
platí v oboch ak platí v jednej z nich.
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6 Newtonov gravitaèný zákon

Pouèku o gravitaènom pôsobení medzi hmotnými telesami sa uèia u¾ deti na základnej ¹kole. Treba
si da» pozor, aby nás notorická známos» formulky nezviedla k domnienke, ¾e u¾ niet ohµadne nej o
èom uva¾ova». Newtonov gravitaèný zákon, jeho úspech i limity poskytujú typický príklad budo-
vania modelov vo fyzike. Keï¾e s fyzikou nie sme zïaleka hotoví (v kontraste s mienkou ktoréhosi
gentlemana krátko predtým ne¾ òou otriasli teórie relativity a kvantovej mechaniky), je dobré ve-
die», aké stratégie boli úspe¹né v minulosti (úspechom sa tu myslí lep¹í vhµad, v¹eobecnej¹ia uplat-
niteµnos», lep¹ia predikèná schopnos» modelu). Schopnos» budova» rozumné modely- reprezentácie
javov- je extrémne u¾itoèná kvalita pre µudí z vedeckých aj technických oborov - pre¹tudova» si
exemplárny príklad je teda v¹eobecne u¾itoèné cvièenie.

Zaènime tým, èo je notoricky "známe": Ak teleso hmotnosti M je v strede súradnej sústavy
(toto mô¾eme predpoklada» bez ujmy na v¹eobecnosti), a teleso hmotnosti m je v v pozícii danej
vektorom r⃗ (teda sú od seba vo vzdialenosti r), potom ka¾dé z nich pôsobí na druhé silou úmernou
súèinu ich hmotností a nepriamo úmernou ¹tvorcu ich vzdialenosti

F = κ
Mm

r2

Smer a orientácia sily: Teleso M pôsobí na teleso m silou smerujúcou pozdå¾ spojnice do stredu,
teda jednotkový vektor charakterizujúci smer a orientáciu tejto sily je −r⃗/r:

F⃗ = −κ
Mm

r2
r⃗

r

Táto struèná formulka je podµa klasickej mechaniky pou¾iteµná na ohromnú ¹kálu situácií, od
predpovedania návratu komét a zatmení Mesiaca po výpoèet stoèenia wolframového vlákna v
Cavendishivých váhach kdesi na stole ¹kolského laboratória. Ak má naozaj takúto univerzálnu
platnos», bude v nej pravdepodobne èosi hlboké. Pozorovania ukazujú, ¾e neplatí celkom presne;
ale pravdepodobne v nieèom je blízka "správnemu modelu"(nie¾eby sme taký u¾ naisto de�nitívne
mali). Niekedy sa o neznámom mô¾eme pouèi» pomocou jeho príbuzných. A newtonovský model
je dos» príbuzný "tomu pravému"na to, aby sa pou¾il pri výpoètoch, ktoré pomohli dosta» µudí na
Mesiac a spä» (¾ivých). Poïme sa teda pozrie» na aspekty tej krátkej formulky.

6.1 Univerzálna gravitaèná kon¹tanta

Vo formulke máme kon¹tantu úmernosti κ - hovorí sa jej univerzálna gravitaèná kon¹tanta.
A Newtonovmu zákonu sa hovorí "zákon univerzálnej gravitácie". V èom je táto univerzálnos»?
Sme u¾ tak zvyknutí na formulku aj prívlastok, ¾e si mo¾no ani neuvedomujeme, aký jednotiaci
princíp je tu vyslovený. Predstavme si, ¾e máme k dispozícii aparatúry na meranie hmotností,
vzdialeností a síl. Newtonov gravitaèný zákon okrem iného hovorí, ¾e ak pre dve telesá zmeriame
ich hmotnosti M,m, vzdialenos» r a vzájomnú gravitaènú silu F , potom hodnota Fr2

Mm je èíslo
nezávislé od toho, kedy a kde vo vesmíre sme meranie previedli, ani od toho èi dve telesá boli
dvojica hviezd, klokanov, Zem a jablko, Zem a Mesiac, ¹pendlík a vidlièka,. . . pre v¹etky má
spomínaný výraz hodnotu κ. Mesiac poslúcha ten istý princíp ako jablko v záhrade. Odµahlé
kúty sveta sú akosi zjednotené v princípoch na ktorých be¾ia. Nestrati» ni» spoloèného základu,
uvedomi» si ¾e obe telesá padajú k Zemi, rozozna» ¾e odli¹nosti mesaèného a jablkového scenára sú
artefaktom odli¹ných poèiatoèných podmienok. . . si vy¾aduje hlboké uva¾ovanie a iskru geniality.
My si v¹ak mô¾eme u¾i» pointu tak, ako si u¾ívame detektívnu zápletku a rozuzlenie, na ktoré by
sme sami nepri¹li. A na tomto klasickom detektívnom príbehu si natrénujme pozornos» pre lep¹ie
ocenenie tých, èo budú nasledova».

6.2 Izotropia gravitácie a jej vizuálny prejav

Ïal¹ia zaujímavá vec v gravitaènom zákone je jeho symetria. Podobne ako pri troch pohybových
zákonoch, aj tu sa jedná o existenciu nejakých "rozlièností"ktoré sú nedôle¾ité z hµadiska nieèoho
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èo dôle¾ité je. V tomto prípade je veµkos» gravitaènej sily nezávislá od smeru v ktorom le¾í spoj-
nica dvoch pôsobiacich telies. Ak vezmeme na¹e teleso M ako �xované v strede, na teleso m bude
pôsobi» rovnako veµká sila vo v¹etkých miestach vzdialených r od M . Dá sa uva¾ova», èi sa jedná
o izotropiu gravitácie alebo priestoru. Na úrovni newtonovskej mechaniky sa pravdepodobne
prikloníme k tomu, ¾e sa minimálne jedná aj o symetriu priestoru, ako naznaèuje neskor¹í odsta-
vec o "poklese s prevráteným ¹tvorcom vzdialenosti". E¹te neskor¹ie po pojednaní o bytostnom
prepojení gravitácie s èasopriestorom bude otázka znie» dokonca trochu absurdne.

Symetrii, o ktorej tu hovoríme, sa niekeda hovorí "sférická", keï¾e mno¾iny bodov v okolí centrál-
neho telesa (M) ktoré sú ekvivalentné (z hµadiska veµkosti gravitaènej sily na iné teleso hmotnosti
m) sú sféry. Keï sa poobzeráme po vesmíre, vidíme ¾e sférická symetria je veµmi "obµúbená"-
v¹etky väè¹ie telesá slneènej sústavy sú pribli¾ne guµovitého tvaru. Keï¾e vznikali gravitaèným
zbieraním materiálu, ich viditeµný tvar vlastne odrá¾a symetriu zákona ktorý do istej miery "vi-
díme"reprezentovaný na¹ou formulkou. Reprezentovaný òou, nie identi�kovaný òou - ako sme u¾
spomínali, na¹e matematické reprezentácie sú prinajlep¹om u¾itoèné avatary, dúfajme odrá¾ajúce
veµa aspektov skutoènosti.

6.3 Gravitaèné pole - intenzita

Doposiaµ sme hovorili o gravitaènej sile. Tento pojem si vy¾aduje aspoò dve telesá. Nemá význam
hovori» o tom, ako nejaké jedno hmotné teleso M pôsobí silou v nejakom bode, pokiaµ tam nie je
iné teleso, na ktoré by bolo pôsobené. Nakoniec podµa tretieho zákona ka¾dá sila vy¾aduje reakciu
od telesa na ktoré pôsobila, a »a¾ko obhájime ako by samotný bod takú reakciu poskytol v rámci
klasického modelu. Ak skúmame situácie, kde je jedno prominentné teleso z hµadiska hmotnosti, ako
napríklad Zem v okruhu niekoµkých státisícov kilometrov, èasto sa nám zíde ma» "zmapované"jeho
okolie z hµadiska jeho gravitaèného vplyvu - skúma» potenciálnu silu ktorá by pôsobila na nejaké
"prieskumné/testovacie"teleso na rozlièných miestach. Toto testovacie teleso nech má pre praktické
výpoètové úèely jednotkovú hmotnos». Takejto hypotetickej sile pripadajúcej na hypotetické teleso
jednotkovej hmotnosti v danom mieste sa hovorí intenzita gravitaèného poµa (telesa M):

E⃗ = −κ
M

r

r⃗

r

Intenzita je vektorové pole popisujúce gravitaèný vplyv telesa ktoré ho budí; má zmysel o nej
hovori» èi u¾ sa zrovna v okolí testovacia èastica nachádza alebo nie. Intenzita umo¾òuje popísa»
pole vektorovo - ka¾dému bodu pripí¹eme vektor. Jeho veµkos» hovorí kvantitatívne o miere pô-
sobenia na hypotetickú èasticu jednotkovej hmotnosti, jeho smer a orientácia hovoria o smere a
orientácii tohto pôsobenia v priestore.

Na ilustráciu u¾itoènosti pojmu intenzity si tu spomeòme prípad ktorý sa pou¾íva v praxi veµmi
èasto. V blízkom okolí je ako prominentne hmotné teleso bez konkurencie na¹a Zem. Keï sa èitateµ
poobzerá po predmetoch ktoré má na dosah ruky, v¹etky vykazujú dôsledky gravitaèného pôsobe-
nia Zeme na ne. Interakcie medzi nimi navzájom sú oproti tejto prominentnej zanedbateµné. Pre
výpoèty pohybov blízko povrchu Zeme sa (pokiaµ ide o gravitaèné pôsobenie) väè¹inou staèí ob-
medzi» na pri»ahovanie medzi Zemou a sledovaným telesom. A medzi Zemou a ïal¹ím sledovaným
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telesom, atï. Znamená to èasté vyèísµovanie výrazu κMzm
R2

z
, kde Mz je hmotnos» Zeme , Rz jej

polomer, a m je premenná za ktorú dosadzujeme hmotnos» telesa ktorého pohyb v gravitaènom
poli, práve ¹tudujeme. Ako vidíme, pre rozlièné telesá tu vo výpoète v¾dy vystupuje spoloèný vý-
raz κMz

R2
z
, násobený gravitaèným nábojom daného telesa m. Po niekoµkých výpoètoch èlovek uzná

¾e opakujúca sa velièina sa oplatí spoèíta» "zvlá¹»", pomenova» a pou¾íva» ako skratka. V prípade
situácií blízko povrchu Zeme, pre ktoré mô¾eme vzdialenos» od jej stredu pova¾ova» za pribli¾me
rovnú jej polomeru (pár desiatok metrov je malá èas» tisícok kilometrov), má táto velièina hod-
notu pribli¾ne 9, 81m.s−2. Táto ¹peci�cká veµkos» intenzity gravitaèného poµa Zeme blízko
povrchu sa èasto sa znaèí symbolom g.

6.4 Pouèenie z turistiky - po vrstevniciach a naprieè nimi

O intenzite mo¾no uva¾ova» v kontexte mnohých javov, nielen gravitaèného poµa. Vektorové polia
v¹eobecne majú e¹te ¹ir¹ie uplatnenie. Pre obohatenie intuície, skúsme si vektorové pole ilustrova»
na konkrétnom príklade: spád terénu. Predstavme si horský terén a nás ako geodetov sna¾iacich
sa ho zmapova». Pri tomto mapovaní pre turistické úèely má veµký význam strmos» svahov. Pred-
stavme si teda vektorové pole "intenzity svahu"- strmosti. Ako ka¾dé vektorové pole, má v ka¾dom
bode svoju mieru (existujú strm¹ie a miernej¹ie stúpania/klesania), smer (kopce majú v niektorých
smeroch miernej¹ie svahy ako v iných) a orientáciu (stúpanie doµava znamená klesanie doprava a
pod.).

Napriek tomu, ¾e informácia o spáde je iste u¾itoèná pri plánovaní trasy, turistické mapy obvykle
neobsahujú vektorové dáta. Namiesto ¹ípky/vektora v ka¾dom mieste máme mapu pokreslenú
krivkami charakterizovanými jedným èíslom, vrstevnicami. Krivky nie sú z praktických príèin
nakreslené nekoneène husto, ale oèividne sa model myslí tak, ¾e cez ka¾dý bod prechádza práve
jedna krivka. Nepretínajú sa. A napodiv sa z tohto modelu dá vyèíta» o teréne toµko informácie
akoby sme mali vektorové dáta o spáde. Vieme na základe hustoty a èíslovania susedných vrs-
tevníc poveda» ktorým smerom je aké stúpanie èi klesanie. Pozdå¾ vrstevnice ¾iaden spád, kolmo
na òu maximálny v danom mieste. Podµa hustoty vrstevníc v okolí vieme urèi» mieru strmosti.
V¹imnime si ¾e vektorové pole (intenzita, strmos», spád) - niekoµko èísel na ka¾dý bod bolo na-
hradené skalárnym poµom - ktoré priraïuje iba jedno èíslo ka¾dému bodu. V na¹om turistickom
podobenstve máme skalárne pole nadmorskej vý¹ky. Takéto skalárne pole vo fyzike niekedy voláme
potenciálom.
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6.5 Gravitaèné pole - potenciál

Vrá»me sa ku gravitácii - aj tu existuje skalárne potenciálové pole, oznaème si ho pre prítomné
úèely ako ϕ. Jeho záporný gradient −∇⃗ϕ je vektorové pole inetnzity.

Uveïme si paralely gravitaèného poµa s na¹ou turistickou ilustráciou:

� potenciál (skalárne pole) ϕ - nadmorská vý¹ka

� gradient potenciálu, intenzita (vektorové pole) E⃗ = −∇⃗ϕ - spád, strmos» svahu

� ekvipotenciálne mno¾iny (na nich má ϕ kon¹tantnú hodnotu) - vrstevnice

� Pri pohybe po ekvipotenciálnej mno¾ine pole neovplyvòuje rýchlos» (neurýchµuje ani nespo-
maµuje, intenzita poµa má nulový priemet/ zlo¾ku v smere dotyènicovom k takej mno¾ine).
Pohyb po horách po vrstevnici nevy¾aduje stúpa» proti zemskej prí»a¾livosti ani brzdi» aby
nás neurýchlila dole príli¹.

� Intenzita je kolmá na ekvipotenciálne mno¾iny. Svah sa najprud¹ie mení v smere kolmom na
vrstevnice.

6.6 Vz»ah intenzita - potenciál

Podobne ako existuje vz»ah medzi vrstevnicami a strmos»ou terénu, existuje vz»ah medzi potenciá-
lovým a jemu príslu¹ným intenzitným poµom. Vektorové pole intenzity E⃗ je záporným gradientom

skalárneho poµa potenciálu ϕ:

−∇⃗ϕ = E⃗

V kartézskych súradniciach sú teda zlo¾ky E⃗ vyjadrené ako parciálne derivácie ϕ v smere súradných
osí:

−
(
∂ϕ

∂x
,
∂ϕ

∂y
,
∂ϕ

∂z

)
= (Ex, Ey, Ez)

Intenzite gravitaèného poµa budeného telesom hmotnosti M situovaným v strede súradnej sústavy
potom v bode danom pozièným vektorom r⃗ prislúcha potenciál

ϕ(r⃗) = −κ
M

r

Potenciál je daný a¾ na integraènú kon¹tantu, ktorú obvykle volíme s ohµadom na nadchádzajúce
výpoèty - èasto nulovú hladinu potenciálu volíme v nejakom význaènom mieste pre danú aplikáciu.
Napríklad pre výpoèty astronomických predpovedí je význaèným miestom nekoneèno (okrem iného
je rovnako vzdialené od v¹etkých hviezd a planét pre ktoré výpoèty prevádzame). Aj my sme tu
poèítali s takou konvenciou.

6.7 Pokles intenzity so ¹tvorcom vzdialenosti

Veµkos» intenzity gravitaèného poµa so vzdialenos»ou klesá - v súlade so skúsenos»ou ¾e bli¾¹ie
telesá majú na seba väè¹í vplyv. Preèo klesá s druhou mocninou? Preèo ak dáme dve telesá trikrát
ïalej, klesne sila devä»krát? Preèo nie tie¾ trikrát? Preèo nie dvadsa»sedemkrát?

Pokles miery interakcie so ¹tvorcom vzdialenosti súvisí so symetriou priestoru a jeho trojroz-
mernos»ou. Od èias Michaela Faradaya poznáme veµmi názorný siloèiarový model poµa. Azda
by sme ho mohli e¹te lep¹ie vola» intenzitoèiarový model, keï¾e obvykle sa kreslí ako súbor
myslených èiar pozdå¾ ktorých by pôsobila sila na testovacie teleso ktoré by do daného poµa pri¹lo.

Povedzme ¾e v rámci modelu budeme kresli» M siloèiar na ka¾dú jednotku hmotnosti zdrojo-
vého telesa (aby sme nejako kvantitatívne rozlí¹ili polia budené telesami rozlièných hmotností).
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Uva¾uje teraz ako závisí hustota siloèiar od pozície v priestore. Model je izotropný vzhµadom
na stred daný pozíciou telesa budiaceho pole - siloèiary sa zbiehajú izotropne k nemu. Dôvodom je
symetria priestoru - ak nie je dôvod uprednostni» nejaké smery, rozlo¾íme siloèiary rovnomerne
do v¹etkých strán od zdroja. Izotropia ako symetria nám umo¾òuje rozdeli» body priestoru do
mno¾ín ekvivalencie - "rovnocenných"bodov - v na¹om prípade ich voláme ekvipotenciálnymi
plochami. Rovnocennos» je tu myslená v zmysle "odli¹nos» len (z hµadiska poµa) nepodstatným
atribútom"- tu je takým atribútom smer od stredu.

Ekvipotenciálne plochy sú v na¹om prípade sféry s centrom v poèiatku - intenzita je v¹ade kolmá
na danú plochu a pre ka¾dý bod danej plochy rovnako veµká. V¹imnime si teraz hustotu siloèiar.
Ak by predstavovali prúdenie nieèoho, aký by bol "prietok"na¹imi ekvipotenciálnymi plo-
chami? Poèet siloèiar je kon¹tantný, ka¾dou sférou ich prebieha rovnaký poèet (ako sme spomínali,
daný výdatnos»ou zdroja poµa, tu hmotnosti). Èo sa v¹ak zo sféry na sféru mení je samozrejme
hustota týchto siloèiar. Ak sa M siloèiar má rovnomerne rozlo¾i» na sféru s polomerom r, bude
poèet siloèiar na jednotku plochy nepriamo úmerný ¹tvorcu vzdialenosti, preto¾e plocha sféry je
mu úmerná. Ekvipotenciálne plochy, mno¾iny bodov s rovnakou hustotou siloèiar, sa
zväè¹ujú so ¹tvorcom vzdialenosti, a hustota siloèiar reprezentujúca intenzitu poµa s
ním klesá.

V¹imnime si e¹te, aký je vz»ah medzi poklesom intentity so vzdialenos»ou a dimenziou priestoru.
Predpokladajme euklidovskú geometriu - ukazuje sa by» pomerne dobrým priblí¾ením. "Výdat-
nos»"zdroja poµa sa rovnomerne rozkladá medzi v¹etky body v rámci triedy ekvivalencie. Èím
viac deliacich sa, tým menej pripadne na jedného. Teda intenzita izotropného poµa klesá s mierou
mno¾iny "rovnocenných"bodov (ekvipotenciálnou plochou).

� V 3D je miera bodov s rovnakou vzdialenos»ou od daného stredu úmerná ¹vorcu vzdialenosti
(4πr2), preto intenzita so ¹tvorcom vzdialenosti klesá. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha
devä»krát men¹ia intenzita.

� V 2D je miera bodov vzdialenách rovnako ïaleko od stredu úmerná vzdialenosti r, lebo
"miera"kru¾nice je 2πr. Hustota siloèiar, a teda aj intenzita, by tam klesala s prvou mocninou
vzdialenosti. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha trikrát men¹ia intenzita.
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� V 1D sú mno¾iny bodov s rovnakou vzdialenos»ou od stredu dané dvojicami bodov. So
vzdialenos»ou miera týchto mno¾ín ekvivalencie neklesá, preto ani hustota siloèiar a intenzita
poµa. Trojnásobnej vzdialenosti prislúcha stále tá istá intenzita.

6.8 Intenzita a sila, potenciál a potenciálna energia

Intenzita a potenciál sú charakteristiky vplyvu nejakého hmotného telesa v okolí; má význam
hovori» o nich bez ohµadu na to, èi sa kdesi nablízku nachádza testovacie teleso, ktoré by pod-
liehalo tomuto vplyvu. Sú v¹ak zavedené, aby sa taký vplyv µahko poèítal keï sa také testovacie
teleso hmotnosti m nájde: pomocou intenzity a potenciálu vyjadríme silu na testovacie teleso a
potenciálnu energiu ktorú v danom poli má: Ak sa v poli nachádza teleso hmotnosti m, sila
naò bude

F⃗ = mE⃗ = −m∇⃗ϕ

Z tohto hµadiska máme teda gravitaènú silu pôsobiacu na testovacie teleso m vyjadrenú ako súèin
dvoch faktorov: E⃗ = −∇⃗ϕ charakterizuje pole, a m je akýsi "gravitaèný náboj"èastice ktorá do
toho poµa pri¹la.

Potenciálna energia tohto telesa bude
U = mϕ

Opä» tu vidíme podobný vzorec: jeden faktor charakterizujúci pole (ϕ), druhý predstavujúci "gra-
vitaèný náboj"(m).

6.9 Konzervatívna sila, potenciál

Popis interakcie pomocou potenciálu je veµmi u¾itoèná vec. Je pre ka¾dú interakciu mo¾ná takáto
reformulácia dát? Dá sa v¾dy namiesto vektorového nájs» skalárny popis, nejaká funkcia de�no-
vaná na priestore, priraïujúca ka¾dému bodu v priestore èíslo? Je to mo¾né pre gravitaèné pole a
niekoµko ïal¹ích. Nie vo v¹eobecnosti - v matematickej v¹eobecnosti prinajmen¹om.

Sily v prírode sú na prvý pohµad rozlièného druhu - a predsa niekedy sa za zdanlivo nepríbuz-
nými javmi nájde spoloèný princíp. Z praktických dôvodov si ponechávame aj oznaèenia síl, ktoré
neodrá¾ajú zatiaµ najhlb¹ie nájdené princípy. Keï technik popisuje tlmièe v stroji, nebude sa od-
voláva» na elektromagnetické alebo dokonca spinové javy medzi elementárnymi èiastkami hmoty,
popí¹e systém pomocou "sily pru¾iny". Podobne postupuje pou¾ije efektívny, skrátený popis pre
interakciu medzi povrchmi telies pomocou trecej sily, interakciu molekúl plynu a molekúl piestu
pomocou tlakovej sily atï. Newtonove rovnice sú pripravené prija» na svoju "silovú stranu"aj
takéto efektívne sily. Ale samozrejme pokiaµ sa v skúmaných javoch objaví nieèo, èo ich via¾e do-
hromady, treba za tým ís». Vo fyzike toti¾ existuje akýsi nepísaný zákon, empiricky overený lep¹ie
ako klasická mechanika: objavenie hlb¹ej súvislosti a prispôsobenie na¹ich "matematických ava-
tarov"(reprezentácií pojmov a javov - ako funkcie, tenzory, diferenciálne oparátory atï) tak, aby
táto hlb¹ia súvislos» bola explicitne vidie», vedie k jednoduch¹ím, v¹eobecnej¹ie platiacim modelom.

Èo sa týka interakcií v prírode, zatiaµ to vyzerá tak, ¾e poèet tých základných nie je viac ako
4, alebo azda 3, preto¾e jedna z nich (gravitácia) sa zdá by» lep¹ie uchopiteµná ak sa reprezentuje
ako geometrický artefakt, nie "sila". Existujú modely, ktoré dávajú zvy¹né tri interakcie (elek-
tromagnetická, silná a slabá) akosi "pod jednu strechu". Toto nie je uzavretá kapitola vo fyzike,
a nejdeme håba» nad prognózami, ale skon¹tatujeme jednu dôle¾itú èrtu, ktorú majú tieto zatiaµ
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pre nás fundamentálne interakcie spoloèné - v¹etky sú tzv. "konzervatívneho typu" - dajú sa
modelova» pomocou potenciálového poµa, umo¾òujúceho pripísa» kon�guráciám èastíc poten-
ciálnu energiu. V uzavretých systémoch, kde sú v¹etky interakcie konzervatívne sa (ako názov
napovedá) zachováva istá velièina, celková energia. Táto skutoènos» robí mo¾nými výpoèty aj
tam, kde Newtonove rovnice dávajú buï príli¹ zlo¾ité výpoèty, alebo ani nie jasné ako ich sfor-
mulova». Samotný fakt, ¾e v¹etky fundamentálne pôsobenia vo fyzike ako ich zatiaµ poznáme sú
tohto konzervatívneho typu z neho robí vhodného adepta na hlb¹ie zamyslenie.

6.10 Gravitaèný náboj a zotrvaènos»

V predchádzajúucich paragrafoch sme si uviedli hmotnos» telesa ako "gravitaèný náboj", akúsi
mieru, akou interaguje s gravitaèným poµom ak do nejakého príde. V newtonovskej mecha-
nike nemáme apriori dôvod predpoklada» ¾e tento gravitaèný náboj, miera tendencie interagova»
gravitaène, je nejako korelovaný s mierou zotrvaènosti telesa vystupujúcou v druhom Newto-
novom zákone ako inerciálna(zotrvaèná) hmotnos». Nakoniec spomínaný druhý zákon je myslený
pre akúkoµvek silu; hmotnos» uvedená v òom je miera zotrvaènosti voèi pôsobeniu akejkoµvej sily.
Preèo by táto miera zotrvaènosti mala by» daná práve gravitaèným nábojom telesa? Preèo nie
jeho elektrickým nábojom, prípadne e¹te inými velièinami charakterizujúcimi teleso?

A predsa experimentálne sa rovnos» oboch velièín, inerciálnej hmotnosti aj gravitaèného ná-
boja telesa, rovná s presnos»ou na mnoho platných ci�er. Nepoznáme ¾iaden experiment kde by
ich odchýlka bola väè¹ia ako citlivos» daného merania. Náhoda?

Táto rovnos» má mimoriadne nápadný dôsledok (nápadnos» je miernená zriedkavými príle¾i-
tos»ami skúma» gravitáciu bez doprovodu iných interakcií zastierajúcich efekt o ktorom má by»
reè). Napí¹me si druhý zákon napríklad pre teleso zotrvaènej hmotnosti mi s gravitaèným nábo-
jom/hmotnos»ou mg v gravitaènom poli Zeme (gravitaènej hmotnosti Mz). Teda druhý Newtonov
zákon aplikujeme na prípad keï pôsobiaciu silou je práve sila gravitaèná. Zem nech je centrovaná
do poèiatku súradnej sústavy, a teleso ktorého zrýchlenie poèítame, nech je v mieste s pozièným
vektorom r⃗, teda v mieste kde má pole intenzitu E⃗(r⃗) Druhý zákon potom hovorí, ¾e pre zrýchlenie
ná¹ho telesa platí

mia⃗ = mgE⃗

Ak gravitaèná a inerciálna hmotnos» sú rovnaké, z výpoètu vypadnú a zrýchlenie je od nich ne-
závislé. Teleso sa bude pohybova» so zrýchlením daným intenzitou gravitaèného poµa, nezávisle
od svojho inerciálneho atribútu. Teda keby na¹e teleso bolo dvakrát »a¾¹ie, dostalo by rovnaké
zrýchlenie akoby bolo dvakrát µah¹ie.
Èo je to za silu, ktorá urýchµuje v¹etky telesá rovnako?

Pre porovnanie, elektrostatická sila urýchµuje rôzne »a¾ké telesá rôzne. Tie¾ sa dá napísa» vo
forme súèinu intenzity E⃗el poµa a náboja q telesa, ktorého pohyb v poli ¹tudujeme. Ak toto teleso
má mieru zotrvaènosti mi, potom podµa druhého zákona dostane v poli zrýchlenie podµa vz»ahu

mia⃗ = qE⃗el

Teda ak bude ma» dvakrát väè¹iu zotrvaènos», dostane dvakrát men¹ie zrýchlenie. Aj be¾ná skú-
senos» s inými silami nám hovorí, ¾e urýchli» »a¾¹ie teleso je »a¾¹ie. Potrebujeme tým väè¹iu silu
na dosiahnutie daného zrýchlenia, èím väè¹iu má urýchµované teleso hmotnos».
Gravitácia je iná.
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6.11 Sila èi pseudosila

Preèo je gravitácia taká odli¹ná od ostatných síl, preèo ten komplot zladenia sily so zotrvaènos»ou
telesa, na ktoré pôsobí? Èo je to za silu, ktorá je automaticky väè¹ia pre teleso s väè¹ou zotrvaè-
nos»ou, men¹ia pre teleso s men¹ou?

Treba podotknú», ¾e hoci nepoznáme inú silu podieµajúcu sa na takomto "spiknutí", poznáme
celú triedu "pseudosíl (�ktívnych síl)", ktoré sa správajú presne takto. Ide o "sily", ktorým
sa pripisuje zrýchlenie hoci aj voµného telesa pozorovaného neinerciálnym pozorovateµom, ak sa
chce hra» na platnos» druhého zákona aj vo svojej sústave. Mô¾e si pestova» �kciu, ¾e zákon u
neho platí, ale musí vymyslie» nejakých "silových agentov"zodpovedných za zrýchlenie ktoré vidí.
Ak zrýchlenie v jeho sústave oznaèíme ako ˜⃗a, a zotrvaènú hmotnos» pozorovaného telesa ako mi,

potom treba "domyslie»"nejakú silu ˜⃗
F tak aby formálne platilo mi

˜⃗a =
˜⃗
F .

Tieto �ktívne sily majú vlastnos» ako gravitácia - tie¾ sú úmerné zotrvaènej hmotnosti telesa,
a teda po dosadení z rovnice závislosti an hmotnostiach vypadnú. V neinerciálnej vz»a¾nej sústave
sa tie¾ deje "podivnos»", ¾e v¹etky telesá bez ohµadu na hmotnos» dostávajú rovnaké zrýchlenie.
(Pravda okrem prípadu, keï pôsobí aj "naozajstná sila", akú by za takú prehlásil aj inerciálny
pozorovateµ.)

Ak napríklad sedíme vo vlaku, so súradnou sústavou danou trebárs stenami a dlá¾kou kupé,
mô¾eme nejaký èas pozorova», ¾e v¹etko sa deje ako druhý zákon ká¾e. Èo necháme na pokoji
ostáva na pokoji, èo po¹leme silou kamsi pôjde ako druhý zákon predpisuje. Odrazu sa v¹ak mô¾u
v¹etky dosiaµ pokojné telesá pobra» k prednej stene - v¹etky s rovnakým zrýchlením (ak odmyslíme
rôzne koe�cienty trenia apod.) Èo sa stalo? Pre pozorovateµa zvonku sa stala veµmi prirodzená vec
v súlade s prvým Newtonovým zákonom - najprv v¹etky telesá, ktoré sme my v na¹ej vlakovej
sústave vnímali v pokoji, vnímal èlovek na nádra¾í ako pohybujúce sa rýchlos»ou vlaku - rovno-
merne, priamoèiaro. Keï vlak zaèak brzdi», pre èloveka z nádra¾ia v¹etky ¹álky, kufre a cestujúci
jednoducho pokraèovali podµa prvého zákona ako doposiaµ, ale stena vlaku tak nepokraèovala,
lebo bola spojená s brzdiacim zariadením a príslu¹nými silami. Pre nás vnútri v¹ak zrazu akási
pseudosila hodila v¹etko o prednú stenu 6. Èo je zaè a preèo v¹etko hodila s rovnakým zrýchlením
nám dnu nie je jasné. Ale pre pozorovateµa vonku to ani nemô¾e by» inak - v¹etci i¹li rovnako
rýchlo, teda v¹etci aj mali pokraèova» rovnako rýchlo, smerom k pribrzdenej stene, ktorá bola pre
v¹etkých tie¾ rovnaká.

To, èo neinerciálny pozorovateµ vníma ako poru¹enie Newtonových zákonov vníma inerciálny po-
zorovateµ ako ich potvrdenie.

Podobne je to pre Eulerovu, Coriolisovu, odstredivú "silu"atï - v¹etky tieto prejavy neinerci-
álnosti sústavy z pohµadu pozorovateµa v nich majú vlastnos», ¾e na telesá pôsobia priamoúmerne
ich zotrvaènj hmotnosti - dávajúc im v¹etkým z pohµadu neinerciálneho pozorovateµa to isté zrých-
lenie.

Nie je potom aj gravitácia "pseudosila", dôsledok neinerciálnosti sústavy? A nie je
to vlastne dobrá správa pre principiálnu pou¾iteµnos» Newtonových zákonov?

Spomeòme si, ¾e v Newtonových zákonoch hral kµúèovú rolu pojem voµného telesa. Jeho po-
hyb slú¾il ako ¹tandard pojmov "rovno, rovnomerne". Ak vieme voµnú èasticu zabezpeèi» aspoò v
princípe, mô¾eme ma» taký ¹tandard aspoò v princípe. Ako teda zohna» voµnú èasticu? Odtienime
v¹etky sily na òu. Mô¾eme teleso odmagnetova», elektricky zneutrálni», vyle¹ti», odèerpa» okolitý
vzduch alebo iné odporové prostredie, odstrihnú» ka¾dú ¹núrku èi pru¾inku èo ho mô¾e ovplyvòo-
va». . . a toto mô¾eme urobi» technicky dôkladnej¹ie alebo menej dôkladne, ka¾dopádne ak vieme

6Výraz "pseudo-"alebo dokonca "�ktívna sila"neznaèí, ¾e javy, v súvislosti s ktorými ich pozorovateµ zavádza,
by boli nejako "imaginárne". Pozorovatelia vo vlaku aj vonku sa zhodnú na poète rozbitých ¹álok èi zlomenín.)
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odèerpa» miliardu molekúl odporového prostredia, azda budeme vedie» odèerpa» aj dve miliardy.

Ako v¹ak odtieni» gravitaènú silu a v¹etky s òou súvisiace? (Pole Zeme »ahá teleso dole, teleso
tlaèí na podlo¾ku, ale potom aj podlo¾ka na teleso. . .) Reakcie podlo¾iek a závesov mo¾no zlikvi-
dova» tak ¾e prejdeme do padajúcej sústavy, teda ¾e teleso nebude podopierané nièím - napríklad
postavíme laboratórium v padajúcom vý»ahu (a s odèerpaným vzduchom), alebo sa poberieme aj
s na¹ou aparatúrou kdesi do vesmíru. V¹etky tieto veci mo¾no v princípe urobi».
Ale ani s týmito v¹etkými opatreniami nie je v princípe mo¾né odtieni» globálne gravitaèný vplvyv
ostatných telies, keï¾e gravitaèná sila má podµa Newtonovej formulky nekoneèný dosah a pôsobí,
na rozdiel od trebárs elektrickej sily, v¾dy prí»a¾livo, nejde "zneutrálni»". Samozrejme, dajú sa
uva¾ova» pribli¾ne inerciálne sústavy, kde ¹tandard "rovnomerne priamoèiaro"bude realizovaný s
"takmer voµnými telesami". . . ale ostáva fakt ¾e newtonovská mechanika (ak sa do nej zahrnie
spolu s tromi pohybovými zákonmi aj zákon gravitácie) sama o sebe hovorí ¾e v tomto vesmíre
platí len pribli¾ne, ak by gravitácia bola sila ako ostatné. Bola by to sila ktorú by bolo nemo¾né
globálne odtieni», teda by bolo v princípe nemo¾né vôbec ma» voµnú èasticu ktorá by nám dala
prototyp rovnomerného priamoèiareho pohybu.

Ak v¹ak gravitácia nie je sila - ak sa dajú jej prejavy chápa» ako charakteristiky geomet-
rie èasopriestoru - potom telesá na ktoré nepôsobí okrem gravitácie niè by sú voµné,
ich trajektórie v súlade s prvým zákonom de�nujú v èasopriestore pojem priamoèiaro. Akurát je
mo¾né ¾e to nie sú euklidovské priamky èo takto vznikajú. To v¹ak nijako neprotireèí Newtonovej
mechanike. Prvý zákon je zaradený práve preto, ¾e je potrebné zisti» geometriu, nie ju predpo-
klada» apriori euklidovskú.

¥udia oboznámení s históriou fyziky len povrchne mô¾u ma» dojem ¾e geometrický model gra-
vitácie ako zakrivenia priestoru èi èasopriestoru pri¹iel a¾ s dvadsiatym storoèím. Pritom potreba
nejakého geometrického obrazu bola zjavná u¾ v newtonovskej mechanike keï sa jednalo o prin-
cipiálnu konzistentnos». (Je pravda, ¾e vtedy e¹te nebol plne k dispozícii matematický aparát
rozvinutý v 19. a 20. storoèí, a chýbal aj prínos ¹peciálnej relativity.)

7 Gravitácia a krivos» - výhµady k v¹eobecnej relativite

V¹eobecná relativita je asociovaná s krivos»ou èasopriestoru. Názov niekedy azda laikov zvá-
dza k domnienke ¾e sa jedná o akési zov¹eobecnenie ¹peciálnej relativity. Ide v¹ak o zov¹eobecnenie
newtonovského modelu gravitácie (tak, aby boli lokálne zahrnuté princípy ¹peciálnej
relativity).

7.1 Èo zov¹eobecòujú Einsteinove rovnice

Bez ambície urobi» tu rýchlokurz v¹eobecnej relativity, uveïme si pre neskor¹iu referenciu kom-
paktnú formu Einsteinových rovníc

Gµν + Λgµν =
8πκ

c4
Tµν (1)

s krátkym komentárom, ¾e na µavej strane máme objekt vyjadrujúci zakrivenie èasopriestoru,
napravo objekt súvisiaci so zdrojmi gravitácie, hustotou energie-hybnosti v danej oblasti
èasopriestoru. Súvis s Newtonovou gravitáciou vidno okrem iného v prítomnosti univerzálnej gra-
vitaènej kon¹tanty κ, spojitos» so ¹peciálnou relativitou naznaèuje rýchlos» svetla c. Prípadne e¹te
odcitujme Wheelerov výrok o tom ako hmota hovorí èasopriestoru ako sa má zakrivi» a èasopries-
tor hmote ako sa má hýba».
Do hlbín tenzorového poètu sa pri prehµadových predná¹kach nechodí, ale povedzme si, ¾e pred-
povede tohto modelu je síce »a¾¹ie spoèíta», ale sú v lep¹ej zhode s pozorovaním ako je tomu pri
newtonovskej verzii.
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Len¾e tá newtonovská verzia do veµkej miery funguje. V¹eobecná relativita zov¹eobecòuje nieèo, èo
je tam "dobre". Èo sa zov¹eobecnilo? Kde je analógia? Pod newtonovskou gravitáciou si mnoho µudí
rovno predstaví u¾ zmienenú formulku pre veµkos» gravitaèného pôsobenia dvoch telies povedzme
hmotností M , m v istej vzdialenosti r, so slávnou gravitaènou kon¹tantou κ (ktorej hodnotu vedia
desa»roèní ¹tudenti vysvetli» porovnateµne dobre ako ich vysoko¹kolskí kolegovia):

F = κ
mM

r2
(2)

Kde v newtonovskej gravitácii vidno náznak súvisu medzi krivos»ou a energiou èi hmotou? O kri-
vos» èoho by sa vôbec jednalo?

Ukazuje sa ¾e aj newtonovská gravitácia sa dá vyjadri» ako zakrivenie èasopriestoru, ale uká-
za» to vy¾aduje trochu èasu a priestoru - èasto viac ne¾ be¾ný prehµadový kurz základnej fyziky
umo¾òuje.
Av¹ak poukáza» na krivos» spojenú s gravitaèným potenciálom sa dá pomerne µahko a rýchlo,
s pou¾itím základov vysoko¹kolskej matematiky.

Najprv uveïme na pravú mieru, èo v newtonovskej gravitácii je vlastne zov¹eobecnené v rov-
niciach v¹eobecnej relativity. Nie priamo Newtonov gravitaèný zákon pre silu pôsobiacu na nejaké
"testovacie teleso"hmotnosti m v poli nejakého iného telesa hmotnosti M budiaceho skúmané
pole; Einsteinove rovnice (1) nakoniec o testovacom telese priamo nehovoria. Popisujú aký vplyv
má hmota (napríklad zmienené teleso hmotnosti M) na èasopriestor okolo.

Teda lep¹ím predchodcom/analógom Einsteinových rovníc je newtonovský popis gravi-
taèného poµa ako takého(pomocou intezity alebo potenciálu), nie jeho vplyv na testovaciu
èasticu.

Zopakujme si z predo¹lých odsekov, ¾e intenzita gravitaèného poµa budeného hmotou M v
poèiatku súradnej sústavy je konzervatívne vektorové pole E⃗, záporne vzatý gradient skalár-
neho potenciálu ϕ, meniace sa v závislosti od polohy v priestore (r⃗) :

E⃗ = κ
M

r2
r⃗

r
= −∇⃗ϕ (3)

Je v (3) nejaký súvis s krivos»ou? Krivos» je geometrický pojem, skúmajme teda geometriu
situácie. V priestore okolo hmoty M sú isté význaèné plochy - koncentrické sféry so stredom v
mieste kde je zmienená hmota. Sú to ekvipotenciálne plochy rozmeru S = 4πr2. Na ka¾dú z
nich je vektorové pole intenzity kolmé a veµkos» intenzity je v rámci jednej plochy kon¹tantná.
Toto znamená okrem iného veµmi jednoduchý výpoèet toku poµa intenzity danou plochou:

�
S

E⃗.dS⃗ = 4πr2E (4)

Zo vz»ahu pre veµkos» intenzity

E = κ
M

r2

(po prenásobení 4π) vieme, ¾e tento tok intenzity plochou je úmerný hmote vo vnútri:
�

S

E⃗.dS⃗ = 4πr2E = 4πκM (5)

Obe strany (5) vieme prepísa» ako objemový integrál. ¥avú stranu pomocou Gaussovej vety ktorá
dáva do súvisu tok poµa uzavretou plochou S a divergenciu poµa v objeme V ktorý táto plocha
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ohranièuje. Hmotu na pravej strane vieme prepísa» ako objemový integrál hustoty ρ. Potom máme
�

V

∇⃗.E⃗ dV = 4πκ

�
V

ρ dV

∇⃗.E⃗ = 4πκρ (6)

Teda divergencia intenzity gravitaèného poµa je úmerná hustote hmoty, alebo, povedané µudovo,
hmota pôsobí ako zdroj gravitácie. E¹te si spomeòme ¾e intenzita je záporne vzatý gradient po-
tenciálu E⃗ = −∇⃗ϕ a dosaïme to do (6):

−∇⃗.∇⃗ϕ = 4πκρ (7)

Divergencia gradientu je laplacián, suma druhých derivácií: ∇⃗.∇⃗ϕ = ∆ϕ, tak¾e (7) je mo¾né
prepísa» do tvaru zodpovedajúceho tzv. Poissonovej rovnici, ktorá dáva do súvisu hustotu
hmoty budiacej gravitaèné pole a laplacián gravitaèného potenciálu toho poµa:

∆ϕ = −4πκ ρ (8)

A tu je krivos»! Ak ju nevidno, tak aj príle¾itos» ujasni» si geometrický význam laplaciánu.

7.2 Stredná krivos» a laplacián

Z technického hµadiska je laplacián v euklidovskom priestore v kartézskej sústave diferenciálny
operátor ktorý mô¾e by» vyjadrený sumou druhých derivácií podµa jednotlivých súradníc:

∆ =
∂2

∂x2
1

+ ... +
∂2

∂x2
n

Teda v jednorozmernom priestore je to jednoducho druhá derivácia. Táto súvisí s krivos»ou
grafu funkcie, na ktorú operátorom druhej derivácie pôsobíme. Ako je jasné u¾ zo základného
diferenciálneho poètu, v jednom rozmere majú druhú deriváciu (1-rozmerný laplacián) na súvis-
lom intervale (nielen v jednotlivých bodoch) v¹ade nulovú práve lineárne funkcie, ktorých grafom
je priamka - krivka bez krivosti. Pre lineárnu funkciu platí, ¾e jej hodnoty sú "rovnomerne roz-
lo¾ené"v zmysle, ¾e hodnota v danom bode je priemerom hodnôt v susedných bodoch.

Vo vy¹¹ích rozmeroch nulový laplacián nejakej funkcie ∆f = 0 neznamená nevyhnutne ¾e graf
f je plochý v euklidovskom zmysle (hoci funkcia grafom ktorej je rovina má iste laplacián nulový),
ale graf s nulovou tzv. strednou krivos»ou. Nulová stredná krivos» v nejakom bode znamená,
¾e hodnota funkcie je tu priemerom hodnôt v susedných bodoch. Nenulová stredná krivos»
kvanti�kuje odchýlku od takéhoto rovnomerného rozlo¾enia hodnôt. Grafy funkcií troch a viac
premenných nevieme vizualizova» (iba ich priemety do ni¾¹ích rozmerov), lebo by sme potrebovali
veµa rozmerný priestor (3 a viac rozmerov pre premenné, jeden pre funkènú hodnotu). Ale pojem
laplaciánu a strednej krivosti tam pokojne mô¾eme prenies» a opiera» sa o príslu¹ný matematický
aparát aj tam kde nás vizuálna predstavivos» nemô¾e vies».

Z tohto pohµadu teda Poissonovu rovnicu (8) mô¾eme vníma» ako súvis medzi rovnomernos»ou
rozlo¾enia hodnôt gravitaèného potenciálu ϕ v priestore a hustotou hmoty ρ v òom.
Tam, kde je hustota nulová, je potenciál rozlo¾ený "v priemere rovnomerne", v zmysle ¾e stredná
krivos» vyjadrená laplaciánom je nulová (∆ϕ = 0). Teda pre potenciál v takej oblasti platí, ¾e
v ka¾dom bode je jeho hodnota priemerom susedných hodnôt. Tam, kde je potenciál rozlo¾ený
"nerovnomerne"(stredná krivos» ∆ϕ ̸= 0 ), sa podµa Poissonovej rovnice nachádza nejaká hmota
(ρ ̸= 0).

Einsteinove rovnice (1) hovoria èosi podobné, aj keï toho hovoria viac a v¹eobecnej¹ie, a krivos» v
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nich spomínaná súvisí so samotným èasopriestorom. To je v¹ak aj dôsledkom toho, ¾e tamoj¹í "po-
tenciál"je desa»zlo¾kový a týchto 10 funkcií predstavuje nezávislé zlo¾ky metriky, geometrickej
charakteristiky èasopriestoru. Èo sa týka druhej strany rovnice, zdrojov gravitaèného poµa,
Poissonova rovnica uvádza ako zdroj nerovnomernosti gravitaèného potenciálu nenulovú hustotu
hmoty ρ. Einsteinove rovnice poèítajú s hmotou ako s formou energie, a ako taká má svoje miesto v
objekte Tµν na pravej strane (a majú tam miesto e¹te aj v¹elijaké iné aspekty, nakoniec v¹eobecná
relativita je v¹eobecnej¹ia teória ako Newtonova gravitácia.)

Ka¾dopádne, obe verzie, newtonovská aj einsteinovská hovoria o tom, ¾e prítomnos» hmoty má
dopad na geometriu v okolí.

7.3 Hypotheses non �ngo?

E¹te jedna zaujímavá analógia je medzi newtonovskou a einsteinovskou gravitáciou. Keï Newton
predstavil svoj model, priniesol mimoriadne zjednotenie do fragmetovaných poznatkov z mecha-
niky. Zrazu bolo mo¾né popísa» padanie jabåk a pohyb Mesiaca ako prejavy jedného princípu. A
predsa, u¾ v èasoch jej vzniku bolo jasné (Newtonovi samotnému azda viac ako mnohým iným),
¾e sú tu voµné konce. Sám sa vyjadril ¾e nevie akým agentom gravitácia pôsobí, ale ¾e je absurdné
aby tam nieèo, èomu e¹te nerozumie nebolo. Vo v¹eobecnej relativite, nie ako matematickej hraèke,
ale ako pokuse o popis ná¹ho èasopriestoru, je tie¾ niekoµko vecí o ktorých vieme, ¾e o nich veµa
nevieme - jednak sú to vlastnosti objektu Tµν na veµmi malých ¹kálach a vlastnosti podivného
èlena Λgµν zodpovedajúceho "temnej energii", ktorý sa do rovníc (1) zahàòa na základe potreby,
na ktorú poukázali kozmologické pozorovania na veµkých ¹kálach.

Nejaký ïal¹í Einstein èi Newton azda príde s modelom, ktorý elegantne popí¹e tieto nejasnosti,
aby sme sa mohli posunú» k ïal¹ím veciam ktoré e¹te ani popísa» nevieme.

8 Energia a èasový vývoj - výhµady ku kvantovej mechanike

Klasická newtonovská mechanika sa dá skúma» v rôznych formalizmoch. Tradiène sa na ¹ko-
lách prezentuje mnohoraké pou¾itie druhého Newtonovho zákona, èo zahàòa diferenciálne rovnice
druhého rádu pre polohu skúmaného telesa. Ale newtonovský formalizmus nie je jediný, ktorý sa
dá pou¾i». Klasická mechanika sa dá skúma» aj v iných (lagrangeovský, hamiltonovský, variaèné
princípy). V nasledujucej èasti si spomenieme prvky tzv. hamiltonovskej formulácie, aj za
úèelom neskor¹ieho poukázania na spoloèné èrty klasickej a kvantovej mechaniky, ktoré v
tomto formalizme vidno azda µah¹ie ako v newtonovskom.

Zdôraznime ¾e sa nejedná o "inú"teóriu, ale o iný formalizmus. Preèo prepisova» èo funguje do iných
tvarov a foriem? Veï s Newtonovými rovnicami sa dá namodelova» èo klasická fyzika umo¾òuje
namodelova». Je to trochu ako pýta» sa, naèo vedie» pou¾íva» rôzne súradné sústavy. Veï kartéz-
ska je dobrá a jednoduchá, naèo sférické a parabolické a cylindrické komplikácie - a¾ kým èlovek
nenarazí na rovnice, ktoré v jedných súradniciach vyzerajú ako zmes èlenov s veµmi nejasnou inter-
pretáciou, a v iných sa rie¹ia viac menej pohµadom.. . Iný formalizmus niekedy umo¾òuje situáciu
lep¹ie "preèíta»", a niekedy umo¾òuje zov¹eobecnenia ktoré v inom nevidno 7.

Pozrime sa, èo vlastne klasická mechanika robí. Zo znalosti stavu systému teraz nám pohybové
rovnice posyktujú predpoveï pre stav neskôr (alebo aj spätne). Èasový vývoj systému pred-
stavuje postupnos» (parametrizovanú èasom) jednotlivých stavov. Pohybové zákony
(Newtonove v klasickej mechanike) nám umo¾òujú zrekon¹truova» túto postupnos»
zo znalosti jedného jej èlena.

7A bez ambícii vysvetli» tu vec bli¾¹ie, u¾ sa vo fyzike stalo ¾e jeden formalizmus sa ukázal akosi hlb¹í ako iný,
aj keï na zaèiatku sa javili ako "rovnocenné"formulácie.
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Tu si treba seriózne uvedomi», èo je vlastne stav systému. Vezmime veµmi jednoduchý systém
- hmotný bod. Pri matematickom pohµade na Newtonov druhý zákon pre toto teleso

m
d2r⃗

dt2
= F⃗ (9)

vidíme, ¾e sa jedná o diferenciálnu rovnicu druhého rádu, nezávislou premennou je èas t (pa-
rameter vývoja), závislou sú súradnice polohy telesa r⃗(t) = (x(t), y(t), z(t)). Rovnica obsahuje
nanajvý¹ ich druhé èasové derivácie, dané jednak hmotnos»ou telesa m a pôsobiacou silou F⃗ (t)).
U¾ v jednorozmernom prípade (keï skúmaným systémom je jeden hmotný bod s jedným stupòom
voµnosti x(t), (napríklad mô¾e sa pohybova» len v smere jednej osi) si takáto rovnica druhého rádu
vy¾aduje dve poèiatoèné podmienky - hodnotu neznámej funkcie a jej prvej derivácie v nejakom
konkrétnom (obvykle poèiatoènom) èase. Stav jedného hmotného bodu teda tvoria jednak údaje
o polohe r⃗, a údaje súvisiace s hybnos»ou p⃗.

Reprezentácia stavu systému je jedným z dôle¾itých rozdielov medzi klasickou a kvan-
tovou fyzikou. Tu nejdeme robi» rýchlokurz kvantovej mechaniky, ale máme ju vo výhµade, keï
chceme predsatvi» alternatívny zápis Newtonových rovníc, preto si z nej spomeòme aspoò èosi.

"Pohybovým zákonom"v kvantovej mechanike je Schrödingerova rovnica. Akási kvantová al-
ternatíva k Newtonovým zákonom. Otázkou je, koµko z tej analógie je jasnej keï sa na spomenuté
dva zákony pozrieme, e¹te aj po zbe¾nom predstavení jednotlivých symbolov èo sa v nich vysky-
tujú. Keby sme polo¾ili otázku, ako sa klasický a kvantový zákon lí¹ia, mo¾no by sme mali problém
rozhodnú» kde vôbec zaèa» zoznam rozdielov, preto¾e je »a¾ké vyjadri» odli¹nos» dvoch vecí bez
toho, aby sme videli aspoò nieèo spoloèné k èomu vyjadrenie vz»ahova».
Kto videl aspoò základy hamiltovoského formalizmu aplikovaného na klasické problémy, mô¾e ma»
akú-takú predstavu o tom, ¾e z matematického hµadiska sú popisy kvantovej a klasickej mechaniky
v istom zmysle analogické. Pre¹tudova» hamiltonovský formalizmus do håbky ¾iada viac èasu ako
je v be¾ných kurzoch pre technické obory k dispozícii; ale dajú sa prezentova» aspoò nejaké èasti.
Ilustrujme si spoloèné aspekty Newtonovej a Schrödingerovej rovnice na systéme predstavujúcom
jeden elektrón v nejakom potenciáli (poli konzervatívnej sily). Klasický a kvantový popis:

m
d2r⃗
dt2

= F⃗ (10)

iℏ
∂Ψ

∂t
= ĤEΨ (11)

kde symboly znamenajú nasledovné: F⃗ - sila, m hmotnos», t èas, r⃗ poloha, i komplexná jednotka,
ℏ redukovaná Planckova kon¹tanta, Ψ vlnová funkcia, ĤE hamiltonián (index indikuje ¾e sa jedná
o operátor energie, kvantový analóg klasickej velièiny).

Èasové derivácie, teda spojitosti s èasovým vývojom, sa objavujú v oboch zákonoch; ale jedná
sa o prvú deriváciu v (11) a druhú v (10). Treba si ujasni», èo sa vlastne vyvíja - aký je vz»ah
medzi objektmi v rovniciach (10) a (11). Snahou je ukáza», ¾e v pozadí oboch modelov je spoloèný
princíp - èasový vývoj stavu súvisí s energiou.

Prepí¹me rovnice do tvaru, v ktorom vystupujú kµuèové pojmy (stav, energia, vývoj) tak ex-
plicitne ako sa dá. Ak ¹tudovaným systíémom je spomínaný elektrón, jeho stav v kvantovej
mechanike je reprezentovaný tzv. vlnovou funkciou Ψ (teraz sa jej nevenujeme hlb¹ie, len ju
zmieòujeme), a v klasickej mechanike polohou a hybnos»ou (r⃗, p⃗). Teda v záujme porovna-
nia mechaník by sme mali radi v (10) explicitne (r⃗, p⃗). Toto sa urobí jednoducho, ak zvá¾ime ako
hybnos» súvisí s èarovou deriváciou polohy:
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dp⃗
dt

= F⃗

dr⃗
dt

=
p⃗

m
(12)

Teraz máme dve rovnice prvého rádu (12) namiesto jedej rovnice druhého rádu (10). Av¹ak bolo
dosiahnuté viac ako len výmena rádu a poètu rovníc, toti¾ ¾e sa zaèína rysova» analógia s (11).
Na µavej strane(12) teraz explicitne vystupuje prvá èasová derivácia klasického stavu systému,
podobne ako je prvá derivácia kvantového stavu v (11).

Teraz dajme do súvisu pravé strany. V kvantovom prípade je to operátor energie (hamil-
tonián) pôsobiaci na stav. Klasická verzia mô¾e pôsobi» v tomto ohµade veµmi odli¹ne. Av¹ak
dosta» aj tu do obrazu energiu nie je veµký problém.
Predpokladali sme konzervatívnu silu, teda mô¾e by» vyjadrená ako záporný gradient vhod-
ného potenciálu. Aby bola jasnej¹ia analógia s pravou stranou (11), chceli by sme aj v klasickom
prípade dosta» do obrazu celú energiu, nielen potenciálovú èas». Toto nie je problém urobi»; keï¾e
kinetická energia závisí od hybnosti, nie od polohy, mô¾e by» beztrestne vsunutá do "pozièného
gradietu":

F⃗ = −∇⃗r⃗Ep = −∇⃗r⃗(Ep + Ek) = −∇⃗r⃗E = −
(
∂E

∂x
,
∂E

∂y
,
∂E

∂z

)
Týmto prepisom sily ako záporným gradientom energie máme polovicu (12) vyjadrenú s energiou
na pravej strane. Aby sme podobnú vec dosiahli aj pre druhú polovicu, v¹imnime si, ¾e pravá
straba mô¾e by» prepísaná ako derivácia kinetickej energie (Ek = p2/2m) podµa hybnosti. Tentoraz
vyu¾ijeme skutoènos», ¾e potenciál nezávisí na hybosti v prípadoch ktoré tu uva¾ujeme, a teda
mô¾eme do derivácie bezpeène popri kinetickej energii prepa¹ova» aj potenciálnu:

p⃗

m
= ∇⃗p⃗Ek = ∇⃗p⃗(Ek + Ep) = ∇⃗p⃗E =

(
∂E

∂px
,
∂E

∂py
,
∂E

∂py

)
.

A e¹te v¹etko poskladajme dokopy:

d
dt

(
p⃗
r⃗

)
=

(
−∇⃗r⃗E

∇⃗p⃗E

)

iℏ
∂

∂t
Ψ = ĤEΨ

Teraz oba zákony, klasický aj kvantový, vyjadrujú predstavujú èasovú zmemu stavu (na µavých
stranách prvé èasové derivácie polohy-hybnosti alebo vlnovej funkcie) v súvislosti s energiou (na
pravo). Matematické objekty a operácie sú samozrejme odli¹né 8 - veï kvantová a klasická mecha-
nika sa lí¹ia hlb¹ie ako len formalizmom.

Ale spoloèný princíp tu je: Energia je hlboko zviazaná s èasovým vývojom.

Tento projekt získal �nancovanie z výskumného a inovaèného programu EU Horizon 2020 v rámci Marie Sklodowska-

Curie Dohody o grante è. 945478.

8Hoci predsa len podobnej¹ie ako táto struèná prezentácia umo¾òuje ukáza».

29


