Uloha N 1

Urceni gravitacni konstanty pomoci
Cavendishovych torznich vah

1.1 Ukol mé¥eni

Ukolem méFeni je ur¢it gravitaéni konstantu Newtonova univerzalniho zékona o gravitaci pomoci
Cavendishovych torznich vah.

1.2 Teoreticky avod

1.2.1 Newtonuv gravita¢ni zakon

K objeveni univerzalniho zédkona o gravitaci prispél nejvétsi mérou Isaac Newton(1642-1727), ktery
jej formuloval roku 1684: Libovolnd dvé telesa se pritahuji silou, kterd je pFrimo umeérnd soucinu
jejich hmotnosti a neprimo umernd ctverci jejich vzdalenosti. Gravitacni zakon miizeme zapsat, viz
obr. 1.1, pomoci vzorce

myims
F12 = —Iiwru, (].].)

kde F', je sila jiz ptsobi druhé téleso na prvni, ry5 je polohovy vektor prvniho télesa vzhledem
ke druhému télesu a m; a my jsou hmotnosti téles. Konstantu imérnosti x, (gravitaéni konstantu)
kterou Newton neznal, poprvé experimentalné urcil az v roce 1798 Henry Cavendish (1731-1810).
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Obrazek 1.1: K Newtonovu gravitacnimu zakonu.

Za celem zméreni gravitacni konstanty pouzil Henry Cavendish velice citlivé torzni vahy v
experimentu, jehoz modernizovana verze je naplni této laboratorni tlohy.

Newtoniv gravitaéni zdkon vyjadieny vztahem (1.1) plati pfesné pro hmotné body (Castice),
ale da se s dostatecnou pfesnosti pouzit i pro télesa, jejichz rozméry jsou vyrazné mensi, nez jejich
vzajemna vzdalenost. D4 se ukazat, ze vzorec (1.1) plati pfesné i pro koule, které ani nemusi byt
homogenni, staci, kdyz hustota bude mit kulovou symetrii. V tomto ptipadé je miizeme nahradit



hmotnymi body o hmotnosti téchto kouli umisténymi v misté stfedu kouli. Dle zdkona akce a

reakce, pokud druhé téleso ptisobi na prvni téleso silou Fiy, ptisobi i prvni téleso na druhé silou
Fy = —Fs.

1.2.2 Cavendishovy torzni vahy

Torzni vahy, viz obr 1.2, pomoci nichz ur¢ime gravita¢ni konstantu, jsou tvofeny otoé¢nym ramenem,
na kterém jsou umistény dvé olovéné kulicky a které je zavéSeno na tenkém wolframovém vlakneé
o prumeéru 25pum. Pokud k malym kulickdim priblizime vétsi olovéné koule, zptisobi gravitacni
pritazliva sila otacivy moment M, ktery se bude snazit rameno torznich vah pootocit.
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- malé olovéna kulicka

- rameno torznich vah

- velka olovéna kulicka

- oto¢né rameno

- wolframové vlakno (neni vidét)
- uchyceni vldkna
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Obrazek 1.2: Cavendishovy torzni vahy.

Proti ota¢ivému momentu bude jako reakce piisobit vldkno momentem M = —M, ktery méa
stejnou velikost, ale opa¢né znaménko. Velikost tohoto momentu se da vyjadrit jako

M/ - kt¢7 (12)

kde k; je torzni tuhost vldkna (viz tloha Uréeni modulu torze dynamickou metodou a stanovent
momentu setrvacnosti) a plati pro ni vztah

Grrt
ky = , 1.3
=T (13)
kde G je modul pruznosti vldkna ve smyku, r je polomér a [ je délka vlakna.
7 rovnosti velikosti obou momentti v rovnovazném stavu tedy dostaneme
M - kt¢Ra (14)

kde ¢ je rovnovazny tihel pootoceni ramene torznich vah. Pokud toto pootoceni zmérime, budeme
schopni urcit pro danou geometrii velikost gravitac¢ni sily a z ni potom gravita¢ni konstantu.

Rameno torznich vah zavéSené na pruzném vlakné se chova jako torzni kyvadlo, viz tloha
Urcent modulu torze dynamickou metodou a stanoveni momentu setrvacnosti, které po vychyleni
z rovnovazné polohy ¢r vykonava torzni kmity. Pfislusnd pohybova rovnice (pokud zanedbame
ztraty napiiklad diky vazkosti vzduchu) ma tvar

Jo = —ko — ¢+ w?p =0, (1.5)



kde J je moment setrvacnosti ramene torznich vah i s malymi kulickami a w = 27/T = \/ki/J je
uhlova frekvence torznich kmiti.
Torzni tuhost vldkna radéji nez ze vzorce (1.3) ur¢ime z vlastnosti torznich kmiti pomoci vztahu

472 ]
k't - W, (].6)
kde T je namérena perioda torznich kmitt.
Za moment setrvacnosti do vztahu (1.6) dosadime vyraz
2 , 2 L 2 2 Ly
J = me g""m + d + gmr (b +h ) — 2m0 57"0 + d s (17)
N —  — N -

'

olovéné kulicky rameno torznich vah

~
otvory pro kulicky

ktery ma tii ¢asti. Prvni z nich odpovidd momentu setrvacnosti dvou olovénych kuli¢ek o hmotnosti
M, a poloméru r,, které jsou umistény ve vzdalenosti d od osy rotace (Steinerova véta). Druhy
¢len odpovidd momentu setrvacnosti samotného ramene torznich vah (plochy kvadr o délce 2b, Sitce
2h, vySce ¢ a hmotnosti m/. - viz obr. 1.4 a ptiklad v tloze Urceni modulu torze dynamickou me-
todou a stanoveni momentu setrvacnosti). Treti ¢len odpovidd momentu setrvacnosti dvou vélecku
o hmotnosti m, a poloméru r, umisténych ve vzdélenosti d od osy rotace. Tyto valecky reprezen-
tuji otvory v rameni torznich vah, do kterych jsou vsazeny malé olovéné kulicky. Tento ¢len (se
znaménkem minus) reprezentuje fakt, Ze pii vypoctu momentu setrvac¢nosti ramene torznich vah
(druhy ¢len) tyto otvory nabyly uvazovany, moment setrvacnosti je tedy o jejich piispévek vétsi a
je tieba odecist jej.

Obrazek 1.3: Korekce f;.

Moment, ktery otac¢i rameno torznich, vah ma nékolik slozek, viz obr. 1.3. Prvni z nich zptsobuje
sila F, kterou na sebe piisobi blizsi malé a velké kulicky. Pro jeho slozku kolmou k nékresné plati
vztah (kladny smér pro otéceni ve sméru hodinovych rucicek)

My My
M]_ = 2F1d = QKTd, (18)
kde m,, a m, jsou hmotnosti malych a velkjch kulicek, R je jejich vzadjemna vzdalenost® a d je
vzdalenost malych kulicek od osy otaceni.

Vichylka torznich vah je natolik mald, Ze vzdalenost R uvazujeme konstantni a rovnou vzdalenosti klidové.



Déle se jednd o moment zptisobeny silou, kterou se pfitahuji vzdalenéjsi kulicky (malé a velka).
Plati pro néj, viz obr. 1.3:

) R M, M
o d=—2k—2""fd 1.

MQ = —ZFde = _ZFQd sinoe = —2

kde
R3
h=1rs 2\3/2
(R2 + 4d?)3/
ma ulohu korekéniho ¢lenu, ktery je tim mensi, ¢im mens$i je vzdalenost R oproti d. Znaménko
minus ve vztahu (1.9) vyjadiuje fakt Ze moment M, ma opa¢ny smér nez moment M.

Déle je tfeba zapocitat moment, kterym ptisobi velké kulicky na rameno torznich vah, viz obr.
1.4.

(1.10)

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

Obrazek 1.4: Korekce fs.

Rameno torznich vah rozdélime na elementarni kvadry tloustky dz, jejichz hmotnost je dm =
pQdz, kde p je hustota ramene a () je jeho prifez. Na tento element ptisobi olovéna koule silou

dF35 o velikosti
mydm m,pQdx

TRy d-2? "Rt (d-ar

Pro pfislusny toc¢ivy moment (piispévek od obou velkych kouli) potom dostaneme
mypRQxdx

[R? + (d — 2)2]**

dF;

dMs; = 2dFsxsina = 2k

(1.11)

Integraci vztahu (1.11) pak dostaneme pro velikost celkového to¢ivého momentu (viz Dodatek

1)

b xdz 2KM My
Ms = 2km,, = d, 1.12
2R [ o
kde
R m! | (d+b)d+ R? (d—b)d + R?
fo=— — (1.13)
2bdmun | \/(d+ b2+ R2  /(d—b)? + R?

ma tlohu dalsiho korekéniho ¢lenu. Vyraz m. = p2b(Q) pfedstavuje hmotnost ramene torznich vah
(kdyby v ném nebyly vyvrtdny otvory pro malé kulicky). Cim mensi je tato hmotnost oproti
hmotnosti malych kuli¢ek m,,, tim mensi je velikost korekéniho ¢lenu fs.
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V ramci vypoctu tohoto korekéniho ¢lenu jsme zapocetli ptitazlivost hmoty celého ramene torz-
nich vah, ve kterém jsou ale ve skutec¢nosti vyvrtany dva kruhové otvory pro vlozeni malych kulicek
(viz obr. 1.4). ,Hmotnost“ kazdého z téchto otvorti> —m, miZzeme piesunout do hmotnych bodi
v misté geometrickych stfed kruhovych otvorti, takze pro vypocet prislusnych pritazlivych sil a
momentil pouzijeme stejny postup a stejné vzorce jako v pripadé vzajemného plisobeni kulicek. Ve
vzorcich (1.8) a (1.9) sta¢i hmotnosti m,, nahradit hmotnostmi —m,,.

Vysledny moment stacejici rameno torznich vah tedy dostaneme ve tvaru

M= zgm”ég“ [(1 — f) (1 - :: ) + f2} d, (1.14)

ve kterém lze vyraz (1 — m,/m,,) interpretovat jako umélé snizeni hmotnosti malych kulicek o
hmotnost, kterd chybi v rameni torznich vah (kruhové otvory) a kterd je zapocitdna v korekénim
¢lenu fo.
Koneény predpis pro uréeni gravitacni konstanty dostaneme kombinaci vztaht (1.4), (1.6) a
(1.14). Plati tedy
212 J R?
Tm,m,d|[(1— fi) (1 —my/mp) + fo

Gravitac¢ni konstanta je tedy pfimo imérna pootoceni torznich vah.

K Or. (1.15)

1.2.3 Torzni vahy - torzni kyvadlo

Gravitacni konstantu uréime pomoci vzorce (1.15) z rovnovazné vychylky ramene torznich vah ¢g.
Pokud vsak pfiblizime velké koule k malym, rameno torznich vah se rozkmita tlumenymi kmity a
trvé dosti dlouho, nez dojde k jeho ustaleni. Abychom nemuseli ¢ekat, uréime rovnovaznou vychylku
ze t11 po sobé jdoucich bodti obratu torznich kmit, viz nize.
Zvolime-li vhodnym zpiisobem pocateéni ¢as® ¢ = 0, mizeme pro tthlovou vychylku torzniho
kyvadla psat
B(t) = ¢pr + dae M cos(wt).

Body obratu kyvadla nastavaji, jestlize wt = nmw,n € Z, tedy v ¢asech ¢, = nT'/2. Pro vychylky
kyvadla v téchto bodech potom dostavame

thh=0 : ¢1=0¢r+ 9a,
ta=T/2 : ¢g=r— dpae /? =p— (61 — ¢r),
ts=T : ¢3=¢r+dae % =¢p+ (61 — dr)2?,

kde z = e /2 a obecné
Gn = Or+ (1 —Pr)a"H(=1)", (1.16)
Gny1 = Or+ (¢1— ¢r)z"(=1)" (1.17)
Ze vztahu (1.16) mtzeme vyjadfit
(1 — dr)2"(=1)" = —(¢n — &),
2Tato hmota v rameni vah chybi, takze piisobi jakoby odpudivé, proto mé znaménko minus.

3Volba pocate¢niho éasu nemé na vysledek zadny vliv, volime jej tak proto, abychom zde pracovali s jednoduchymi
vzorci.




odkud po dosazeni do (1.17) ihned dostaneme

_ Ons1 + TPy _ Ony2 + Thpia

1.18
on 1+z 1+ (1.18)
Porovnanim druhého a tfetiho ¢lenu v predchozi rovnosti dostaneme

e /2 _ P2~ fnin (1.19)

¢n - ¢n+l '

S vyuzitim vztaht (1.18) a (1.19) mizeme vypocitat rovnovaznou vychylku ramene torznich
vah ze tii po sobé néasledujicich hodnot ¢,12, ¢ni1, @n, aniz bychom museli ¢ekat na ustéleni -
vymizeni torznich kmit.

1.3 Pokyny pro méreni

1.3.1 Postup méreni

Upozornéni: veskeré manipulace s Cavendishovymi vahami provadéjte s nejvétsi opatrnosti, pokud
se vam rozkmita rameno s malymi kulickami, jeho ustaleni nastane az za velmi dlouhou dobu a
méfeni nejspis nestihnete dokoncit.

1. Presvédcte se, ze rameno torznich vah je ve vodovaze - malé olovéné kulicky jsou umistény v
prislusnych dutindch symetricky. Pokud tomu tak neni, pomoci Sroubovacich nozicek Caven-
dishovych vah situaci napravte.

2. Presvédcte se, ze rameno torznich vah mifi zhruba v ose torznich vah, pokud tomu tak neni,
pootocte uchycenim vlakna (6, obr. 1.2).

3. Rameno s velkymi koulemi nastavte kolmo k ose Cavendishovych vah, spustfte program Ca-
vendish, viz odstavec 1.3.2, a seznamte se s jeho ovladanim. Pokud jste neprovadéli zadné
manipulace z bodu 1 a 2, sta¢i k ustaleni torznich kmiti (vyvolanych pohybem ramene) cca
XXX minut, pokud jste Cavendishovy vahy nastavovali, mize to trvat i déle.

4. Spustte méfeni programem Cavendish

5. Pootocte rameno s velkymi koulemi na jednu stranu az nadoraz ke sklu vah, ale dejte si pozor,
aby velké koule do skla neudefily. Zaznamenejte nékolik bodi obratu torznich kmiti (t¥i jsou
minimum).

6. Pootocte rameno s velkymi koulemi na druhou stranu az nadoraz ke sklu vah, ale dejte si
pozor, aby velké koule do skla neuderily. Zaznamenejte nékolik bodt obratu torznich kmitt
(tfi jsou minimum).

7. Pomoci programu Measure, viz odstavec 1.3.3, najdéte body obratu ramene torzniho kyvadla
zméfené dle bodii 5 a 6 a pomoci vzorct (1.18) a (1.19) vypoditejte pro oba piipady rovnovazné
vychylky ¢r1 a ¢re. Pomoci programu Measure rovnéz urcete periodu torznich kmitii.

8. Rovnovaznou vychylku pro urceni gravitacni konstanty urcete pomoci vztahu

bn= 5 lom — o,

kterou pak pro urceni gravita¢ni konstanty dosadte do vzorce (1.15).



1.3.2 Ovladani programu Cavendish

Spustte program Cavendish poklepem my$i na prislusnou ikonu. Pokud jsou Cavendishovy vahy
spravné pripojeny k pocitaci, objevi se okno podobné tomu na obrazku 1.5.

K1 cavendish balance unit USB version 2.05

Walue: 5143 mrad Elapsed rec. time: | 0: 46:505 Data:

AE27

732 932 1132 15832 1732 213 2532
Sampling ~| Mumber of - | Range - 8
2o Hz S 81921 h & min 16 s2c) A ~| [V single pass

w 7 u v LPF time Wiew recard |L|ve [Space: 8182 points at 2 Hz] [single pass) j
) v canztant

H QX QY ’—_|NEI LFF B Carnrnent |
[=] Stop x Heset| *— E Save| E Load| o | ﬁ Setup | i Exit |

Obrazek 1.5: Okno obsluzného programu pro Cavendishovy vahy.

Pomoci volby Sampling rate nastavte vzorkovaci kmitocet na 2 Hz, pomoci volby Number of
points pocet odectenych hodnot na 8192 (anebo vétsi), pokud bude zaskrtnuta volba single pass,
po nacteni tohoto poc¢tu vzorkd se méfeni zastavi, jinak bude pokracovat. Pomoci volby Range si
muzete nastavit rozliSeni vertikalni osy displeje (k pozorovani torznich kmitti vyvolanych gravitaéni
silou pii pfiblizeni velkych kouli pouzijte nejvétsi rozliseni). Pomoci volby LPF time constant
muzete nastavit parametry dolni propusti v pfipadé, Ze by bylo méfeni ruseno oscilacemi raménka
torznich vah. Sestice tlacitek vlevo dole slouzi k nastaveni ,, Zoomu*, (ktery funguje i béhem nac¢itani
vzorki) a k volbé, zda maji byt nactené body pospojovany (levé spodni tlac¢itko). Nacitani vzorki
se spousti stiskem tlac¢itka Record, které se po stisknuti méni na tlacitko Stop, jehoz stiskem se
pak nacitani vzorkt ukoncuje. Pokud po nacteni vzorkd zménite néjaké parametry, stiskem tlacitka
Reset je uvedete v platnost. Tlac¢itkem s vodorovnou ¢arou a dvéma Sipkami hned vedle napravo
nastavite nulu na aktuélni pozici ramene vah (coz neni t¥eba provadét, nebot méfici metoda presné
nastaveni nuly nevyzaduje). Tla¢itkem Save ulozite na¢tend data bud ve formatu *.cav (ktery
umi program Cavendish nacist stiskem tlacitka Load), nebo ve formatu *.txt, ktery je Citelny
v textovém editoru. Hodnoty thli jsou zde uloZzeny v miliradianech! V pribéhu nacitani
vzorkil se v dvouminutovych intervalech aktualizuje zalozni soubor temp.cav, takze i kdyby doslo k
néasilnému preruseni méfeni, o nactené vzorky nepfijdete. Data si ukladejte do adresére D:\data).
Stisknutim tlacitka Setup se provadi kaibrace Cavendishovych vah, kterou nemusite provadét.

1.3.3 Zpracovani dat programem Measure

Nejdiive je tfeba naméfend data z textového souboru (*.txt) nahrat do schranky (clipboardu).
Oteviete tento soubor v textovém editoru a stisknéte Ctrl4+A a pak Ctrl4+C. Spustfte program
Measure poklepanim mysi na pfislusnou ikonu. Ovlddani programu je velmi jednoduché a intui-
tivni, takze nasledujici popis je jen velmi stru¢ny. V menu Measurement vyberte polozku Import
data. Pokud mate namétfenad data ve schrance, objevi se okno, v jehoz horni zalozce Channels
zménte polozku Digits beyond point na 5. Pripadné zde miiZzete provést nastaveni popisu os,
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celého grafu a podobné. Po stisku tlac¢itka OK se objevi pracovni plocha s naméfenym priibéhem.
Naméreny prubéh muze byt ovlivnén rychlymi oscilacemi zptisobenymi netorznimi kmity raménka
vah. Tyto oscilace miiZzete odstranit vybranim polozky Smooth z menu Analysis. Posuvnym
jezdcem nastavte (metodou pokus-omyl) intenzitu vyhlazeni a stisknéte tlacitko Smooth. Pokud
nebudete s vysledkem spokojeni, vyberte v menu Measurement polozku Undo smooth a postup
opakujte.

Pomoci barevnych tlacitek s nazvy kanald napravo v horni listé zobrazte toliko vyhlazeny pribéh
a v menu Analysis vyberte polozku Curve analysis. Objevi se okno, ve kterém se po stisku
tlacitka Calculate piehledné v tabulce zobrazi polohy a hodnoty minim a maxim nameéfeného
pribéhu. Volbou Visualize results se presvédcte, zda pocitac¢ nalezl vSe co vas zajima, v pripadé
nespokojenosti miizete jezdcem Tolerance nastavit citlivost vyhledédvani extrémii (je t¥eba znovu
stisknout Calculate). Stiskem tlacitka Copy si miZete vypoctené hodnoty zkopirovat do schranky
(a potom pres Poznamkovy blok ulozit).

Naméfeny pribéh (piipadné i se zobrazenymi minimy a maximy) si muzete ulozit (menu Me-
asurement), polozka Export data), do Microsoft Wordu se nejlépe hodi format ,metafile”.

m Phywe measure 4 - [Méreni gravitacni konstanty (Unsaved)] @@@
[IFile Gauge Measurement Analysis Window Help -8 x
e=xHS 0@ - © Cr av|SU LQ+ATY

L bl ' ra+2 8 (€12 phi
phi
mrad

2305,0”01'9”“2 mrag 2567,5 5/ 0,00412 rmrad

0,005

. S TBTEE S 12001 6T Firdd” 1888.8 5.f.:@rﬂﬂ1.0?maﬂ. ...............................................................................................
4 2106,5 SJ—E%UUZGS rrad

+
2672,6 5/-0,00268 mrad
-0,005] ¥
2420,5 5/-0,00476 mrad

0,01 +
2194,5 5/-0,00919 mrad

0,016 4
1778,0 60,01 422 mrag 13980 8/-0,01391 mrad

+
1667,5 5/-0,01591 mrad

i
T T T T T T T T T T T T T T —
1500 1600 1700 1800 1a00 2000 2100 2200 2300 2400 2500 2600 2700 2800 s

Obrazek 1.6: Okno programu Measure.

1.4 Dodatek 1 - Vypocet integralu (1.12)

b xdx y=d-z
/ 2 232 dy = —dz -
b [R? + (d — 2)?] —b—d+bb—d—b

d—b d—b
:/ 2ydy232_d/ 2dy232' (1.20)
iy (R2+y2)% iy (R2+y2)%

V prvnim integralu na pravé strané udélame substituci z = R +y?> — dz = 2ydy, takze

dostaneme q ) )
L T X s V. B S
/ (RZ+y2)32 ~ 2 / CrTT R +22)
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v druhém integralu na pravé strané udélame substituci y = Rtanz — dy = (R/cos?z)dz,
takze dostaneme?

dy 1 Az 1 Ay — sinz

(R2+y2)32 ~ R? (1+ sinzz>3/2 TR YT TR T
cos? z

1 sin z 1 tan z 1 y/R 1 Y

TR Venlsteo?: RVaniz+l R(y/RE+1 R\p+ R

Dosazenim mezi do nalezenych primitivnich funkci dostaneme vysledek

/b rdx 1| (d+bd+ R? (d—b)d + R? (1.21)
B[R4 (d—2)2? R Jd+bE+ R \Jd-bE+RE| '
1.5 Dodatek 2 - Parametry Cavendishovych vah

Parametr Vyznam Hodnota

my, Hmotnost velkych olovénych kouli 1,049 kg

My, Hmotnost malych olovénych kouli 14,50 - 103 kg

d Vzdalenost malych kouli od osy rotace 6,66 - 10~2m

R Vzdélenost mezi stiedy maljch a velkych kouli (v krajni poloze) 4,62-1072m

b Polovina délky oto¢ného ramene vah 7,45-1072m

h Polovina &itky oto¢ného ramene vah 6,45 - 1073 m

c Vyska otoc¢ného ramene vah 1,4-10%m

To Polomér kruhovych otvori v oto¢ném rameni vah 4,5-10%m

p Hustota oto¢ného ramene vah (hlinik) 2,7-10°kgm™
m, Hmotnost oto¢ného ramene ,bez dér 7,27-103 kg

J Moment setrva¢nosti otoéného ramene 1,406 - 10~* kg m?
fi Korekce na gravitac¢ni ptisobeni vzdalenéjsich kouli 3,52-1072

fo Korekce na gravitac¢ni ptisobeni oto¢ného ramene 0,101

4Vyuzijeme faktu, ze Vz € (—7/2,7/2): cosz > 0.



